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1. Los entrantes: Curvas en el espacio

Definicién de curva. Una curva en R? es una aplicacién
a: T =R at)=(a(t),as(t), as(t)),

con I C R abierto, donde las funciones «a;(¢) admiten derivadas continuas de todos los
6rdenes.

Vector velocidad o vector tangente. Es la aplicacién

o TR a(t) = () (t), ah(t), ah(t).

Nota. a : I — R2, con I C R abierto, llamaremos curva plana.



Ejemplos. (1) a(t) = (acost,asent,bt), con a,b > 0, es la hélice cilindrica.

(2) a(t) = (3,?), es diferenciable, pero o/(0) = (0,0): el vector velocidad en ¢t = 0
existe, aunque no tiene direccién. Esta es una de las situaciones que excluiremos en nuestro
estudio de las curvas.

(3) a(t) = (13 — 4t,t* — 4). Claramente, a no es inyectiva, pues a(2) = a(—2) = (0,0):
se dice entonces que a(t) no es simple.

(4) a(t) = (¢, |t]), no es diferenciable; no contemplaremos en nuestro estudio.

|
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,Por qué tanto interés en que nuestra curva sea diferenciable? ;Por qué queremos
evitar que el vector tangente se anule en un punto? La respuesta esta implicita en la
siguiente definicion.

Curva regular. Se dice que «a : I — R? es reqular si o/(t) # 0, para todo t € I. Si
o/(t) # 0, podemos considerar la recta tangente a a en el punto a(t), es decir, la recta
que pasa por «(t) y tiene como vector director o/(t) (aqui es esencial que la curva sea
regular).



Si por el contrario ty € I es tal que o/(tg) = 0, se dice entonces que « presenta un
punto singular en t.

Sélo estudiaremos curvas simples y regulares.

1.1. La funciéon longitud de arco

Cambio de parametro. Sea o : I — R? una curva. Un cambio de pardmetro es
cualquier aplicacién diferenciable
h:J—1,

J C R intervalo abierto, con inversa h~! es también diferenciable.
Lacurva S =aoh:J — I — R? se llama reparametrizacion de o.

Ejemplo. Tome la circunferenccia «o(t) = (cost,sent). Entonces h(s) = 2s conserva
la orientacién, mientras que h(s) = —s la invierte.

La longitud de arco.

I(a) = / /(1)) dt.

Una parametrizacién destacada. o : I — R3 se dice parametrizada por la longitud
de arco si |o/(t)] = 1, para todo t € I.



Nota. En ese caso

L) = /0t|o/(u)\du: /Otdu:t.

Un resultado fundamental. Toda curva regular puede ser parametrizada por la
longitud de arco.

Ejemplo. a(t) = (t,cosht): la catenaria. Su pardmetro arco es

t t
s :/ |/ (u)] du :/ coshu du = senh u.
0

0

1.2. La curvatura, la torsién y el triedro de Frenet

Sea o : [ — R? una curva regular p.p.a. Su vector tangente T(s) = /(s) es unitario,
es decir, (T(s),T(s)) =1= (T'(s), T(s)) = 0= T'(s) L /(s).

Curvatura. Se define entonces la curvatura de o en un punto a(s) como

k(s) = [T'(s)| = [a"(s)].

Nota. k(s) > 0. Ademds, « es una linea recta si, y sélo si, su curvatura k(s) = 0.



Vector normal. Sea a una curva regular p.p.a. Para todo s € I tal que k(s) # 0, se
define el vector normal (unitario) a « en a(s) como
T'(s) _ o"(s)

N =T = o)

Plano osculador. Si « es regular p.p.a. tal que k(s) # 0, para todo s € I, se denomina
plano osculador en a(s) al plano {T(s), N(s)}.

A partir de ahora supondremos que k(s) # 0 en todo punto.
Vector binormal. B(s) = T(s) x N(s).

Entonces |B(s)| = 1 y es ortogonal al plano osculador.

Triedro de Frenet. Para todo s € I, con k(s) > 0, el conjunto {T(s), N(s),B(s)}
es una base ortonormal de R3, denominada triedro de Frenet.

Una cuestién importante. ;Como varian los vectores T(s), N(s) y B(s) a lo largo
de a(s)?

T'(s) = k(s)N(s)
B'(s) = T(s) x N'(s) = B/(s) L T(s)
[B(s)] = 1= B'(s) L B(s)



Recta-binormal

Plano-normal

Plano-rectificante

Recta-tangente

En consecuencia, B/(s) y N(s) deben ser colineales. Asi

B(s) = (B'(s), N(5))N(s) = (T(s) x N'(s),N(s))N(s).

El factor que aparece en la férmula anterior nos lleva a la siguiente definiciéon.

Torsién. Es la funcién 7 : I — R definida por

7(s) := (T(s) x N'(s), N(s)) = (B(s), N(s)).



Foérmulas de Frenet.
B'(s) = 7(s)N(s).
N'(s) = (N'(s), T(s))T(s) + (N'(s),N(s))N(s) + (N'(s), B(s))B(s), y dado que

» (N'(s), T(s)) = —(N(s), T'(s)) = —k(s) (derivando (N(s), T(s)) =0) y
= (N'(s),B(s)) = —(N(s),B'(s) = —7(s) (derivando (N(s),B(s)) = 0),

se tiene finalmente que N'(s) = —k(s)T(s) — 7(s)B(s). En definitiva, hemos obtenido

T'(s) = k(s)N(s),
N'(s) = —k(s)T(s) —7(s)B(s),
B'(s) = 7(s)N(s).

Proposicién. Una curva a(s) con curvatura k(s) # 0 es plana si, y sélo si, su torsién
es nula.

Obsérvese que, si la curvatura k(s) = 0, entonces « es una recta, y por tanto siempre
es una curva plana. Este caso se excluye en el enunciado de la proposicién porque, si
k(s) =0, la torsién no puede definirse, y el resultado no tendria sentido.



Ejemplo. Sea « la hélice cilindrica a(s) = (acos s, asen s, bs), a,b > 0, que suponemos
p.p-a. (luego, |/ (s)|> = |(—asens,acoss,b)|> = a®> +b? = 1).

Triedro de Frenet:
(s asens,acoss,b),

) = (=
(s) = (—coss,—sens,0),
B(s) = (bsens,—bcoss,a).

Z 4

Curvatura: k(s) = |o”(s)| = |(—acos s, —asens,0)] = a
Torsién: 7(s) = (N(s), B'(s)) = —b.

Resumen.
k(s) : mide cuanto se aleja a de ser recta

7(s) : mide cudnto se aleja a de ser plana



Caso de una curva plana.

Su curvatura se define por

k(s) = (a(s),N(s)) -

{T'(s) —  K(s)N(s),
N'(s) = —k(s)T(s).

Observacion. Si a(s) es una curva plana, su curvatura k(s) si tiene signo.

, k>0 a”
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2. El plato principal: Superficies en el espacio

Definicién de superficie regular. Un subconjunto no vacio S C R? es una super-
ficie regular si para todo punto p de S existen un abierto U C R?, un entorno V de p
en S (con la topologia relativa de S C R?) y una aplicacién X : U — R3, tales que

S1) X(U)=V y X : U — R? es diferenciable en el sentido ordinario,

S2) X : U — V es un homeomorfismo (es decir, la inversa X! : V' — U también es
continua) y

S3) para todo g € U, la diferencial dX, : R* — R? es inyectiva.

La aplicacion X se llama parametrizacion, carta o sistema de coordenadas. El
entorno V' se llama entorno coordenado.

R2

X(u,v) = (X(u,v),y(u,v),z(u,v))

X RS




. Qué significan las condiciones anteriores?

i) Laaplicacion X : U — V es diferenciable. Esto significa que si escribimos X (u, v) =
(z(u,v),y(u,v), 2(u,v)), las funciones z,y, z : U — R son derivables con derivadas
continuas de todos los 6rdenes.

ii) La condicién S1) nos permite asegurar que la superficie S es suave en el sentido de
que no tiene aristas ni vértices.

iii) Con la condicién S2) se evita que la superficie S tenga autointersecciones. Esto
es muy importante con vistas a conseguir unicidad a la hora de definir el plano
tangente a la superficie en un punto.

iv) La condicién S3) es esencial para asegurar la existencia del plano tangente en todos
los puntos de S. Es una hipdtesis similar a que /() # 0 en el caso de una curva
regular.

Superficie de modo informal. Una superficie se obtiene tomando trozos de plano,

deformandolos, doblandolos y encajandolos de forma que la figura resultante no tenga
vértices, lados o autointersecciones.
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Ejemplos de superficies regulares.

El plano. II={(z,y,2) ER®:ax + by + cz = d}.

donde a, b, ¢ no se anulan simultaneamente.
Sin pérdida de generalidad, suponemos que ¢ # 0; entonces, podemos despejar la coorde-
nada z como z = (d — az — by) /c. Tomamos ahora U = R? V =1II (el entorno coordenado
va a ser, en este caso, toda la superficie), y sea X : U — V la aplicacién dada por

d—au—2b
X(u,v) = (u,v,$> )

C

Entonces se tiene claramente que:

i) X es diferenciable pues es lineal.

ii) X=!: I — U es la proyeccién ortogonal sobre el plano z = 0, que es claramente
continua, y por tanto, X es un homeomorfismo.

iii) Los vectores X, = (1,0,—a/c) y X, = (0,1, —b/c) son linealmente independientes,
y en consecuencia, dX, es inyectiva para todo g.
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La esfera. Szz{(x,y,z) €R3:x2+y2+22:1}.

Definimos X; : U — R? como
Xi(u,v) = (u,v, V1—u2— 1)2) ,

donde U = {(u,v) € R? : u? + v* < 1}.

Es claro que X, es diferenciable en U, por lo que se tiene S1). Ademds, X; ' es la
proyeccion ortogonal sobre el plano z = 0, que también es continua; luego X; es un
homeomorfismo sobre la imagen X;(U) y se verifica S2). Por tltimo, se tiene que

—U

—v
X)u=110, —/Mm/m—m—m———— |, X1)=10,1, ————
(X1) ( 1—u2—1)2> (X) ( 1—u2—v2>

son linealmente independientes, por lo que d(X;), es inyectiva y se cumple S3). En con-
secuencia X; es una parametrizacion. Para ver que S? es una superficie regular, hay que
comprobar que existen parametrizaciones para todos los puntos de S?. Con X; se cubren
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todos los puntos que cumplen z > 0 pero... jcuantas necesitamos realmente? La respuesta
se obtiene facilmente.

Como vemos, no resulta sencillo encontrar todas las parametrizaciones de una super-
ficie cualquiera, incluso cuando ésta es tan conocida como la esfera. De hecho, una misma
superficie puede ser parametrizada de muy distintas formas, y unas parametrizaciones
seran mas adecuadas que otras segtn el fin que estemos persiguiendo.

2.1. Ciriterios practicos para la determinacion de superficies

Criterio 1: Grafos. Sea f : U — R una funcién diferenciable con U C R? abierto.
Entonces el conjunto formado por

G(f) = { (wo, f(uv)) : (wov) €U}
es una superficie regular de R3. En otras palabras, cualquier grafo de una funcién difer-

enciable es una superficie regular.

Criterio 2: Valores regulares. Sean f : V C R?> — R una funcién diferenciable
y a un valor regular de f (es decir, df, es sobreyectiva para todo p € f~'(a)). Entonces
S = f~1(a) es una superficie regular de R?, denominada superficie de nivel.

15



El elipsoide. Es el subconjunto de R?® dado por

2 2 2
E={<x,y,z>eR3:g+y_+z_:1}
a C

Para probar que se trata de una superficie regular, definimos f : R® — R como

2 2 2
f(xayaz)zg‘f‘b—Q‘FC—Q,

y buscamos sus puntos criticos. Es inmediato comprobar que el elipsoide E = f~!(1) es
una superficie regular.
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El tinico valor regular de f es el 0, por lo que H = f~(1) y H' = f~*(—1) son superficies
regulares.

El criterio de los valores regulares no sélo sirve para demostrar que las cuadricas son
superficies regulares. He aqui un ejemplo de otra superficie de revolucion que también
admite la aplicacion de dicho criterio.

El toro de revolucién. Consideremos la circunferencia S!(r) contenida en el plano
x = 0y centrada en el punto (0,a,0) con a > r > 0. Un punto genérico de esta circun-
ferencia viene dado por (0,y, 2) y se tiene que r* = 2% + d2. Si rotamos la circunferencia
S'(r) alrededor del eje z, vamos a obtener una superficie de revolucién descrita por la

circunferencia en cuestion.

Se ve que



y que T? = f~1(r?), siendo f : V — R dada por

foyz) = (VT +gP —a) + 2

y V=R\{(0,0,2) : z € R}.

2.2. El plano tangente

Vector tangente a una superficie. Sea S C R? una superficie regular y sea p € S.
Diremos que v € R3 es un vector tangente a S en p si existe una curva o : (—e,e) — S
diferenciable con a(0) =py o/(0) = v.

El plano tangente a S en un punto. Es el conjunto 7,5 de todos los vectores
tangentes a la superficie S en el punto p, es decir,

T,5 = {v € R® : existe a : (—e,) — S diferenciable con a(0) =p y o/(0) = v},

es decir,

T,5 = dX,(R?).

De esta forma, es claro que 7,5 es un plano vectorial en R que llamaremos plano
tangente a S en p.
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Base de 7,,S. A continuacion, nos planteamos encontrar una base del plano tangente
T,S. Para ello, como {(1, 0), (0, 1)} es una base de R?, entonces la inyectividad de dX,
implica que {dX,(1,0),dX,(0,1)} = {X.(q), Xo(q)} es una base de T,S.

Podemos considerar el complemento ortogonal a 7,,S dentro de R?, (7,5)*, como es-
pacio vectorial euclideo, y asi obtenemos una recta vectorial que llamaremos recta normal
a S en p. Por tanto, podemos escribir R® = T,,S & (7,5)*.

El vector normal a S en un punto. Para cada p € S, podemos encontrar un
vector unitario N(p) que genera la recta normal a S en p, lo que escribiremos como
(T,S)* = {N(p)}. El vector N(p) estd univocamente determinado (salvo el signo) y se
denomina vector normal (unitario) a S en p.

Como {Xu(q), Xv(q)} es una base de Tx(q)S, entonces se tiene que

Xu(q) x Xo(q)
| Xu(q) x Xu(q)

lo que va a permitir calcular este vector de forma explicita.

N(X(g) ==+

Y
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2.3. Geometria intrinseca: La primera forma fundamental

La primera forma fundamental. La aplicacion
I.1,s —R I,(v)= (v,v),
se denomina la primera forma fundamental de S.

En lo que sigue, y salvo que queramos precisar con exactitud el punto sobre el que

estamos trabajando, escribiremos simplemente (-, -) en lugar de (-,-),.

Expresién local de I,. Sean v € 7,5 y o : [ — S con condiciones iniciales p y v.
Tomamos una parametrizacién (U, X) de S'y consideramos &(t) = (u(t), v(t)) la expresién
en coordenadas de a. Entonces v = o/(0) = v/(0) X, (q) + v'(0)X,(¢) = aX.(q) + bX,(q),
donde a, b son niimeros reales y X (q) = p. Si ahora calculamos I,(v) obtenemos

L(v) = |aX, +bX, > = a® (X,, Xu) + 2ab (X, X,) + b* (X, Xo) .

Los coeficientes de la 12 f. f. Denotamos por £ = (X, X,), FF = (X, Xy) vy
G = (X,, X,). Estas tres funciones (toman sus valores en U) son claramente diferenciables
y se denominan los coeficientes de la primera forma fundamental.

Ejemplos.

El plano. IT = {v = (v1,v9,v3), W = (wl,wg,wg)}, que pasa por el punto p =
(p1, P2, p3) sepuede parametrizar mediante

X(u,v) = (p1 + w1 + vws, P2 + uve + Vws, p3 + wv3 + VW3);
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= (v1,v9,v3) = v mientras que X, = (wq, wq, w3) = W.

de esta forma, X,
(v,w) y G = (w,w). Obsérvese que, si la base es

Por tanto, £ = (v,v), F =
ortonormal, entonces £E =G =1y F = 0.

El cilindro. C = {(z,y,2) € R®: 2? + y? = r?} parametrizado por

X(u,v) = (rcosu,rsenu,v).

Entonces X, = (—rsenu,rcosu,0) y X, = (0,0,1). Luego E =r*, F=0y G =1 son
los coeficientes de su primera forma fundamental respecto a X.

N

g
Z7
&
Z

SN

NNANNRNY

%
2
Z

NN
.

22



El helicoide. Consideremos la hélice parametrizada mediante a(u) = (cos u, sen u, au),
con a > 0. Observemos que esta curva se va enroscando alrededor del eje z, por lo que
tiene sentido, para cada punto a(u), tomar la recta determinada por éste y el punto del
eje z con coordenadas (0,0, au). La unién de dichas rectas es una superficie regular que
se denomina el helicoide. Una parametrizacion para esta superficie es

X(u,v) = (veosu,vsenu,au), con u,v € R.

Asi, X, = (—vsenu,vcosu,a) y X, = (cosu,senu,0), luego E = a?> +v*, F =0y
G =1 son los coeficientes de su primera forma fundamental respecto a X.

Propiedades elementales que verifican los coeficientes de la 1 f. f.

i) £,G >0,
ii) EG— F? > 0.
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2.4. Aplicaciones de la primera forma fundamental
2.4.1. Midiendo longitudes

Sea o : I — S una curva parametrizada. Su longitud de arco viene dada por

- [l = [ V@t = [ L)

En particular, si a(t) = X (u(t),v(t)) = X (a(t)), siendo (U, X) una parametrizacién de
S, la longitud de arco se puede expresar como

/ VE @) ()2 + 2F (a(r)) e (r)o'(r) + G (@(r) o' (r)? dr.

Por lo tanto,

) = JEGO)W () + 2P @0) (00 (0) + G (@) v (e,

es decir,

(%@)2 — B(a(r) (%‘(t))Q F2F(E(0) 50 % 1)+ 0 (a(0) (%(ﬂ)z ;

esto suele escribirse como (ds)? = E(du)? + 2Fdudv + G(dv)?, y se dice que ds es el
elemento de arco o elemento de linea de S.
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2.4.2. Midiendo angulos

Sean o : [ — Sy 3: 1 — S dos curvas parametrizadas regulares que se cortan en
un punto a(ty) = B(to), to € 1. El dngulo 6 que forman (es decir, el angulo que determinan
sus vectores tangente en dicho punto) viene dado por

(o (to), 7'(to))
| (to)] |8 (to)|
En particular, dada una parametrizacion (U, X), si tomamos sus curvas coordenadas para

vo Y up fijos, esto es, a(u) = X (u,vp), B(v) = X(up,v), entonces el dngulo que forman en
X (ug, vg) vale

cosf =

M(u Vg) = arc cos a (ug, vo)

‘XUHXU’ 0, Y0 \/m 0, %v0)-

Observemos que 8 > 0 y que las curvas coordenadas de X son ortogonales si, y sélo si,
= 0. En tal caso, se dice que X es una parametrizacion ortogonal.

6 = arccos

2.4.3. Midiendo areas

Si R C S es una region de una superficie regular S, tal que existe una parametrizacion
(U, X) con R C X(U), se define el drea de R como

A(R) = / | X x X, | dudv.
X-1(R)
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El siguiente resultado de caracter técnico prueba que ésta es una buena definicién.

Lema. El nimero A(R) no depende de la parametrizacién escogida. Ademés
A(R) = / VEG — F? dudv.
X~1(R)

Area del toro de revolucién. Recordemos que el toro de revolucién T? es una
superficie regular

que se puede parametrizar de la forma
X(u,v) = ((rcosu+ a)cosv, (rcosu + a)senv,rsenu),

donde (u,v) € U = (0,27) x (0,2m). Los coeficientes de la primera forma fundamental
respecto a esta parametrizacién vienen dados por E =1%, F =0, G = (a +rcosu)?. Asi,
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VEG — F? = r(a+ rcosu) y, para toda regién R contenida en el entorno coordenado
X (U), se tendréd que

A(R) = / VEG — F?dudv = // r(a + rcosu) dudv = darm?.
X-1(R)

X-1(R)
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2.5. Orientabilidad de superficies

La banda (o cinta) de M&bius. La banda de M&bius fue co-descubierta de manera
independiente por los matematicos alemanes August Ferdinand Mdbius y Johann Benedict
Listing en 1858. Es una superficie regular que puede obtenerse de la siguiente forma:
tomamos un rectangulo de papel de base, por ejemplo, 47 y altura 2; entonces, podemos
identificar los lados mas pequenos del rectangulo, pero invirtiendo sus extremos. Una
parametrizacion para esta superficie viene dada por

X(u,v) = <(2 —vsen(u/2)) senwu, (2 — vsen(u/2)) cosu,v cos(u/2)>,

donde 0 < u < 27 y —1 < v < 1. Para encontrar otra parametrizacion que cubra por
completo la banda de Mobius basta hacer variar el parametro v entre —7 y .

En estos términos se puede demostrar, utilizando la teoria que vamos a presentar, que
la banda de Mobius es una superficie no orientable.

-




La botella de Klein. La botella de Klein fue descrita por primera vez en 1882 por el
matematico aleman Felix Klein, y bautizada originalmente como la «superficie de Klein»;
una traduccién errénea del aleman (Fldche = ‘superficie’ por Flasche = ‘botella’) hizo
que sea conocida hoy en dia como la «botella de Klein».

Teorema de Brouwer-Samelson. Toda superficie reqular y compacta en R? es ori-

entable.

La compacidad de la botella de Klein y su no orientabilidad implican que no puede
ser una superficie regular en el sentido de nuestra definicién.

Para formalizar la nocién de orientabilidad necesitamos algunas definiciones.

Campo de vectores. Sea S una superficie regular. Un campo de vectores £ sobre
S es una funcién vectorial € : S — R3, donde &(p) es un vector de R? para cada p € S.
Diremos que ¢ es diferenciable si lo es como funcién de S a R3.
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Campo tangente. Dado un campo de vectores £ sobre S, se dice que & es un campo
de vectores tangente si (p) es tangente a S en p, para todo p € S. Diremos que & es
normal a S si {(p) es normal a S en p, para todo p € S. Por ultimo, diremos que & es
unitario si ‘g(p)‘ =1, para todo p € S.

Es usual representar por X(S) los campos de vectores diferenciables sobre S que son
tangentes. Ademés, denotaremos por X(S)* los campos de vectores diferenciables y nor-
males sobre S.

Superficie orientable. Una superficie regular S se dice que es orientable si existe
un campo (global) de vectores N sobre S que sea diferenciable, normal y unitario.

Si S es orientable, cada campo de vectores N en las condiciones de la definicién se llama
una ortentacion de S. Una superficie orientable se dice que esta orientada cuando se
ha elegido una orientacién concreta.
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Observaciones. Esta definicién requiere algunos comentarios. Si para cada punto
p € S tenemos un vector normal N (p), esto es equivalente a afirmar que el plano tangente
T,S esta orientado y tiene un sentido de giro bien definido por el producto vectorial de
R3. Luego el hecho de tener un campo normal N globalmente definido en la superficie,
permite determinar un sentido de giro en todos los puntos de la misma.

Si S es orientable, se pueden distinguir dos lados de la superficie: el lado hacia el que
apunta N y el lado opuesto. Por ello, las superficies orientables también se denominan
superficies de dos caras.

Por el contrario, si una superficie no es orientable, tiene una sola cara, tal y como
ocurre con la banda de Mobius: un ser que anduviese sobre esta superficie, llegaria a su
posicién original pero en el «lado inferior».

Si queremos definir un campo normal globalmente definido para la banda de Md&bius,
veremos que es imposible. Podemos hacerlo de cualquier forma en cada uno de los entornos
coordenados, pero ocurre que, en la interseccién de éstos (que tiene dos componentes
conexas), los normales no coinciden en todos los puntos, cualquiera que sea la eleccién
que de ellos hagamos.
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2.6. Curvaturas de una superficie

Seccién normal. Se define la seccion normal C,, como la curva plana que resulta al
cortar la superficie S con el plano II, = {v, N(p)}.

Asi, Oy, =11, NS, y podemos encontrar una parametrizacion (por la longitud de arco)
de Cy dada por a : I — C, C S de suerte que a(0) = py /(0) = v. Como v € T,8S,
entonces v L. N(p) y la curva « tiene como vector normal n = Jy, v = N(p), donde Jy,
representa la rotacion de dngulo § en el plano II. Entonces

(@"(0), N(p)) = (k(0)n(0), N(p)) = k(0),

siendo k la curvatura de o como curva plana dentro del plano vectorial I, orientado por
la base ortonormal positivamente orientada {V, N (p)}

Ejemplos. Secciones normales del plano. Son rectas.

Secciones normales de la esfera. Consideremos la esfera de radio r, S*(r), que
suponemos orientada por el normal exterior N(p) = (1/r)p. Si v € T,S*(r), entonces las
secciones normales son las circunferencias maximas de la esfera, esto es, circunferencias
de radio r cuya curvatura, como curva plana, es —1/r.

Obsérvese que el signo negativo se debe a la orientacién escogida: la aceleracién de
las secciones normales siempre apunta hacia el interior, mientras que hemos elegido como
orientacién de la superficie la dada por el normal exterior.
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Secciones normales del cilindro. Sea C el cilindro dado por la ecuacién 22422 = r?
(el cilindro cuyas generatrices son paralelas al eje y) y vamos a considerar el punto p =
(,0,0). El plano tangente T,,C' esté generado por los vectores vi = (0,1,0) y vo = (0,0, 1),
mientras que el normal es N(p) = (1,0,0), donde estamos escogiendo la orientacién hacia

fuera.

El plano II,, es el plano z = 0, asi que
I, NnC = {(x,y,z) eER?: 2?4+ 2% =1 z:O} = {(x,y,z) eR3: 2z =+r, Z:O},

que son dos rectas paralelas. La tunica que pasa por p es {x = r, z = 0}, cuya curvatura

es 0.

El plano II,, es y = 0, asi que

II,, NC ={(z,y,2) e R® : a® + 2> =%, y =0},

Vi
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que es una circunferencia de radio r en el plano y = 0, cuya curvatura es —1/r (el
signo negativo se debe a que el vector normal al cilindro apunta en direcciéon contraria a
la aceleracién de la circunferencia).

Finalmente, si tomamos vy = avy + bvy, con a,b # 0, un sencillo cdlculo demuestra
que Iy, N C es una elipse. Su curvatura estd comprendida entre —1/7 y 0.

Las curvaturas de una superficie vienen descritas por dos niimeros. Veamos
cémo. Sean S una superficie regular orientada por N y II un plano que pase por p y que
contenga a N. La interseccion I1N S es una curva plana v C II que pasa por p. Se calcula
la curvatura k(p) de -y con respecto a N y se repite este proceso para todos los planos que
contengan a N.
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Las curvaturas principales. Las curvatura principales ki(p) y k2(p)de S en p se
definen como el minimo y el mdximo de las curvaturas de las curvas planas obtenidas
como antes.

La curvatura de Gauss. Se denomina curvatura de Gaussde Senpe€ S a
K(p) = ki(p)k2(p)-

La curvatura de media. Se llama curvatura media de Senp e S a

k1(p) + ka(p) '

H(p) = 5

Nota importante. Las curvaturas principales no son intrinsecas.

Proposicién. La curvatura de Gauss no depende de la orientacion escogida para la
superficie. La curvatura media cambia de signo al cambiar la orientacion.
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Clasificacion de los puntos de una superficie. Dependiendo del signo de la cur-
vatura de Gauss, los puntos de una superficie se clasifican de la siguiente forma.

Sea S una superficie regular orientada y sea p € S. Entonces,

i) se dice que p € S es eliptico si K(p) > 0;
ii) se dice que p € S es hiperbdlico si K(p) < 0;

iii) se dice que p € S es parabdlico si K(p) = 0 pero alguna de las dos curvaturas
principales en p no se anula;

iv) se dice que p € S es plano cuando ki (p) = ka(p) = 0.
Ejemplos. Veamos ejemplos de cémo son los puntos de algunas superficies:

i) Todos los puntos de una esfera son elipticos, pues K = 1/r? > 0.

ii) En lasilla de montar parametrizada por X (u,v) = (u, v, v*—u?) el punto p = (0,0,0)

es hiperbdlico, ya que ki(p) = —2 y ko(p) = 2, y por tanto, K(p) = —4 < 0.

iii) Todos los puntos del cilindro son parabdlicos, pues ky = —1/r y ky = 0, asi que
K = 0 para todo p.

iv) Todos los puntos del plano son planos, aunque no son los tnicos ejemplos de puntos
planos: si tomamos la superficie de revolucién generada por z = y* (revolucién

alrededor del eje z), entonces el origen de coordenadas es un punto plano en una
superficie que no es un plano.
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Vean como hemos explicado los diferentes puntos de una superficie en la Semana de

la Ciencia y la Tecnologia de Murcia en noviembre 2008.
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2.7. Isometrias locales

Isometria local. Una isometria local entre dos superficies regulares Sy y S es una
aplicacion diferenciable ¢ : S — S5 que conserva la primera forma fundamental, es
decir, que conserva el producto escalar: para cada p € S; y cualesquiera v,w € 1,5,

{dipp(v), dpp(w)) = (v, w).

Isometria global. Una isometria (global) entre dos superficies regulares S; y Ss
es una isometria local que es, a su vez, un difeomorfismo global. En esta situacion se
dice que S; y Sy son (globalmente) isométricas. Ademas, S; y Sy son localmente
isométricas si, para todo p € 57, existen un entorno V' C S; de p y una isometria global
p:V — (V) C Sy, y andlogamente para Ss.

Por lo tanto, si dos superficies regulares son (globalmente) isométricas, entonces son
«iguales» desde los puntos de vista topolédgico, diferenciable y métrico. Desde luego, existen
superficies localmente isométricas que no lo son globalmente. Veamos el ejemplo que
proponiamos al comienzo de la seccién.

Ejemplo. El plano y el cilindro son localmente isométricos, pero no son globalmente
isométricas.

Teorema. Sea ¢ : S; — S, una isometria local entre superficies regulares. Entonces,
para todo p € S, existen parametrizaciones X : U — 51, X : U — S, cubriendo
p € S1y p(p) € S, respectivamente, tales que E=FE, F = Fy G =_(.
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Una suerte de reciproco para este resultado es el siguiente.

Teorema. Sean Si, S, superficies regularesy X : U — S;, X : U — S, parametriza-
ciones de S; y S,, respectivamente, tales que £ = E, F = F y G = G. Entonces, la
aplicacion ¢ = X o X~ : X(U) C S; — X(U) C S, es una isometria (global) entre los
abiertos X (U) y X(U) de las superficies S; y So.

2.8. Los simbolos de Christoffel

Sea S una superficie regular orientada por N y sea X : U — V una parametrizacion
de S positivamente orientada, es decir, tal que {X,, X,,, N} es una base de R? positi-
vamente orientada. Se pueden expresar las derivadas de estos vectores en funcién de la
propia base {X,, X,,, N} mediante unas funciones I‘fj, llamados simbolos de Christoffel.

Estudiemos a continuacién los vectores Xuu, Xuv, Xou, Xoo. Como son vectores de R3,
los podemos expresar como combinacién lineal de la base {X,, X,,, N}. Entonces,

(

Xow =THX, + T3 X, + LN,
Xuw =T, Xy + T3, X, + LoN,
Xpw =T5 Xy + T3, X, + LN,
Xpw =T3,X, +13,X, + LyN,

\

para ciertos coeficientes Ffj Y L, coni,j ke {1,2} ym e {1,2,3,4}.
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Un detalle crucial. Es facil ver que solo dependen de la primera forma fundamental
de la superficie, a saber,

&
F,— =

E,
Fh F%Q 1—%2 _ 1 G —-F 7 2
F%l F%z F%z EG — F? —F L F _EU @ %
2 2

2.9. Teorema Egregium de Gauss.

Un rapido célculo permite deducir la llamada ecuacion de Gauss de una superficie:
FhF%z + (F%)v + F%lrgz - F%2F%1 - (F%)u - F%2F%2 = LK.

Esta ecuacién supuso uno de los grandes avances de la Geometria Diferencial de superficies,
pues con ella se esta diciendo, implicitamente, que la curvatura de Gauss sélo depende de
los simbolos de Christoffel y, por lo tanto, exclusivamente de la primera forma fundamen-
tal. En otras palabras, K es un concepto intrinseco, lo cual resulta bastante sorprendente,
tal y como ya hemos comentado, si tenemos en cuenta que la curvatura de Gauss se define
a partir de la aplicacién de Gauss, esto es, del normal a la superficie.

La ecuacion de Gauss permite ademas demostrar uno de los grandes teoremas de la
Geometria Diferencial, el llamado teorema Egregium de Gauss. Este resultado fue probado
por Gauss en 1828, y aparecio publicado por primera vez en su gran obra «Disquisitiones
generales circa superficies curva».
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El teorema. La curvatura de Gauss de una superficie regular es invariante por
isometrias locales. Es decir, si ¢ : S; — Sy es una isometria local, entonces Ki(p) =

K, (go(p)), para todo p € Sp, donde K; y K, representan, respectivamente, las curvaturas
de Gauss de S7 y S,.

El reciproco del teorema Egregium de Gauss no es cierto en general.

2.10. Geodésicas

Dada una curva « en una superficie S, podemos descomponer el espacio vectorial R?
como R? = T,,;»S @ {N(a(t))}. Entonces, a”(t) € R? se escribe de forma tnica como

Oé”(t) :O/l(t)T—l-CY”(t)L.

En estos términos, el vector o”(t)" se denomina aceleracién tangencial o intrinseca de
la curva «, y representa la aceleraciéon que experimenta una particula bidimensional
cuya trayectoria estd descrita por a. Por otra parte, el vector o//(t)* se denomina acel-
eracidn normal o extrinseca. En particular se tendrd o (t)* = A(t)N(a(t)), para una
cierta funcion diferenciable A(t). Ahora bien, jcudl es el valor de A? Obviamente, éste
vendrd dado por el producto escalar A(t) = (o(t), N(a(t))), lo que permite escribir
o (1) = (o (t), N(a(t))) N(a(t)). Por otro lado, es usual la notacién

Do/
//t‘l': t
a()" = == (),
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por lo que podemos escribir

o' (t) = Zj‘/ () + (" (1), N (a(t))) N (a(t)).

Cuando trabajamos en un plano (o en general, en cualquier superficie que contenga
una recta) las rectas son un tipo de curvas que presentan una serie de caracteristicas muy
particulares. Por ejemplo,

i) minimizan la distancia entre dos puntos,

ii) tienen curvatura constantemente nula y

Cabe preguntarse entonces si, cuando trabajamos en una superficie arbitraria S, siem-
pre podemos encontrar curvas con caracteristicas similares. La respuesta, como veremos
en breve, es afirmativa, y tales curvas se denominan las geodésicas de S.

Sea v : / — S una curva parametrizada. Se dice que v es una geodésica de S si su
aceleraciéon 4" es normal a S.

Propiedades de las geodésicas. Sea 7S una geodésica de una superficie regular S.

i) |¥/(t)| es constante.

ii) Las geodésicas se conservan por isometrias locales, ya que sélo dependen de la deriva-
da covariante y, por tanto, de los simbolos de Christoffel. El concepto de geodésica
es un concepto intrinseco.
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iii) Supongamos que la curva 7y estd p.p.a. y que 7”(s) # 0 para todo s. Sabemos que
v es geodésica si, y sélo si, (Dv'/ds)(s) = (*y”(s))T = 0, es decir, si, y sélo si,
v"(s) = k(s)n,(s) estd en la direccién del vector normal a la superficie (en el punto
v(s)). Luego ~y es una geodésica si, y sélo si, n,(s) = £N(s).

iv Para cada par (p,v), con p € Sy v € 1,5, existe una tnica geodésica v C S tal
que 7(0) =p y 7'(0) = v.

Ejemplos de geodésicas.

En el plano. Dado un vector a unitario, consideremos el plano Il = { peR?:(ap) =
c}, y tomemos como vector normal N(p) = a, para todo p € II. Una curva 7 en el plano
es geodésica si, y sdlo si, 7" (t) = 0, esto es, y(t) = p+tv. Las unicas geodésicas del plano
son, como cabia esperar, las rectas.

En la esfera. Sean p € S*(r) y v € T,S*(r). Supongamos que el normal a la esfera es
N(p) = (1/r)p. Si tomamos el plano determinado por v y por N(p), su interseccion con
la esfera es una circunferencia maxima, que es, ademas, una secciéon normal. Por lo tanto,
el vector normal de esta curva es n = +N(p), lo que demuestra que es una geodésica.
Todas las circunferencias maximas son geodésicas en la esfera, y son las tnicas.

En el cilindro. Existen tres tipos de geodésicas: las hélices, las circunferencias (pa-
ralelos del cilindro) y las rectas (sus meridianos).

45



3. El postre: Variedades diferenciables
Preparando el terreno:

» El espacio normal a una curva en R? estd generado por un solo vector;

» El espacio normal a una curva en R? estd generado por dos vectores;

» El espacio normal a una superficie en R? estd generado por un solo vector;

» El espacio normal a una superficie en R* estaria generado por ... vectores;

» El espacio normal a una curva en R™ estd generado por (n — 1) vectores;

» El espacio normal a una superficie en R™ estarfa generado por (n — 2) vectores;

= Una curva es “algo” uni-dimensional; una superficie es “algo” bi-dimensional; pero
R? es tri-dimensional.

= Vivimos en un mundo tetra-dimensional, jno es cierto?

Y ese mundo jestda situado dentro de algin otro espacio?

HAY QUE LIBERARSE DEL ESPACIO AMBIENTE
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No nos queda mas remedio que definir algo nuevo, de manera que las curvas y super-
ficies sean casos particulares. Es el concepto de Variedad Diferenciable.

Carta n-dimensional. Sea M un conjunto. Una carta n-dimensional sobre M es una
aplicacion biyectiva ¢ : U C M — R” cuya imagen V = ¢(U) es un conjunto abierto del
espacio euclideo.

Aligual que ocurre con las superficies, hay conjuntos que no es posible cubrir mediante
una sola carta, de modo que necesitaremos colecciones de cartas entre las que exista
compatibilidad, en un sentido que pasamos a precisar.

Cartas compatibles. Dos cartas n-dimensionales (U, ) y (V) sobre un conjunto
M son compatibles si UNV = o bien UNV # (), los conjuntos o(UNV) y p(UNV)
son abiertos en R™ y las aplicaciones v o ¢! son difeomorfismos.

Ahora estamos en condiciones de definir uno de los conceptos fundamentales de este
tema.

Atlas n-dimensional. Un atlas diferenciable n-dimensional sobre un conjunto M es
una familia de cartas A = {(U;, ¢;) }ica satisfaciendo las siguientes condiciones:

(1) UjealU; = M.

(2) Para todo par de indices ¢ y j, las cartas (U;, ;) v (Uj, ;) son compatibles.
Diremos que el atlas A determina una estructura diferenciable sobre M.

Siempre consideraremos atlas de clase C*, es decir, de manera que los cambios de
cartas sean diferenciables de clase C*.
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Concepto de variedad diferenciable. Una variedad diferenciable de dimensién n
es un par (M, A) formado por un conjunto M y un atlas n-dimensional A sobre M.

Para indicar la dimensién n, en algunas ocasiones escribiremos M™ en lugar de M, y
cuando la estructura diferenciable sea conocida omitiremos cualquier referencia a ella.
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Ejemplos.

= Fn el espacio euclideo R™ podemos definir una estructura diferenciable considerando
como carta global la aplicacién identidad. Nos referiremos a ella como la estructura
diferenciable estandar de R".

» Consideremos la aplicacién diferenciable ¢ : R — R definida por ¢(s) = s*. En-
tonces  proporciona una estructura diferenciable sobre R distinta de la estructura

estandar. Ello es debido a que la aplicacionn ¢~1(s) = /s no es diferenciable en
todo R.

= Una curva, donde quiera que esté, es una v. d. 1-dimensional.

= Una superficie, donde quiera que esté, es una v. d. 2-dimensional.

Concepto de subvariedad. Sea M una variedad. Una subvariedad de M es un par
(N, j) formado por una variedad N y una aplicacién inyectiva j : N — M tal que, en
cada punto p € N, T,N es un subespacio de T}, M.

3.1. El espacio tangente

Curva en una variedad. Sea M una variedad diferenciable. Una curva en M es una
aplicacion diferenciable o : I — M de un intervalo abierto I C R en M. Sin pérdida de
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generalidad podemos suponer que 0 € /. Dado un punto p € M y una curva a en M se
dice que a pasa por p si existe un valor ¢y € R tal que a(tg) = p. Si una curva « pasa por
un punto p siempre podemos reparametrizar la curva para que «(0) = p.

Vector tangente en un punto. Un vector tangente a M en p es un vector tangente
a una curva « en el punto p. El conjunto de todos los vectores tangentes a M en p se
denomina el espacio tangente a M en p y se denota por T,M.

Teorema. Sea p € M". El espacio tangente T,M es un espacio vectorial (real) de
dimensién n.

3.2. Meétrica en una variedad

Una métrica en una variedad M es una primera forma fundamental I, = (, ), definida
en cada espacio tangente T, M la cual varia diferenciablemente, es decir,

L., MxT,M —R, I,(v,w)= (v,w),.

3.3. Las curvaturas de una variedad (M", (, ))

Recordemos que en una superficie S habiamos definido dos curvaturas:
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s la de Gauss K, intrinseca, independiente de dénde esté situada S;

» la media H, extrinseca, dependiente de dénde esté situada S.

Ahora, en una variedad (M™,(, )), nos hemos liberado del espacio ambiente, luego
solo tiene sentido definir una curvatura intrinseca de M™ como generalizacién de la de
Gauss K de una superficie.

Para ello, dado p € M™, lo haremos como sigue.

La curvatura seccional. Tomemos un plano II C 7, M. Busquemos todas las geodésicas
determinadas por p y los vectores del plano II. Ellas generan un superficie Sy C M", la
cual hereda la métrica de (M", (, )).

Calculemos la curvatura de Gauss de Sy en el punto p, que indicaremos por K(II) y
llamaremos curvatura seccional de M™ en p con respecto al plano II.

Y a partir de la curvatura seccional K de M™, se construyen dos nuevas curvaturas:

La curvatura de Ricci. Sea v € T, M un vector tangente unitario y construimos una
base de T,M de la forma {v, es,...,e,}. Se define la curvatura de Riccien la direccién de
v cOmo

Ric(v) = Z K(I1,),

donde II; = {v, ¢;}.
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La curvatura escalar. Dados p € M™ y una base ortonormal {ey, e, ..., e,} de T,M,
se define la curvatura escalar como la aplicacién

Scal : M" — R, Scal = QZK(Hij)7

i<j
donde II;; = {e;, e;}.

Observaciones. Si M? es una v. d. 2-dimensional, es decir, una superficie, entonces

= Las curvaturas de Gauss y Ricci proporcionan la misma informacién de la superficie;

» Scal(p) = 2K(p).
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