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Abstract

In this paper we construct non compact ruled surfaces on a certain class of com-
pact spherical curves with the aim of knowing to what extend the finite type character
of a Euclidean submanifold affects the finite type condition of a manifold shaped on
it. Indeed, we show that our ruled surface is of finite type if and only if it is a circular
cylinder of null 2-type.

Clasificacon A.M.S. (1980): 53C40.

1. Introduccion

Las subvariedades de tipo finito fueron introducidas recientemente por B.Y. Chen, [1, 2]. Desde
entonces ha habido un creciente igtey desarrollo de esta materia, como lo prueban los nu-
merosos aftulos referentes a subvariedades compactas de tipo finito. En este caso, la estructura
de tipo finito puede ser caracterizada por uricfca condidn sobre el Laplaciano del vector
curvatura media (ver Sedri 2), que se convierte en condininecesaria cuando la subvariedad

no es compacta.

Frecuentemente, las subvariedades construidas sobre una subvariedad dada no son compactas. Por
ejemplo, dada una subvariedad compadtale la esfera unidad™*! centrada en el origen de
IR**2, construimos el cono perforado)M\ {0} sobreM. En [4], J. Simons prueba que &l es

minimal enS™*! entonce<C' M\ {0} es minimal edR™"2, En la terminologa de tipo finito, ver

[5], el resultado de Simons prueba quésies de tipo uno entoncésM \{0} es tambien de tipo

uno. En [3], O.J. Garay prueba que el cono perforado es de tipo finitoddd sV es minimal
enS™*1. En este contexto, el siguiente problema aparece de manera natural:

PROBLEMA:“¢ En que medida el caracter de tipo finito de una subvariedadi e
afecta a la condioin de tipo finito de la variedad construida sobre ella?”

En este aftulo construimos los conos dR® como superficies regladas construidas sobre una
cierta clase de curvas compactas en la esféreon el objetivo de resolver el problema propuesto.
En este punto, queremodisdar las importantes diferencias entre nuestro caso y el del cono. En
efecto, nuestras superficies regladas nunca son minimal®s grson de tipo finito si y &lo si

son cilindros circulares.
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2. Preliminares

Una subvariedad p-dimension&l” del espacio Eualleo IR" se dice de tipd: si el vector de
posicbnx de MP enIR™ se puede descomponer como

r=cH+xy + -+ Ty,

dondeAw;; = \j,wi;, Aiy < -+ < A, c € R", \;; € Ry Arepresenta el Laplaciano de?
con respecto a la atrica inducida.M? se llama de tipd-nulo si alguno de l09/s es cero. Si
MP es una subvariedad Eidta de tipd: entonces existe un polinomio de gradaP(t), tal que
P(A)H = 0, dondeH es el vector curvatura media dé” enIR". Cuando)M? es compacta esta
condicbn es tambien suficiente para qu& sea de tipo finito (ver [1]).

Denotemos posS? la esfera unidad centrada en el origenlRié, sea)/ una curva compacta y
totalmente umbilical de5? y supongamos qu#/ est dada como la interseéei de S? con un
planoP. ComoS? es simplemente conexa, podemos elegir un campo de vectoreswgtabglie
A, X = pX, para una constangec IR y para todo camp& de M, dondeA es la aplicad@n de
Weingarten. Construimos una superficie reglada sdbyd/*, de la siguiente forma:

MP x (—g,e) — TR3
(m,t) — m+tv

dondes > 0 es el mayor fimero real para el cudll* est isonétricamente embebida @R?.
Nuestro primer objetivo es calcular los campos de vectores curvatura fiedi de M* y M,
respectivamente, dR>. Para ello, sea y ¢ la segunda forma fundamental y el vector de posici
de M enIR®. Seam un punto cualquiera d&/ y seaT un campo local tangente & tal que
VrT(m) = 0, siendoV la conexon de Levi-Civita deM. Por desplazamiento paralelo B
a lo largo de los rayos d&/*, podemos extendér, v, £ a campos de vectores sohté*, que
seguiremos denotando con las mismas letras.

En primer lugar, y por un simpleatculo, tenemos

H(m) = (pv - £)(m).

Por otra parte, como .
VrT(m,t) = @[O‘(T, T)(m) — &(m)].

y V,o(m,t) = 0 entonces

A(m,0) = 5 (V1T (m,0)" = 5 —g(m)

- . _ 1
dondeN significa la componente normal. Si escribimds) = — > 0 tenemos

r(t)

1
H(m, t) = =3 f(£)§(m).
Usando argumentos de geoni@ilemental, encontramos que

1

f(t) = 1_7%,

2
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donde~ es la constante = tan #, siendof el angulo entre y e, dondee es el vector unitario
normal al planaP que determinad/. Por esta raan, M debe ser totalmente umbilical &R, para
poder asegurar quey e forman unangulo constante.
Para conocer el comportamiento de los Laplacianos de orden superior del vector curvatura media,
vamos a dar la formulagn general del Laplaciano de ciertos campos de vectores definidos sobre
M*. Seag € C*(—¢,¢) y X un campo de vectores diferenciable definido sdldreno necesaria-
mente tangente. El transporte paralelaXa lo largo de los rayos d&/ * sei& tambien denotado
por X. Entonceg¢X)(m,t) = g(t)X (m) es un campo de vectores diferenciable definido sobre
M*. Ahora consideremos una fudai diferenciable?’(m, t) € C>°(M*) y para cadd € (—¢,¢)
sea la fundn asociada

F,: M—IR ; Fi(m)= F(m,t).

Sean : J— M una curva que empieza emen la direcadn deT’, es decirp(0) = m, o/(0) =
T(m). Entonces la curvg : J— M™* dada por3(s) = a(s/k) + tv(s/k), dondek = 1 — pt,
tiene condicionales iniciale$(0) = m + tv, 5'(0) = T'(m,t). Como
d d 1
(TF)(m,t)= >|  (Fop)s)= | Fla(s/k) = L ([dF)n(T(m),
s=0 s=0

tenemos )

(TF)(m,t) = E(TFt)(m)'
Usando (2) y (5) se deduce

k=r y ~=p=tanf.
Por [1, p. 270], junto con (2) y (5) se obtiene el siguiente resultado.

Lemma 2.1 SeanA y A los Laplacianos dé/* y M, respectivamente, y segry X como antes.

Entonces
dg 0%g

AgX)mt) = a2 OAX )+ (100~ 54) Xom)

3. Elresultado principal
Con objeto de dar un@fmula para el Laplaciano d&, un clculo sencillo conduce a
AL =-VrT =—H=¢— po,

habiendo elegido, como hasta ahora, un caffipangente em: tal queV,7'(m) = 0. Entonces,
por (3) y el Lema 2.1, tenemos

RH(m 1) = (7~ e +pv).

Para obtener la exprési general de los Laplacianos de orden superiafdéefinimos las fun-
ciones

E;j(t) = i f2T(¢)
Gi(t) = a; fATH(¢),

3
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donde las constantes ; y a; estin dadas por
¢ii=1,1=0,1,...

Gij=bi1j1—p2(2i —1)2pi1,, 1<j<i, i=2,3,...

ag =20
{ ai ="y pP iy, i=1,2,...
bio=[1—p*(2i — 1)Hgi_10+pai_1, i=12,...
Por otra parte, se tiene
Av = p(pv —§).
Entonces, tomands; = —F; o, se tiene el siguiente resultado.

Proposition 3.1 Con la notacbn anterior, para todd: € N se tiene
- 1
AH(m,t) = i{ka + Gyv}.

Prueba. Es una simple inducén a partir del Lema 2.1y el anterior conjunto denfiulas (1)—(7).
Ahora ya estamos preparados para dar una swlwdiproblema planteado en la Introdumtpara
nuestra clase de superficies regladas.

Theorem 3.2 La superficie reglada/* es de tipo finito si y solamente si es un cilindro circular
de tipo 2-nulo construido sob®/, M* = M x IR.

Prueba. Como hemos indicado en la Seccion 2)£f es de tipak, entonces su vector curvatura
media satisface
AFH + di AV 4. v dy 1 AH +dH =0,

donded;, i = 1,...,k, son mimeros realesdf, no nulo porque es el producto de los autovalores
no nulos usados para construir la inmensile)M/* enIR?) y A es el Laplaciano dé/*.
Supongamos qug # 0, es decir,M no es totalmente geédica enS?. Entonces usando la
Proposicbn 3.1y (8) tenemos

{Fr+diFyp_1+ -+ dp1 F1 + dip Fo }
+HGr + d1Gr—1+ -+ dp_1G1 + diGo}v = 0. 9)

De (4) y (6) se tiene que(t) = 1 — pt. Entonces multiplicando (9) pef“+! y usandaF), ;(t) =
on.; 21 (t) obtenemos:

{Oro+ didp_10m2 + -+ dp_101,07> ™Y + dpgo or?F €
—{ax + diag_1r>+ -+ dk_1a1r2(k_1)}v = 0. (10)

Usando que y v son linealmente independientes, deducimos de (10)dgu& = 0, lo que
supone una contradi@n. Consecuentemente= 0, lo que significa qug (¢) = 1 para toda,
es decir,M es totalmente ge@dica. Entonces\/* es isongtrica a un cilindro circulad/ x IR
construido sobré/. El redproco es obvio.
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