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Abstract

In this paper we construct non compact ruled surfaces on a certain class of com-
pact spherical curves with the aim of knowing to what extend the finite type character
of a Euclidean submanifold affects the finite type condition of a manifold shaped on
it. Indeed, we show that our ruled surface is of finite type if and only if it is a circular
cylinder of null 2-type.

Clasificacíon A.M.S. (1980): 53C40.

1. Introducción

Las subvariedades de tipo finito fueron introducidas recientemente por B.Y. Chen, [1, 2]. Desde
entonces ha habido un creciente interés y desarrollo de esta materia, como lo prueban los nu-
merosos artı́culos referentes a subvariedades compactas de tipo finito. En este caso, la estructura
de tipo finito puede ser caracterizada por una práctica condicíon sobre el Laplaciano del vector
curvatura media (ver Sección 2), que se convierte en condición necesaria cuando la subvariedad
no es compacta.
Frecuentemente, las subvariedades construidas sobre una subvariedad dada no son compactas. Por
ejemplo, dada una subvariedad compactaM de la esfera unidadSn+1 centrada en el origen de
IRn+2, construimos el cono perforadoCM\{0} sobreM . En [4], J. Simons prueba que siM es
minimal enSn+1 entoncesCM\{0} es minimal enIRn+2. En la terminoloǵıa de tipo finito, ver
[5], el resultado de Simons prueba que siM es de tipo uno entoncesCM\{0} es tambien de tipo
uno. En [3], O.J. Garay prueba que el cono perforado es de tipo finito si y sólo si M es minimal
enSn+1. En este contexto, el siguiente problema aparece de manera natural:

PROBLEMA:“¿En qúe medida el caracter de tipo finito de una subvariedad Euclı́dea
afecta a la condición de tipo finito de la variedad construida sobre ella?”

En este artı́culo construimos los conos enIR3 como superficies regladas construidas sobre una
cierta clase de curvas compactas en la esferaS2 con el objetivo de resolver el problema propuesto.
En este punto, queremos señalar las importantes diferencias entre nuestro caso y el del cono. En
efecto, nuestras superficies regladas nunca son minimales enIR3 y son de tipo finito si y śolo si
son cilindros circulares.
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2. Preliminares

Una subvariedad p-dimensionalMp del espacio Euclı́deo IRn se dice de tipok si el vector de
posicíonx deMp enIRn se puede descomponer como

x = c + xi1 + · · ·+ xik ,

donde∆xij = λijxij , λi1 < · · · < λik , c ∈ IRn, λij ∈ IR y ∆ representa el Laplaciano deMp

con respecto a la ḿetrica inducida.Mp se llama de tipok-nulo si alguno de losλ′s es cero. Si
Mp es una subvariedad Euclı́dea de tipok entonces existe un polinomio de gradok, P (t), tal que
P (∆)H̃ = 0, dondeH̃ es el vector curvatura media deMp enIRn. CuandoMp es compacta esta
condicíon es tambien suficiente para queMp sea de tipo finito (ver [1]).
Denotemos porS2 la esfera unidad centrada en el origen deIR3, seaM una curva compacta y
totalmente umbilical deS2 y supongamos queM est́a dada como la intersección deS2 con un
planoP . ComoS2 es simplemente conexa, podemos elegir un campo de vectores globalv tal que
AvX = ρX, para una constanteρ ∈ IR y para todo campoX deM , dondeA es la aplicacíon de
Weingarten. Construimos una superficie reglada sobreM , M∗, de la siguiente forma:

Mp × (−ε, ε) −→ IR3

(m, t) −→ m + tv

dondeε > 0 es el mayor ńumero real para el cualM∗ est́a isoḿetricamente embebida enIR3.
Nuestro primer objetivo es calcular los campos de vectores curvatura mediaH̄ y H̃ deM∗ y M ,
respectivamente, enIR3. Para ello, seaσ y ξ la segunda forma fundamental y el vector de posición
de M en IR3. Seam un punto cualquiera deM y seaT un campo local tangente aM tal que
∇T T (m) = 0, siendo∇ la conexíon de Levi-Civita deM . Por desplazamiento paralelo enIR3

a lo largo de los rayos deM∗, podemos extenderT, v, ξ a campos de vectores sobreM∗, que
seguiremos denotando con las mismas letras.
En primer lugar, y por un simple cálculo, tenemos

H̃(m) = (ρv − ξ)(m).

Por otra parte, como

∇̄T T (m, t) =
1

r(t)
[σ(T, T )(m)− ξ(m)].

y ∇̄vv(m, t) = 0 entonces

H̄(m, t) =
1
2

(∇̄T T (m, t)
)N = −1

2
1

r(t)
ξ(m),

dondeN significa la componente normal. Si escribimosf(t) =
1

r(t)
> 0 tenemos

H̄(m, t) = −1
2
f(t)ξ(m).

Usando argumentos de geometrı́a elemental, encontramos que

f(t) =
1

1− γt
,
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dondeγ es la constanteγ = tan θ, siendoθ el angulo entrev y e, dondee es el vector unitario
normal al planoP que determinaM . Por esta raźon,M debe ser totalmente umbilical enS2, para
poder asegurar quev y e forman unángulo constante.
Para conocer el comportamiento de los Laplacianos de orden superior del vector curvatura media,
vamos a dar la formulación general del Laplaciano de ciertos campos de vectores definidos sobre
M∗. Seag ∈ C∞(−ε, ε) y X un campo de vectores diferenciable definido sobreM , no necesaria-
mente tangente. El transporte paralelo deX a lo largo de los rayos deM∗ seŕa tambien denotado
por X. Entonces(gX)(m, t) = g(t)X(m) es un campo de vectores diferenciable definido sobre
M∗. Ahora consideremos una función diferenciableF (m, t) ∈ C∞(M∗) y para cadat ∈ (−ε, ε)
sea la funcíon asociada

Ft : M−→IR ; Ft(m) = F (m, t).

Seaα : J−→M una curva que empieza enm en la direccíon deT , es decir,α(0) = m, α′(0) =
T (m). Entonces la curvaβ : J−→M∗ dada porβ(s) = α(s/k) + tv(s/k), dondek = 1 − ρt,
tiene condicionales inicialesβ(0) = m + tv, β′(0) = T (m, t). Como

(TF )(m, t) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

(F ◦ β)(s) =
d

ds

∣∣∣∣
s=0

Ft(α(s/k)) =
1
k
(dFt)m(T (m)),

tenemos

(TF )(m, t) =
1
k
(TFt)(m).

Usando (2) y (5) se deduce
k = r y γ = ρ = tan θ.

Por [1, p. 270], junto con (2) y (5) se obtiene el siguiente resultado.

Lemma 2.1 Sean∆̄ y ∆ los Laplacianos deM∗ y M , respectivamente, y seang y X como antes.
Entonces

∆̄(gX)(m, t) = gf2(t)∆X(m) +
(

ρf(t)
∂g

∂t
− ∂2g

∂t2

)
X(m).

3. El resultado principal

Con objeto de dar una fórmula para el Laplaciano dēH, un ćalculo sencillo conduce a

∆ξ = −∇̄T T = −H̃ = ξ − ρv,

habiendo elegido, como hasta ahora, un campoT tangente enm tal que∇T T (m) = 0. Entonces,
por (3) y el Lema 2.1, tenemos

∆̄H̄(m, t) =
1
2
f3(t){(ρ2 − 1)ξ + ρv}.

Para obtener la expresión general de los Laplacianos de orden superior deH̄, definimos las fun-
ciones

Fi,j(t) = φi,jf
2i+1(t)

y
Gi(t) = aif

2i+1(t),
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donde las constantesφi,j y ai est́an dadas por

φi,i = 1, i = 0, 1, . . .

φi,j = φi−1,j−1 − ρ2(2i− 1)2φi−1,j , 1 6 j < i, i = 2, 3, . . .
{

a0 = 0
ai =

∑i
j=1 ρ2j−1φi,j , i = 1, 2, . . .

φi,0 = [1− ρ2(2i− 1)2]φi−1,0 + ρai−1, i = 1, 2, . . .

Por otra parte, se tiene
∆v = ρ(ρv − ξ).

Entonces, tomandoFi = −Fi,0, se tiene el siguiente resultado.

Proposition 3.1 Con la notacíon anterior, para todok ∈ N se tiene

∆̄kH̄(m, t) =
1
2
{Fkξ + Gkv}.

Prueba.Es una simple inducción a partir del Lema 2.1 y el anterior conjunto de fórmulas (1)–(7).
Ahora ya estamos preparados para dar una solución al problema planteado en la Introducción para
nuestra clase de superficies regladas.

Theorem 3.2 La superficie regladaM∗ es de tipo finito si y solamente si es un cilindro circular
de tipo 2-nulo construido sobreM , M∗ = M × IR.

Prueba.Como hemos indicado en la Seccion 2, siM∗ es de tipok, entonces su vector curvatura
media satisface

∆̄kH̄ + d1∆̄(k−1)H̄ + · · ·+ dk−1∆̄H̄ + dkH̄ = 0,

dondedi, i = 1, . . . , k, son ńumeros reales (dk no nulo porque es el producto de los autovalores
no nulos usados para construir la inmersión deM∗ enIR3) y ∆̄ es el Laplaciano deM∗.
Supongamos queρ 6= 0, es decir,M no es totalmente geodésica enS2. Entonces usando la
Proposicíon 3.1 y (8) tenemos

{Fk + d1Fk−1 + · · ·+ dk−1F1 + dkF0}ξ
+{Gk + d1Gk−1 + · · ·+ dk−1G1 + dkG0}v = 0. (9)

De (4) y (6) se tiene quer(t) = 1− ρt. Entonces multiplicando (9) porr2k+1 y usandoFh,j(t) =
φh,jf

2h+1(t) obtenemos:

{φk,0 + d1φk−1,0r
2 + · · ·+ dk−1φ1,0r

2(k−1) + dkφ0,0r
2k}ξ

−{ak + d1ak−1r
2 + · · ·+ dk−1a1r

2(k−1)}v = 0. (10)

Usando queξ y v son linealmente independientes, deducimos de ( 10) quedkρ
2k = 0, lo que

supone una contradicción. Consecuentemente,ρ = 0, lo que significa quef(t) = 1 para todot,
es decir,M es totalmente geodésica. Entonces,M∗ es isoḿetrica a un cilindro circularM × IR
construido sobreM . El rećıproco es obvio.
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