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Recordatorio: teorema Fundamental del Calculo

Teorema Fundamental del Calculo

Teorema fundamental del calculo

Sea f € R[a, b]. Para cada x € [a, b] se define

F(x) = / f. (1)

La funcién F asi definida recibe el nombre de integral indefinida y verifica las
propiedades siguientes:

O F es continua en [a, b].

@ Si f es continua en ¢ € [a, b], entonces F es derivable en c y F'(c) = f(c).

v
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Recordatorio: teorema Fundamental del Calculo

Primitivas: Regla de Barrow

Definicién

Dada f : [a, b] — R se dice que g es una primitiva de f si g es derivable y g’ = f.

Integracién por partes

Sean f, g € R[a, b] y supongamos que tienen primitivas F, G respectivamente. Entonces,

b b
/Fg:F(b)G(b)—F(a)G(a)—/ fG.

Cambio de variable

Sea ¢ : [c,d] — [a, b] una funcién derivable con derivada continua tal que p(c) = ay
@(d) = b. Sea f : [a, b] —> R continua. Entonces

/f=/(f°¢)w'-
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Recordatorio: teorema Fundamental del Calculo

Primeros resultados

Sea f : [a, b] — R una funcién que admite primitiva en [a, b]. Denotaremos por
J f(x) dx a una primitiva cualquiera de f en [a, b]. Si f es continua en [a, b], el
conjunto de todas las primitivas de f en [a, b] lo escribiremos como

| f(x) dx + K donde K es un nimero real cualquiera.
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Recordatorio: teorema Fundamental del Calculo

Primeros resultados

Sea f : [a, b] — R una funcién que admite primitiva en [a, b]. Denotaremos por
J f(x) dx a una primitiva cualquiera de f en [a, b]. Si f es continua en [a, b], el
conjunto de todas las primitivas de f en [a, b] lo escribiremos como

| f(x) dx + K donde K es un nimero real cualquiera.

Proposicién

Sean f y g funciones continuas en [a,b], y sean o y 8 niimeros reales
cualesquiera. Entonces:

° f (af (x) + Bg(x)) dx = af f(x)dx + fg(x) dx.

° f f(x)g'(x) dx = f(x)g(x) — fg(x)f’(x) dx.

° f f(x)dx = f f(e(t))¢’(t) dt, donde ¢ : [c,d] — [a, b] es una biyeccién
de clase C*([c,d]), ¢(c) = ay ¢(d) = b.
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Primitivas inmediatas

Primitivas inmediatas

Sea u(x) una funcién.

n+1(x)
n+1

fu"(x)u/(x) dx = +C, n#-1
f "My (x) dx = e*® 4+ C

u'(x) dx = sen(u(x)) + C
cosh(u(x)) u’(x) dx = senh(u(x)) + C

' (x)

sen2(x)

dx = — cot(u(x)) + C

dx = — coth(u(x)) + C

f liu(;()x) dx = arctan(u(x)) + C
LII X
f 17;2&) = arg tanh(u(x)) = 7| (
f \/% dx = argsenh(u(x)) + C =
dx = arg cosh +C=
J A o= arg cosh(u(x)

’(X)

dx = In|u(x)| + C,
2u(x)

Ina

u(x) #0

a>0,a#1

]

[ @0 (x) dx =
Jsen
[ senh(u(x)) ' (x) dx = cosh(u(x)) + C
[ 5
J %

x))

+C,

)) v’ (x) dx = — cos(u(x)) + C

' (x)

cos? (u(x

dx = tan(u(x)) + C

dx = tanh(u(x)) + C

f m dx = arcsen(u(x)) + C
1+ u(x))
u(x)
u(x) ) -+ 1 + C

n (u(x) + /U3 (x) — 1) +C

Tabla de primitivas inmediatas.
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s de fracciones racionales

Otras primitivas

Primitivas de funciones racionales

Sean P(x) y Q(x) polinomios. Se trata de resolver [ gg; dx. En primer lugar

nos aseguraremos de que el gradP(x) < grad@Q(x), en caso contrario haremos
la divisidn, P(x) = C(x)Q(x) + R(x). con gradR(x) < grad@Q(x), y asi

/gggdxz/ x) dx +/Q

Podemos asumir en lo que sigue que gradP(x) < gradQ(x).
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Otras primitivas

Primitivas de funciones racionales

Si conocemos la factorizacién del polinomio del denominador

(= a)™ O+ prx b @)™ (6 pox + o)™,

Q(x) = (x —a))™ -
2
donde g; > %", i=1,2,... 5. Se puede demostrar que gg; se puede expresar
de manera (nica como suma de fracciones simples:

M—Ai%_k L_}. +A7}+ +L
QL) (x—a) x—a)m T (x—a) T (x—anm™
Wirgiae _MPxeNp

(2 + p1x + qu)m
M2 x + NI
(X2 + psx + (Is)ns ’

X2+ pix+ qu
Mix + N?
(X2 + psx + QS)

donde A}, M,, N, son numeros reales a determinar.
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Primitivas de fracciones racionales
Primitiy
Primitiv

Otras primitivas Primitis

Primitivas de funciones racionales

Se trata pues de ser capaz de calcular la primitiva de cada una de las fracciones
tipo que aparecen en la descomposicién. Asi tenemos:

o [Adx=Aln|x—al+K.

Ofﬁdxzfnﬂlﬁﬁ”(,n:2,37...
x N—ME x+2
fxﬂr;'iq dx =%1n [(x+§)2+c2] + —2 arctan (%)
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s de fracciones racionales

Otras primitivas

Primitivas de funciones racionales

Cuando aparecen raices complejas multiples usaremos el método de Hermite u
Ostrogadsky. Se trata de expresar la fracciéon como:

Pux_d<mm)+8uy

Q(x) — dx \ Di(x) Da(x)’

con gradA(x) < gradD:(x), gradB(x) < gradD>(x); Di(x) es el maximo
comiin divisor de Q(x) y Q'(x), es decir, todos los factores que aparecen en
Q(x) con un grado menos; D>(x) = gl((xx)), es decir, D»(x) son todos los

factores de Q(x) con multiplicidad 1. Por lo tanto,

PR AW | [ Bk
(n“*am+/mmd'
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Prim
Primitiv

Otras primitivas Primi

Recordatorio de identidades trigonométricas

Identidades trigonométricas

sen’x + cos’>z = 1 sen(z + y) = senx cosy + cos T seny
3, ™ — : 3 —_ 3 s 3 3, 0
sen(x + §) = cosx cos(z + y) = coszcosy — sen x sen y
cos(z 4 7) = —senx sen 2z = 2sen x cos x
sen & . .
tgx = cos 2z = cos® T — sen’ T
cos T
cos T 5 1 — cos2z
cotgxr = sen‘r = ——————
sen x 2
1+ cos2x
1+tgle=—— cos’y = —
cos? 2
Tty r—y T+y r—y
senx + seny = 2sen cos 5 cos T + cosy = 2 cos 5 cos 2
r—y T4y Tty r—y
senx —seny = 2sen cos cosxT — cosy = —2sen sen
2 2 2
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e fracciones racionales
Primitivas de fracciones racionales en cos y sen
Primitiy e fracciones racionales en e*

Otras primitivas
P e irra adréticas

Funciones que contienen cos x y sen x

Sea f(u, v) una funcién racional de dos variables y nos planteamos calcular

f(sen(x), cos(x))dx.
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e fracciones racionales
Primitivas de fracciones racionales en cos y sen

Primit de fracciones racionales en e

Otras primitivas
P Primit irraci cuadraticas

Funciones que contienen cos x y sen x

Sea f(u, v) una funcién racional de dos variables y nos planteamos calcular
/f(sen(x), cos(x))dx.

En general haremos el cambio de variable t = tan(3) y asf:
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Primitivas de fracciones racionales en cos y sen
Primit de fracciones racionales

Otras primitivas
P Primit irraci

Funciones que contienen cos x y sen x

Sea f(u, v) una funcién racional de dos variables y nos planteamos calcular
/f(sen(x), cos(x))dx.

En general haremos el cambio de variable t = tan(3) y asf:

1-1t° 2 2
ﬁ:?; sen(x) = t dx = ——dt.

cos(x) = 1+ 1+ ¢t2

Queda entonces una funcién racional en la variable t,

/ f( 1+t2 ’ 1+t2 ) 1+t2
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e fracciones racionales
Primitivas de fracciones racionales en cos y sen

P P v e fracciol
Otras primitivas rimiti e fraccion

Otras integrales que contienen cos x y sen x
Caso R( )= R(,")

= Si R es una funcién par en seno y coseno, es decir,
R(—senz, —cosz) = R(sen z, cos x),

lo que significa que cambiando simultaneamente senx por —senz y cosx
por — cos x se obtiene la misma funcién, entonces puede comprobarse que el
cambio

t=tgx

permite reducir también la primitiva a una del tipo considerado en la sec-
cién 6.2. Se tiene la siguiente férmula

sen? x sen? x
cos2r 1 —sen?z
que permite expresar sen x en funcién de ¢. Procediendo de forma similar con

la funcién coseno se obtienen, finalmente, las siguientes formulas:

t 1 dt
Sen’y = —(/— COSY = —F/—— de = ——.
1+¢2

Vit NS
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e fracciones racionales
Primitivas de fracciones racionales en cos y sen
Primitiv .

Otras primitivas Primitis

Otras integrales que contienen cos x y sen x

Caso R es una funcién impar en el seno

= Si R es una funcién impar en seno es decir,

R(—senz,cosx) = —R(senx, cos x),

entonces el cambio ¢ = cosz permite reducir la primitiva a una del tipo
considerado en la seccién 6.2 como es facil comprobar.
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Otras primitivas

Otras integrales que contienen cos x y sen x

Caso R es una funcién impar en el coseno

= Si R es una funcién impar en coseno, es decir,

R(senx, —cosz) = —R(senz, cos x),

entonces el cambio ¢ = sen z permite reducir la primitiva a la de una funciéon
racional, del tipo considerado en la seccién 6.2.
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e fracciones racionales
Primitivas de fracciones racionales en cos y sen

Primit de fracciones racionales en e

Otras primitivas Primiti r drati

Funciones que contienen cos x y sen x

Merece la pena hacer especial mencién del caso

/cos"(x) sen(x) dx,n,m € N.

@ Si n es impar, haremos el cambio t = sen(x).

@ Si m es impar, haremos el cambio t = cos(x).

. 1+cos(2 1—cos(2
© Si ny m son pares, usaremos cos?(x) = “%(X) 2(x) = y

para ‘reducir el grado’ en el integrando.

y sen
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Otras primitivas

Ejemplos

Calcular las siguientes primitivas

o f m dx = %arctan (% tan(g)) )
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Otras primitivas

Ejemplos

Calcular las siguientes primitivas
1 2 1
o 57y X = 3 arctan (5 tan(g)) .
>} f 14-cos?(x) dx — 1 In 1+sen(x)

cos(x)(1+sen?(x)) 1—sen(x)

+ 3 arctan(sen(x)).
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Otras primitivas

Ejemplos

Calcular las siguientes primitivas
1 2 1
o 57y X = 3 arctan (5 tan(g)) .
>} f 14-cos?(x) dx — 1 In 1+sen(x)

cos(x)(1+sen?(x)) 1—sen(x)

o/ lsf;SZX) dx = v/2arctan (% tan(x)) - X.

(x)

+ 3 arctan(sen(x)).
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Otras primitivas

Ejemplos

Calcular las siguientes primitivas
1 2 1
o f 5Tacesp) X = 3 arctan (5 tan(g)) .
>} f 14-cos?(x) dx —

cos(x)(1+sen?(x))

o/ ff;sZX) dx = v/2arctan (% tan(x)) - X.

(x)

1+sen(x)
1—sen(x)

In + 3 arctan(sen(x)).

1
4

f sen’(x) cos’(x) dx = £x — 2 sen(4x).
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Primit

Prim c

Primitivas de fracciones racionales en X
le

Otras primitivas Primiti rac cuadraticas

Funciones de la forma f(e¥)

Si f es una fraccién racional, las primitivas de la forma f f(€*) dx se calculan
haciendo el cambio t = €*, y entonces

f(e*) dx = f(t)ﬂ: fi(t) dt,
frere [rog=

donde f; es también una fraccién racional.
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e os y sen
Primitivas de fracciones racionales en e’

Otras primitivas
P! Primitivas de irraci cuadréticas

Funciones de la forma f(e¥)

Si f es una fraccién racional, las primitivas de la forma f f(€*) dx se calculan
haciendo el cambio t = €*, y entonces

f(e*) dx = f(t)ﬂ: fi(t) dt,
frere [rog=

donde f; es también una fraccién racional.

Hay que mencionar que toda fraccién racional de cosh(x) y senh(x) se

transforma en una de las anteriores sin mas que expresar dichas funciones
&te
2

X _ o™X . Lt .z
senh(x) = £=—. Recordar que las inversas se pueden escribir también como:

arg cosh(x) = In(x + v/x2 — 1), argsenh(x) = In(x + v/x2 + 1).

hiperbdlicas en funcién de la exponencial: cosh(x) =
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e os y sen
Primitivas de fracciones racionales en e’

Otras primitivas
P! Primitivas de irraci cuadréticas

Funciones de la forma f(e¥)

Si f es una fraccién racional, las primitivas de la forma f f(€*) dx se calculan
haciendo el cambio t = €*, y entonces

f(e*) dx = f(t)ﬂ: fi(t) dt,
frere [rog=

donde f; es también una fraccién racional.

Hay que mencionar que toda fraccién racional de cosh(x) y senh(x) se

transforma en una de las anteriores sin mas que expresar dichas funciones
. e b .7 . X —X
hiperbdlicas en funcién de la exponencial: cosh(x) = <£— vy

X _ o™X . Lt .z
senh(x) = £=—. Recordar que las inversas se pueden escribir también como:

arg cosh(x) = In(x + v/x2 — 1), argsenh(x) = In(x + v/x2 + 1).

Calcular
1+sinh(x) _ (ex+1)2 2
1+cosh(x) dx =In eX eX41°
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Otras primitivas

Primitivas de irracionales cuadraticas

Funciones que contienen v/ax?2 + 2bx + ¢

R(x, Vax? + bx + ¢)dx

Aqui R representa a una funcién racional de dos variables y suponemos, obvia-
mente, que vaz? + bz + ¢ tiene sentido. Este tipo de primitivas se conoce con el
nombre de irracionales cuadrdticas.

Por calcular las primitivas de este tipo de funciones basta observar que mediante
un adecuado cambio de variable afin (del tipo ¢t = ax + 3) la primitiva propuesta
da origen a una de las siguientes: [v/#2 — 1, [V#2 4+ 1 o [v/1 — 2, dependiendo de
los valores de a,b y c. Se trata ahora de calcular las primitivas de cada una de
ellas.

Puede calcularse de forma sencilla mediante el cambio de variable

z =sent.

Los otros casos

Cuando despues del cambio de variable se obtienen expresiones de la forma t2—1loVt2+11
se hacen cambios del tipo t por una funcién hiperbdlica. Vedse OCW.
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