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Sobre la programacion de las asignaturas

Todas las asignaturas programadas lo han sido siguiendsrabrpatrén: la materia se divide
en capitulos y éstos en lecciones. La leccion no debe torcarse unaunidad temporakino
comouna unidad tematicaCada capitulo tiene una pequefia introduccion que sitlzataria
a tratar. Cada lecciéon se subdivide en epigrafes y se conmatitédualmente. Algunas veces
la descripcion es bastante detallada y técnica; otras Veasscripcion es méas sucinta. Se han
incluido numerosas citas y referencias precisas a pagedbrds y articulos de donde se ha
tomado la materia.

Cada asignatura cuenta con una introduccién individuadled@spresentadase fijan susbje-
tivos generaley suscontenidosjunto con losobjetivos concretos y destrezaise el alumno debe
alcanzar. La introduccion se completa conpgosrrequisitosnecesarios para cursar la asignatura y
unabibliografia seleccionadadonde se han elegido siempégatro libros o apuntes editados que
se ajustan, lo méas posible, a la materia presentada.

La elaboracién de un programa de cualquier parte de las ratiters lleva consigo siempre un
problema de eleccion. Esto es especialmente cierto enad@signaturas de Analisis Mateméatico
por la gran cantidad de temas que se pueden abarcar. Hecledeon@n cualquiera, es dificil
no cometer omisiones que puedan parecer graves a deteasiaggecialistas en la materia. La
eleccion de temas llevada a cabo en este proyecto esta tauglgedilos objetivos concretos que
hemos fijado en cada asignatura.

En nuestra programacion se ha cuidado ir de lo concreto atdacesacion logica de los
problemas para, después de su estudio riguroso, volverralarae las aplicaciones. Esta presen-
tacion de los temas, algunas veces redundante, tiene legagede asegurar el conocimiento de
los origenes de los problemas, y de que los teoremas y @ssili@sicos no son solo demostrados,
sino también aplicados.

Para algunas asignaturas, el proyecto presentado es ddmasnplio para ser explicado en
los créditos que se asignan a las mismas. En estos casosihdinado varias elecciones posibles,
que se pueden fijar en funcion de los objetivos a conseguir.

Objetivos generales

El proyecto docente que se presenta ha sido concebido, dgssiea experiencia, para respon-
der a las demandas concretas que plantea la ensefianza liskAhatematico en la Licenciatura
en Matematicas de la Universidad de Murcia. Para descabiobjetivos generales que persegui-
mos, utilizaremos la descripcién que de los mismos se hatrecientemente en el Libro Blanco
para el futuro Grado en Mateméticas auspiciado por la ANECA:

» Conocer la naturaleza, métodos y fines de los distintos campta Matematica
junto con cierta perspectiva histérica de su desarrollo.
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» Reconocer la presencia de la Matematica subyacente en lardlata, en la
Ciencia, en la Tecnologia y en el Arte. Reconocer a la Matea&bmo parte
integrante de la Cultura.

» Desarrollar las capacidades analiticas, la intuicion y e@nsamiento logico y
riguroso a través del estudio de la Matematica.

» Capacitar para la utilizacion de los conocimientos te6sgppréacticos adqui-
ridos en la definicion y planteamiento de problemas y en labéda de sus
soluciones tanto en contextos académicos como profesmnal

» Preparar para posteriores estudios especializados, tamaona disciplina ma-
tematica como en cualquiera de las ciencias que requier@mbs fundamentos
matematicos.

Ademas de estos objetivos generales, se busca que el alltanoeaun nivel aceptable en las
competencias teoricas y destrezas de caracter generabgee:s

- Comprender y utilizar el lenguaje matemaético.

- Conocer demostraciones rigurosas de algunos teorensisoslé& importantes.

- Asimilar la definicién de un nuevo objeto matematico, emtaos de otros ya conocidos, y
ser capaz de utilizar este objeto en diferentes contextos.

+ Resolver problemas de Mateméticas.

+ Proponer, analizar, validar e interpretar modelos desitumes reales sencillas, utilizando
las herramientas matematicas mas adecuadas a los finesmprsigan.

* Utilizar aplicaciones informaticas de andlisis estad@stde calculo numérico y simbdlico
y de visualizacion gréafica, para experimentar en Matensgticasolver problemas.

* Desarrollar programas que resuelvan problemas mateosatic

* Utilizar herramientas de busqueda de recursos bibliogyéfen Matematicas.

Sobre la metodologia de la ensefianza

La actividad docente debe organizarse de acuerdo con edrédatde las diferentes partes
del programa y en funcién de los objetivos fijados. Tendreaudividades de tres tipos: clases
tedricas, clases practicas y clases en las aulas de infoancétando la materia lo requiera.

Toda actividad matematica se descompone en ciclos que jpsdetonocer, "grosso modo”,
como las siguientes etapas: observacion, matematizadé@lyccion y aplicaciones. Desde esta
perspectiva, nuestro método de ensefianza es, como nuyasigaamaciones, de planteamiento
sencillo: iremos de lo concreto, fendbmeno observable, atlacuracion y organizacion l6gica
del problema, matematizacion, para, después de motivadtugiada la teoria general, volver al
mundo concreto de las aplicaciones.

En matematicas, como en cualquier otra ciencia, se debe Euareatividad y el esfuerzo,
tanto por parte del profesor como del alumno. El profesoe dezer investigacion, que le obligue



a considerar las técnicas en matematicas como herramigiésspara un objetivo ulterior, y no
s6lo como obras maestras a admirar. El profesor debearla docencia, preparando las clases y
motivando a los alumnos. El profesor debe intentar tramsahélumno esa intima satisfaccion que
causa la comprension de una materia, y mas todavia, el das@riio matematico. Sin embargo,
también debe explicarle, posiblemente con su ejemplo, iquesfuerzo, dedicacién y sacrificio,
no es posible, ni la mejora individual, ni una adecuada ferémecientifica.

Alternaremos las clases de tipo te6rico con clases précticelas que se abordaran ejercicios
y aplicaciones de la materia. En estas clases se procuratésyestudiantes aprendan a desarrollar
estrategias resolutivas de ejercicios sencillos quednst muestren aplicaciones de la asignatura,
0 que den contraejemplos cuyo analisis indique la necesidalhs hipétesis de los teoremas
bésicos.

Las horas de tutoria son el marco idoneo para que el alumrmda@atarar las dudas que le
puedan quedar después de las discusiones en clase.

Evaluacion

Por lo general, y salvo en cursos con pocos estudianteseddmqiofesor puede efectuar un
seguimiento casi diario del trabajo individual, la evaldada realizaremos recurriendo a pruebas
escritas. En estos casos, los examenes se llevaran a caboetidcacon la normativa vigente en
la universidad, segun la cual, se establecen los siguieritedos:

» Antes del comienzo del curso, deben quedar fijadas y hecluisgs) no sélo las fechas de
dichas pruebas, sino también la modalidad de examen, laidonalos criterios de evalua-
cion que se aplicaran en cada asignatura. De esta formajnehalconoce de antemano, y
de manera precisa, el modo de calificacion principal queggrgedurante el curso.

» Se procurard que los exdmenes no tengan una duracion supéms horas y media, de-
biendo establecerse un periodo de descanso de quince mail&gduracién fuese mayor
(salvo que de comun acuerdo con los alumnos se decida ladojttJna innegable ventaja
que presenta este tipo de pruebas (de cierta extensiong &seqeanal estudiante a adquirir
una vision global de la asignatura y a percibir las intecielzes entre sus distintas partes,
objetivos éstos muy dificiles de conseguir por otros mé&odo

» Cuando el tipo de preguntas se preste a ello, el profesasnisaple hara publica la solucion
correcta, antes de que se lleve a cabo la revision de exanigeesta forma, el alumno
puede calibrar la exactitud de sus respuestas y el modoctmide resolucion de cada uno
de los ejercicios.

Los exdmenes tendran una parte tedrica y una parte préaiyas porcentajes estaran fijados
desde principio de curso, asi como los contenidos minimésal@ (resultados mas importantes)
cuyas demostraciones se exigiran.
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ANALISIS MATEMATICO |

Caodigo: 0A2

Descripcién BOE: Andlisis de una variable real. Elementos de
variable compleja

Créditos: 18 (11.5T+ 6.5P)

Contenidos: Programa

La asignaturadAnalisis Matematico tiene como objetivo fundamental el estudio de las fun-
ciones reales de una variable real. Los contenidos que sdaabtorman parte esencial de los
cimientos del Analisis Matematico, lo que hace que el progry los objetivos especificos de
la misma resulten basicamente coincidentes en todos lodi@stconducentes a la Licenciatura
en Matematicas. El nlcleo esencial es el célculo diferkeciategral, y en torno a éste se van
configurando todos los otros elementos que le dan condstgfiecndamento e ilustran la enorme
utilidad de los conceptos y técnicas desarrollados en dmatira.

Algunas de las cuestiones que se abordan pueden haber stgmiadas superficialmente en
la Ensefianza Media, en general desde un punto de vista nreeamanipulativo. Los alumnos
llegan actualmente a la Universidad sin (o casi sin) tengemancias de demostraciones matema-
ticas. Unicamente conocen una serie de técnicas de calawasgben dar razon de las mismas.
Son esos los factores que pueden influir, tanto en la formaeteiptar la materia, como en el
orden elegido para desarrollarla.

Aunqgue el dominio de las técnicas de calculo y la ampliac&lod conocimientos previamen-
te adquiridos son objetivos prioritarios de la asignatncelo es menos el que el alumno se inicie
progresivamente en el método matematico y se habitle a@ahkzar, comprender y reproducir
demostraciones de teoremas.



° Andlisis Matemético 1 y Il

Objetivo de la asignatura

El objetivo central del curso es estudiar las funcioneseedéd variable real, iniciando al alum-
no en los métodos del Analisis Matematico. Los objetivosgaies que persigue la asignatura son
los siguientes:

» Establecer las propiedades esenciales del cuerpo de losrosimeales, en particular, el
significado de la nocién de completitud en términos de exiséede supremo y de conver-
gencia de sucesiones de Cauchy.

» Formular, de forma precisa, el concepto de limite para suwesy funciones, y habituar al
alumno a utilizar, de un modo riguroso, la nocion de limite.

» Adquirir los conceptos de funcién continua, derivable egnable, tanto en términos de una
comprension intuitiva, como de una formulacion matemétmate precisa de los mismos.

» Conocer y saber utilizar las propiedades de las funcionetincas, derivables e integrables,
en relacién con la resolucién de problemas. Comprendaniasio, las demostraciones que
justifican dichas propiedades.

» Entender el significado y saber aplicar el teorema fundaahedel calculo a la resolucion
de problemas.

» Aprender las nociones de serie numérica e integral impragiecomo el concepto de serie
de potencias y su significado en la representacion de fueipren el calculo aproximado
de los valores de una funcién en un punto.

Contenido

1. Repaso y ampliacion del calculo de derivadas y antiderikas
Derivadas de las funciones elementales. Derivadas de la, saroducto y cociente de fun-
ciones. Regla de la cadena. La antiderivada. Cambio debl@maintegracion por partes.
Funciones racionales. Funciones racionales en seno yadsenciones racionales @&
Funciones racionales en senh y cosh. Algunos tipos de foesioracionales.

2. Numeros reales
Breve repaso de los diferentes conjuntos numéricos querahal conoce y de sus propieda-
des basicas. Introduccion sucinta al método matematicorgatico. Definicion axiomatica
de R. NUmeros naturales. Principio de induccion. Enteros yorades. Raicen-ésimas.
Valor absoluto.

3. Sucesiones de numeros reales
Convergencia. Sucesiones monoétonas. Teorema de encajentier.CSubsucesiones: teo-
rema de Bolzano-Weierstrass. Sucesiones de Cauchy: diogplé’otencias de base real
positiva y exponente real. Limites infinitos: tamafios. Algsi técnicas para el calculo de
limites.
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4. Limite funcional y continuidad
Limite de una funcién en un punto. Funciones continuas. &j@nes con funciones conti-
nuas. Funciones continuas en un intervalo: teoremas dediamss y Bolzano. Continuidad
y monotonia. Funcién inversa. Continuidad uniforme.

5. Calculo diferencial
Concepto de derivada en un punto. Funciones derivableisadién de las funciones ele-
mentales. Extremos de funciones derivables. Teoremasblbelmedio. Regla de I'Hbpital.
Foérmula de Taylor. Funciones convexas. Estudio y reprasimt grafica de funciones.

6. Calculo integral
Introduccién: aproximacion al concepto de area. La intedgaRiemann. Sumas de Rie-
mann. Caracterizaciones de la integrabilidad y propiesiatteamentales. Concepto de lon-
gitud cero: teorema de Lebesgue. Teorema fundamental belag formula de Barrow.
Cambio de variable e integracién por partes. Aplicaciorek dhtegral.

7. Series numéricas e integrales impropias
Introduccién y justificacion del tratamiento paralelo. Difiones y primeras propiedades.
Estudio del caso en el que el término general o el integraed@asitivo. Criterios de con-
vergencia por comparacion. Convergencia de integralesopigs y de series: el criterio
de la integral. Propiedades asociativa (disociativa) ynmadativa de series. Convergencia
absoluta y condicional. Criterios de convergencia parneserintegrales impropias no ab-
solutamente convergentes: criterios de Abel y Dirichletm&cion de algunas series.

8. Series de potencias y funciones elementales
Numeros complejos. Limite de sucesiones de nimeros carsplépncepto de serie de po-
tencias. Radio de convergencia. Propiedades de contthuil@givabilidad e integrabilidad
para la funcién suma. Funciones elementales: exponerarigbleja y funciones elementa-
les. Medida de los 4ngulos. Sumacioén de algunas series ivas\grde potencias.

La primera leccion del curso esta destinada al repaso drlloale derivadas gntiderivadas
La motivacion para empezar la asignatura de esta forma est@nsada en los siguientes objeti-
vos: repasar las herramientas de calculo de derivadas ytigasnque el alumno ha visto en la
Ensefianza Media y descubrir sus habilidades y carencide éépunto de vista dellculg dar
tiempo a que en la asignatubdgebra Basicase explique el lenguaje algebraico-conjuntista fun-
damental que seré necesario para fijar las propiedades dérfeos reales, objeto de la segunda
leccion.

En la Universidad de Murcia, los descriptores de la asigadhcluyen rudimentos de varia-
ble compleja, lo cual sirve para introducir, en la Ultimaciéa del programa, el cuerp@, las
sucesiones y series de complejos, la extensi@rda los conceptos de limite, continuidad y deri-
vabilidad, y las series de potencias@nSe presta atencion especial a la exponencial compleja 'y
a los desarrollos en serie de las funciones elementales.
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Objetivos concretos

Conocery saber utilizar las propiedades de los nUmeros reales ysdatidas conjuntos numeéri-
cos, en particular, el manejo de desigualdades y de lac#&cde induccion.

Saberdiscutir la existencia de limites de sucesiones en relagidnla propiedad de Cauchy, la
monotonia, o el teorema de Bolzano-Weierstrass.

Adquirir la capacidad de relacionar la existencia de limite fundiona la continuidad y con
los limites de sucesiones. Conocer y saber utilizar logteas relativos a funciones conti-
nuas en intervalos: Bolzano (propiedad de los valoresngdios), Weierstrass (maximos
y minimos absolutos) y Heine (continuidad uniforme).

Aprenderel concepto de derivada y adquirir las destrezas necegmial calculo de derivadas
de funciones concretas. Saber aplicar el célculo de desvadanalisis del comportamien-
to y la representacion de funciones, asi como a la resolwggoroblemas concretos que
pueden ser abordados mediante el estudio de ciertas fesscion

Comprendeel significado de los desarrollos de Taylor, y saber utilimapara realizar calculos
aproximados del valor de una funcion, para la discusion diel@mas en los que estén invo-
lucradas comparaciones de funciones en términos de tarmelatgos (limites, convergen-
cia de series e integrales impropias), y para la posibil@ttadescribir funciones mediante
series de potenciapdglinomios infinitok

Conseguiras destrezas necesarias para evaluar integrales y caceies, utilizando el teorema
fundamental del calculo, el cambio de variable, la integrapor partes y las técnicas de
calculo de primitivas, incluyendo el célculo de ciertaggntles impropias.

Aplicar las técnicas de derivacién e integracion de series de patepara sumar series numeéri-
cas o series de potencias concretas.

Bibliografia seleccionada

I T. M. Apostol, Calculus segunda ed., Reverté, Barcelona, 1992.

I J. A. Fernandez Vifia and E. Sanchez Maiigstcicios y complementos de Andlisisliarta
ed., Tecnos, Madrid, 1992.

I J. M. Ortegalntroduccién al Andlisis Matematicd.abor, D. L., Barcelona, 1993.
I W. Rudin,Principios de Andlisis Mateméatictercera ed., McGraw-Hill, Madrid, 1990.
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ANALISIS MATEMATICO Il

Cddigo: 0A6

Descripciéon BOE: Andlisis de varias variables reales

Créditos: 15 (9.5T+ 5.5P)

Contenidos: Programa

La asignaturanalisis Matematico Itiene como objetivo fundamental el estudio de las funcio-
nes de varias variables reales. Su estructura y conterodppar lo general, bastante coincidentes
en muchas de las universidades que imparten la Licenciatubatematicas. Ahora se trata con
funcionesf : Q — R™dondeQ c R": el nlcleo esencial de la asignatura es el calculo difeaénci
e integral de estas funciones darias variables Para muchas cuestiones a estudiar, el hecho de
qgquem> 1 no afiade demasiadas dificultades con relacion al caso aaml-g 1. Sin embargo, el
cason > 1 confiere mayor libertad de movimiento, y a su vez, dificdtsdfiadidas sobre el caso
n= 1: podremos tomar limites y derivar segun direcciones,rtadg@vadas e integrar respecto de
variables distintas e iterar el proceso. Esta mayor lidegtaespacios de varias dimensiones nos
permite definir y estudiar curvas y superficies en el espagjio alcance va mucho mas alla de las
curvas estudiadas émalisis Matematico tomo graficas de funciones reales de variable real. El
concepto de diferencial de Fréchet y la integral de Riemana funciones de varias variables son
los objetos centrales del curso. Las aplicaciones a la Gelanyea la Fisica de las herramientas
desarrolladas eAndlisis Matematico Ikon sobresalientes.

Objetivo de la asignatura

» Conocer y saber utilizar los conceptos y los resultadoscdgsle:

— Limites y continuidad de funciones de varias variables.

Célculo diferencial de funciones vectoriales de una yagavariables.
Célculo integral de funciones reales de varias variables.
Integrales curvilineas y de superficie. Calculo vectailgsico.

» El alumno debera conocer y comprender las demostracionkss deoremas centrales de
la teoria, y adquirir destreza en la resolucion de problestéesscos de célculo diferencial e
integral.
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Contenido

1.

10.

Preliminares
Preliminares sobre espacios métricos y espacios norm@dagnuidad uniforme y conver-
gencia uniforme.

. Funciones derivables de variable real

Funciones vectoriales de variable real: derivacion e mamgn. Teorema del incremento
finito y desarrollo de Taylor. Funciones de variacion acatatbngitud de un arco de curva.

. Funciones diferenciables

Funciones de varias variables reales: derivada segun tor wederivadas parciales. Apli-
caciones diferenciables. Condicion suficiente de difeadilclad. Regla de la cadena. Gra-
diente. Interpretaciones geométricas.

. Funciones varias veces diferenciables

Derivadas parciales de orden superior. Permutabilidadrdein de las derivaciones. Desa-
rrollo de Taylor para funciones de varias variables. Extenelativos.

. Funciones inversas e implicitas

Teorema de la funcién inversa. Cambios de variable y coadhesn curvilineas. Funciones
implicitas.

. Subvariedades diferenciables: extremos condicionados

Subvariedades d®". Extremos condicionados: método de los multiplicadorelsadgange.

. Laintegral de Riemann

Integral de Riemann de funciones de varias variables. Tasme calculo integral: integra-
cion reiterada y cambio de variable. Integrales depenglietié un parametro: continuidad,
derivacion e integracion.

. Técnicas de célculo integral

Aplicaciones geométricas del célculo integral. Area desuyrficie e integracion de fun-
ciones sobre superficies.

. Integral curvilinea

Integracion curvilinea. Teorema de Green.

Introduccién al analisis vectorial

Integracién de campos y formas diferenciales sobre sujgsrficos teoremas clasicos del
Analisis Vectorial.

Objetivos concretos

Profundizaren los fundamentos topoldgicos del Andlisis Matematicmgacidad, completitud,

convergencia uniforme.
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Profundizaren el estudio de las funciones vectoriales de variable featibnes de variacion
acotada, curvas rectificables en el plano y en el espacio)sy®aplicaciones fisicas (centro
de masa de un alambre, movimiento de una particula, etc.).

Analizar propiedades de regularidad de funciones de varias vasiatatinuidad, continuidad
uniforme, grado de diferenciabilidad, analiticidad, cexidad, etc.

Razonarcon inversas locales y con funciones definidas implicitamen

Conocerla nocién de espacio tangente a una curva o superficie y shimrer sus ecuaciones
cuando ésta viene dada en forma explicita, implicita o péiréeca. Conocer el concepto
general de subvariedad diferenciableRfey el de espacio tangente a la misma en un punto.

Conocerlos sistemas de coordenadas curvilineas usuales (codefepalares, cilindricas, es-
féricas, etc.) y saber utilizarlos, tanto para efectuarbiasde variable en operadores dife-
renciales sencillos (por ejemplo, el Laplaciano en coaadas polares), como para calcular
integrales multiples.

Conocery saber aplicar las técnicas del calculo integral de vadsiables (integracion reiterada
y cambio de variable) para calcular integrales mdaltiples.

Resolvemproblemas que impliquen el calculo de integrales, prodedeste las aplicaciones geo-
métricas y fisicas del célculo integral: volumenes de s8ligkn particular, de revolucion),
masas y centros de masa, momentos de inercia, etc.

Conocerlos resultados bésicos del Andlisis Vectorial clasiceefindles de linea y de superficie),
y saber aplicarlos e interpretarlos en el lenguaje de la#isi

Conocerlas condiciones que permiten intercambiar el orden de dusepos sucesivos de paso
al limite. Entender el papel que desempefia la convergend@me en estos problemas.

Conocery saber utilizar los resultados clasicos sobre continuidddrivabilidad de funciones
definidas mediante series o integrales que dependen deametao.

Utilizar algun programa de representaciéon grafica de curvas y sueeréino el espacio ordi-
nario para interpretar geométricamente los conceptosdssie la materia: visualizacion
del comportamiento local de una funcion, de los puntos iestados en los problemas de
extremos con ligaduras, de recintos de integracion, etc.

Bibliografia seleccionada

I T. M. Apostol, Andlisis Matematicosegunda ed., Reverté, Barcelona, 1979.

I J. A. Facenda Aguirre and F. J. Freniche Ibafietegracion de funciones de varias varia-
bles Piramide, Madrid, 2002.

I J. A. Fernandez VifigAnalisis Matematico Il (Topologia y Célculo Diferencialnalisis
Matematico Il (Integracion y Célculo Exteriar)lecnos, Madrid, 1992.

I W. Fleming,Functions of Several Variablesecond ed., Undergraduate Texts in Mathema-
tics, Springer-Verlag, New York, 1977. MR 54 #10514.
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Cddigo: 3A3

Descripcion BOE: Medida e integracion

Créditos: 6 (3.5T+ 2.5P)

Contenidos: 6 capitulos

Esta asignatura corresponde a un curso introductorioTadda de la Medida e Integracion
en el que se hace especial énfasis en la integral de Lebesilelea teoria moderna de la medida
e integracién tuvo su origen a principios del siglo XX, fumaantalmente, a través de los trabajos
de Lebesgue. La integral de Lebesgue evita algunas caseteita integral de Riemann, resol-
viendo, por ejemplo, incongruencias que habian aparetekiwiar las derivadas e integrales de
funciones de variable real. Hoy en dia, las ideas y técnieda thtegral de Lebesgue estan bien
asentadas, y son numerosas las parcelas de las mateméécaestipnefician de esta herramienta:
Analisis, Geometria Diferencial, Probabilidades y Esttich, etc.

Para algunos de nosotros es incomprensible que una as@ratmo ésta figure en un plan
de estudios de laicenciatura en Matematicasomo asignatura optativa, y no como asignatura
obligatoria.

Debemos sefialar que hemos optado por el método de Carathgrzata introducir los con-
ceptos de medida e integral. Este método descriptivo detroongn de la integral esta basado
en ideas de tipo conjuntista y, a nuestro parecer, es masetonintuitivo y de mayor aplicabili-
dad que las construcciones basadas en el método de Dahieiétédo de Daniell que tiene sus
origenes en la prueba del teorema de Riesz de representiciancionales, permite llegar a la
definicion de integral y a sus propiedades rapidamente. fiaces euclideos, este método sirve
para construir la integral de Lebesgue como una extensitmdaieRiemann. Para nosotros, es un
objetivo primordial la construccién de la medida de Lebesgomo extension de los conceptos
(casi primitivos) de area y volumen. Fijados estos cimigni construccion de la integral la ha-
remos de la forma mas intuitiva para los alumnos, aproximmaciones medibles por funciones
simples.
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Objetivo de la asignatura

» Adquirir un conocimiento profundo de los conceptos basimsa Teoria de la Medida e
Integracion y de sus teoremas fundamentales.

» Adquirir experiencia para aplicar la teoria general a situges y problemas concretos.

» Conocer muestras representativas de la conexion de la ggméral con otras materias.

Contenido

Hemos estructurado la asignatura en los seis capitulosgyens

1 Laintegral anterior a Lebesgue 17
2 Medidas y medidas exteriores 21
3 Integral asociada a una medida 25
4 Integrales multiples 33
5 Diferenciacion 39
6 Espacios de funciones 47

El capitulo primero es preliminar, y esta dedicado a lagmales de Riemann-Stieltjes y al
planteamiento de los problemas de la integral y la medidasttdmos, mediante ejemplos, las
limitaciones de la integral de Riemann que hacen necesagerieralizacion dada por Lebesgue.

En el capitulo segundo introducimos la terminologia y lasceptos basicos de la teoria de la
medida. Presentamos el método de Carathéodory y analizammeslida de Lebesgue, para la que
demostramos su unicidad (salvo constantes) entre las asedéfinidas en los borelianos B&
que son invariantes por traslaciones y asignan medida &nda subconjuntos compactos. Intro-
ducimos las medidas de Borel regulares, abstrayendo |lpgeeperles de la medida de Lebesgue,
como herramienta a utilizar en la demostracion del teorearRi€lsz que se presenta en el capitulo
sexto.

En el tercer capitulo nos ocupamos de estudiar la nocién débitidad e integrabilidad de
funciones. Estudiamos la aproximacion de funciones meslibtediante funciones simples, y
prestamos especial atencion a las sucesiones convergkenfaaciones medibles, demostrando
los teoremas de Egoroff y de Lusin. A continuacion, constad la integral: primero, para fun-
ciones simples, luego, para funciones medibles positivéisalmente, para funciones medibles
arbitrarias. Probamos los teoremas de convergencia nmmgtdominada de Lebesgue, que son
herramientas esenciales en no pocas situaciones. En eduelfiteo, demostramos la densidad de
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las funciones continuas con soporte compactb¥R"). Completamos el capitulo estudiando la
integrabilidad respecto de medidas imégenes, lo que nostpenterpretar la integral (esperanza,
como se llama en el mundo de las probabilidades) de funcimmeekbles (variables aleatorias)

como la integral de Riemann-Stieltjes de la identidad retspe la funcién de distribucion.

En el cuarto capitulo nos ocupamos de las integrales reésrg del teorema del cambio
de variable. En una primera parte, abordamos el teorema loiei Robre integracion reiterada
respecto de medidas producto, y en la segunda, damos emigeale cambio de variable para
aplicaciones diferenciables entre abiertoRde

En el capitulo quinto estudiamos la diferenciacion de undidaecon respecto a otra definida
en la mismao-algebra. Establecemos que una medida se puede derivact@spotra si, y solo
si, estan relacionadas via la continuidad absoluta: temdeniRadon-Nikodym. Continuamos ana-
lizando, con mas detalle, el caso en el que derivamos respdet medida de Lebesgue B,
tomando como punto de partida el teorema de diferencia@dreddesgue. Terminamaos con el ca-
so particulam = 1, encontrando el teorema fundamental del calculo parddgral de Lebesgue,
el cual asegura que una funcidn es derivable en casi todo perfa,b], y que se puede recuperar
como una primitiva de su derivada si, y solo si, es absolutéensontinua eifa,b).

En el dltimo capitulo, utilizamos herramientas de la tedeida medida y la integral para estu-
diar algunos espacios de funciones bésicos en el Analisisdpacios de funciones continuas en
espacios localmente compactos, y los espdcfpguyas normas se definen en términos de inte-
grales y que generalizan los espacios de funciones inlegrdtrestaremos una atencion especial
a los espacios de Hilbel?. Este ultimo capitulo puede considerarse a caballo entrsidmatura
Medida e Integracidry la asignaturaAndlisis Funcionalen la que se vuelven a estudiar/recordar
algunos de los aspectos presentados aqui.

Objetivos concretos

Utilizar el método de extension de Carathéodory para construir ledanelé Lebesgue €R".

Conocerlas propiedades de la medida de Lebesguien

Comprendettas nociones de medibilidad e integrabilidad Lebesgue.

Relacionarla integrabilidad Riemann y Lebesgue.

Estudiary utilizar los teoremas de convergencia asociados a laraitdg Lebesgue.

Relacionarla integral de Lebesgue con la integral de Riemann-Stelgepecto de funciones de
distribucion.

Demostrarel teorema de Fubini.

Utilizar el teorema de Fubini para calcular integrales concretas.

Demostrarel teorema del cambio de variable para la integral de Lelgesgu

Utilizar el teorema del cambio de variable para calcular integraiasretas.

Demostrarel teorema de Radon-Nikodym.
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Establecerel teorema de diferenciacion de Lebesgue y el teorema fusdaidel calculo.
Construirlos espacio&P y estudiar sus propiedades.
Calcular el dual del espaci€p(X): teorema de Riesz.

Prerrequisitos

La asignatura tratara de hacerse de la forma mas autoadmtpasible. Partimos de que el
alumno ha cursado las asignaturdspologia(Troncal, primer ciclo, 6 créditosfnalisis Mate-
matico |y Il (Troncales, primer ciclo, 18 y 15 créditos).

Bibliografia seleccionada

I D. L. Cohn,Measure theoryBirkhduser, Boston, Mass., 1980. MR 81k:28001.

I G.B. FollandReal Analysis, modern techniques and their applicatid¥idey-Interscience,
New York, 1999, Second edition. MR 2000c:00001, y 86k:28001

I W. Rudin,Andlisis real y complejotercera ed., McGraw-Hill, 1988.

I R. L. Wheeden and A. Zygmundyleasure and integral. An introduction to real analy-
sis, Pure and Applied Mathematics, vol. 43, Marcel Dekker INew York, 1977. MR 58
#11295.
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TEMARIO

Leccién 1.1 Laintegral de Riemann
Leccién 1.2 Laintegral de Riemann-Stieltjes

En este primer capitulo introductorio presentamos algdadas razones histéricas que dieron
lugar a la extension del concepto de integral y a la formeaiiade la nocion de medida. Re-
cordamos la integral de Riemann y, en particular, estudaim@aracterizacion de Lebesgue de
las funciones integrables en términos de los conjuntos ahkda@ula erR. También revisamos
la nocién y las propiedades de la integral de Riemann-fgselen la cual estamos interesados
ya que la teoria de Lebesgue proporciona un tratamientcaddia las integrales de Riemann y
Riemann-Stieltjes, y porque ademas, como veremos, laraitég Lebesgue de cualquier funcion
con respecto a una medida se puede interpretar como unealrdedriemann-Stieltjes respecto a
su funcién de distribucion, tal y como se hace en Teoria dedbitidad al evaluar la esperanza de
una variable aleatoria respecto a una medida de probabilida

Leccion 1.1 La integral de Riemann.

= Laintegral antes de Lebesgue. Algunas referencias faagri

La integral de Riemann.

= Conjuntos de medida nula & Caracterizacion de las funciones integrables Riemann.
= El conjunto de Cantor y algunas funciones asociadas.

Descripcion. En esta leccion planteamos el problema de la integral y ladaedpartir de la idea

geomeétrica de integral de una funcion real definida sobratemvialo. Damos algunas referencias
histéricas sobre el desarrollo de la teoria de la medida ptéayial, asi como sus relaciones con
otras parcelas de las matematicas, [Die78, Leb28, Pesébpréamos la integral de Riemann y
exponemos, mediante determinados ejemplos, algunos gedblemas que plantea este método
de integracion, en relacion con el paso al limite bajo lagirate la integral repetida, o la existencia
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de primitivas, [VRS82, sec. 1]. Definimos los conjuntos delickee nula en la recta real, y damos
la caracterizacion de Lebesgue de las funciones integrétiemann, [Ort93, p. 177-179]:

Teorema 1.1.1 (Lebesgue)Sea f una funcion acotada definida sobre el internjalb|. La fun-
cion f es integrable Riemann éab| si, y sélo si, el conjunto de puntos donde f no es continua
es de medida nula.

Finalizamos la leccién construyendo el conjunto de Cantd® 4], como ejemplo de conjunto
compacto no numerable y de medida nula, y la funciéon singlda€Cantor, que es creciente y
constante en cada componente conexa del complementaaatr:

Definicién recursiva de la funcién con el programa

08 «Mathematica»:
flx_,1]1:=3x /2 /; 3 x < 1;

06 flx_,1]1:= 0.5 /; 1 <=3 x < 2;
flx_,1]:= 0.5+(3 x-2)/ 2 /; 2 <= 3x

flx_,n_]:= 0.5 £[3 x,n-1] /; 1 > 3 x ;
flx_,n_J:= 0.5+0.5 f[3 x-2,n-1] /; 2<3x;
flx_,n_]:= 0.5 /; 1 <= 3x <= 2

Plot [f[x,7],{x,0,1}]

Figura 1.1: La funcién singular de Cantor ]

Leccion 1.2 La integral de Riemann-Stieltjes.

Funciones de variacion acotada. Teorema de descompodieiBiahn.

La integral de Riemann-Stieltjes. Propiedades.

Integrabilidad de las funciones continuas.

Formula de integracién por partes.

La integral de Darboux-Stieltjes y su relacion con la de RiemStieltjes.

Descripcion. Las funciones de variacion acotada en un interyalo| son las funciones que se
pueden expresar como diferencias de funciones crecient@stinen el espacio natural donde
considerar las distribuciones que intervienen en la iatede Riemann-Stieltjes. La integral de
Riemann-Stieltjes de una funcidrrespecto a una distribucigh esta definida por el limite de las
sumas de Riemann-Stieltjes asociadas a particiBnes

b b n
[ tdo= ["100dp00 = fim 3 1(&)(9() — 9 (t-).

[PI—=0;&



En la presente leccion, estudiamos las propiedades eleleemnte esta integral, [WZ77, cap. 2],
prestando especial atencion a la integral con respectocéohes de variacion acotada. En par-
ticular, comprobamos la integrabilidad de las funcionettinoas y la validez de la formula

b b
| 100de00 = [ 1099 000x

paraf continua y$ de claseC! en[a,b]. También recordamos la férmula de integracion por partes
obtenida de la formula de sumacion de Abel:

b b
| oat=(f0)o(0)~ f(@(@)~ [ tdo.

En el Ultimo apartado se recuerdan las acotaciones, pos@xcpor defecto, de las sumas
de Riemann-Stieltjes, que proporcionan las definicionekasléntegrales superior e inferior de
Darboux-Stieltjes y el concepto de funcion integrable esegitido de Darboux-Stieltjes. Esta
nocion, en principio mas general que la de Riemann-Stelgeincide con aquélla al integrar
funciones acotadas respecto a distribuciones continuas. O

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[Die78], [Leb28], [Ort93], [Pes70], [VRS82], [WZ77].






Medidas y medidas exteriores

0
3
=
0
0
0

TEMARIO

Leccion 2.1 Algebras yo-algebras

Leccién 2.2 Medidas

Leccién 2.3 Medidas exteriores

Leccion 2.4 Medidas de Lebesgue y Lebesgue-Stieltjes
Leccion 2.5 Medidas de Borel regulares

En este capitulo introducimos la teoria de la medida, sigisieel método de Carathéodory pa-
ra construir y extender medidas. De manera informakspacio de medidas un conjunto en el
gue algunos subconjuntos tienen asignadamedida Comenzamos describiendo las familias de
subconjuntosalgebrasy o-algebras sobre las que estaran definidasredidas Después, abor-
damos el método de Carathéodory para la construccion ysétede medidas, y lo utilizamos
para construir la medida de Lebesgueréhy las medidas de Lebesgue-Stieltjesiken

Leccion 2.1 Algebrasy 0O-algebras.
= Algebras yo-éalgebras. Ejemplos.
= Generacion de algebrasoyalgebras.
» Laso-algebras de Borel d& y R".

Descripcion. Comenzamos estudiando las definiciones y las propiedadgésabale algebra y
o-algebra y, entre otros ejemplos, tratamos las algeb@silgebras generadas por una familia
de conjuntos. La descripcion dedadlgebra generada por una familia infinita de conjuntos no es
demasiado sencilla. Haremos una aproximacion en estaidinecon lag-algebra de Borel eR,
generada por los subconjuntos abiertos, viendo la clasificajue se obtiene al ir construyendo,
alternativamente, intersecciones numerables y unione®rables: el desarrollo se inicia con la
familia de los subconjuntos abiertos, y se repite el proegtiaando induccién transfinita con
indices en los ordinales numerables, [Coh80, sec. 1.1].



@ Medidas y medidas exteriores

De especial interés son lasalgebras que se pueden generar a partir de una familia abreer
de subconjuntos. Este es el caso dedlaEgebras de Borel de espacios topoldgicos cuyas topolo-
gias tienen base numerable. En particularR@nlos borelianos se pueden generar con la familia
numerable de los cubos diadicog( cubosn-dimensionales con vértices de coordenadas 9,

m € Z, y lados 2'9). De forma mas concreta, tenemos el siguiente resultado:

Lema 2.1.1. Todo abierto GC R" se puede expresar como la unién de una sucesion de cubos
diadicos semiabiertos, disjuntos dos a dos.

Finalizamos la leccién observando que las algebras geseraat familias infinitas numera-
bles son numerables, mientras quedaélgebras generadas por éstas ya no lo son. O

Leccion 2.2 Medidas.

= Medidas. Espacios de medida.
= Conjuntos de medida nula.
= Medidas completas. Compleccién de una medida.

Descripcién. Una vez establecida la nocidon dealgebra, formalizamos el concepto de medida:

Definicion 2.2.1. Una funcién de conjuntg : &/ — [0,0], definida en un algebras ¢ 2(Q),
es unamedida finitamente aditivai 1(0) = 0y, para cada familia finita{A : 1 <i <n} C &/
que esta formada por conjuntos disjuntos dos a dos, se wedfiey! ; u(A) = u(A), donde
A=UJ{A:1<i<n}.

Una funcion de conjuntqu : ~ — [0,e0], definida sobre unar-algebra, es unamedida
numerablemente aditi@-aditiva) sip(0) = 0y, para cada familia numerablgA, :ne N} C Z,
formada por conjuntos disjuntos dos a dos, se cumplesgue U(An) = u(U{An ‘ne N}). Si,
ademésu(Q) = 1, se dice qug: es unaprobabilidad(o unamedida de probabilidgd

Si en lugar de que tome valores ef0,»] se supone que toma valoresie enC, aparecen
las nociones de medida real y compleja, objeto de estudicegétulo 5. También introducimos el
concepto de espacio de medida y de probabilidad, y estudiaasopropiedades basicas.

El uso de conjuntos de medida nula y espacios de medida cmspigpie son los que contie-
nen a todos los subconjuntos de conjuntos de medida nule,@wéar muchas puntualizaciones
técnicas. La completitud de un espacio de medida se pueatezalcfacilmente, [Fol99, p. 26]:

Teorema 2.2.2 (Teorema de Completitud de Lebesguelpado un espacio de medid®,%,u),
lafamiliaX, = {EC Q:JABe X, ACECB,u(B—A)=0} = {AUN:N esy-nulo,Ac =} es
unag-algebra que contiene 3, y ademas, la funcién de conjuniip: ~,, — [0,%], definida por
H(E) = sup{u(A) "ACEAc Z}, es la Unica medida completa cuya restriccio® asuy. [



Leccion 2.3 Medidas exteriores.

= Medidas exteriores.

= Conjuntos medibles.

Espacio de medida asociado a una medida exterior.
Premedidas. Extension de medidas.

Descripcion. En esta leccion estudiamos el método de Carathéodory dewmién de medidas
a partir de medidas exteriores, método que utilizaremoasletciones siguientes para construir
la medida de Lebesgue, entre otras.

El nombre de medida exterior proviene de la forma en que mn&rae se construyen medidas:

Ejemplo2.3.1 Sean& C #(Q)y p: & — [0,0] una aplicacion tales que® &, Q€ &y
p(0) = 0. Entonces, la funcion

00

Zp(En):Eneé" y AC UEn}
n=1 n=1

u*(A) = inf{

define una medida exterior solde

El teorema de Carathéodory determina, para cada medidé@oexté, unac-algebra de con-
juntosmediblesen la queu™ es una auténtica medida, [Fol99, p. 29]:

Teorema 2.3.2 (Carathéodory).Si u* es una medida exterior sobf, la familia de los conjuntos
p*-medibles es una-algebra, y la restricciéru de u* a estac-algebra es una medida completa.

Completamos la leccion con algunas aplicaciones claseast resultado: extendenoe-
medidasdefinidas en un algebra a ta-algebra que genera (teorema de extension de Carathéo-
dory), [Fol99, p. 31]; como consecuencia de esta extendiajcimos un resultado de aproxima-
cion de los conjuntos de la-algebra generada por un algebra, con conjuntos de éstigmas
a obtener la compleccion de una medida. O

Leccion 2.4 Medidas de Lebesgue y Lebesgue-Stieltjes.

= Medidas exteriores métricas.

= La medida de Lebesgue &'

= Regularidad de la medida de Lebesgue.
= Invarianza por traslaciones.

= Existencia de conjuntos no medibles.

Descripcion. Introduciendo la nociéon de medida exterior métrica en @spaunétricos, [WZ77,
sec. 11.2], conseguimos dar una Unica demostracion de leitited] de los conjuntos de Borel
con respecto a las medidas introducidas en esta leccidnaysiguiente.



@ Medidas y medidas exteriores

Definimos la medida exterior de Lebesgue para @dadaR" utilizando la nocién de volumen
de un intervalan-dimensional:

AL(A) = inf{

00

S Vol ([a(k),b(k))) AC pl[a(k),b(k)) }

k=1

La medida exterior de Lebesgue asigna su volumen a cadedltey es una medida exterior
métrica; por tanto, todos los borelianos son medibles. divasrvar la regularidad de la medida de
Lebesgue, y utilizando el lema 2.1.1, comprobamos quep salnstantes, ésta es la Unica medida
invariante por traslaciones y finita sobre los subconjuntmapactos. Concluimos la leccién con
la construccion de Vitali de un conjunto &xque no es medible Lebesgue, [VRS82, p. 145]]

Leccion 2.5 Medidas de Borel regulares.

= Medidas de Borel regulares.
= Medidas de Lebesgue-Stieltjes.
= Medidas de Hausdorff.

Descripcion. Las buenas propiedades de regularidad de la medida de luebesgon exclusivas
de ésta. En la presente leccién estudiamos la nocion de anddidBorel regular en un espacio
topolégico, y comprobamos cémo todas las medidas de Bofiglidies en espacios localmente
compactos con abiertas-compactos, que sean finitas en los compactos, son medgladares,
[Coh80, p. 206-207].

A continuacion nos detenemos en las medidas de Borel de tia real, mirdndolas como
distribuciones de masay representandolas en términosdefies de distribucion como medidas
de Lebesgue-Stieltjes; medidas que se construyen de forahaga a la de Lebesgue, a partir de
medidas exteriores métricas. Otro ejemplo de medida exterétrica lo tenemos en las medidas
exteriores de Hausdorff, [WZ77, sec. 11.4], que permitedimen variedades diferenciables o
hablar de conjuntoBactales

Definicion 2.5.1. Dado un espacio métriciM,d), para cadaa > 0y cada subconjunto A M,
se define
H(A) = sup{inf{ 3 (diam(A))” 1 A= [ A diam(Ac) < s}} :
e>0 k=1 K=1
Estas medidas verifican quetj (A) < «, entoncesH;(A) =0, paraB > a,y siHg(A) > 0,
entoncedd E(A) = oo, paraf < a. Por lo tanto, para cada subconjuitosolo existe un valor de
que permite medirlo; tal valor es la dimension de Hausd@a#.d O

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[Coh80], [Fol99], [Geo80], [VRS82], [WZ77].



Integral asociada a una medida

Capitulo

TEMARIO

Leccién 3.1 Transformacionesy funciones medibles

Leccién 3.2 Convergencia de funciones medibles

Leccién 3.3 Integrales de funciones no negativas

Leccion 3.4 El espacid.! de las funciones integrables

Leccion 3.5 Laintegral de Lebesgue &'

Leccién 3.6 Integrabilidad de funciones respecto a medidas imagenes

Empezamos este extenso capitulo estudiando las funcicedibles, que seran las funciones
a integrar, analizando sus propiedades, con especiali@teméa convergencia de sucesiones. A
continuacion construimos la integral asociada a una med&kiablecemos sus principales pro-
piedades. Vamos a hacer la construccion que mas recuerdiefni@ion de integral de Riemann,
utilizando la aproximacion por funciones simples de lagiomes medibles.

Leccion 3.1 Transformaciones y funciones medibles.

= Transformaciones y funciones medibles.

= El &lgebra de las funciones medibles.

= El reticulo de las funciones reales medibles.

= Limites de sucesiones de funciones medibles.

= Aproximacion por funciones simples.

= Funciones medibles en espacios completos. Convergencisetodo punto.
= Funciones medibles Lebesguel®h

Descripcion. En esta leccién continuamos nuestra incursién en la cacsfude la integral des-
de el punto de vista conjuntista, con las nociones de tremsition medible entre dos espacios
medibles y la de funcién medible valoradalRnC o R".



@ Integral asociada a una medida

Definicion 3.1.1. Dados dos espacios mediblg®,%) y (Q',%’), una aplicacion f: Q — Q' se
dice que e$z,3’)-medible cuando f}(E’) € 5, para cada Ec 3.

Esta definicion recuerda a la de funcion continua entre doscéss topoldgicosta preima-
gen de cada conjunto abierto es un conjunto abied® hecho, existe toda una dualidad entre la
topologia y la teoria de la medida, [Oxt71], que comenzanaissarvar viendo como, para com-
probar la medibilidad de una funcion, basta verificar u&D) € Z, para cadd € 2, dondeZ
es una familia que geneBd. CuandoQ’ = X (uno de los tres espaci@sR,[—o,]), se dice que
f:Q — X esZ-medible sif es(Z,2(X))-medible, es decir, si—1(B) € = para cada conjunto
de BorelB C X; o equivalentemente, di-(V) € = para cada abiertd C X. También se pue-
den sustituir los abiertos por las familias de los intersalaectangulos semiabiertos, abiertos o
cerrados.

Uno de los ejemplos més sencillos de funciones mediblesmes en las funciones carac-
teristicas de conjuntds € Z,

Xe(X) = {1 sixeE,

0 six¢E.

Otros ejemplos los proporcionan las funciones continuére @spacios topoldgicos que son me-
dibles respecto a las correspondienteélgebras de Borel.

Estudiamos algunas propiedades elementales de las fesaioadibles en relacion a la com-
posicion, a las operaciones algebraicas, a las de retiatddfynciones reales (maximos y minimos
de dos funciones reales, y valor absoluto), o a las de tomad@lilo, o las partes real e imaginaria,
de las funciones complejas.

En relacion con las funciones que se pueden definir a partimdesucesion de funciones
medibles, tenemos la siguiente proposicion [WZ77, p. 53-54

Proposicion 3.1.2.Si f,: Q — [—®,0] es una sucesion de funciones medibles, las funciones
sup, fa(w), infp fo(w), liminf, fy(w) y limsup, fa(w) también son medibles.

De aqui se deduce que el conjunto de puntos donde una sudesfanciones medibles es
convergente, es un conjunto medible, y la funcién limite edibie sobre él.

Las combinaciones lineales de funciones caracteristie@ejuntos d&, también llamadas
funciones simpledorman un subespacio de funciones para las que es facilrdafintegral, tal
y como estudiaremos en el siguiente capitulo. Por ahoratnouiaterés en ellas ser4 comprobar
que cualquier funcion medible se puede describir mediangesucesion de funciones simples,
[WZ77, p. 54]:

Teorema 3.1.3.Si f: Q — [—o0,0] es medible, entonces existe una sucesion de funcionegsimpl
Sy Q — [—o0,00) que converge puntualmente hacia f, siendo la convergentgfarme en todo
conjunto EC Q donde f esté acotada. Si ademas 0, la sucesior(s,), puede elegirse creciente,

S < St



Cuando consideramos una medida definid& gpodemos hablar de propiedades que se sa-
tisfacen para casi todo punto (p.c.t.p.) como aquéllas queumplen en todos los puntos del
complementario de un conjunto de medida nula. Si ademéapa&tiesde medida es completo, dos
funciones que coincidan p.c.t.p. tendran el mismo caréet@nedibilidad, y los limites p.c.t.p. de
sucesiones de funciones medibles también seran medible$ cBso de que el espacio de medida
no sea completo, podremos referirnos a su compleccion, sanatlo de que las funciones medi-
bles respecto a la-algebra completada seran las que coincidan p.c.t.p. sdaaiones medibles
respecto a l@-algebra original, [Coh80, sec. 2.2].

Por ultimo, mirando lao-algebra de Lebesgue &1, que es la compleccion de la de Borel
respecto a la medida de Lebesgue, observamos cémo lasrfasciontinuas y las funciones
integrables Riemann son funciones medibles Lebesgue rtewd del Teorema 1.1.1). O

Leccion 3.2 Convergencia de funciones medibles.

= Convergencia en medida.

= Sucesiones de Cauchy en medida.

= Convergencia casi uniforme. El teorema de Egoroff.

= El teorema de Lusin para funciones medibles Lebesgue.

Descripcion. La nocién de convergencia en medida para una sucesion deriesanedibles que-
da establecida mediante la siguiente definicion:

Definicion 3.2.1. Dado un espacio de medid&,%,u), se dice que una sucesion de funciones
medibleq f,), converge a una funcion medible f en medida si, para cadas

Iirr]nu<{x: | fa(x) — £(X)| >s}) =0.

Y se dice quéf,), es de Cauchy en medida si, para cada 6 y cadae > 0, existe gtal que,
para n> m > ng, Se verifica que

u({x: | fn(X) — fm(x)| > s}) <e.

En el siguiente capitulo, relacionaremos esta nocion caonaergencia de integrales, e in-
cluso veremos que se puede interpretar en términos de gemag para una métrica completa
definida por una integral. De momento, en esta leccién vamekaeionarla con la convergencia
puntual. La sucesion de funcion&g(x) = Xk 2 (k+1)/21 (X), definidas en [0,1], pana= 2" +k, es
un ejemplo de una sucesion que converge en medida haciaojyeno converge para casi todo
punto de [0,1], [UDOQO, p. 61]. En consecuencia, convergeanimedida no implica convergencia
para casi todo punto. Sin embargo, pasando a subsucesbsedjene un resultado positivo que,
ademas, permite establecer un criterio de Cauchy paraVaigmncia en medida, [WZ77, p. 60]:



@ Integral asociada a una medida

Teorema 3.2.2.Sea( f,), una sucesion de funciones medibles, definidaQ ajue es de Cauchy
en medida. Entonces, existen f medible y una subsucgigjdnde ( fn)n, tales qug f,, )x converge
a f para casi todo punto d@.

Reciprocamente, tenemos el teorema de Egoroff, que gadattonvergencia casi uniforme,
en conjuntos de medida finita, de las sucesiones que conveuy¢ualmente, [WZ77, p. 57]:

Teorema 3.2.3 (Egoroff). Sean E un conjunto de medida finitéfy), una sucesién de funciones
reales medibles que converge, p.c.t.p. de E, a una funci@mtbnces, para cada > 0, existe un
conjunto Fe X tal que FC E, u(E\ F) < € y (fn)n converge hacia f uniformemente en F.

Como corolario, se sigue facilmente que la convergencia gasi todo punto implica conver-
gencia en medida sobre conjuntos de medida finita. Otraaapdic del teorema de Egoroff, de
la regularidad de la medida de Lebesgue y del lema de Urysshel, teorema de Lusin, el cual
afirma que, para cada funcién medible, es posible elegir njucto de medida pequefia, fuera del
cual, la funcién original coincide con una funcién contin2oh80, p. 227]. Por ultimo, conclui-
mos facilmente que cualquier funcion medible Lebesgue sdgudescribir como limite p.c.t.p.
de una sucesion de funciones continuas con soporte compacto O

Leccion 3.3 Integrales de funciones no negativas.

= Integrales de funciones simples.

= Integrales de funciones no negativas.

= Teorema de la convergencia mond6tona de Lebesgue.
= Algunas aplicaciones.

Descripcién. Comenzamos la construccidn considerando la integral dedines simples con va-
lores reales, y observando que, en el espacio de estasriaagcla integral es lineal y conserva el
orden. A continuacién, extendemos la integral a las furesanedibles no negativas:

Definicion 3.3.1. Si f: Q — [0,0] es medible, se define

/fdu ::sup{/gdu:gsimpleoggg f}.
/fdu ::/fodu.
E

Con esta definicion, la integral conserva el orden, y de esiglia propiedad deducimos la de-
sigualdad de Tchebychev, [WZ77, p. 68], y el teorema de laargencia mondtona de Lebesgue,
[Fol99, p. 50]:

Si Ec Z, se define



Teorema 3.3.2 (Teorema de la convergencia monoétona de Lelpeg). Si f,: Q — [0,0] es
una sucesion creciente de funciones medibles @ f— [0,0] es su limite puntual,e.,

(i) 0< fi(x) < fa(x) <... <o, paratodo xe Q,y

(i) fn(x) — f(x) cuando n— oo, para todo xc Q,

/fdu:l’lrr]n/fndu.

Ahora, utilizando la aproximacion por funciones simpldsteaemos que la integral de una
suma de funciones es la suma de las integrales. También, aplicacion de este teorema de
convergencia, estudiamos el teorema de Beppo-Levi y el tefaatou sobre series y sucesiones
de funciones medibles, [Fol99, sec. 2.2], asi como una prdelgue la integral indefinida asociada

a una medida de una funcién posityav(E) := / gdu, es una medida que verifica
E

/fdv:/fgdu,

para cadd positiva. En el capitulo 5 caracterizaremos las medidasguéntegrales indefinidas.
En estaleccion y en el resto del capitulo, utilizaremospes de la medida cardinal en conjuntos
y la medida de Lebesgue &Y, para proponer y analizar ejemplos. O

entonces f es medible y

Leccion 3.4 El espacio L® de las funciones integrables.

= Funciones integrables.

= Laintegral y los conjuntos de medida nula.

= El teorema de la convergencia dominada.

= Completitud dd_. Convergencia eh! y convergencia en medida.

Descripcién. Una vez definida la integral de las funciones positivasizatihos la estructura de
reticulo que presentan las funciones medibles para exténiteegral a funciones con valores en
[—o0,00] 0 enC.

Definicién 3.4.1. Una funcion medible f Q — [—o,] se dice que es integrable cuando son
finitas las dos integrale7[ fdu e/ f~du, y se define

/fdu ::/f*du—/f*du.

Una funcién medible fQ — C se dice que es integrable cuando lo son sus partes real eimagi

naria, y se define
/fdu ::/Refdqui/lmfdu.



@ Integral asociada a una medida

También definimos la integral de una funcién sobre un coojomdible, comprobamos que
el conjunto de las funciones integrables es un espacion@ctpvemos que la integral es lineal,
conserva el orden (en el caso real) y verifica la desigualikagular, [Coh80, sec. 2.3].

Continuamos observando el comportamiento de la integratlesion con los conjuntos de
medida nula; dos funciones que coinciden en casi todo piemtert el mismo caracter de integra-
bilidad, y cuando son integrables, tienen las mismas iategisobre cualquier conjunto medible.
El reciproco también es cierto, pues una funcién mediblelkesam casi todo punto si, y sélo si, sus
integrales sobre cualquier conjunto medible son nulassiderando, en el espacio vectorial de
las funciones integrables, la relacion de equivalenciaegteblece la igualdad en casi todo punto,
y pasando al cociente, podemos definir los espdcigg), donde tenemos definida la norma

Ifla= [ 1fldu

En relacion con el paso al limite bajo el signo integral, @isimos el teorema de la convergencia
dominada de Lebesgue.

Teorema 3.4.2 (Teorema de la convergencia dominada de Lelge®). Sea f: Q — C una
sucesion de funciones integrables que converge en casptotto. Si existe una funcion integrable
g tal que|fn| < g, para todo ne N, entonces la funcién limite() := lim, f,(w), definida para
casi todo punto, es integrable, y se verifica que

Iirm|]fn—lezl’lrr]n/]fn—f]du:O.

En particular, Iirr]n / fndu = / fdu, para cada A medible.
A A

Una primera consecuencia es la densidad de las funcionptesienL'(u). Otro corolario es
el teorema de Beppo-Levi sobre series de funciones intlegratel que deducimos la completitud
del espacio normadbo* (). También probamos que la convergencia en norma de una&ucesi
funciones integrables implica convergencia en medidantgo, la existencia de subsucesiones
convergentes p.c.t.p. En este punto, se podria proponeraumnos, como trabajo personal, el
estudio de la nocion de conjuntos de funciones uniformeeneégrables, y de como, en estos
conjuntos, coinciden los conceptos de convergencia enangrem medida, [Fre0l, p. 246]. [J

Leccion 3.5 Laintegral de Lebesgue en R".

= Laintegral de Lebesgue como extension de la de Riemann.
= Densidad de las funciones continuasLé(R").
= Integrales dependientes de un parametro.



Descripcion. Esta leccion esta dedicada al caso particular de la medid&lesgue efR y en
R", observando la integral de Lebesgue como una extensiondieRiemann que incluye a las
funciones absolutamente integrables en sentido imprapRieémann, [Coh80, sec. 2.5].

Como aplicacién de los teoremas de convergencia, demastrantensidad de las funciones
continuas con soporte compacto en el espadi®"), y damos condiciones suficientes para la
continuidad, derivabilidad o integrabilidad Riemann deciones definidas mediante integrales
dependientes de un parametro, [BRMV87, FAFI02, Geo80]. O

Leccion 3.6 Integrabilidad de funciones respecto a medidas imagenes.

= Transformaciones medibles. Integrabilidad respecto eeldida imagen.
= Relacion entre la integral asociada a una medida y la iftdgrRiemann-Stieltjes.

Descripcién. En la leccion 3.1.1 definimos las transformaciones medilojies permiten levantar
cualquier medida definida en el espacio de partida al dedéegaintroducir la nocion de medida
imagen:

Definicion 3.6.1. Sean(Q,%,u) un espacio de medidéQ’,2’) un espacio medible y:fQ — Q'
una funcién medible. Si para cadacAs’ se definev(A) := p(f~1(A)), obtenemos una medida
v :3' — [0,0] denominada medida imagen fgea través de f, que se denota pof 2.

Observando lo que ocurre en el caso de funciones simplesapga®l caso general aproxi-
mando por sucesiones de funciones simples, se compruedi#®8(Csec. 2.6], que gi: Q' — C
esZ’ medible, son equivalentes:

a) g es(uf-1)-integrable.
b) @o f espu-integrable.
Si g es(uf~1)-integrable o sip > 0, se cumple que

/qodv :/(po fdu.

En particular, para funciones medibleson valores efR 0 en[—,], las medidas imagenes son
medidas de Borel en la recta real, que podemos interprett@rminos de las correspondientes
funciones de distribucion. Podemos entonces describitégial def con respecto a una medida
u como la integral de la identidagl(x) = x respecto a la medida imagerf —1, y ésta, como la
integral de Riemann-Stieltjes @&x) = x respecto a la funcion de distribucion dé— o def.

Con esta interpretacion de las integrales asociadas a uidar@mo integrales de Riemann-
Stieltjes, establecemos la conexion necesaria entrer@fbabitual de abordar la integracion en
el mundo de las probabilidades, interpretando las funsionedibles como variables aleatorias,
y las integrales como la esperanza matematica de taledbhesrian términos de la integral de
Riemann-Stieltjes de la identidad respecto a la funciénistetalicion, [WZ77, sec. 5.4].



@ Integral asociada a una medida

Por otra parte, podemos ver las integrales de LebesgugeSti@sociadas a las medidas de
Lebesgue-Stieltjes, como extensiones de la integral de&ie-Stieltjes. Si consideramos distri-

X
buciones de integrales indefinidas de funciones integgdl#besguef: (x) = / f(t)dt, que son

. . . . X0 . .
funciones continuas, por el teorema de la convergenciardmiaipodemos obtener la identidad

b b
/ae(x)dF(x):/a G(X) f (x)dx

para funciones continud3(x). A continuacion, recuperando la formula de integraciongaotes
de la integral de Riemann-Stieltjes (véase la leccion &stablecemos la formula de integracion
por partes:

PropOS|C|on 3.6.2 (Férmula de |ntegraC|on por partes).Si f y g son dos funciones integrables
en[abl, F / f(t)dty G(x) = / g(t)dt, donde ¥y x son puntos déa,b|, entonces

X1

/bF(x)g(x)dx: F (b)G(b) — F (a)G(a) — /bG(x)f(x)dx 0

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[BRMV87], [Coh80], [FAFI02], [Fre01], [Fol99], [Geo80]Pxt71], [UDOO], [WZ77].
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TEMARIO

Leccion 4.1 Producto de medidas

Leccion 4.2 Elteorema de Fubini

Leccién 4.3 Aplicaciones del teorema de Fubini
Leccién 4.4 Elteorema del cambio de variable BA

En este capitulo tratamos de reformular los teoremas dallodintegral en varias variables
en el marco de las integrales asociadas a medidas, en ggreedh integral de Lebesgue, en par-
ticular. Concretamente, en una primera seccion, abordahtesrema de Fubini sobre integracion
reiterada respecto a medidas producto, y en la segundasdartemrema de cambio de variable
para aplicaciones diferenciables entre abiertoR'te

Medida Producto e Integracion Reiterada

Leccion 4.1 Producto de medidas.

= g-algebra producto. Producto de medidas.

= Secciones de conjuntos y de funciones.
Producto de medidas-finitas.

Compleccion del espacio de medida producto.

Descripciéon. Dados(Q1,21) y (Q2,%2), dos espacios medibles,uy, 1>, dos medidas definidas
sobre estos espacios, vamos a estudiar la construcciéradeedidau en el producto cartesiano
Q1 x Q,, de forma quey(Ax B) = [.ll(A)[Jz(B) SiIAc X, y B e 3.

Para utilizar el método de Carathéodory de construccionatkdas, comenzamos describien-
do los conjuntos que forman el algebra generada por losngdtégs mediblesA x B como la
familia formada por uniones finitas de rectangulos disjsitos a dos. Tras comprobar que so-
bre este algebra se puede definir la correspondiente preéaezrlimétodo de Carathéodory nos
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proporciona la medida producto endadlgebra product@; x X, generada por los rectangulos
medibles [Fol99, p. 65]:

Teorema 4.1.1.Dados dos espacios de medida;,Z;, 1), i = 1,2, existe una medida definida
enX; x X tal queu(A x B) = u1(A)u2(B), para cada rectangulo medible AB. Si, ademas, los
espacios de medidd;,Z;, 1), i = 1,2, sono-finitos, entonceg es la Unica medida definida en
31 x X de forma queau (A x B) = 1 (A)u2(B), para cada rectangulo medible >AB.

Después de comprobar que las secciones
Ex:={yeQa:(xy)€eE} y E:={xeQi:(xy)cE}

de conjuntosE € 23 x 2, estan e, y ¥;, respectivamente, establecemos la siguiente férmula
para evaluar medidas producto, [Fol99, p. 66]:

Teorema 4.1.2.Si los espacios de medid®;,%;,1), i = 1,2 sono-finitos y E€ 31 x 25, entonces
la funcion x— pz(Ex) esZ;-medible, y la funcion y- i (EY) esZz-medible. También se verifica
que, para cada E Z; x X, la medida producto viene dada por

(b 1)(E) = [ (B dky) = | po(E)dn(0. (4.2)

Estudiamos los aspectos particulares de la medida prqcdumiéendo de manifiesto que, en
general, el producto de dos espacios de medida completae @ee un espacio de medida no
completo. Esto plantea la conveniencia de considerar tanhicompleccion del espacio produc-
to. En particular, estudiamos la medida de Lebesgue contlupio de medidas. Para enunciar con
claridad lo que sucede cuando se considera la medida dediehenviene utilizar notaciones
distintas para la medida de Lebesglg,sobre lag-algebra de Bore#8(R"), y para la medida de
Lebesgue completa,,, sobre lag-algebra.# (A,) de los conjuntos medibles Lebesgue. Con esta
notacién, tenemos, [Rud88, p. 190]:

Proposicién 4.1.3.Dados pqg € N, identificamos el producto cartesiai®® x RY conR", para
n= p+ q. Entonces se verifica que

donde la inclusion es estricta (axioma de eleccion). Ademas A es la restriccion de\, a la
o-algebra producta s (Ap) x . (Aq)

Puesto queZ (Ap) x .# (Aq) €s unao-algebra intermedia ent®(R") y .# (An), se sigue que
(RM.# (An),An) es la compleccion del espacio produ¢®P x RY,.7 (Ap) x .4 (Aq),Ap X Aq).
Finalizamos la leccion estableciendo la medida producta paalquier familia finita de espacios
de medida. O



Leccion 4.2 El teorema de Fubini.

= Teorema de Fubini.
= Calculo de integrales.

Descripcion. A la vista de la féormula (4.1) no es dificil imaginar como ieat la integral de las
funciones simples respecto a la medida producto, y por apexxones, utilizando los teoremas
de convergencia, cémo hacer la integral de cualquier fantiédible, [Fol99, p. 67]:

Teorema 4.2.1 (Fubini). Sean(Q;,Z;, i), i = 1,2, espacios de medida-finitos, y consideremos
el espacio productdQ; x Q2,1 x o, H1 X ).

a) Si f: Q3 xQy; — [0,0] esZ; x Z,-medible, entonces la funcion—x / f(xy)duz(y) es

>1-medible, la funciéon y- / f(xy) dui(x) esZp-medible, y se verifica que

/fd p1 X He) /(/f Xy) duz(y)> dpz () /(/f X,y) dp ( )> dpz(y).

b) Si f:Q; x Q, — C es medible y una de las dos integrales iteradas

/(/\f(xw!duz(y))du1<x>, /(/| (xy)| dp(x) )duzy)

es finita, entonces f eg{ x p)-integrable.
c) Sif:Q; xQy, — C es (u1 x up)-integrable, entonces, s Ly-integrable para casi todo
x € Q1, f¥Y espy-integrable para casi todo g Qy, la funcion x— / f(xy)duz(y) (definida

p.c.t. Xxe Q;) esps-integrable, la funcion y— / f(xy)dui(x) (definida p.c.t. y& Q) es
L-integrable, y se verifica que

[ ot p) = | ( / f<x,y>duz<y>) () = | ( / f(xy)dm(x)) dha(y).

Si trabajamos con la compleccidf,> 1) del espacio product()Ql X Q2,21 X 2,1 X Hz)
y f esZ,-medible, se verifican las conclusiones del teorema 4.hlasiguiente diferencia: la
>,-medibilidad defy y la Z;-medibilidad defY sélo se pueden asegurar en casi tedoQ; y en
casi todoy € Qp, respectivamente, y las funciones- / f(xy)duz(y) ey — / f(xy) duy(x) del
apartada) sélo se pueden considerar definidas en casi todo punto.

Completamos la leccién observando cémo el teorema de Fplbpiorciona criterios para
establecer y calcular integrales de funciones de variaahlas, [Geo80]. O
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Leccion 4.3 Aplicaciones del teorema de Fubini.

Recinto de ordenadas de una funcion medible.

Convolucion de funciones drt(R").

Simetrizacion de conjuntos acotadosRie La constante de normalizacién de la medida de
Hausdorff.

Un teorema de Marcinkiewicz.

Descripcion. Completamos la seccion estudiando algunas aplicaciorleeatema de Fubini,
[Rud88, cap. 8], [FAFI02, cap. 4], [WZ77, sec. 6.3], [Bil'f2,211]: la interpretacion geométrica
clasica de la integral como area del recinto de ordenadafilaicion del producto de convolu-
cién enL(R"), y un resultado clasico en el que se utiliza la simetrizadiérSteiner respecto a
hiperplanos, que establece que la medida de Lebesgue dejuntocacotado d&" es menor que
la de la bola que tiene su mismo didmetro (teorema de Bietieri15).

Figura 4.1: Haciendo la simetrizacion de Steiner respecto a los hiperplanos perpendiculares a los ejes coordenados,
pasamos de Aa A1 = S1(A),...,An = $(An—1); An es simétrico respecto al origen, tiene el mismo volumen
gue Ay menor diametro ]

Cambio de Variable enR"

La férmula ‘
/ fd(ug‘l)z/ fogdyu,
Q Q

establecida en la leccién 3.6, proporciona un primer Teardencambio de variable para evaluar
integrales abstractas, donge(Q,2) — (Q',%’) es una funcién mediblgy una medida definida
enZy ug! es la medida imagen definida sol¥e En esta seccion, abordamos el teorema del
cambio de variable para la integral de Lebesgué&®&nlo que permite simplificar el calculo de
integrales.



Leccion 4.4 El teorema del cambio de variable en R".

= Transformaciones lineales en el espdkib

= Difeomorfismos entre abiertos @&&'.

= El teorema del cambio de variable.

El teorema de Sard.

Cambio de variable eR". Coordenadas polares &f.

Descripcién. Comenzamos considerando transformaciones linealestba®® : R" — R", y
observando que éstas llevan conjuntos medibles Borel gartoa medibles Borel; ademas, co-
mo son lipschitzianas, también transforman conjuntos bhesliebesgue en conjuntos medibles
Lebesgue. La invarianza por traslaciones de la medida desgele proporciona la formula

An(T(E)) = An(T([0,1")) An(E) = |detT|An(E),
de donde se sigue un primer resultado, [Fol99, p. 73]:

Teorema 4.4.1.Sea T: R" — R" una aplicacién lineal inversible. Entonces, para cada fanc
medible Borel (medible Lebesgue) positiva o integrableRt — R o C, se verifica que

/ fd)\n:/foT\detT\d)\n.
T(RM)

Continuamos trabajando con aplicaciones diferenciabéeslaseC! que se aproximan bien
por aplicaciones lineales y que son localmente lipschitga Con estas dos ideas, establecemos
el teorema principal, [Fol99, p. 74]:

Teorema 4.4.2.Sean U y V dos abiertos ®&'y T : U — V un C-difeomorfismo. Entonces:
(i) Para cada AC U medible Borel (medible Lebesgue),

An(T(A)) = /[dethT\ dAn(X).
A
(i) Paracada funcion £V — R o C medible Borel (medible Lebesgue), positiva o integrable,

/fd)\n:/ fo T (x)|detD,T| dAn(x).
\Y% )

Las aplicaciones lineales no inyectivas tienen como imégenbespacios vectoriales de me-
dida nula. El teorema de Sard muestra que, para aplicacitifezenciables de clagg?, se tiene
queAn( T ({x: |detDyT| = 0})) =0, [Sch67, vol. 2, p. 673-676]. Este resultado permite siaavi
las hipotesis del teorema del cambio de variable, dondatdastnsiderar transformaciones dife-
renciables de clagg® que son inyectivas al restringirlas al abierto en el que if@sehciales son
invertibles. La prueba propuesta para este resultado asesbeargumentos de compacidad y en el
siguiente lema de cubrimiento tipo Vitali, que utilizaresren el capitulo siguiente.
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Lema 4.4.3. Sea W la unién de una coleccion finita de bolds;B;), con1 <i < N. Entonces,
existe un subconjunto§{1,...,N} tal que:

(i) Las bolas Bx;,ri), paraic S, son disjuntos dos a dos.
(i) W C UiesB(xi,3r).
(ii)) An(W) < 3" FicsAn(B(X,1i)).-

Completamos la leccion dando algunos ejemplos de cambiar@ble, como las coordenadas
polares en el plano y en el espacio, o las coordenadas @fisden el espacio, deteniéndonos
especialmente en el cambio a coordenadas polar&s,§dGR79, sec. 6.4]. En todos los cambios
a coordenadas polares se observa la medida de Lebesgue aitarmagen de una medida
productop x a,_1, dondep esta definida en la semirrectf, ), condp = r"~dr, y o,,_1 es
una medida definida en la esfera uni@d®. R"\ {0} se identifica con el product@®,«) x S1
mediante la biyecciom(x) = (||x][2,%/[|X]]2)-

Sin necesidad de hacer una descripcion detallada, deparan > 3, podemos establecer el
siguiente teorema de cambio a coordenadas polares, [Fpl¥8]:

Teorema 4.4.4.Existe una Unica medida de Borel;,_1, definida en 31, tal que, sip es la
medida de Borel e(0,) definida porp(E) = / r"~1dr, entonces\, = 0,_1 x Py
E

. f(X) dAn(X) :/Ooo (/91 f(ry)r”ldan_l(y)> dr,

para cada funcién medible Borel, positiva o integrable, " — R o C.

Gracias a esta formula podemos medir conjuntos en la esfietaduy calcular algunas inte-
grales. En particular, podemos evaluar las medidas dedesegia bola unidad d&":

_2(vm)” o (VA"
~ @) An(B") = O

on-1(S") r(a+1)
2

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[Bil79], [Coh80], [FAFI02], [Geo80], [IGR79], [Rud88], [$167], [WZ77].
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TEMARIO

Leccién 5.1 Medidas signadas y complejas
Leccién 5.2 Elteorema de Radon-Nikodym
Leccién 5.3 Diferenciacion

Leccién 5.4 Funciones de variacion acotada

En este capitulo vamos a estudiar la diferenciacion de uniéaeon respecto a otra definida
en la mismao-algebra. Comenzamos trabajando con medidas abstra@sisidjando el teorema
de Lebesgue-Radon-Nikodym, uno los resultados fundahesnéa la teoria de la medida y en
probabilidad. Continuamos analizando, con mas detallegs# en el que derivamos respecto a la
medida de Lebesgue &', tomando como punto de partida el teorema de diferenciatadne-
besgue. Terminamos con el caso particalar1, encontrando la version del teorema fundamental
del calculo para la integral de Lebesgue.

Leccion 5.1 Medidas signadas y complejas.

= Medidas signadas y complejas.
= Descomposicion de Hahn-Jordan.
= Medidas de variacion acotada.

Descripcién. Vamos a comenzar permitiendo que las medidas tomen va@aksmegativos (me-
didas signadas), e incluso complejos (medidas complejas)primeros ejemplos de estas medi-
das son las integrales indefinidas:

Ejemplo5.1.1 Si f : (Q,Z,u) — [—o,0] 0 C es una funcién medible positiva o una funcién
integrable, entonces la aplicacién: = — R o C definida porv(A) = [ fdu verifica la si-

A
guiente condicion der-aditividad: para cada sucesion de conjuntos disjuntosadiiss, A, € Z,

V(Un=1An) = Y1 V(An).
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Escribimosf = f* — f~, dondef™ = max{ f,0} y f~ = —min{f,0}. Considerando los con-
juntosQ* = {w: f(w) >0} y Q™ = {w: f(w) <0}, podemos partir el espacfdo=Q UQ".
Si ahora definimos

VT(E):= v(EﬁQ*):/Eﬁdu, y Vv (E):= v(EﬁQ‘):/Ef‘du,

tantov comov~ son dos medidas positivas, y ademas; v —v.

Utilizando las nociones de conjuntos positivos y negativde medidas mutuamente singu-
lares, es posible obtener una descomposicion analoga palguier medida signada, [Coh80,
p. 124-125]:

Teorema 5.1.2 (Teorema de descomposicion de Hahn-Jordar§ean(Q,%) un espacio medible
yVv:Z — [—oo,00] una medida signada. Entonces, existEhy Q™ € X tales queQt N Q™ =0,
Q=0"uUQ ", Q" es positivo Y~ es negativo. Ademas, la descomposicién anterior es Unica, e
el sentido de que €2 = PUN, con PN € Z, P positivo y N negativo, entonc€& APyQ~ AN
son nulos.

Ademas, si se definen"(E) = v(ENQ") yv (E) = —-v(ENQ™), v y v~ son las dos
Unicas medidas positivas, mutuamente singulares, tales guv —v-—.

En el espacio de las medidas signadas definidas ea#gebra, se tiene la relacion de orden
v <nsiv(A) <n(A), paracad® € . Si ademawy y n son finitasy < n si, y sélo si,n —v es
una medida positiva. De forma anéloga a como se define el aakmiuto de un numero real, se
define lavariacion totalde una medida signadacomo la medida positiva dada por la igualdad

lv|=vt+v =sup{v,—v}.
<

Si |v|(Q) < e, se dice que la medida signadaes devariacion acotadao que es finita (pues
esto ocurre si, y s6lo sy, toma valores finitos). El significado de la terminologéiacion total
gquedara mas claro cuando, al final de este capitulo, repeeses las medidas signadas sobre los
conjuntos de Borel d& mediante sus funciones de distribucién. De momento podemgszar

a observarlo sefalando que

M(A):sup{ > vA] : Ace Z A= [ Ao ANA=0, sii ;ék}.
K= k=1

Esta formula permite definir la variacion total de las meslidamplejas. Ademas, toda medida
compleja es de variacion acotada.

Finalizamos la leccion observando que, tanto el espaci@slenedidas signadas, (2zR),
como el espacio de las medidas compleja&x €2), con la normd|v|| = |v|(Q), son espacios de
Banach, [Coh80, p. 128], y que, identificando las funcionésgrables con sus integrales indefi-
nidas, los espacids'(Q,>,u) son subespacios cerrados déxga O



Leccion 5.2 El teorema de Radon-Nikodym.

= Medidas absolutamente continuas.

= El teorema de descomposicién de Lebesgue.
= El teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym.

= Integral asociada a una medida compleja.

= Esperanza condicional.

Descripcién. En esta leccion vamos a caracterizar las medidas signadaspdajas que se pueden
representar como integrales indefinidas. La simple prapie la integral

/ fdu =0, paracada Ne X con u(N)=0, ycada feL(u),
N

proporciona la nocion de medida absolutamente continua:

Definicion 5.2.1. Dadas dos medidas signadas o complejay, n, definidas erk, se dice que
v es absolutamente continua respectq & se denota pov < n, cuando|v|(A) =0 (i.e, Aes
v-nulo) para cada subconjunto AX que seaj-nulo (.e. [n|(A) =0).

Larazon por la que se utiliza esta terminologia de contatuis la siguiente: dadasy n dos
medidas signadas o complejas de variacion acotada defimdgasy es absolutamente continua
respecto & si, y solo si, para cadga> 0, es posible encontrar un nime¥o- 0 tal que|v|(A) < €
cuandoA € Xy |n|(A) < 4.

El teorema de descomposicion de Lebesgue muestra coma daslanedidas de variacion
total o-finita, siempre es posible descomponer una de ellas en des gae son, respectivamente,
absolutamente continua y mutuamente singular respectotealanedida. El resultado central de
esta leccion es el teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym [Z@h&32]:

Teorema 5.2.2 (Lebesgue-Radon-Nikodym)Seanv una medida signada o compleja de varia-
cién acotada yu una medida positiva-finita, tales quey es absolutamente continua respecto a
. Entonces, existe una funcionsfL!(u) de forma quev es la integral indefinida de f respecto
a |, i.e, para cada conjunto A X se verifica que

v(A):/Afdu.

La funcién f es Unica (salvo conjuntos de medida nula). Sk siexir que f es la derivada de
Radon-Nikodym de respecto au, y se denota pord= fdu o f = g—l‘j.

Concluimos la leccién con algunas aplicaciones del teoramberior, dejando para mas ade-
lante su utilizacion en la representacién de funcionalesales mediante integrales en espacios
de funciones. En primer lugar, observamos como se puedsgramtfunciones respecto a medidas
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signadas o complejas, utilizando sus descomposicionear&gs{reales e imaginarias) positivas
y negativas: sv es una medida signada solje,%),

LY(v) =LY (vH)nLi(v), vy /fdv:/fdv*—/fdv‘;
para una medida compleja= v; +ivy, se define

LY(v) =LY (vi)nLY(v2), vy /fdv:/fdv1+i/fdvz.

En ambos casos, como< |v

, el teorema de Radon-Nikodym proporciona una Unica funcién
g= % tal quev(A) = / gdjv]. Ademés,\g(wﬂ =1 en casi todo punto, [Rud88, p. 141], lo que
A
permite comprobar que
< [1f1dv.

LY(v) =L (|v]), /fdv:/fgd|v|, y que '/fdv

La derivada de Radon-Nikodym es facil de describir en el @isoreto. Cuand&@ es un
algebra finita, existe una particidh, ...,Am de conjuntos de, disjuntos dos a dos, tales que
Q = UL oAk H(Ag) =0, u(Ax) > 0 parak # 0, y cualquier conjunto dE se puede escribir como
una union finita de atomasy y un conjuntov-nulo. Con esta descomposicion, la derivada de
Radon-Nikodym de respecto au viene dada por la férmula

dv T v(A
du k; (A

Esta férmula recuerda la nocién dsperanza condicionale la teoria de probabilidad. El teorema
de Radon-Nikodym permite definir las esperanzas condilderen situaciones generales.

Esta conexion con las probabilidades abre la posibilidaoroigoner a los alumnos, como tra-
bajo personal, el estudio de la nocién de martingala y dettea de convergencia de martingalas,
que es equivalente al resultado de Radon-Nikodym, [Astej2,2y 4]. O

XAc:

Leccion 5.3 Diferenciacion.

= Elteorema de diferenciacion de Lebesgue.

= Diferenciacion de medidas &' respecto a la medida de Lebesgue.

= Otros teoremas de cambio de variable.

= El lema de Besicovitch. Diferenciacion relativa de medidéisa extension del teorema de
Sard.

Descripcién. Trabajando con funciones reales, el teorema fundamenttalatirilo relaciona la
integral con el célculo de primitivas o antiderivadas, yieslsonocido en los siguientes términos:



si f : R — R esintegrable sobre los intervalos cerrados y acotadosradns en ¥, y es continua

en X, entonces
Xftdt_l’m—l +rftdt
/Xo ( ) rLO 2r /Xof ( ) '

f(""):x'il‘i‘ox_m

El teorema de diferenciaciéon de Lebesgue es una extensigsteleesultado para funciones local-
mente integrables Lebesgue definida®Rén[Fol99, p. 98]:

Teorema 5.3.1 (Teorema de diferenciacion de LebesgueSi f € L1(R"), entonces su integral

indefinida es derivable en casi todo punto x con deriva@lg, fes decir,

: 1
0= An@

donde Q varia en los cubos centrados en x.

/ fdA, para casitodo x
Q

La prueba propuesta consiste en aproximarediante funciones continuas con soporte com-
pacto, controlando los errores de aproximacion en los otEseincrementales con la funcion
maximal de Hardy-Littlewood y el lema de cubrimiento 4.484gnse [Fol99, p. 95-98], [Rud88,
p. 154-160] o [WZ77, p. 104-107]). Comprobamos también paea cualquier funcion localmen-
te integrablef, casi todos los puntoscumplen la condicién mas fuerte

lim 1
QxAn(Q)

/|f(t)—f(x)|d)\n(t):0
Q

(puntos de Lebesgue de.

Utilizando el teorema de descomposicion de Lebesgue dguieaimedida de Borel eR",
extendemos el teorema de diferenciacién de Lebesgue a idang[Fol99, p. 99], para lo cual
basta comprobar que la derivada de las medidas singulanaesecto a la de Lebesgue es nula
en casi todo punto:

Teorema 5.3.2.Si u es una medida signada o compleja, definida sobre-i&gebra de Borel de
R", que es finita sobre los conjuntos acotados, entonkep,c.t. xe R", y para cada familia S
que se contrae bien a x, existe el limite

Ademas, la funcién f definida mediante este limite, coincaaela derivada de Radon-Nikodym
de la parte absolutamente continua geespecto a la medida de Lebesg\gi.e.,

dp = fdAq+dps,

dondeps es una medida mutuamente singular respecig.a
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A continuacién, hacemos uso del lema de cubrimiento de Begit para extender el teorema
anterior a cualquier par de medidas de Borel regulares, [Vg7189]. Por ultimo, utilizamos el
teorema de Radon-Nikodym para dar otra prueba, y algunadllasrextensiones, del teorema
del cambio de variable, [dG80], y estudiamos una genecafinalel teorema de Sard a funciones
integrables, [dGR79, cap. 9]. O

Leccion 5.4 Funciones de variacion acotada.

Diferenciacion de funciones monétonas.
Funciones de variacion acotada.
Funciones absolutamente continuas.
Medidas y funciones singulares.

Descripcién. En esta leccion vamos a utilizar la biyeccion existenteeelats medidas de Borel
regulares positivas dhy las funciones monotonas crecientes, que resulta al fibemtias medidas
con sus distribuciones a través de las correspondientesiasete Lebesgue-Stieltjes.

Aplicando en este contexto los teoremas de descomposicdifergnciacion de Lebesgue,
obtenemos la derivabilidad de las funciones monétonasecrtesF en casi todo punto, con deri-
vadas localmente integrables, y que

/@,b) F/(x)dx< F(b™) —F(a"),

en cada intervalda,b). Se pueden encontrar otras demostraciones de este teceatifaréncia-
cion que no pasan por la biyeccién entre funciones y medRiesomendamos la lectura del libro
de Wheeden-Zygmund, [WZ77], donde se realiza una pruebarctama de cubrimiento del mis-
mo tipo que el lema 4.4.3, y la del libro de VanRooij-SchikHeRS82, sec. 4], donde aparece la
mas clasica que utiliza el lema del sol poniente.

Pensando en términos de distribuciones, identificamositasdnes de variacion acotada (es-
tudiadas en el primer capitulo) con las medidas signadamplegas. Para describir las funciones
de variacion acotada que definen medidas absolutamentauw@sitespecto a la medida de Lebes-
gue, estudiamos la nocion de funcién absolutamente cantlBracias a los resultados de diferen-
ciacién de las lecciones anteriores, obtenemos la siguiefdrmulacion del teorema fundamental
del calculo, [Fol99, p. 106]:

Teorema 5.4.1 (Teorema fundamental del calculo)Sea F: [a,b] — C. Son equivalentes:
(i) F es absolutamente continua émb].
X
(i) F(x)—F(a) :/ f(t)dt, para alguna funcion £ L*([a,b]).
a

(i) F es derivable en casi todo punto deb], F’ € L*([a,b]) y F(x) — F(a) = /XF’(t)dt.

a



Para finalizar, dada una medida regulafRéh descompuesta como suma de una medida ab-
solutamente continua y otra singular respecto a la medidaesguep = i, + Us, Volvemos a
descomponer la parte singulag como suma de una medida discreta (atdbmjea)y otra conti-
nua (sin atomosjisc. Trasladando esta descomposicién a las funciones morsytésias pueden
describirse como suma de una funcion mondétona absolutarsentinua, una funcién monoétona
continua con derivada nula en casi todo punto, y una funcdsatto. O

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[Ash72], [Coh80], [Fol99], [dG80], [IGR79], [Rud88], [vRg], [WZ77].
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TEMARIO

Leccién 6.1 Espacios de funciones continuas
Leccion 6.2 Espaciod.P
Leccion 6.3 Operadores en espacio®

En este dltimo capitulo, utilizamos herramientas de laidgede la medida y la integral para
estudiar algunos espacios de funciones basicos en eliamalislerno: los espacios de funcio-
nes continuas en espacios localmente compactos, y losi@spdccuyas normas se definen en
términos de integrales y que generalizan los espacios d#&hes integrables. Prestaremos una
atencion especial a los espacios de Hillh&rt

Espacios de funciones continuas. Medidas de Radon

El teorema de Riesz (1909) de representacion de operadosés/qs sobre’:([o,l]) como
integrales de Riemann-Stieltjes asociadas a funcionetmaas, establecio el punto de partida
para la construccion de la teoria de la integracion desdeunto e vista funcional dada por
Daniell en 1919. Nuestro objetivo consiste en estudiartestema en el contexto de los espacios
localmente compactos y las medidas de Radon.

Leccion 6.1 Espacios de funciones continuas.

= Medidas de Radon en espacios localmente compactos.

= Teorema de representacion de Riesz (funcionales pogitivos
» El dual deCy(X).

= Convergencivagade medidas.

= Producto de medidas Radon.

Descripcion. En la leccion 2.5 hemos estudiado la nocion de medida de Bagalar en un es-
pacio topoldgico, y hemos comprobado como todas las medel@orel definidas en espacios
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localmente compactos con abierimscompactos, que son finitas en los compactos, son medidas
regulares. En esta leccion vamos a denominar medidas denRdds medidas de Borel regulares
definidas en los borelianos de espacios localmente congpletosdorfiX.

Dada una medida de Radegn el operador integral () = /x fdu es un operador positivo

definido en el espacigz (X) de las funciones reales continufasX — R con soporte compacto.
El teorema de representacion de Riesz permite represedtss lbs funcionales lineales positivos
definidos en’#’(X) como operadores integrales asociados a medidas posi&asse [Coh80,
sec. 7.2], [Rud88, sec. 2.14] o [Fol99, sec. 7.1]):

Teorema 6.1.1.Si T : #(X) — R es un funcional lineal positivo, entonces existe una unica
medida de Borel regulagt en X que representa a T.e.,

T(f) :/fdu paratoda fe 7 (X).
Ademasy esta caracterizada, para K compacto y V abierto, por las eqres:

p(K) =inf{T(f): xx < f},
pV)=sup{T(f): f <xv}.

Utilizando la estructura de reticulo en los espacios deifmes reales representamos el dual
del espacio de Banach de las funciones continuas que senaukl infinito,Co(X,R) (respecti-
vamenteCo(X,C)), con la norma del supremo, como el espaa@X) de las medidas de Radon
signadas (respectivamente, complejas) de variacion de@aX con la norma de la variacion,
mediante la isometrik: .Z (X) — Co(X,R)* que esta definida pdy(f) := / fdv, para cada
medida de Borel regular. Con esta identificacion caracterizamos las sucesionesedalas de
Borel enR que convergen en la topologia délftonvergenciaragd en términos de convergencia
puntual de sus funciones de distribucion, [Fol99, p. 223].

Proposicion 6.1.2.Seanp, 1 € . (R) medidas de Borel regulares, y seaq(8 = pin((—o,x])
y F(x) = p((—0,x]), respectivamente, sus funciones de distribuciorsujvn|| <  y ademas
Fn(X) — F(x) en cada punto x en el que F es continua, entongesonverge haciav en la
topologia débil. Silasv, son medidas positivas, el reciproco también es cierto.

Completamos la leccion indicando la construccién de la deegioducto de una familia (finita
0 no) de medidas de probabilidad de Radon definidas en esgaxripactos, [Fol99, sec. 7.4]00

EspaciosLP

Los espacio&P(u) fueron introducidos por F. Riesz, en 1910, como una gezarafin de los
espacios de Hilbert y del espadid(u). Estos espacios proporcionan ejemplos interesantes en el
analisis funcional, y juegan un papel fundamental en ottame del analisis.



En la primera leccion damos su descripcion y analizamos saysegulades mas bésicas. La
segunda leccion la dedicamos a estudiar algunas operadiefiaidas mediante integrales, utili-
zando las herramientas que proporciona la integral de belees

Leccion 6.2 Espacios LP.

= Desigualdades basicas.

EspaciodP(u) (0 < p < ).

LP(R") y ¢P(N).

= Funciones de distribucién y espacios déabil-
Dual deLP.

Descripcién. Sean(Q,Z,u) un espacio de medida y<Q p < «. Se definen
LP(p) = {f :Q — C: f esy-medible y/\f]pdu < oo},

y LP(u) como el espacio cociente que resulta al identificar las funas deZ’P(u) que coinciden
en casi todo punto. Para cafl& LP(u), se define

1/p
Ifl:=( f11Pau)

Las desigualdades de Young, Holder y Minkowski permiterckonque |||, define una norma
enlLP(u) sil< p< . ParaO< p <1, consideramos drP la distanciedy(f,g9) := / |f —g|Pdu.

Utilizando las mismas ideas que las empleadas en la prudbacdmpletitud dé-* probamos
el siguiente teorema:

Teorema 6.2.1 (Riesz-Fisher).Sea(Q,%,u) un espacio de medida. i< p < o, el espacio
LP(u) con la normal|-||, es completoi.e., es un espacio de Banach. Ademad) si p < 1, el
espacio IP(u) con la distancia ¢ es un espacio métrico completo.

Al igual que hicimos en el caso dée', comprobamos la densidad de las funciones simples
con soporte de medida finita en cualquii¢y, 0 como estos espacios son separables cuando la
o-algebra es la completada de una que esté generada por ufia fammerable. Analizamos el
caso particulap = 2, donde la normé:|| proviene de un producto escalar que d& astructura
de espacio de Hilbert, permitiéndonos hablar de ortogdadJibases y proyecciones. Para com-
pletar el esquema de los espadids introducimos el espacib” de las funciones esencialmente
acotadas.

Prestamos especial atencion a los espacios de sucegR§fBsy a los espacios correspon-
dientes a las medidas de probabilidad y a las medidas de Radgparticular, a la medida de
Lebesgue eiR").
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La desigualdad de Tchebychev

p
Rt =u({x:[fx] > 1}) < H%

asegura que, para funcionésc LP (0 < p < ), las distribuciones$-(t) < o, para cada > 0.
La representacion de las integrales como integrales dedRies8tieltjes proporciona la férmula
siguiente, que permite evaluar normas, [Fol99, sec. 6.4]:

/yf\pdu:—/ tPdF(t) = p/ tP-1F (1) dt.

0 0

Por otra parte, consideramos los espacios débiledefinidos por
debilLP(u) = { £ [f], = sup{tPF () :t > 0}P < oo,

que contienen estrictamente a oY), con [f], < || f||,. Estos espacios tienen estructura de
espacio vectorial y, aungqye], no son normas (son quasi-normas), permiten definir topemsogi
vectoriales en ellos, [Fol99, p. 198]. En la leccion sigtedmaremos uso de estos espacios en los
teoremas de interpolacion.

Utilizando la desigualdad de Hélder y el teorema de RaddwdNim, podemos identificar los
duales de los espacia® (1 < p < «) con los espaciok? (para ¥p+ 1/q = 1), asociando, a
cadag € L9, el funcional integrally(f) = / fgdu (véanse [Coh80, sec. 4.5], [Fol99, sec. 6.2]).
Gracias a esta identificacion, obtenemos la reflexividadsle$pacio& P, y podemos analizar la
convergencia de sucesiones en la topologia débil. Finaémetilizando la dualidad, establecemos
la desigualdad integral de Minkowski. En la leccion 4.10 aladignaturanalisis Funcionalse
calculan los duales de los espadidssin utilizar el teorema de Radon-Nikodym. O

Leccion 6.3 Operadores en espacios  LP.

= Algunos operadores definidos por integrales.

= Interpolacion de espacids. Teoremas de interpolacién de Riesz-Thorin y Marcinkiewic
= Convolucion de funciones €R".

= Aproximaciones de la identidad.

Descripcion. En esta Ultima leccién vamos a utilizar las técnicas de lkegnal para construir

y manipular operadores integrales en espaciygprobando algunos resultados preliminares de
otras ramas del analisis. Comenzamos estudiando algus@gialdades interesantes relativas a
operadores integrales, como en [Fol99, sec. 6.3], reslltan especial la siguiente, que contiene
a la desigualdad de Young para la convoluciéon de funcioneeaaso particular:



Teorema 6.3.1.Sean(X,Z3,u) e (Y,Z,v) dos espacios de medidefinitos, y K(x,y) una funcién
medible en XY . Supongamos que existe una constante C tal que

/X|K(x,y)|du(x) <C, p.ct. yey, vy /Y|K(x,y)|dV(Y) <C, p.c.t. xe X.

Entonces, para cada € LP(v), las integrales Tf)(x) = /K(x,y)f(y)dv(y), estan definidas en
casi todo xe X, y la funcién T f) € LP(u), conHT(f)HIO <C| fllp.

Sil<p<g<r<oo,setienen las inclusiondsPNL") C L9C (LP+L"). Ademas, sil es
un operador lineal definido dr + L', que esta acotado &rf y enL", es natural preguntarse si
T también esta acotado &d. La respuesta es afirmativa. Nosotros vamos a estudiar des ge
ralizaciones de esta afirmacién dadas por los teoremas et@atdcion de Marcinkiewicz y de
Riesz-Thorin, los cuales son el punto de partida de los métdéd interpolacién real y comple-
jo, respectivamente. Como aplicacion, obtenemos pruereslias de la desigualdad maximal de
Hardy-Littlewood y de la version méas general de la desiqaaglie Young, [Fol99, sec. 6.5].

Volvemos a visitar el producto de convolucion de funcionedilnles enR" (leccion 4.3),
ahora con factores en espaclds y analizamos las buenas propiedades de regularidad tespec
la continuidad y la diferenciabilidad. Por ultimo, estudi@s aproximaciones de la identidae,,
familias de funcione¥, € > 0, que permiten recuperar cualquier funcibnomo el limite de la
familia f « K, cuandoe — 0. Construimos aproximaciones de la identidadx) = K(x/¢g)/&",

con funcioneX ¢ L*(R") tales que/ KdA, =1, para las cuales se verifica el siguiente teorema,
véanse [WZ77, sec. 9.2], [Fol99, sec. 8.2]:

Teorema 6.3.2.Supongamos que K L1(R"), con/ KdA, =1.

(i) Sil<p<oyfelLP(R"), entoncedim; ol f+Ks— f|p=0.
(i) Si f esta acotada y es uniformemente continua, entolicgs,g || f * Kg — f| = 0.
(i) Si f eL™y f escontinua en un abierto A, enton(ﬁemssﬂo\ fxKg(X) — f(x)\ = 0 uniforme-
mente sobre los subconjuntos compactos de A.

En particular, sK es, ademas, de clase infinito con soporte compacto, podemosiic que el
espacio de las funciones de clase infinito con soporte campadenso ebP(R"), para cualquier
1 < p < . Cuando la funciérK se anula en el infinito con cierta rapidez, se obtiene también
convergencia en casi todo punto. O

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[Coh80], [Fol99], [dGR79], [Rud88], [UDOQ], [WZ77].






Parte ll|

Introduccion al Analisis Complejo






Introduccion al Analisis Complejo

Codigo: 1A4

Descripcion BOE: Funciones analiticas de una variable com-
pleja

Créditos: 7.5 (4.5T+ 3P)

Contenidos: 4 capitulos

La asignaturantroduccién al Analisis Complejesta disefiada para proporcionar a los alumnos
un primer contacto con la derivacion e integracién complegj#e, junto con las técnicas de series
de potencias, proveen de unas herramientas potentisimeas|patamiento de muchos problemas
fisicos y matematicos. Este fue el origen del desarrolla,raz6n por la cual, la variable compleja
alcanz6 un gran éxito rapidamente a lo largo del siglo XIXsdgeCauchy hasta Weierstrass,
pasando por Riemann. Sus métodos son ampliamente utsizeduatras ramas de las matematicas.
Incluso hoy en dia, cuando se han abierto innumerablesslihe@nvestigacion en matematicas,
tanto abstractas como aplicadas, la teoria de funciondgieasm permanece tan impresionante
como siempre, y es todavia un modelo a seguir. La potenciasdesbkultados de la teoria de
funciones analiticas se ve ensalzada por la belleza de ssttaciones y por la precision con la
gue encajan todas y cada una de sus partes esenciales.sidtaidea universidad, generacion tras
generacion, plan de estudios tras plan de estudidmalisis Complejsiempre esta presente.

El nucleo del curso que presentamos es la teoria de Cauchytedgacion compleja y sus
aplicaciones. Hemos apostado, sin duda, por un tratamsgsiematico de las series de potencias
como principal proveedor de suficientes funciones que ehadupueda manipular. Aunque en
una segunda asignatura Alralisis Complejdrataremos en profundidad las funciones de variable
compleja comdransformacioneslel plano complejo en si mismo, en esta primera asignatora ta
bién abordamos este Ultimo punto de vista. Inculcaremdsialred la idea de tratar con entidades
concretas del plano complejo, su geometria, las funciognegperimentar y comprender cémo
topologia, andlisis y geometria interactian para prodasirltados espectaculares.
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Objetivo de la asignatura

» Conocer y asimilar los fundamentos de la teoria de funcideesriable compleja: la teoria
de Cauchy y sus consecuencias.

» Saber abstraer problemas concretos sobre célculos dealetegeales y sumas de series,
para ser resueltos con técnicas de variable compleja.

» Conocer y comprender las demostraciones de los resultadtsles de la teoria, y adquirir
destreza en su aplicacion.

Contenido

Hemos estructurado la asignatura en los cuatro capituksiguen:

1 Elplano complejo 59
2 Funciones de variable compleja 67
3 Lateoria de Cauchy 79
4 Singularidades aisladas y teorema de los residuos 89

Aunque el alumno debe estar familiarizado con el cuerpo sladoneros complejos al haber
cursado la asignaturanalisis Matematico,lempezamos el primer capitulo revisando la topologia
deC e introduciendo lasfera de Riemanecomo un modelo para la compactificacion de Alexan-
droff deC. Nos ocupamos, en particular, de manejar expresionesieaslton interpretacion geo-
métrica (rectas, circunferencias, semiplanos, discasmamos contacto con las transformaciones
de Mobius. El capitulo se completa con el estudio de famdliamables de nimeros complejos,
lo que se aplica para deducir los clasicos resultados decétimpor paquetes, sumas iteradas y
productos de convolucién de series absolutamente comtesge

En el segundo capitulo estudiamos las funciones de varmabiglejaf : Q — C, definidas
en un abiertd) C C. Nuestro estudio sobre las funciones complejas lo hacessmedres puntos
de vista: (a) mirandd como una funcién de la variablec C, para la que se puede definir, por
ejemplo, el concepto de derivada, y que, eventualmentdedefinida con el concurso de series
de potencia§ ,an(z—a)"; (b) mirandof como una funcion de las variables cartesianasy, que
nos conduce, de forma ineludible, a las condiciones de @aR@mann y al concepto de funcién
armonica; (c) mirandd como la aplicaciore — f(z), para tratar de entender como transforma
determinados recintos (o curvas) Qeen recintos (o curvas) del ranga Dedicamos una parte
notable del capitulo a realizar célculos con funciones maias: exponencial, logaritmo, funciones
trigonométricas e hiperbdlicas y sus inversas, etc. insistuna y otra vez en cuestiones delicadas
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sobre la determinacién de ramas para funciones multifgreésculcamos en los alumnos la
necesidad de mirar las funciones desde todos los puntosstie gstudiamos la relacion entre
derivada no nula y conservacién de angulos.

El resultado fundamental del tercer capitulo, en el que sa t@da la teoria de Cauchy, es
el que asegura que $ies una funcion holomorfa, entoncexz) = f(z)dz es una forma dife-
rencial cerrada (teorema de Cauchy-Goursat). En estautapiesentamos las herramientas de
integracion curvilinea para formas diferenciales conagléjwu(z) = f(z)dZ), que permiten de-
ducir elegantemente el teorema de Cauchy-Goursat; de fékntaula de Cauchy para un disco;
de ésta, la igualdad entre holomorfia y analiticidad, y eteéma de Liouville; y finalmente, de
todo lo anterior, la formula y el teorema de Cauchy en suéeisomologica general. La pregunta
es, ¢por qué utilizar el lenguaje de las formas difererg?alea respuesta es, ¢,por qué no?, si se
deja claro que nuestra forma, por antonomasiap@ = f(z)dz y de paso, se saca ventaja del
capitulo de integracion curvilinea que el alumno conocadssignaturanalisis Matematico |l

En el capitulo cuarto estudiamos el comportamiento de dmesif € .777(Q\ M), donde
M C Q es un conjunto discreto €D, i.e., estudiamos funciones con singularidades. Clasificamos
las singularidades aisladas de funciones holomorfas tifies: evitables, polos y esenciales. De-
mostramos el teorema de los residuos y, como consecuernulienpos el principio del argumento
y el teorema de Rouché. Se dan numerosas aplicaciones deesitiados: tedricas (teorema de
la aplicacion abierta y funcion inversa) y practicas (ciédlale integrales y sumacion de series por
el método de los residuos).

Objetivos concretos

Recordarlos recursos de topologia del plano complejo para estualiafuhciones definidas en
el mismo.

Conocerlas series de potencias y las propiedades de derivabilidddsdfunciones definidas
mediante ellas.

Extenderel concepto de cero de un polinomio al caso de funcionestiaaaliy estudiar el prin-
cipio de identidad.

Relacionarderivabilidad compleja y diferenciabilidad real.

Manipular las funciones clésicas concretas, conocer sus propiedsalesr como transforman
unos dominios en otros, y aprender estrategias para eaca@uminios donde sus inver-
sas estén definidas de formaivaluada aprendiendo a dar expresiones concretas para las
mismas.

Utilizar las condiciones de Cauchy-Riemann para calcular, en casasetos, funciones armo-
nicas conjugadas de otra dada.

Conocerlos resultados centrales de la teoria de Cauchy y entendey 6 concatenan las ideas
necesarias para llegar a demostrar la igualdad entre hdienyanaliticidad.



@ Introduccion al Analisis Complejo

Demostrarel teorema fundamental del &lgebra.

Utilizar el teorema de Morera para demostrar la holomorfia de ci@rtasones, por ejemplo,
algunas integrales dependientes de un parametro.

Conocerel concepto de indice de un camino cerrado y saber interlaretaediante la existencia
de argumentos continuos del camino, comolghero de vueltas

Demostrarlas versiones homolégicas de los teoremas de Cauchy.

Utilizar los teoremas de Cauchy en su versién homolégica para demlaséxistencia de desa-
rrollos de Laurent.

Obtenerdesarrollos de Laurent de funciones concretas y aprendss,adediante ellos, se pue-
den dar determinaciones continuas de ramas de logaritnadsasrde funciones holomorfas.

Establecerel teorema de los residuos y comprender que es una extergitaoctkma de Cauchy.

Abstraerproblemas concretos sobre célculo de integrales realemgssde series, para ser re-
sueltos con técnicas de variable compleja, en particukedjante el teorema de los residuos.

Demostrare interpretar el principio del argumento.

Utilizar el principio del argumento para adquirir destrezas que p@nmmeconocer (obtener)
abiertos maximales donde las funciones holomorfas tergjaes'y logaritmos holomorfos.

Comprenderel comportamiento local de las funciones holomorfas.

Prerrequisitos

La asignatura tratard de hacerse de la forma méas autoadetpasible. Partimos de que el
alumno ha cursado las asignaturéspologia(Troncal, primer ciclo, 6 créditospnalisis Mate-
matico | y Il (Troncales, primer ciclo, 18 y 15 créditos).

Bibliografia seleccionada

I L. V. Ahlfors, Complex analysisthird ed., McGraw-Hill Book Co., New York, 1978, An
introduction to the theory of analytic functions of one cdexpvariable, International Series
in Pure and Applied Mathematics. MR 80c:30001.

I J. B. Conwayfunctions of one complex variablgecond ed., Graduate Texts in Mathema-
tics, vol. 11, Springer-Verlag, New York, 1978. MR 80c¢:33G00

I W. Rudin,Andlisis real y complejotercera ed., McGraw-Hill, 1988.

I G. Vera,Introduccion al analisis complejdPublicaciones del Departamento Matematicas.
Universidad de Murcia. 169 pags., 2000.
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TEMARIO

Leccién 1.1 El cuerpo de los nUmeros complejos

Leccién 1.2 Topologia del plano complejo

Leccion 1.3 Transformaciones de Mdbius

Leccion 1.4 Familias sumables de nUmeros complejos: series

El cuerpo de los nUmeros complej@sse supone conocido por los alumnos desde que han
cursado la asignaturenalisis Matematico te primer ciclo de la Licenciatura en Matematicas. No
obstante, siend@ el dominio y rango de las funciones que se estudian en egf@adisia, parece
razonable empezar por repasar sus propiedades fundaesehi@tiendo énfasis en aquéllas que lo
diferencian déR. Desde estas primeras lecciones, queremos hacer pasieijpenno del asombro
que produce el estudio, por primera vez, de las funcionesudgble compleja:

«El andlisis no debe su significante progreso del Gltimoosigluso dey/—1, sino a la
circunstancia, bastante natural, de que uno tiene infiniées iibertad de movimiento
matematico si permite que las cantidades que maneja vaniem @lano en lugar de
en una recta»L. Kronecker, 1894.

Entre otras cosas, prestamos atencion a las aplicaditiesales deC en si mismo (prepa-
rando el terreno para deducir las condiciones de Cauchydin, véase la leccién 2.1). Se revisa
la topologia deC y se introduce un modelo para la compactificacitn de Alexandroff deC:
la esfera de RiemanriNos ocupamos, en particular, de la manipulacion de expresianaliti-
cas con interpretacion geométrica (rectas, circunfeasnaemiplanos, discos) y estudiamos las
transformaciones homogréficas @e, esto es, las transformaciones de Mobius. El capitulo se
completa con el estudio de convergencia de series, queiptefehacer vidamilias sumablede
nameros complejos, lo cual, desde nuestro punto de videraac simplifica muchas cuestiones
concernientes a sumacién por paquetes, sumas iteradagucfo® de convolucion de series.



@ El plano complejo

Leccion 1.1 El cuerpo de los nUmeros complejos.

= Operaciones en el cuer@bde los nUmeros complejo§. como extensién cerrada e
Partes real e imaginaria de un nimero complejo. Conjugads:. absoluto.

Forma polar de un nimero complejo. Raices.

Representacion geométrica de sumas y productos.

Rectas, semiplanos y circunferencias en el plano complejo.
AplicacionesR-lineales yC-lineales deC enC.

Descripcion. [Con78, p. 1-7] y [AhI78, p. 1-17]. Suponemos conocida lastarccion del cuerpo
C de los numeros complejos a partir de los pares ordenadosndlerosi reales (esta construccion
ha sido ya estudiada en la asignatAralisis Matematico:lcuando un par ordenado de nimeros
reales(a,b) se considera como un elemento del cuethentonces se expresa en la forana bi,
dondei := (0,1).

ConstruidoC, se tiene qué® +1 = 0, y es asombroso el hecho de dieesulte algebrai-
camente cerrado en virtud del teorema fundamental del @gebase la leccion 3.2, donde se
prueba este resultado utilizando el teorema de Liouvillan@ se sabe, el cuerpo de los nimeros
complejosC esta caracterizado, salvo isomorfismos, por ser el mengp@aégebraicamente ce-
rrado que contiene | como subcuerpo. Observamos que no es posible defirdirera relacion
de orden que sea compatible con las operaciones de cuegm,§Ap. 23-24].

Recordamos y fijamos la notacion para diversos conceptogdss a los nimeros complejos,
z=X+1iy € C: parte real, Re:= x; parte imaginaria, Im:=y; conjugado,z := x —iy; valor
absoluto,|z| = v/zz= /X2 +Y?, que coincide con la norma euclidea del correspondient®ec
(x,y) € R2. Revisamos todas las propiedades del valor absoluto comoarma erC, poniendo de
manifiesto como puede ser demostrada facilmente la dedapliiangular utilizando propiedades
algebraicas elementales @e

Aunque la presentacion rigurosa de argumentos y logaritteasimeros complejos no sera
tratada hasta la leccién 2.4, cuando ya hayamos estudiadpdmencial compleja, sacamos ven-
taja aqui de la familiaridad del alumno con el uso de coormi@m@olares eR" para representar
cada namero complejpen su forma polaz = |z|(cosa +isena ), siendoa € R uno de susirgu-
mentogconcepto solo definido para# 0). Utilizando las férmulas de adicion de las funciones sen
y cos, se interpreta facilmente que el producto de dos niswerplejos es otro nimero complejo
que tiene por médulo el producto de los médulos de los fagtsiendo uno de sus argumentos la
suma de dos argumentos de sus factores.

Es fundamental transmitir la interpretacién geométrickeadema (diagonal en un paralelogra-
mo) y del producto (semejanza de triangulos) de complejesieSer muy cémoda la utilizacion
de los nimeros complejos para tratar algunas cuestionesgdéminetria del plano euclideo, y es
conveniente familiarizarse con las expresiones anditica



— rectas]. = {ze(c:lm(z;ba) :O},

— semiplanosp = {ze C:lm (Zga) < 0},

— circunferencias y rectas,

{ze C:Azz+Bz+Cz+D =0}, (1.1)

dondeAy D son realesB y C complejos conjugadosAD — BC < 0.

Acabamos esta primera leccion estableciendo la siguignfgegalad elemental que utilizaremos
para dar una demostracion transparente de las condicien@authy-Riemann en la leccién 2.1.

Proposicion 1.1.1.Sea T: C — C una aplicacionR-lineal con matriz asociad 23). T es
C-lineal (i.e., una homotecia) si, y sélo si,-ad y b= —c. O

Leccion 1.2 Topologia del plano complejo.

= Latopologia del plano complej@ como espacio métrico completo.

= Sucesiones convergentes: caracterizaciones de la adizeyate la continuidad.

= Conexion erC. Caracterizacion de los abiertos conexos como los conexgsatigonales.
Componentes conexas de un abierto. Teoremapieso por la aduana»

= Conjuntos compactos. Familias fundamentales de companttms abiertos d€.

= Topologias de convergencia puntual y uniforme sobre cotapanC®, Q c C abierto.

= La compactificaciorC, deC con el punto del infinito: la esfera de Riemann. La proyeccion
estereografica.

Descripcién. [Con78, p. 11-24]. El valor absoluto &b es una norma cuya topologia asociada
es la correspondiente a la distancia euclide&telas nociones topoldgicas y métricas @e
son, en consecuencia, bien conocidas para el alumno. Nanbdbstepasamos algunas de estas
propiedades, que seran utilizadas una y otra vez a lo ladgmuds: (C,d) es métrico completo;

la adherencia de subconjuntos y la continuidad de funcide@sidas en (subconjuntos d€)se
caracterizan por sucesiones.

Muchos razonamientos con funciones (analiticas) defiredaabiertos se realizaran utilizan-
do la hipétesis afiadida de conexion sobre el dominio. Racemntbs las siguientes propiedades
béasicas sobre conexién &éh (a) Un conjunto abierto d€ es conexo si, y solo si, es conexo por
caminos (de hecho, por lineas poligonales de lados pasadelos ejes). (b) Todo abierto es la
unién disjunta (a lo mas numerable) de abiertos conexoxuponentes coneyagambién lla-
maremos la atencion sobre el teorexal® paso por la aduanasladosA ¢ Cy C c C, C conexo,
siCNnintA+# 0 yCNEXA #£ 0, entonce€NJA# 0.

Con respecto a los conjuntos compactos, se recuerda laar&@acion que enunciamos a con-
tinuacion. Las siguientes propiedades de un conjdntoC son equivalentes: (& es compacto;
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(b) cada sucesion daposee una subsucesion convergente hacia un puitdide, K es sucesio-
nalmente compacto); (c) cada conjunto infifiloC K tiene un punto de acumulacion En(K es
numerablemente compacto); (d)es cerrado y acotado. En particul@res un espacio localmente
compacto. Es relevante, para estudiar sucesiones de fiesaimiformemente convergentes sobre
compactos, establecer (o recordar, si el alumno lo condos&weente resultado:

Proposicion 1.2.1.SeaQ c C abierto. Para cada re N, el conjunto
Kn={zeC:|74 <n d(zC\Q)>1/n}

es compacto y esta contenido @rAdemas, la sucesidfK,), cubreQ y verifica K, C intKn 1
para cada ne N. En particular, para cada compacto K Q, existe me N tal que KC Kp,.

Se sigue de lo anterior que®ic C es abierto W C Q es discreto e, entonced es numerable;
si ademag es conexoQ2 \ M también lo es.

ParaQ C C abierto, se recuerda como se definen las topologias de genega puntuaky
y de convergencia uniforme sobre compadtesen C®. Se enfatiza que el limite erx de una
sucesion de funciones continuas es una funcion continugudcsera utilizado para demostrar el
teorema de Weierstrass, véase la leccion 3.2.

Completamos la leccion estudiando la compactificacion aopunto del plano complejo,
[Con78, p. 8-10] y [AhI78, p. 1-17]. En el plano amplia@g = CU{} se definen las operaciones
algebraicas que tienen sentido, y se introduce de formaah&topologia de la compactificacion
con un punto. Se da un modelo para represeiiaa través de l@sfera de Riemann

g= {(Xl,Xz,Xs) cRS3: x§+x§+x§ = 1},

con la distancia euclidea inducida por la& C., y ($%,d2) son homeomorfos a través de la
proyeccion estereogréaficd : C., — S dada por

2y |742-1
1Z2+1'17%2+1' 7%+ 1

W(x+iy) = ( > ., W(w)=(0,0,1) =:N.

Como consecuencia de lo anterior, la topologi&dees metrizable mediante ¢hstancia cordal
e (zW) = d2(W(2),W(W)) que, explicitamente, se puede dar por las férmulas:

2|z—w|

V1+[22/1+ w2
2 .
O (z,0) = —— si ze C.
V1+|z?
Ala vista de las formulas previas se comenta que, sidhi¢n es topolégicamente equivalente a la
distancia asociada al valor absoluto@eestas dos distancias no son uniformemente equivalentes
(se observa que.|c no es completa e@).

Ow (ZW) = si zwe C,;




Utilizando la proyeccién estereogréfica se pueden intemprdgunas transformaciones del
plano complejo: la transformaci@— 1/z, mirada en la esfera de Riemann, es un giro de amplitud
T alrededor del ej@x; esta interpretacion sera de utilidad para trabajar comdasones de
derivabilidad asociadas al puntoque aparecen en la leccién 4.1, cuando se estudian lasifiescio
meromorfas. O

Leccion 1.3 Transformaciones de Mobius.

= Transformaciones de Mobius: dilataciones, traslaciogiess y la inversion.
= Razon doble. Conservacion de la razon doble.

= Simetria: Principio de Simetria para transformaciones dbiiv.

= Orientaciones: Principio de Orientacion para transfoiorees de Mobius.
= Imagenes de semiespacios y discos por transformacione$blieid/

Descripcion. [Con78, p. 47-57] y [Sch79]. El conjunto de las transforroaes de Mébiudylob,
esta formado por las aplicaciong&s C., — C., definidas mediante funciones racionales de la

forma
_az+ b

T@) = cz+d’
utilizandose los convenios habituales:cs¢ 0, T(«) = a/cy T(—d/c) = e, y cuandoc = 0,
T () = 0. Cada transformacion de Mébius es una biyeccioffdesn C.,, cuya inversa es tam-
bién una transformacién de Mdébius. De hechtmb es un grupo con la composicion, que esta
generado potraslacioneqz— z+a, ac€ C), giros (z— az, |a| = 1), dilataciones(z— rz, r > 0)
y la inversion £ — 1/2). Cada uno de los generadores Meb transforma la ecuacién general
de una recta o circunferencia (1.1) en una ecuacion sinfltar.tanto, las transformaciones de
Mdbius llevan circunferencias y rectas a circunferenciascyas (circunferencias en sentido am-
plio). Se comprueba facilmente que, dadas dos ternas ata@ermie puntos distintos,2,23) y
(w,wo,w3) de Co, existe una Unica € Mob que transforma la primera terna en la segunda,
T(z) =w, i =1,2,3. De este modo, dadas dos circunferencias (en semtigiiog siempre hay
una transformacion de Mobius que lleva una en la otra.

A partir de aqui definimos el concepto @ezon doble dada una cuaterna ordena@a; 2,23

en Co, dondez;, z, zz son distintos, se define la razén dolf#,z,2,,2z3) como la imagen de
Zp mediante la Unica transformacion de MobRisjue verificaR(z1) = 0, R(z) = 1, R(z3) = .
Establecemos que la razén doble es un invariante de lagdnaraziones de Mobius, pudiendo
dar ahora otra prueba de que las transformaciones de Midas kircunferencias a circunferen-
cias (en sentido amplio). Introducimos la nocién de punteésiico respecto a una circunferencia
(en sentido amplio) utilizando la razén doble:zgj z», z3 son tres puntos distintos d&., y I
es la circunferencia que determinan, entorgess el simétrico de respecto d si (y sélo si)
(Z',21,22,23) = (2,21,22,23). Esta nocion es independiente de los tres puntos distifeggdes en

dondea,b,c,d € C,ad—bc=# 0,
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I', y corresponde al concepto geométrico de simetria respestm circunferencia o recta. De-
mostramos el principio de simetria para transformaciomeldbius: siT es una transformacion
de Mobius que lleva la circunferencia a la circunferencid ,, entoncesl transforma puntos
simétricos respecto lgy en puntos simétricos respectd a El principio de simetria resulta es-
pecialmente Util en las aplicaciones a la hora de obtenesfoamaciones de Mdébius con ciertas
propiedades; por ejemplo, si se desea transformar dosit@remcias disjuntals; y ', en dos cir-
cunferencias concéntricas, basta determinar dos pani®gjue sean simétricos respecto a ambas
y considerar
z—a
T(2) = 7—B’
Completamos la leccion con el principio de orientaciongutiendo el concepto de lado (iz-
quierdo y derecho) de una orientacion respecto a una cearemgia (en sentido amplio), y ana-
lizando cédmo estos lados corresponden a semiespaciosyjpanaecta), o al interior y exterior
de discos (para una circunferencia). Se prueba que ladararesiones de Mobius conservan
los lados respecto de orientaciones dadas vy, por endefoimaias semiespacios, discos o exte-
riores de discos, en este mismo tipo de conjuntos. Utilizaargumentos de conexion para dar
una prueba alternativa de estos resultados. La leccionnsplementa con ejemplos concretos de
transformaciones de Mébius que llevan determinados dosiabtros dados, como por ejemplo:

z€ Co.

Proposicion 1.3.1.La forma general de las transformaciones de Moébius T quendejariante:
(i) eldisco D0,1), es

T(z):e‘“l—az, conacRy |a <1;

(i) el semiplano P={z:Imz> 0}, es

_az+b
- cz+d’

T(2) con gb,cdeR y ad—bc+#0. O

Leccion 1.4 Familias sumables de numeros complejos: series

= Familias sumables de nimeros complejos. Condicién de @auch

= Familias sumables de numeros reales positivos.

= Equivalencia entre sumabilidad y sumabilidad absolut&.en

= Conmutatividad y asociatividad para familias sumables.

= Series erC: equivalencia entre convergencia absoluta, inconditipsamabilidad.

= Series dobles: sumas iteradas. Producto de convolucideriés.s

= Series funcionaledVl-test de Weierstrass para convergencia uniforme. Critéipo Abel.

Descripcién. [Cho66, p. 216-243]. Aunque podriamos dar por supuesto bakimno conoce
las nociones de convergencia, convergencia absoluta adinional de series de nimeros com-



plejos, preferimos aproximarnos a estos temas de form&a@enida, via las familias suma-
bles, que ofrecen un punto de vista profundo y directo solgienas cuestiones de convergen-
cia que necesitaremos a lo largo del cursol 88 un conjunto no vacio, representaremos por
Zo(l) :={J:3Cl, Jesfinito}. El conjuntoZy(l) es dirigido mediante la relacion de contenido
conjuntistac, i.e,,

J1 > en Zy(l) si, por definicion,J, C J;.

Definicion 1.4.1. Se dice que la familigz )ic; de nimeros complejos es sumable con suma z, sila
red (Yicz)iez,) tiene limite z erT, y en este caso, se escribe-Z ;¢ z; i.e., para cadag > 0,
existe § € Z(1) tal que, si Je Fy(1)y J> Jo, entonces| Sic;7z — 7| < €. Se dice quez )ic es
absolutamente sumable si la familig|)ic| es sumable.

Probamos quéz )ic; es sumable si, y sélo si, se satisface la condicién de Caupetng: ca-
dag > 0, existeJy € H(l) tal que, siJ € Zp(l) y INJp = 0, entoncey| Tic;z|| < €. Una
vez que hemos establecido esto, se prueba facilmente cuéatodia absolutamente sumable es
sumable, y que 5z )ic; es sumable, entonces el conjudice | : z # 0} es, a lo méas, nume-
rable. Para familias de numeros reales no negati®s:, la sumabilidad es equivalente a que
sup{Sicia 1 J € Po(l)} < . De aqui se obtiene facilmente la siguiente caracterinad®las
familias sumables:

Proposicion 1.4.2.Sea(z )ic; una familia de nimeros complejos. Las siguientes condisicon
equivalentes:

() (z)iel es sumable.
(i) sup{|Sicyz|:Je Po(l)} < co.
(i) sup{Sicslz|:J € Po(1)} < oo
(iv) (z)ic es absolutamente sumable.

De la proposicion anterior se sigue que toda subfamilia defamilia sumable es sumable,
y que se pueden sumar por paquetes las familias sumablesafasdad); claramente, la suma-
bilidad de una familia y la de cualquier permutacion (imagsmctiva) de ella son equivalentes
(conmutatividad). El trabajo hecho hasta aqui se aplicawhed contundente al estudio de series.

Proposicion 1.4.3.Sea(z,), una sucesion de nimeros complejos. Las siguientes cond&snn
equivalentes:

(i) Laseriey 7, es absolutamente convergente.
(i) La familia (z,)nen €S absolutamente sumable.
(iii) La familia (z,)neny €S Sumable.
(iv) Laseriey, 1z, es incondicionalmente convergente.

El poder sumar por paquetes (asociatividad) familias slesadvoporciona una prueba diafa-
na de que el orden en el que se iteran las sumas para series dbbblutamente convergentes no
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importa: siy_1(Sr_1]znk|) < %, entonces, para cadek € N, las serie |’ 1 Zw Y 3 n-1Znk SON
absolutamente convergentes, formando sus sumas serigdgtaivente convergentes que satisfa-
ceny 1Y k-1Znk = S k-1 n-1Znk- Otro tanto ocurre con el producto de Cauchy (de convoljcion
de series: sy, 170 Y 3 »_1Wh Son dos series absolutamente convergentgs yc, es su producto
de Cauchy, dado pay = z1Wn + 22Wn—1 + - - - + Z,W4, entonces la serig;,_; ¢, es absolutamente
convergente Y& Cn = (55_120) (5521 Wn) .

En[Apo76, p. 244-250] se dan otras demostraciones de lokadses anteriores concernientes
a series dobles y producto de convolucién, y se prueba @rtende Mertens, el cual asegura que
el producto de convolucién de dos series convergentes gsrgemte cuando una de las dos series
es absolutamente convergente.

Completamos la leccion con el criterio de Weierstrass pamagrgencia uniforme de una serie
funcional, que sera utilizado con profusion, por ejempl@séudiar series de potencias: $ean
conjunto yf, € CK, n€ N; si para cada € N existeMy > sup,.¢| f(2)], ¥ St Mn < o0, entonces
la serie funciona} ;_, f, es uniformemente convergente sokirefambién repasamos los criterios
de convergencia tipo Abel y Dirichlet que se tratan parasdtincionales, [SZ70, p. 96-101]1

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[AhI78], [Apo76], [Cho66], [Con78], [SZ70].
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TEMARIO

Leccion 2.1 Holomorfia

Leccién 2.2 Series de potencias

Leccion 2.3 Funciones elementales |

Leccién 2.4 Funciones elementales Il

Leccion 2.5 Las funciones holomorfas como aplicaciones

En este capitulo presentamos al alumno el protagonistaipaindel cursolas funciones de
variable compleja

f:Q—C, conQcC.

A lo largo del capitulo nos aproximaremos a nuestro protatmmle tres maneras distintas:
(a) mirandof como una funcion de la variablec C, para la que se puede definir, por ejemplo,
el concepto de derivada y que, eventualmente, estara detiaidel concurso de series de poten-
ciasynan(z—a)"; (b) mirandof como una funcion de las variables cartesiaxasy, que nos
conducen, de forma ineludible, a las condiciones de CaRtbgrann y al concepto de funcion
armonica; (c) mirandd como la aplicaciore — f(z), para tratar de entender como transforma
determinados recintos (o curvas)@een recintos (o curvas) del ran@b

Leccion 2.1 Holomorfia.

= Derivacién compleja. Relacion entre derivabilidad y comidlad. Funciones holomorfas.

» Célculo de derivadas: estructura de algebraeQ).

= Regla de la cadena y derivada de la funcién inversa.

= Relacion entre derivabilidad R-diferenciabilidad: ecuaciones de Cauchy-Riemann. Fun-
ciones armonicas. Teorema de Looman-Menchoff.

= Introduccién de las variablesy z.
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Descripcion. [Con78, p. 33-35] y [AhI78, p. 22-28]. Introducimos el copte de derivada en
sentido complejo:

Definicion 2.1.1. SeamQ C C abierto, f: Q — C unafunciony a& Q. Se dice que f es derivable
(u holomorfa) en & Q si existe el limite

lim f2-1@) =: f'(a).

z-a z—a
Al nimero complejo’fa) se le llama derivada de f en a. La funcion f se dice derivabl@esn
es derivable en cada punto de=d; en tal caso, se dice que f es holomorfaerEl conjunto de
las funciones holomorfas &b se denota por?’(Q).

Mostramos que las funciones constantes son derivablesscwadi cero; que la derivada de la
funcion identidadz es 1; que las propiedades de las derivadas de la suma, prqauwain escalar,
producto, y cociente de funciones derivables cuyo denaiomao se anula en un entorno de un
punto, conservan las mismas férmulas e idénticos métoddsmestracién que en variable real:
en definitiva, probamos qué&”’(Q) es un algebra cuando se dota de las operaciones habituales
de suma, producto por escalares y producto de funcionesofiEamos también que una funcién
derivable en un abierto conexo con derivada nula es coes{&un78, p. 37]. Prestamos atencion
ala siguienteversion débil del teorema de la funcion invergae nos sera de utilidad, por ejemplo,
para obtener la derivabilidad de lasnascontinuas de funciones multiformes (logaritmos, arcsen,
arccos, etc.), [Con78, p. 39-40].

Proposicion 2.1.2.SeanQ y G abiertos deC. Supongamos que:fG— Cy g: Q — C son
funciones continuas con(®) C Qy g(f(w)) =w, para cada we G. Si g es derivable enzQy
d'(z) # 0, entonces f es derivable en cada&vs y se tiene que

En particular, cuandges inyectiva yG = g(Q), tenemos una version muy débil del teorema de
la funcion inversa: en la leccion 4.3 demostraremos gugesiuna funcién holomorfa e inyectiva,
entoncegy(Q) es abiertog'(z) # 0, para cada € Q, y f = g~ es necesariamente holomorfa
(aunque no se suponga a priori gues continua).

Una funcién complejd : Q — C puede mirarse como un par de funciones reales,

f(X+1y) = u(x+iy) + v(x+1iy),

conz=x-+iy € Q,u=Ref y v=Im f. Cuando identificamo€ conR?, tiene sentido estudiar la
R-diferenciabilidad dd en relacién a su derivabilidad en sentido complé&jediferenciabilidad).
La proposicion 1.1.1 permite relacionar facilmente los clmsceptos anteriores y obtener lo que
se conoce con el nombre dendiciones de Cauchy-Riemann



©

Teorema 2.1.3.SeanQ c C abierto y ac Q. Para una funcion £ Q — C, las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

a) f esderivable en a (en sentido complejo).

b) f esR-diferenciable en ay su diferencial en a es una aplicadiBlineal.

c) f esR-diferenciable en ay sus componentes; Ref, v=Im f, cumplen las condiciones
de Cauchy-Riemann:

Ju ov Jdu ov
&(a) = 0_y(a) y d_y(a) = _d_x(a)'

Si f es derivable en a, se tiene que(d)ih) = f'(a)h, y

f'(a) = %(a)Jrig—Z(a) = g—;(a)—ig—;(a).

Como consecuencia obtenemos qué,&iimite derivadas parciales en un entorno de un punto
a, que son continuas exy satisfacen en ese punto las condiciones de Cauchy-Riematumces
f es holomorfa em, utilicese [Apo76, p. 432-434]. En particular, fses de clas€! enQ y se
verifican las condiciones de Cauchy-Riemann en todos lompuleQ, entoncesf es holomorfa
enQ. A la vista de las condiciones de Cauchy-Riemanrd,siu+iv € 77 (Q) y suponemos que
u es una funcion de clase? (esta suposicion no sera necesaria cuando hayamos probedasq
funciones holomorfas son indefinidamente derivablespresu satisface la ecuacion de Laplace
d°u  d°u
Au:= e + a_y2 =0,
en cada punto del abier@; en este momento introducimos la definicion de funcion aioaon
Indicaremos, sin demostracion, que es posible mejoraeksdtados anteriores, [GM78]:

Teorema 2.1.4 (Looman-Menchoff).SeanQ un abierto erlCy f = u+iv: Q — C una funcién
continua tal que existen las derivadas parcia %, g—;‘, y %, y cumplen las ecuaciones de
Cauchy-Riemann efd. Entonces f es holomorfa €h

En el teorema de Looman-Menchoff es esencial que se satisfag ecuaciones de Cauchy-
Riemann en un abierto (y no sélo en un punto); en efecto, leidarf : C — C definida como
f(2) :=2/|2* siz#0, y f(0) = 0, cumple las ecuaciones de Cauchy-Riemanii0gd), pero
no es derivable compleja. Por otro lado, la aplicacién apanjiaz — z es de clas€” considerada
como aplicacion dé&? en si mismo, y no es derivable compleja en ningin punto. Noscpa
convenienteintroducir las variables z yz en la linea de [Car68, p. 75-76]. Dada una funcién
f:Q— C, f =u+iv, R-diferenciable ema € Q, reescribiremos la igualdad
_ of of

@ S(@ay,

df(a) ay
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como Y Y

df(a) = E(a)dz+ E(a) dz,
dondedz: C — Cy dz: C — C son, respectivamente, la aplicacion identidad y la aglicac
que enviaz az, y escribiremos, por definicion,

9._1(9 ;9
oz 2\odx dy
9._1(0 .0
0z 2\odx oay/’
La expresion de la diferencidlf(a) en términos de la nueva baggzdz} nos permite refor-

mular las condiciones de Cauchy-Riemanms holomorfa en a si, y solo si, f Bsdiferenciable
af fo\
y 5@ =0. O

Leccion 2.2 Series de potencias.

= Repaso: sucesiones y series de funciones; convergendiaapyruniforme. Criterios tipo
Abel y Dirichlet para convergencia uniforme de series fanales.

Series de potencias. Radio de convergencia.

Concepto de limite superior de una sucesion. La formula del@aHadamard.
Reordenacion de una serie de potencias: derivacion de slerigotencias.

Operaciones con series de potencias: suma, productdusigstie inversion.

Funciones analiticas. Principio de prolongacion analitic

Descripcion. [Car68, Capitulo 1], [Con78, p. 30-44] y [Rem91, Chapter@dmenzamos con
un repaso de las nociones de convergencia relativas a cuessi series de funciones, haciendo
énfasis en las diferencias entre convergencia puntual fprome. Nos centramos en el caso de
funciones definidas en un abierto @econ valores complejos, y hablamos de las peculiaridades
de la convergencia uniforme sobre compactos, recordamicej@mplo, que la suma de una se-
rie de funciones continuas uniformemente convergenteesaimpactos es una funcion continua.
Ponemos de manifiesto que la convergencia puntual no cenlsecontinuidad y que la conver-
gencia uniforme, en el caso real, no conserva la derivalilidiodas estas cuestiones son de interés
inmediato para el estudio de series de potencias.

Introducimos/recordamos la nocion de serie de potencite @ncepto ha sido estudiado
para series reales en la asignatArglisis Matematico)t para una serie de potencias compleja
Y n-18n(z—a)" definimos su radig@ de convergencia como

p = sup{r > O:nZO|an|rn < oo}.



Caracterizamop como el inico nimero que satisface las siguientes con@sigiy_pa,(z—a)"

no converge siz—al > p,y Snh_oan(z—a)" converge absolutamente|si-a| < p. El criterio M

de Weierstrass nos permite razonar que la serie de potawiasrge uniforme y absolutamente
sobre compactos del disco de convergeXa,p). En particular, la funcion definida éna,p) es
continua. Ejemplos sencillos muestran que el radio de cgeueia puede tomar cualquier valor
en [0,»], y que el comportamiento en la frontera del disco de conmeigetambién puede ser
arbitrario. Utilizando el concepto de limite superior dasnicesion, establecemos el criterio de
Cauchy-Hadamard, el cual nos permite calcular el radio deergencia a través de la expresion

p 1 =limsup/|a|.

Como aplicacion tedrica de esta formula, probamos que fessg, janz'y o1 na,2" ! tie-
nen los mismos radios de convergencia. A continuaciondieshos las operaciones con series
de potencias: suma, producto (utilizamos los resultadoseszeries dobles recordados en la lec-
cién 1.4), sustitucion e inversion (algebraica). Prestaespecial atencion a feordenacionde
una serie de potencias alrededor de un punto arbitrario desso de convergencia, demostrando
el siguiente resultado:

Teorema 2.2.1.Si f(z) = ¥ ,_gan(z— a)" es la funcion definida en @,p) mediante una serie de
potencias con radio de convergenga> O, entonces, para cadaé D(a,p), existe una serie de
potenciasy ,,_obn(z— b)", con radio de convergencig, > p — |b—a|, tal que
f(2) =5 ba(z—b)", si [z—b/<p—|b-al
n=0
Los coeficientesbse pueden obtener, a partir de log, @omo las sumas de las series absoluta-
mente convergentes

[ee]

bnh = Z <r:>am(b—a)m‘”.

m=n

Este hecho es clave para demostrar que una furfcidefinida por una serie de potencias en
un discoD(a,p) es indefinidamente derivable en sentido complejo, y que suade viene dada
por una serie de potencias del mismo radio de convergencigaréicular, los coeficientes de una
serie de potencial(z) = T%_,an(z—a)" estan determinados péry se tiene que, = (W (a)/n!,
paran € N.

Introducimos la nocién de funcion analitiaana funcion f: Q — C, definida en un abier-
to Q C C, se dice que es analitica enaaQ si existe un disco [r) C Q tal que f se puede
representar en Da,r) mediante una serie de potencias

f(2) =3 an(z—a)", si zeD(ar).
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Cuando f es analitica en cadazQ se dice que f es analitica €h Los polinomios son funciones
analiticas y, mas en general, toda funcién definida por una de potencias es analitica en su
disco de convergencia, como consecuencia inmediata dehteade reordenacion 2.2.1.

Las funciones analiticas son holomorfas (de hecho son imidefnente derivables) y con pos-
terioridad veremos que, gracias a la formula de Cauchyc@n@co también es cierto: toda fun-
cion holomorfa es analitica. S (Q) denota el conjunto de todas las funciones analitica3, éos
resultados sobre series de potencias presentados anemieraseguran que (Q) es un espacio
vectorial estable frente a la multiplicacién. Usando ehgipio de sustitucion, se puede dar una
prueba directa de que la composicién de funciones analisigaie siendo analitica, y de quefsi
es analitica e y Qo = {z€ Q: f(2) # 0}, entonces 1f es analitica e@.

Finalizamos la parte basica de este tema demostrandsidue- C es un abierto conexo
y f € &/(Q), entonces # (a) =0, para todo n> 0, en algun punto & Q si, y solo si, f es
idénticamente nula en tod@. Como consecuencia de lo anterior, el conjunto de los cexds d
Z(f), es un conjunto discreto &b, y de ahi se obtiene el principio de identidad para funciones
analiticassi Q C C es abierto y conexo, M Q con puntos de acumulacion €ny f,ge 7(Q)
coinciden en M, entonces=f g. O

Leccion 2.3 Funciones elementales I.

= La funcién exponencial. Propiedades.
= Funciones trigonométricas e hiperbdlicas. Propiedades.
= Determinacion de c¢f).

Descripcion. [Ahl78, p. 42-44] y [Rem91, p. 133-148]. Las series de paque definen las
funciones reales”, serx y cosx, siguen convergiendo cuando se sustituye la variablexrpat

la variable compleja: las series de potencias obtenidas, con radio de conveagenpropor-
cionan sus contrapartidas complejas, que son las Unica®fas analiticas en todo el plano que
extienden las correspondientes funciones reales:

.
exp(z):;ﬁ,

exp(iz) 4 exp(—iz) 7 7z 7
Cosz= 2 :l_§+m—6+...,

exp(iz) —exp(—iz) 2 2 7 21
serz= > =zt g gt (2.1)
shz— exp(z) —2exp(—z) ’

_ exp(z) + exp(—2)

h
chz >




Establecemos la ecuacién fundamental
exp(z+w) = exp(z)exp(w), para cadazw € C, (2.2)

utilizando para ello el producto de convolucion de seriesohitamente convergentes, véase la
leccion 1.4, y la férmula del binomio de Newton. De esto saesiglas igualdades

exp(x+iy) = €(cosy+isery) y |exp(z)| =€

A partir de aqui se deduce que exp es una funcion periddicascpgriodos son 72mi, con
m € Z. Se establece también qee R — T definida porc(t) := exp(it) = cost +isert es
un homomorfismo del grupo aditivd®,+) sobre el grupo multiplicativgT, - ), cuyo nuicleo es
2mnZ. Como consecuencia, por paso al cociente, del homomorfigmgruposc : R — T se
obtiene un isomorfismo de grupos (incluso con sus topolpg@ia® /(2nZ) — T. Gracias a
la igualdad exfz) exp(—z) = exp(0) = 1 se sigue que exp) # 0y, de hecho, se establece que
exp(C) = C\ {0}. Se prueba faciimente que ét) = exp(z), para cada € C, y a partir de
aqui establecemos que cualquier funcién enfesatisfaciendo la ecuacién funcional (2.2) y con
f(0) =1 es, necesariamente, de la forf@) = exp(cz), para alguna constantec C; comen-
tamos que las soluciones continuas de la ecuacion fundf@rigl son las funciones de la forma
f(x+iy) = exp(ax+ by), conab € C.

Vemos ademas como la ecuacion funcional (2.2) proporciotastlas relaciones trigpnomé-
tricas clasicas,

serfz+cofz=1, serz=cos%-2),
coy—z) = cosz, sern—z) = —serg,
senz+ w) = Sernzcosw + Coszserw,
COSZ+ W) = COSZCOSW — Serzserw,

gue también pueden ser deducidas a partir de las corregpoesliformulas cuandoy w son
reales, y aplicando el principio de identidad, véase laidec2.2. Se establecen las relaciones
habituales entre funciones trigopnométricas e hiperbsgilica

ch(iz) =cosz, sh(iz) =iserg, cogiz) =chz, seriz) =ishz
De la igualdad
|cosz|? = coszcosz = %(cos(u—z) +cogz—2)) = :—ZL(cos(Zx) +ch(2y)),

paraz = x+ iy, deducimos que los ceros de e@on reales, y coinciden, ademas, con los de la
funcién real cog. Como consecuencia, se tiene que las funcioneg pensz son periddicas de
periodo 21, siendo sus Unicos periodos los del conjufforit: me Z}. A partir de la igualdad

cogx+1iy) = cosxchy —isernxshy, x+iy e C,
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demostramos que c@S) = C; insistimos al alumno en la gran diferencia existente eatfen-
cion cos de variable real (qQue es acotada) y la funcion cosadable compleja (que no lo es);
adelantamos que, como consecuencia del teorema de Leuwaitla funcion entera no constante
no es acotada. Acabamos la leccién comentando que, unatraicida la funcion exponencial
compleja mediante (2.1), se podrian definir

serx:=Im(exp(ix)) y cosx:=Re(exp(ix)),

y deducir para ellas todas las propiedades de las que herlos b0, sin necesidad de utilizar los
recursos previos que el alumno conoce del Analisis de unablar Si se opta por este proceso,
para introducir las funciones trigonométricas sgrcosx se definerr= 2min{t € R : cost = 0},

y se demuestra que la aplicacion

c:R—T, c(t) :=exp(it),

es suprayectiva, coft € R: c(t) =1} = {2nm: n€ Z}, véase [Rud88]. O

Leccion 2.4 Funciones elementales II.

= Argumentos y logaritmos de la identidad: ramas.

= Argumentos y logaritmos de funciones continuas. Condiciécesaria y suficiente para la
existencia de logaritmos de funciones holomorfas.

= Potencias de base y exponente complejepotencias. Raices continuas de funciones holo-
morfas.

= Determinacion de ramas de inversas de funciones trigomimaee hiperbdlicas.

Descripcion. [Ahl78, p. 46-48], [Rem91, p. 154-166] y [SZ70, p. 54-56]. $@breyectividad de
c:R— T, c(t) = exp(it), asegura que, para cada niumero compejaC \ {0}, existe (un ar-
gumento)a € R tal que expia) = z/|z|. El conjunto de todos los argumentos zlse designa
por argz , y el Unico elemento de este conjunto que pertenece al aitefv- 17,77 lo llamamos
argumento principaldenotandose por Amyargz es una funcién multivaluada, y Azges una de
sus ramas). Analogamente, como @p= C\ {0}, para cualquier complejw # O existe (un
logaritmo)z € C tal que ex|yz) = w. El conjunto de todos los logaritmos dese representa por
logw, y puede calcularse como lag= {Iog|w| +ia:ace argw}. El logaritmo principal Logw
dew es el que se obtiene con el argumento principal. Demostrgo®m#\rg :T — R no es una
funcion continua, pero que si lo es restringida\s{ —1}. Consecuentemente, Arg y Log son con-
tinuas en el abiert@ := C\ {z€ R : z< 0}. Utilizando ahora la proposicion 2.1.2, se obtiene
que Log es holomorfa ey con derivada analitica, y por tanto, Log es analiticddgnDe aqui
se sigue facilmente que, en cada diBg,|c|), c € C\ {0}, hay una determinacién holomorfa de
un logaritmo de la identidad.




Definimos argumentos y logaritmos asociados a funcioneX: es un espacio topolégico,
para una funcion continub: X — C\ {0} (respectivamentegp : X — R) llamamos logaritmo
continuo def (respectivamente, argumento continuogdea toda funcion continug : X — C
(respectivamenteq : X — R) tal queg(x) € log f(x), para todox € X (respectivamente, tal
quea(x) € argg(x), para todox € X); razonamos ademas que)§ies conexo, dos logaritmos
continuos def (respectivamente, dos argumentos continuog )ddifieren en un multiplo entero
de 2 (respectivamente,78. Como consecuencia de todo lo anterior se obtienesijgeQ — C
es un logaritmo continuo de una funcion holomorfa $7(Q) y0 ¢ f(Q), entonces g 77 (Q) y
d(z) = f'(z)/ f(z). Sacando ventaja de este estudio, demostramos la sigo@rdiion necesaria
y suficiente para la existencia de logaritmos:

Proposiciéon 2.4.1.Si f € 2(Q), una condicion necesaria y suficiente para que f posea un
logaritmo continuo (equivalentemente, holomorfoXers qued ¢ f(Q) y la funcion f/f tenga
primitiva en Q. Si Q es conexo y g es una primitiva dé/f en Q, entonces g- ¢, para una
constante adecuada«C, es un logaritmo holomorfo de f &n.

Como aplicacién, si el abier@ contiene a la circunferencig: |z =r }, entonces no se puede
definir enQ un logaritmo continuo de la identidad, yZno tiene primitiva erf2; consecuentemen-
te, el abiertdQq definido anteriormente es un abierto maximal en elzjiene logaritmo. Desde
el punto de vista de los ejercicios, insistimos en la busgaedogaritmos de funciones concretas,
obteniendo, a partir de desarrollos concretosg’dé, sus primitivas, cuando éstas existan.

A continuacion abordamos el estudio de ramas de potencibasgey exponente complejos:
dado un nimero complef= 0, para cada € C se definea” := {exp(c2) : c € loga}. La funcién
z— &’ es multivaluada. Si fijamos e loga, se obtiene una funcién analitida(z) = exp(zc) tal
quef.(z) € &, es decir, una rama analitica afe para el logaritmo principai = Loga se obtiene la
rama principab?®. En particular, exfx) es la rama principal de; asi, a partir de ahora, se utilizara
en el resto del curso el convergd= exp(z), salvo que se indique lo contrario. M&s en general, si
X es un espacio topologico g : X — C son funciones continuas,® f(X), llamamos deter-
minacién continua dé9 a toda funcién continuh: X — C tal queh(x) € f(x)9%, parax € X.
Como caso particular de la situacion anterior, presentdasas-potenciasj.e., ramas principales
de(1+2)% (muy utiles para los célculos que involucran expresionesretas de raices), [Hil59,
p. 147-150], y las raices-ésimas, para las cuales demostramos el siguiente resultad

Proposicion 2.4.2.Sea fe 77(Q) tal que0 ¢ f(Q). Si h es una raiz m-ésima continua de f en
Q (i.e, h(z™ = f(z), para cada = Q), entonces h es holomorfa y

h(z) = Flzh(z) Fz()Z) :
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Se comenta que ditiene un logaritmo holomorfo e, entoncesf tiene raices de todos los
ordenes, y que el reciproco, que es cierto, serd demostostieriprmente, una vez estudiada la
teoria de Cauchy en el capitulo siguiente.

Concluimos la leccién mostrando cémo se pueden definir ramalfticas para las inversas de
las funciones trigonométricas e hiperbdlicas, [Hil59,50-159] y [NP82, p. 86-91]. Asi, a modo
de ejemplo, vemos que en el abieflo= C\ {z€ R : |z > 1} la férmula

1 .
- Log (z+ ie? Log(lfzz))

es una rama analitica de arceos O

Leccion 2.5 Las funciones holomorfas como aplicaciones.

= Conservacion de angulos orientados.

= Diferenciabilidad y analiticidad frente a la conservaaitenangulos orientados.
= Aplicaciones e isomorfismos conformes.

= Funciones concretas como aplicacior@se?, (z+1/z)/2, cosz

Descripcién. [PL74, p. 85-88 y Chapter 4]. Esta leccién es una pequefadintcion al estudio
de las transformaciones conformes que se lleva a cabo comletélte en la asignatur&nali-
sis Complejocreemos importante dar esta introduccién aqui para fara#ir al alumno con la
idea de como mirar las funciones holomorfas como aplicasiafel plano en si mismas. Pre-
sentamos la nocion de angulo orientado para un par vectoraslas (w;,w2) como el nimero
real Argwy/w;) € (—1,m. A continuacion, introducimos el concepto de funcion queseova
angulos orientados, [Rud88, p. 315]:Q es un abierto d&C y a€ Q, decimos que una funcién
f : Q — C conserva angulos orientados ered si se satisfacen las siguientes condiciones:

(i) Para cada ue C, con|u| = 1, existed, > Otal que D(a,d,) CQYy
f(a+tu)—f(a) #0, siO<t<d,.
(if) Para cada ue C, con|u| = 1, existe

. f(a+tu)—f(a)

oot ulf(attu)—f@)] -

y no depende de u.

Interpretamos geométricamente esta definicién para dédsemla utilizacion del término
conservacion de angulos orientadasiponiendo qué sea diferenciable es si ¢1 y ¢, son dos
caminos derivables con origen anel angulo orientado determinado por sus vectores ungtario
tangentes ea es el mismo que el que determinan los vectores unitarioetaeg erf (a) para los



caminosf o1y f o ¢,. Demostramos que $§i: Q — C es diferenciable eac Q, cond f(a) # 0,
entoncesf conserva angulos orientados @si, y solo si,f es derivable e. En el caso de que
f € &7(Q), f conserva angulos orientados &si, y solo si,f’(a) # 0. Llamamos aplicaciones
conformes a aquellas funciones holomorfasQ — C para las quef’(a) # 0 en todoa € Q.
Un isomorfismo conforme del abier€d, C C sobre el abiert@, C C es una aplicacion biyectiva
f:Q; — Qptalquefy f~1 son conformes. Cuando se demuestre la igualdd@) = .« (Q),
guedara claro que el térmimonformese utiliza como sinénimo dsonservar angulos orientados

Comentamos cémo demostraremos, en la leccion 4.3, y corsmscaxclusivos de variable
compleja, el teorema de la funcién inversafst 7 (Q) es inyectiva, entoncef'(z) # 0 para
todoze Q,V = f(Q) es abierto, y la inversd—! : V — Q es holomorfa. Cuando hayamos
establecido este resultado, quedara claro que toda dplicaclomorfa e inyectiva establece un
isomorfismo conforme del abierto donde esta definida sobiraagen.

Completamos la leccién manipulando funciones concreta&stydiando como transforman
determinados recintos en otros, dénde son biyeccionesmoes$ y se pueden definir ramas de las
inversas, etc. Asi por ejemplo, comentamos que las tranafiones de Mdbius estudiadas en la
leccion 1.3 son conformes, mostrando que las transformesidel tipo

g Z— 0

z—¢ ,
- l1-az

conf € Ry |a| <1, son isomorfismos conformes del disco unidad sobre si migparamos
en la aplicaciore — 72, y prestamos atencion a la duplicacion de angulos en O;aenashos la
aplicacionz — €, determinando los dominios donde es un isomorfismo confgrestudiando
las imagenes de rectas verticales y horizontales; realigam estudio similar para la funcién de
Jukowskiz — (z+1/z)/2, del que sacamos ventaja para estudiar la transformaciércosz,
[PL74, p. 57-61]. En esta parte de la asignatura resulta mmyeniente el uso del ordenador para
ilustrar los estudios teoricos realizados. O

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[AhI78], [Apo76], [Con78], [Car68], [GM78], [Hil59], [NP&] [PL74], [Rem91], [Rud88], [SZ70],
[Ver00].
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TEMARIO

Leccién 3.1 Integracion compleja

Leccién 3.2 Elteoremay la férmula de Cauchy: desarrollos en serie
Leccion 3.3 indice de un ciclo

Leccion 3.4 Version homoldgica de los teoremas de Cauchy

El resultado fundamental, en el que se basa toda la teoriadeh( es el que asegura que
si f € 7(Q), entoncesw(z) = f(z)dz es una forma diferencial cerrada (teorema de Cauchy-
Goursat). En este capitulo presentamos las herramientagedgacion curvilinea para formas
diferenciales complejasdj(z) = f(z)d2), las cuales permiten deducir elegantemente el teorema
de Cauchy-Goursat; de él, la formula de Cauchy para un dic@sta, la igualdad entre holo-
morfia y analiticidad, y el teorema de Liouville; y finalmentle todo lo anterior, la formula y el
teorema de Cauchy en su versién homoldgica general.

Leccion 3.1 Integracién compleja.

= Integral de Riemann de funciones complejas.

= Caminos y caminos de cla€é a trozos ert.

= Formas diferenciales complejas como un par de formas difeles reales. Formas diferen-
ciales complejas cerradas y exactas.

= Integracion de formas sobre caminos. Propiedades. Caracién de formas exactas.

= Equivalencia de formas cerradas y exactas en discos. €aracion de las formas diferen-
ciales cerradas a través de integrales sobre bordes degelcis

Descripcion. [Car68, p. 52-70]. En esta leccién fundamentamos/revisalo® recursos de inte-
gracion curvilinea que utilizaremos para desarrollar éaiéede Cauchy en lecciones posteriores.
Es natural plantearse la disyuntiva de si se quiere intio@db@lumno en la integrafyf de una
funcion compleja, continua sobre la imagen del camino fiegkle y, utilizando la integral de
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Riemann-Stieltjes, como hace el libro de Conway, [Con7&p@dT IV], 0 si queremos utilizar los
recursos de integracion curvilinea explicados en la agignAnalisis Matematico llpara darle
sentido a las integrales de la fornaf (z)dz a través de la integral de dos formas diferenciales
reales sobre el camino Nosotros optamos por la segunda posibilidad, y estudicevisamos la
integralfyw de formas diferenciales complejassobre caminos de cla§? a trozos, insistiendo,
una y otra vez, que la forma por excelencia que se tendra stepnpsente ee)(z) := f(z)dz
paraf € 5 (Q), y teniendo en cuenta que los alumnos conocen/deben cantegracion sobre
caminos de formas diferenciales reales.

Empezamos por revisar las propiedades elementales dedmah{de Riemann) de una fun-
cion f : [ab] — C, como la suma, si existe, de la integral de la parte realinmagltiplicado
por la integral de la parte imaginaria; ponemos de manifiesitilidad de desigualdades del tipo
|[2f(t)dt| < [2|f(t)|dt, la validez del teorema fundamental del calculo integeatela de Ba-
rrow, la regla de sustitucioii® f (¢ (t)) ¢’ (t) dt = f(i?((r? f(t)dt, parag de claseCl, y los teoremas
de convergencia de paso al limite bajo el signo integral fpareiones complejas. A continua-
cion, revisamos las cuestiones relativas a caminos qudiganen el resto del curso. Un camino
en un abiertdQ es una funcion continug: [a,b] — Q; los puntosy(a) y y(b) son, respectiva-
mente, el origen y el extremo dey cuandoy(a) = y(b) se dice que/ es cerrado. Se recuerdan
los conceptos de camino opuesto, yuxtaposicion y equie@ale caminos, asi como la nocion
de longitud de un camino, y que para un camino de diisa trozos,y : [ab] — C, se tiene
la igualdad Longy) = f;’\y’(tﬂ dt. Seguidamente, introducimos el concepto de forma diféaenc
compleja (de grado 1)na forma diferencial compleja (de grado 1) sobre el abi€dta C, es
una aplicacionw : Q — Z&(C), donde£z(C) es el espacio vectorial complejo de las aplica-
cionesR-lineales deC en si mismoUtilizando las base§dx dy} y {dzdz} de & (C), véase la
leccién 2.1, las formas complejas se expresan como

w(z) = w(x+1iy) = P(xy)dx+ Q(xy)dy= R(z)dz+ S(z)dz, z=Xx+1iy. (3.2)

Observamos que una forma diferencial comptejao es més que una pareja de formas diferen-
ciales realesw(xy) = Re(w(xy)) +ilm(w(xy)). Definimos/recordamos los conceptos de forma
diferencial continua, de clas®!, cerrada, exacta, etc. Vemos que la forma diferencial cgjanpl
w es cerrada (respectivamente, exactaf2esi, y solo si, Réw(x,y)) e Im(w(x,y)) son cerradas
(respectivamente, exactas) @n Aislamos un primer resultado (practicamente una obsgmpc
gue sera importante en demostraciones posteriores, congjepaplo, en el teorema de Morera:

Proposicion 3.1.1.Si w(z) = f(z)dz es una forma diferencial exacta €y entonces existe una
funcion holomorfa F Q — C tal que F = f.

El estudio realizado en la leccién 2.4 nos permite demo$iciimente que la forma dife-
rencialdz/z es cerrada ef€ \ {0}, pero no es exacta. A continuacion, introducimos la infegra



curvilinea como una herramienta para encontrar primitiveales o globales de formas diferen-
ciales complejas, y por ende, a la vista de la proposiciéri 3cbmo una herramienta para decidir
cuando funciones holomorfas tienen primitivas holomoldasles o globales. b es una forma
continua e2 dada por las expresiones de (3.1), se define su integral gtodal camino de clase
Clatrozosy =y +iy : [ab] — Q como

[o= [ wtrywa= [ [Pow)ho + o) ko] a

b (3.2)
- [ [R60)Y 0+ S(v©) vD)] .

Cuandof es una funcién continua &b, la integral de la forma diferencial complej#z) = f(z)dz

se expresd, f(z)dz= f;’ f(y(t))y (t)dt. A partir de aqui, revisamos/recordamos las propiedades

de la integralfyw: aditividad, cambios de caminos equivalentes, cambiogidatacion, paso al

limite bajo el signo integral, o qqgfy f(z)dz| < sup{|f(z)| : ze y}Long(y). A continuacién, nos

ocupamos de establecer la equivalencia entre el hecho denguierma continua en un abierto

Q sea exacta, y quﬁyw =0, para cada caminpenQ cerrado y de clage! a trozos; combinando

esta caracterizacion con la proposicion 3.1.1 se demugstrasif € 77(Q)y 0¢ f(Q), entonces

f tiene un logaritmo e® si, y sdlo si, [, f'(z)/f(z)dz= 0, para cada camino cerragiale clase

Cl atrozos erf. Un hecho crucial es observar que si el abierto es un dizeoD(a,r), entonces

w es exacta si, y solo sjyrw = 0 para cada rectanguR C Q de lados paralelos a los ejes. Con

esta informacion demostramos:

Teorema 3.1.2.Si w es una forma diferencial real o compleja definida y continnaia abierto
Q C C, son equivalentes:

() wes cerrada.
(i) [;rw = 0 para cada rectangulo R Q.
(iii) w posee primitiva en cada disco(&r) C Q.

Se llama la atencién al alumno sobre la equivalencia d€ntse(iii), lo que permite pasar de
primitivas paraw sobre disco$(a,ry) con radior,, a priori muy pequefigsa primitivas paraw
sobre cualquier discD(a,r), con tal de qud®(a,r) C Q. O

Leccion 3.2 El teorema y la formula de Cauchy: desarrollos en serie.

s El teorema de Cauchy-Goursat. El teorema de Cauchy-Gauejatado.

= Analiticidad de las integrales dependientes de un paramktiegrales sobre los circulos
Cr(t) =a+re": laigualdad 1= 5= [ 15 dw, parajz—a| <.
» Laférmula integral de Cauchy. La igualdad' (Q) = <7 (Q).
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= Desigualdades de Cauchy. Teorema de Liouville. Teorendafuental del algebra.
= Teorema de Morera. Aplicacion: teorema de Weierstrass.

Descripcion. [Car68, p. 76-90] y [Rud88, p. 231-243]. Esta leccién es larooa vertebral del
curso, y la estructuracion de los resultados que se presesisencial para volver a ser utilizados
en las versiones generales de los teoremas de Cauchy queas®liEn en la leccion 3.4. Empeza-
mos comentando al alumno cémo Cauchy fundamento su teoelhecho de que §i € J7(Q)

y f’ es continua, entonces(z) = f(z) dzes una forma diferencial cerrada. La contribucion funda-
mental de Goursat fue eliminar la hipétesis de continuidathdlerivada. Demostramos, [Rem91,
p. 192-193] y [Car68, p. 76-78]:

Teorema 3.2.1 (Cauchy-Goursat) Si f € 57 (Q) entoncesv(z) = f(z)dz es una forma diferen-
cial cerrada enQ, y f tiene primitiva en cada disco(@,r) C Q.

La demostracion utiliza, de forma no trivial, el hecho de ueompletitud deC se lee del
siguiente modotoda sucesion decreciente de cerrados con diametros tethalia cero tiene in-
terseccion no vaciaLa prueba mimetiza, en mas de una parte, la demostracidsegda del
teorema 3.1.2. Probamos los tres ingredientes que siguarlggar a demostrar la formula de
Cauchy para un disco:

e Teorema de Cauchy-Goursat mejoradoSi g: Q — C es continua en & Q y holomorfa
enQ\ {a}, entoncesv(z) = g(z) dz es una forma diferencial cerrada €n

¢ Analiticidad de integrales dependientes de un parametroSeany: [0,1] — C un camino
de claseC! a trozos K = y([O,l]). Si¢ : K — C es continua, entonces la funcion

_ 1 ew
h(z)_ﬁ/yw——zdw’

definida e = C\ K es analitica y verifica que lim. h(z) = 0. Mas concretamente, para
cada discd(a,r) C Q, se tiene que

00

h(z) = ;an(z—a)”, si |z—al <,

donde . b
: w
=— [ ——=dw.
&= on /y(w— a)n+l w
e Integrales sobre circulosC; (t) = a+ re: Para caddz— a| < r se tiene la igualdad

1 1



Con los tres ingredientes anteriores se demuestra ya lafémhe Cauchy para un disco. Llama-
mos la atencién al estudiante sobre como la igualdad (Z@blecida para la funcién constante
1, es clave para demostrar que la misma iguatadiertapara toda funcion holomorfa:

Teorema 3.2.2 (Formula integral de Cauchy).Si f € 77 (Q) yD(ar) C Q, se tiene que

1 f(w)
f(z) = 27 Jo W—_Zdw, para cada z= D(ar),

donde G(t) = a+re', t € [0,271.

La cascada de consecuencias que se derivan de la férmulaideyGss apabullante, tanto por
la potencia de las mismas como por la elegancia y sencilleztaherlas:
o (Q)=/(Q): Si f e 7#(Q), entoncesf es desarrollable en serie de potencias en cada
discoD(a,R) C Q,

f(z) = ;an(z—a)”, si |z—a] <R (3.4)
n=
y los coeficientes del desarrollo vienen dados por

1 f(w)
= -

dondeC, (t) = a+re', t € [0,2r1, con 0< r < R; el radio de convergencia de la serie (3.4)
es, al menos, diga,C\ Q).

e Desigualdades de CauchySi f € s#(Q) y D(ar) C Q, entonces, para cada> 0, se
verifica que

dondeM(r) = sup{|f(2)| : [z—a <r}.
e Teorema de Liouville: Toda funcién entera y acotada es constante.

e Teorema fundamental del &lgebra:Todo polinomio enC que no es constante tiene, al
menos, una raiz (y por tanto, todas las raices}.en

e Teorema de Morera: Si f : Q — C es continua Y/, f(z)dz= 0 para cada rectangulo
cerradoR C Q, entonced € 77 (Q).

e Teorema de Weierstrass:Si (f,)n €s una sucesion de funciones holomorfas en un abierto
Q, que converge uniformemente sobre compactos hacia uniéfuhcQ — C, entonces
f es holomorfa e y la sucesion de las derivadag,), converge uniformemente sobre
compactos hacia la derivada O
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Leccién 3.3 indice de un ciclo.

= Logaritmo continuo de un camino. Logaritmos de caminos asecl* a trozos.

= indice de un camino cerrado: formula integral para el caldel indices de caminos cerrados
de claseC! a trozos.

= Propiedades del indice. indice y homotopia.

= Aplicaciones. El teorema de Brouwer BA. Condicion necesaria y suficiente para que una
funcion holomorfa admita raices-ésimas holomorfas en un abierto.

= Cadenas y ciclos. indice de un ciclo. Homologia.

Descripcién. [Con78, p. 80-83] y [Rud88, p. 230-231 y 246-247]. En estadteccion aislamos
y estudiamos conceptos que necesitaremos para probasianviomolégica de los teoremas de
Cauchy en la ultima leccion del capitulo. Empezamos por démaroque todo camino continuo
y: 10, — C\ {0} tiene un logaritmo continuo: para ello, empleamos un argiionestandar
con supremos, asi como el hecho de que, en cada disco de EDdac|), c € C, haya definido
un logaritmo continuo de la identidad, véase la leccién Ridel caso particular de que el camino
y: [0, — C\ {0} sea de clas€! a trozos, demostramos que la férmula

g(t):cH—/ot%ds, 0<t<1y aclogy(0), (3.5

proporciona un logaritmo continuo de Utilizando que dos logaritmos de un namero complejo
difieren en un multiplo entero de®, razonamos que gi: [0,1] — C\ {0} es un camino continuo

y cerrado, el cociente
1

57 (9(1) —g(0)) =: Ind(y,0)

es un numero entero que indica el nUmero de vueltas que dalata— y(t) alrededor del origen
cuando el pardmetrorecorre, de forma creciente, el intervapl]. En general, sy: [0,1] — C
y a¢ y([0,1]), definimos el indice dg ena como el indice de/—aen 0. Siy es de clas€’ a
trozos, la formula (3.5) permite derivar la igualdad

1t y(s 1 dz
Ind(y,a)_ﬁ/0 y(s)—ads_ﬁ Z—a

A continuacién, establecemos las siguientes afirmacionegeagultaran esenciales para deducir
las propiedades del indice de caminos:

Proposicion 3.3.1.Siy,y1 : [a,b] — C\ {0} son caminos cerrados continuos, se verifican:

a) Ind(yoY1,0) = Ind(y6,0) + Ind(y4,0).
b) Ind(y1,0) = Ind(y,0) si |y (t) — ya(t)| < [1a(t)

, para todo te [a,b].



La proposicion anterior es clave para demostrar las siteggaropiedades. Recordamos la nocion
de homotopia de caminos.

e Seay: [0, — C un camino cerrado continuo. La funcian— Ind(y,z), definida en el
abiertoV = (C\y([o,l]), permanece constante en cada componente conexaydeale O
en la componente conexa no acotada.
e Sea\o(C) := {y:[0,] — C\ {0} : y continuo yy(0) = y(1) }, dotado de la norma del
supremo. La aplicaciog — Ind(y,0), de/Ao(C) enZ, es localmente constante.
e Siy Yy y1 son dos caminos cerrados, que no pasan por o0} )-homotdpicos, entonces
Ind(y0,0) = Ind(y1,0).
Prestamos especial atencién al indice de circunferenciles rgctangulos respecto a puntos
interiores y exteriores. Utilizamos las propiedades &es del indice para demostrar el teorema
de Brouwer erR?:

Teorema 3.3.2 (Brouwer enR?). SiD es la bola unidad cerrada d€, sea f: D — C una
funcion continua. Se verifican:
(i) Siy(t)=f(e"),te[0,2r,ya¢ y([0,2]) satisface quénd(y,a) # 0, entonces existezD
tal que f(z) = a.
(i) Si f(D) c D, entonces f tiene un punto fijog., existe z D tal que f(z) = z.

También utilizamos el concepto de indice y el estudio radbizsobre existencia de logaritmos
para demostrar la siguiente caracterizacion:

Proposicion 3.3.3.Para f € 52(Q), con0 ¢ f(Q), y me N, son equivalentes:
i) Existe ge 27(Q) tal que " = f.
i) Para cada camino cerradg, de clase ¢ a trozos em, se cumple que
!/
((Z) dze mZ.

5 ]
2 y f Z)
Acabamos la leccion introduciendo los conceptos de cadeitdoy integrales sobre cadenas y
ciclos, e indice de un ciclo respecto a un punto. Analizamsgtopiedades que surgen alrededor
de estas nociones que, en los mas de los casos, son meroksimwsacon relacion a los corres-

pondientes conceptos ya conocidos sobre caminos. Inirndada nocién de ciclo®-homaologos
gue nos deja en las puertas del teorema de Cauchy:

Definicion 3.3.4. Dos ciclosl 1, 2 en el abiertoQ c C se dice que sof2-homélogos si
Ind(l'1,2) =Ind(l2,z), paracada z Q.

Un ciclol enQ se dice que e®-homologo & siInd(I",z) = 0, para cada zZ Q. O
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Leccion 3.4 Versién homolégica de los teoremas de Cauchy.

Versiones homolégicas de la formula y del teorema de Cauchy.

Versién homotdpica del teorema de Cauchy.

Teoria global: caracterizacion de los abiertos en los qteoetma de Cauchy se satisface.
Abiertos simplemente conexos.

Una aplicacion de la formula de Cauchy en version homolégiesarrollos de Laurent.

Descripcion. [Rud88, p. 246-254]. En la leccién anterior nos hemos pneada de cuestiones
localesrelativas a las funciones holomorfas: férmulas que sin@mtrd de un disco, desarrollos
en serie, etc. En esta leccién nos ocupamos de aspgotmEes como los que siguen:

A.- ¢Qué condiciones debe cumplir un camino cerngdie claseC' a trozos en un abiertQ,
para quef, f(z)dz= 0, para todaf € 7°(Q)?

B.- Dados un abiert® enC y un camino cerradg, de claseC! a trozos e, satisfaciendd,
¢,como se modifica la formula integral de Cauchy si se intetpeey en lugar de sobre una
circunferencia?

C.- ¢Paraqué clase de abierfose cumplef, f(z)dz= 0, para todd € 7#°(Q) y todo camino
cerradoy, de claseC! a trozos erQ?

Las versiones homoldgicas de los teoremas de Cauchy ayud@nraspuesta a todas estas
preguntas. Empezamos por establecer, con ayuda del teokei@rera, un lema sobre la ho-
lomorfia de una integral dependiente de un param&eanQ C C abiertoy g: Q x Q — C
continua. Se supone que, para cad&\, la funcion z— g(zw) es holomorfa ef2. Siy es un
camino de clase Ea trozos erQ, entonces, la funcion &) = J,9(zw)dw es holomorfa ef.
Este lema, junto con la analiticidad de las integrales ddipates de un parametro comentada en
la pagina 82, y el teorema de Liouville, nos permite dar resfaua la cuestioB:

Teorema 3.4.1 (Version homolégica de la formula integral d€auchy). Seal” un ciclo de clase
Cl atrozos en el abiert® c C. Sil” esQ-homologo &0, entonces, para cadad .7 (Q) y cada
ze Q\ Imagenl), se tiene que

Ind(r 2)f (2) — % /r Jv(—i")z dw, (3.6)

Equivalentemente, tenemos la respuesta a la cuestion
Teorema 3.4.2 (Version homoldgica del teorema de Cauchy%il 1, I'» son ciclos de clase

a trozos,Q-homologos en un abiert@ C C,y f € 7(Q), se verifica que

f(zydz= | f(2dz
M1 M2

En particular, sil” es un cicloQ-homélogo &0, se tiene qug- f(z)dz=0.



Con un poco de trabajo extra, damos respuesta a la cu€xstion

Teorema 3.4.3.Las siguientes propiedades de un abierto cor@xo C son equivalentes:

(i) Cw\Q es conexo.
(i) Cada ciclo de clase €a trozos em) esQ-homélogo &D.
(iii) Para cada ciclol de clase € a trozos em, cada zc Q\ Imagen(I") y cada fc 7 (Q), se
satisface la formuld3.6).
(iv) Para cada ciclo™ de clase ¢ a trozos e y cada fe 7 (Q), se tiene qud; f(z)dz=0.
(v) Q es holomérficamente conex., para cada fe 77 (Q), existe Fe 77 (Q) con F = f.
(vi) Paracada fe s#(Q) con0 ¢ f(Q), existe g= .77 (Q) tal que & = f.

Recordamos la nocién de abierto simplemente conaxabiertoQ C C se dice simplemente
conexo, si cada camino cerrado €hesQ-homotépico a un camino constantéomo caminos
homotépicos tienen el mismo indice, véase la pagina 3, tadomno enQ que sed2-homotopico
a un camino constante se@homologo a cero. Consecuentemente, el teorema de Cauthy 3.
puede enunciarse con homotopia en vez de homologia paraasaceirrados de cla§# a trozos.
Para un abiert®, la condicion de ser simplemente conexo implica todas laslicmnes equi-
valentes del teorema 3.4.3; comentamos que, como conségzwka teorema de representacion
conforme de Riemann, que serd demostrado en la asignatadtsis Complejplas condiciones
en 3.4.3 caracterizan, de hecho, a los abiertos simplermen&xos.

La leccion termina con el estudio de los desarrollos de Lrute funciones holomorfas defi-
nidas en coronas, [Ahl78, p. 184-186].

Teorema 3.4.4.SiQ = {z:r < |z—a| <R} y f € #(Q), entonces f admite un desarrollo de
Laurent enQ, i.e.,
f@= 3 a(z-a)" sir<fz—a <R (3.7)
N=—o0

cuyos coeficientes vienen dados por las integrales

2 — 1 f(2)

=5 c, 7(z—a)”+1 dz neZ,

donde G(t) = a+ pét, t € [0,2, conr< p <R.

Para establecer el resultado anterior, usamos la formuladehy en su version homoldgica,
junto con el hecho, que probamos previamente, de que un@fuhe 7 ({z:r < |z—a| <R})
admite un desarrollo de la forma (3.7) si, y s6lo f§iz) = f»(2) + fo(2), parar < |z—a] <R,
dondefo € #({z:|z—a| <R}) y fw € ({2 |z— @ > r}), cONn liMy_es foo(z) = 0. O

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[Ahl78], [Car68], [Con78], [Rud88], [Rem91].






Capitulo

Singularidades aisladas y
teorema de los residuos

TEMARIO

Leccion 4.1 Teorema de los residuos
Leccién 4.2 Aplicaciones del teorema de los Residuos |
Leccién 4.3 Aplicaciones del teorema de los Residuos Il

En este capitulo estudiamos el comportamiento de funcibres?”’(Q\ M), dondeM C Q es

un conjunto discreto e (no se excluye la posibilidall = 0): en este caso, cadac M se dice
gue es unaingularidad aisladade f.

Clasificamos las singularidades aisladas de funcionesnuofas en tres tipos: evitables, polos

y esenciales. Demostramos el teorema de los residuos y, comsecuencia, probamos el Princi-
pio del Argumento y el teorema de Rouché. Se dan numerosaaaphes de estos resultados:
tedricas (teorema de la aplicacion abierta y funcion irajeyspracticas (calculo de integrales y
sumacion de series por el método de los residuos).

Leccion 4.1 Teorema de los residuos.

Singularidades aisladas. Definicion de residuo. Teorentasdesiduos.

Célculo de algunos residuos. Una primera aplicacién detitea de los residuos: célculo de
integrales del tipchZ"R(cosx, serx) dx

Clasificacion de las singularidades aisladas. Teorema sler&a\Weierstrass. Clasificacion
de singularidades a través de desarrollos de Laurent.

Singularidades en el infinito. Residuo en el infinito.

Funciones meromorfas.

Descripcion. [Con78, p. 103-112]. Si € 77 (Q), a¢ Qy D*(ar) C Q para algurr > 0, se dice
quea es una singularidad aislada @ieDefinimos el residuo dé ena, denotado por R¢$,a),

. a -
como el tnicaa € C que hace qué(z) — — tenga primitiva en cad®*(a,p) C Q. O lo que es
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[o mismo,
1
Regf,a) = — f(z)d
esta) =5 [ f(2)dz

para cada & p < r, dondeC,(6) = a+ pe?, 6 € [0,2r]. El residuo se puede calcular acudiendo
al desarrollo de Laurent de la funcidralrededor de la singularidad: si

[o0]

f(z) = Z an(z—a)", O<|z—a<r,

N=—o0

entonces Rég,a) = a_;. Como aplicacion del teorema de Cauchy en su version hoisalog
véase la leccion 3.4, demostramos el teorema de los residuos

Teorema 4.1.1 (Teorema de los residuoseanQ c C abierto, MC Q tal que MNQ =0,y
f € #(Q\M). SiT es un ciclo er\ M de clase ¢ a trozos yQ-homélogo &0, se tiene que

%/rf(z)dz: %Ind(F,a)Res{f,a),

donde la suma es de soporte finito.

Desde un punto de vista practico, damos una primera ilitrate cémo calcular algunos
tipos de integrales utilizando el teorema de los residu@arg8, p. 113]si g(t) = R(cost, sert)
es una funcién continua €0,2r1, donde Rzw) es una funcién racional, entonces

/0 2ng(t) dt=

Es por tanto de interés el calculo efectivo de residuos, eicpkar, para las singularidades de
fracciones racionales. Obsérvese quef si.#’(D*(ar)) tiene un desarrollo de Laurent de la
forma

Regf,a), donde {2z :R<%<z+ })%(z— }>> E (4.1)

=1 4 z 1z

__&m 31 At
f(z)_(z_a)m+ +o—tataz-a+-, conam#o, (4.2)
entonces
1 m-1
Regf,a) = lim (z—a)"f(2).

(m—1)! z~adzZ™1

Esta formula cubre el calculo de los residuos para fracsioaeionales, dado que cualquier co-
ciente f /g, con f,g € 7(C), tiene, alrededor de los ceros del denominador, un dekadel
Laurent de la forma (4.2).

A la vista de los resultados previos, es natural plantearskasificacion de las singularidades
de funciones holomorfas. Sie /7 (Q) y a ¢ Q es una singularidad aislada dedecimos que
a es: (i) una singularidad evitable, si existe el limite dimf(z) = b € C; (ii) un polo, si existe
el limite lim,_, f(z) = oo; (iii) una singularidad esencial, cuando no existe el Enfiin,_, f(2)



enC.. A continuacion, caracterizamos los distintos tipos dgudaridades: (ip es singularidad
evitable para f si, y solo si, f esta acotada en alguh(dx) C Q, lo que ocurre si, y sélo si,

f admite una extension holomorfa al abierfiy, = QU {a}; (ii) a es polo de f si, y sdlo si,
existe me N tal que existdim,_,(z—a)"f(z) € C\ {0} (en este caso, m es Unico, y se llama
multiplicidad del polo a)(iii) a es singularidad esencial de f si, y s6lo s(Df‘(a,s)) es denso
enC, para cada D(a,e) C Q. La ultima caracterizacion recibe el nombre de teorema der@ks
Weierstrass. Es un buen ejercicio para los alumnos obtangigliiente mejora del teorema de
Casorati-Weierstrass, que aparece planteado como tal @v@C Exercice 10, p. 111]: dados
ce Cy ¢ > 0 arbitrarios, para cada> 0 existe un numera, con|c— a| < €, tal que la ecuacién
f(z) = a tiene infinitas soluciones distintas &xi(a,d). Llegados aqui, comentamos el teorema
grande de Picard: si una funcién holomoffdiene ena una singularidad esencial, entondes
toma, en cada entorno detodos los valores complejos, con una posible excepcionayantidad
infinita de veces. Los desarrollos de Laurent se utilizaa paterminar el tipo de singularidad:
sean fe 7(Q), a¢ Q singularidad aislada de f §¥__, an(z—a)" el desarrollo de Laurent de
fenD'(ar) Cc Q. SiM={ne Z: a, # 0}, entonces se verifican: (a) a es singularidad evitable
si, y solo si,infM > 0; (b) a es polo (de multiplicidad m) si, y sélo #ifM = —m < 0O; (c) a es
singularidad esencial si, y s6lo $hf M = —oo,

A continuacion, introducimos y comentamos las nocionegigmeente estudiadas para el pun-
to del infinito. Sif € #(Q)y {ze C: |7 >r} C Q, se dice quee es una singularidad aislada de
f, [Mar65, p. 52-54]. Ademas, se dice quess singularidad evitable, polo, o singularidad esencial
de f si 0 es, respectivamente, singularidad evitable, polongusaridad esencial d&(1/z). Sic
es polo def, se define su multiplicidad como la del polo que tidri¢/z) en 0. Caracterizamos,
en funcion de los desarrollos de Laurent, los tres tiposrapuaridades en el infinito, razonando,
por ejemplo, que una funcién entera tiene un polo en el iofigiity sélo si,f es un polinomio.
La definicion de residuo en e contrasta con las definiciones previaseosgs una singularidad
aislada def, se define Réd ,») := Regg,0), dondeg(z) = —f(1/2) /2. Hacemos notar que, con
el punto del infinito, puede ocurrir quetenga una singularidad evitable ergpero que, sin em-
bargo, Reéf,») £ 0. Comentamos que la definicién que se da de residuo en etanfirétende
la igualdad que sigue, la cual, a efectos practicos, puenidtaie de utilidadsi f es una funciéon
holomorfa erQ := C\ S, donde S es finito, se verifica que

XSRes{f,a) +Regf,0) =0.

Acabamos la leccion estudiando el concepto de funcion manfagrel cual introducimos como
sigue. Una funciorf : Q — C., definida en un abiert@ c C, se dice que es meromorfa, si es
continua y satisface las condiciones: (a) el conjud(tb) = {z€ Q: f(z) = «} es discreto e®
(i.e, QNP(f) = 0); (b) la restriccion de al abiertoQq := Q\ P(f) es holomorfa. Se desprende
de forma inmediata de la definicion, que los punto$?@&) son polos de la funcion holomorfa
flo,- Si f, g son funciones holomorfas en un abierto con@xa C, dondeg no es idénticamente
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nula, el cocientd /g define enQ una funcion meromorfa (usando el convenio habity@l= c si
c# 0). Sidesignamos pov7Z (Q) el conjunto de las funciones meromorfas®rsumas, productos
y cocientes (con denominador no idénticamente nulo) deeslers de# (Q) estan de nuevo en
A (Q). Como se vera en el cursénalisis Complejp paraQ conexo,.# (Q) es el cuerpo de
fracciones de’(Q). Caracterizamos las funciones meromorfas como las fuesioerivables
con valores erC,. Seaf : Q — C., dondeQ C C es abierto: sac Qy f(a) = «, se dice que
f es derivable ea cuando existe > 0 tal que(1/f)(D(ar)) C Cy (1/f)|p(ar) €S derivable ea
en sentido ordinario. Con esta definicionsC C es un abierto conexo, entonces .7 (Q) si,
y solo si, f es derivable en cadec Q. O

Leccion 4.2 Aplicaciones del teorema de los Residuos I.

= Integrales impropias: repaso. Calculo de integrales.
= Sumacion de series. Series de Mittag-Leffler.

Descripcién. [Ahl78, p. 154-162], [Car68, p. 113-125] y [Rem91, p. 39%BUEmMpezamos la
leccion recordando la nocién de integral impropia, que se leatensiva a funciones con valores
complejos: hablamos de funciones localmente integratbeslicion de Cauchy para convergencia
de una integral impropia, convergencia absoluta, cridgicomparacion, integrales en valor prin-
cipal, etc. La idea a partir de aqui es reducir el calculo derdenadas integrales al calculo de una
suma finita de residuos para una funcién meromorfa adecdadarma similar a como ya hemos
ilustrado en la leccion anterior, véase la formula (4.1@sBntamos distintos tipos de integrales
que responden a un método o procedimiento que se puedeastandCar68, p. 113-135]:

Tipo I: SearP, Q polinomios con grad®) — gradgP) > 2. Sif = P/Q no tiene polos en el eje
real, la siguiente integral impropia es absolutamente exgi@nte y

/ f(x)dx= 2 z Reqf,a).

- Ima>0

Tipo IIl:  SearP, Q polinomios con gradd®@) — graddP) > 1. Sif = P/Q no tiene polos en el eje
real, la siguiente integral impropia converge y su valor es

/ foedx=2m Y Reqf(z)€”a).

- Ima>0

Tipo lll:  SeanP, Q polinomios tales que gradQ) — graddP) > 1. Se supone qué= P/Q no
tiene polos en el eje real, excepto en el origen, donde peeée tin polo simple. Entonces,
para todce > 0, las integrales

/Sf(x)eixdx y /;f(x)eixdx

—00



son convergentes, y su suma converge, cuando0, hacia

lim foedx=2m 3y Reqf(z)€”a)+ miReq f(2)€",0).
£-0J|x>¢ Ima>0
Tipo IV:  SeanP, Q polinomios tales que gradQ) — graddP) > 2. Se supone qué= P/Q no
tiene polos en el eje real positivo, aunque puede tener unspaple en el origen. Entonces,
siO< a < 1, la siguiente integral converge y su valor es

% 4
f()Xdx= ——— Req f(Z)Z%1a).
/0 ( ) 1-— et Im§>0 S( ( ) )
Comentamos gue los resultados anteriores siguen sientlosai@ando se sustituyen las frac-
ciones racionale$ = P/Q por funciones meromorfas con una cantidad finita de poldS,ejue
se comportan en e como las sustituidaB/Q: por ejemplo, para integrales del Tipo | requerimos
que exista lim_.., Z2f(z) € C. Son multiples las aplicaciones concretas para ilustsarétodos
anteriores. Evaluamos numerosas integrales, entre ellas,
- * serx
— la de Dirichlet, recordemoi,/ ~ dx,
0

- lade Gauss/ e T*H8)dx = 1, para cadd € R (conducente a que la transformada de

—00

. ., 2 .
Fourier de la funciore™ ™ es ella misma),

olade Poisson/cc cosht t= n
0o t24+a2 2aed’

Comentamos que esta Ultima integral fue utilizada por Boiggra poner de manifiesto que al-
gunos cambios “imaginarios” que Laplace y Euler habiarizaéd para el célculo de integrales
reales no estaban justificados. Poisson mostr6 que si se galeular(”, f(x)dx, paraf(x) una
funcion real de variable real, y se hace el cambio fomnalt + ik, conk = 0,1,2,..., se pueden
obtener valores distintos:

1§ .
- comx 5 (e ) sik> b,
b2 +x2 dx= m
- Be*aIO sio<k<b.

Acabamos esta leccion, eminentemente practica, utilzahdeorema de los residuos para
obtener sumas de series, véase [Hil59, p. 258-264]. Plaoteda siguiente situacion general:
llamamosfuncién sumadora una funcion meromorfa € .#(C), con polosP(a) = Z, todos
simples, que permanece acotadauﬂ,@N{z: |7 = Rn}, dondeR, es una sucesion que verifi-
can < R, < n+1, para todon € N. Los ejemplos por antonomasia de funciones sumadoras,
o(z) = meotmnzy P(z) = i/ senmz, cumplen las condiciones anteriores &= n+1/2, siendo
Rega,k) = 1y RegB k) = (—1), para todd € Z. Para funciones sumadoras demostramos el
siguiente resultado.
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Proposicion 4.2.1.Seana € .#(C) una funcion sumadora g = Rega k), ke Z. SiPy Q son
polinomios y f=P/Q no tiene polos efi, cada una de las condiciones

a) grado Q) —grada(P) > 2,
b) grada Q) —grado(P) > 1y la funciona es impar,

implica que
lim ; axf(k)=— Z Redaf,a).
" K=n ach(f)
Si se cumple a) y la sucesia@ny es acotada, entonces la seffg__, axf(k) es absolutamente
convergente.

Aplicando la proposicién anterior a varios casos parti@gaobtenemos las clasicas férmulas

v d 1
sefma nzzw (a+ n)2’

1
TICotTma = V.p. :—+ :
n_z_oo z a2
- (—1)‘”' 1 - (—1)”
senrma n:z_m a—n a nZlaz—n2

Comentamos que estas sumas son los desarrollos de Mittihgy-lde las funciones meromor-
fas consideradas, los cuales seran estudiados con mde @ati asignaturanalisis Complejp
también seran utilizados para obtener la factorizacionredygtos infinitos de diversas funcio-
nes enteras, como sam Como aplicacion de las férmulas anteriores, obtenemasatgsumas
llamativas, por ejemploy ;1/n? = 1?/6 6 S5 y1/(2n+ 1) = /8. Concluimos la leccién
utilizando de nuevo los métodos anteriores para estudiasddes del tipd ., 1/k?™, donde
m=2,3,..., obteniendo el valor de sus sumas en funcion de los numemsrdeulli para llegar
a las igualdades, [Mar65, p. 59-66]:

>

1n4 21
== el

ni1
k6 945 Z_B

= 5455 O

Leccion 4.3 Aplicaciones del teorema de los Residuos Il

Principio del Argumento: interpretacion.

Teorema de Rouché. Aplicaciones.

Criterios para la determinacién de logaritmos y raices deifunes holomorfas.

Teorema de la aplicacion abierta y funcién inversa. Cariaei@on de las funciones enteras
inyectivas.



Descripcion. [Ahl78, p. 152-154] y [Con78, p. 123-126]. Empezamos por ogtnar el principio
del argumento.

Teorema 4.3.1 (Principio del argumento).Sea fe .#(Q) no idénticamente nula en un abierto
conexoQ C C, y M= P(f)u Z(f). SiT es un ciclo de clase €a trozos enQ \ M, que es
Q-homélogo &, se verifica que
1 [ f(2
2m Jr f(2)

dz= Z Ind(T,a)m(f,a) — Z Ind(I",a)m(f,a),

acZ(f) acP(f)
donde las sumas involucradas son de soporte finito(, fyames la multiplicidad de a como cero o
polo de f.

La integral que aparece en el principio del argumento segusdrpretar como el indice
respecto al origen del ciclo imagéri = f oI'. Comentamos que el principio del argumento pro-
porciona un método muy eficaz para el calculo de las integma®lucradas en la caracterizacion
de la existencia de logaritmos dada en la pagina 81, asi cortoproposicion 3.3.3, la cual nos
ofrece una caracterizacion de la existencia de rafeésimas holomorfas de funciones holomor-
fas. Como aplicacién practica, ensefiamos un procedimpar determinar abiertos maximales
donde se pueden encontrar logaritmos y rame&simas de fracciones racionalR&Q.

Como consecuencia del principio del argumento obteneme®rima de Rouché.

Teorema 4.3.2 (Rouché)Sean fg € .#(Q) funciones meromorfas no idénticamente nulas en un
abierto conexd C C, y sea M= Z°(f)U Z(g9) UP(f) UP(g). Se supone quk es un ciclo de
clase C atrozos e \ M que esQ-homélogo &. Si

|f(2+9(2)| < |f(2)|+|9()|, paratodo z Imager(l),
entonces

Ind(",a)m(f,a)— % Ind(Mam(f.a)= % Ind(Mam(ga)— % Ind(.a)m(g.a),
acZ (f) acP(f) acZ(g) acP(g)

donde, en cada sumatorio, sélo interviene una cantidadafoiét sumandos no nulos.

llustramos el teorema de Rouché con numerosos ejemploscycas, conducentes a la de-
terminacién de ceros de funciones holomorfas en determégtintos. Vemos cémo el teorema
fundamental del algebra puede obtenerse otra vez, ahom@mmsecuencia del teorema de Rou-
ché. Un ejercicio bonito para realizar con el ordenador legjai, para un polinomio dadp, los
conjuntosA, := {ze€ C: |p(2)| < €}; es interesante que el alumno llegue a comprender por qué,
si elegimose; > & > ..., la sucesion de conjuntds, D Ag, D ... va aproximandose a las raices,
y sustamafnosdependen de las multiplicidades de las mismas.

Como aplicacion del principio del argumento, obtenemosaiema de la aplicacion abierta,
[AhI78, p. 130-134] y [Con78, p. 98-100].
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Teorema 4.3.3 (Teorema de la aplicacion abierta)SiQ C C es un abierto conexo yd 77 (Q)
no es constante, entonces f es abierta. Mas concretamante,cpda ac Q, sib= f(a) y m
es la multiplicidad de a como cero d€zj — b, existe un entorno abierto de a,d Q, tal que
W = f(Ua) es un entorno abierto de b que verifica: para cada VW, \ {b}, la funcion z— f(z) —w
posee m ceros distintos en,ly todos son simples.

Comentamos que el teorema anterior también puede obtempestir del teorema de la fun-
cién inversa para aplicaciones de abiertosRdeen R?, que se explica en el curso dealisis
Matemaético Il(véase [Apo76, Teorema 13.6]), junto con el hecho de qdeesj%”(D(a,p)) es
no constante, entonces existerc0 < p, ¢ € %(D(a,r)) con¢’(a) #0, yme N, tales que
f(z) = f(a)+ ((p(z))m, para cadan € N. Esta observacion podria pasarse por alto puesto que,
para funciones holomorfas, el teorema de la funcion inveessigue también del teorema 4.3.3.
Como aplicacion del teorema de la aplicacion abierta, deamoss que sf € 7 (Q) es inyec-
tiva, entoncesf’(a) # 0 para cada € Q, G = f(Q) es abierto, y la inversd 1 : G — Q es
holomorfa {.e., f es un isomorfismo conforme entey su imagen). Combinando el teorema de
la aplicacion abierta y el estudio que hemos realizado eecleidn 4.1 sobre singularidades en
el infinito, probamos que las Unicas funciones enteras fiwgscson los polinomios de la forma
az+b, cona# 0. También demostramos:

Teorema 4.3.4 (Teorema de la funcién inversa)Si Q C C es abierto, fe J#7(Q), ac Qy
f’(a) # 0, entonces existe un entorno abierto de gAJQ, tal que fly, es inyectiva, V= f(U,)
es abierto, y la transformacion inversapg(f|ua)f1 :V — U, es holomorfa.

Terminamos en la linea de [Con78, p. 124-125], estableciemd férmula integral para la
funcion inversa: sif € 7#(Q) y ac Q con f’(a) # 0, entonces existB(a,r) C Q tal quef|p)
es inyectiva, y su funcién invergg f (D(ar)) — D(a,r) viene dada por la integral

1 zf'(2)
T 2m Jo f(z)—w

g(w)

dondeC, (t) = a+re, t € [0,21. O

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[AhI78], [Apo76], [Con78], [Car68], [Hil59], [Mar65], [Ren91].
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Analisis Complejo

Caodigo: 1A7

Descripcion BOE: Variable compleja

Créditos: 6 (4T + 2P)

Contenidos: 3 capitulos

Las asignaturasntroduccion a la Variable Complejg Variable Complejaestan pensadas
como una unidad, dividida a posteriori para hacer que segouegplicar y evaluar como dos
asignaturas distintas, correspondientes a cursos deilitera distintos. Dicho esto, es innegable
que la divisién que proponemos podria ser otra, y que algomuenidos de la segunda parte se
podrian pasar a la primera y viceversa. No obstante, estdtivque se propone es la que corres-
ponde a los cursos que se estan explicando en realidad enviersitiad de Murcia, y la practica
demuestra que, en lineas generales, estan bien organizadasseguidos con aprovechamiento
por un buen porcentaje del alumnado.

Mientras la asignaturbntroduccion a la Variable Complejgira en torno a la palabfancion
la segundayariable Complejagira en torno a la palabitaansformacion claro esté, con excep-
ciones. Por ejemplo, nos parecié descabellado habldedeadasen Introduccion a la Variable
Compleja y no dar la interpretacién de la derivada en términos geenétsobre conservacion,
duplicacién, etc. de angulos. Ahora, la segunda asignatmgieza revisando lo que ya se dijo
en la primera. Por contra, a pesar de que el teorema de Idsi@egpermite obtenesumasie las
gue identificamos como desarrollos de Mittag-Leffler de ifmmes clasicas, no nos parecid opor-
tuno estudiar emntroduccién a la Variable Complejal teorema de Mittag-Leffler: por un lado,
no es realista en términos de créditos de la primera asignatyor otro lado, es mas coherente
abordar estos desarrollos en un contexto en el que el alunouzetra y estudia las nociones de
convergencia de sucesiones y series en los espacios derfaadénvolucrados.

Como en otras asignaturas, los ejemplos, ejercicios,csiinas concretas y estudio de fun-
ciones clasicas, seran los puntos de partida para elaloteoria que presentamos. Establecida
la teoria general, y creado el ambiente, habitual en loosude variable compleja, dmsimis-
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mamientoque produce la belleza de los resultados generales, volesreina y otra vez a los
ejercicios y ejemplos para delimitar aspectos delicadda t#oria expuesta.

Objetivo de la asignatura

Proseguir con el estudio de las funciones de variable cganjplieiado en la asignaturatro-
duccion al Andlisis Complejaompletandolo con conceptos y resultados clasicos queerarn
a los siguientes temas:

» Sucesiones de funciones holomorfas y familias normales.

» Propiedades geométricas de las funciones analiticas camgigrmaciones del plano com-

plejo, y problemas de representacion conforme.

Propiedades de las funciones armonicas y solucion delgrabte Dirichlet en el plano.

» Procedimientos especiales para representar funcionesitjlizacion en el estudio de fun-

ciones clasicas, como la funcibnde Euler y la funciéor{ de Riemann.

Propiedades de aproximacion de funciones holomorfas pocifines racionales.

» El alumno debera conocer y comprender las demostracionkes desultados centrales de
la teoria, y adquirir destreza en su aplicacion a situasiacogcretas y en la resolucion de
problemas clasicos.

v

v

Contenido

Hemos estructurado la asignatura en los tres grandes loagijtue siguen:

1 Las funciones derivables como transformaciones 103
2 Funciones armoénicas 113
3 Funciones holomorfas dadas por series y productos 121

En el primer capitulo estudiamos las funciones holomonfaspectivamente, meromorfas)
como transformaciones del plano en si mismo (respectiviande la esfera de Riemann en si
misma). Revisamos el concepto de aplicacién conforme ylieshos aplicaciones conformes ele-
mentales, haciendo énfasis en la transformacién de unosidsnconcretos en otros. Estudiamos
la topologia compacta abierta e£1(Q), y demostramos los teoremas de Montel, Vitali y Hurwitz,
que seran utilizados como herramientas en la prueba delhteode representacién conforme de
Riemann. Una vez establecido el teorema de Riemann, demmasirdiversas caracterizaciones
analiticas de los abiertos simplemente conexos. Estabtecel teorema del Moédulo Maximo
(planteado en un marco general que se re-utilizara al estudiciones armédnicas), y el lema de
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Schwarz, que se utiliza, ademas de para demostrar el tedeeRi@mann, para calcular los grupos
de automorfismos del disco unidad, semiplanos, etc.

El segundo capitulo esta dedicado al estudio de funciomedraécas reales y al problema de
Dirichlet para regiones del plano. Estudiamos el conceptfudcion arménica conjugada. Utili-
zamos la caracterizacion establecida en el capitulo anteilos abiertos simplemente conexos
para demostrar que, el hecho de que cada funcion armoéniga tea funcion armoénica conjuga-
da, caracteriza los abiertos simplemente conexos. De aifige que las funciones armonicas
son, localmente, la parte real de funciones holomorfasr gpde, tienen la propiedad de la media
y satisfacen el Principio del Méximo. Con estas herramgestudiamos el problema de Dirichlet
para el disco unidad, que es resuelto utilizando el nicldRoieson. En la Ultima parte del capitu-
lo, estudiamos el problema de Dirichlet para abiertos masrgées a través dé) extension a la
frontera de isomorfismos conformes de abiertos simplenemexos sobre el disco unidah)
familias de Perron de funciones subarmonicas. Para magteael disco perforadd*(0,1) no es
un dominio de Dirichlet, estudiamos la naturaleza de laguamidades de funciones armonicas.

En el tercer capitulo, de caracter eminentemente pragstaodiamos series de funciones me-
romorfas y productos infinitos de funciones holomorfas, anando los teoremas de Mittag-
Leffler y Weierstrass en el plano. Obtenemos la descomp@os@i fracciones simples y la facto-
rizacion en factores elementales de las funciones clagieatidiamos la funciondsde Euler y
{ de Riemann. Establecemos el teorema de Runge, el cual no#geeemostrar el teorema de
Mittag-Leffler para abiertos arbitrarios. Probamos la fdlande Jensen, que nos da wesiima-
cién de la distribucion de los ceros de una funcion holomorfaatzen el disco unidad, lo que
utilizamaos, junto con los productos de Blaschke, para de&arosl teorema de Mintz-Szasz.

Objetivos concretos

Estudiar las propiedades de las funciones analiticas que tienemctesi@& en los problemas
de representacion conforme: teoremas de la aplicaciomtabde la funcién inversa, del
mddulo maximo y, en especial, el lema de Schwarz.

Resolvemproblemas concretos de transformaciones conformes:le&@edormulas para la trans-
formacién inversa y obtencion de isomorfismos conformeeitiertos concretos.

Utilizar algun programa informatico para visualizar transformaesoconformes.

Estudiarlas propiedades basicas de la topologia natural en el espadas funciones holomor-
fas, y conocer criterios sencillos para establecer queamdi de funciones holomorfas es
normal.

Conocercon detalle las ideas implicitas en la demostracion dettearde Riemann y las aplica-
ciones de este teorema a la topologia del plano (caraatinizee los abiertos simplemente
conexos).
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Aplicar los resultados sobre funciones analiticas y representamigforme al estudio de las
funciones armoénicas de dos variables y a la solucién delgmabde Dirichlet en abiertos
sencillos.

Conocercémo se aproximan funciones holomorfas generales pordnasiholomorfas que son
fracciones racionales con polos prefijados.

Conocerlas técnicas de representacion de funciones concretasmegiroductos infinitos, de-
sarrollos de Mittag-Leffler e integrales dependientes dparametro, con el fin de profun-
dizar en el estudio de las funciones especiales cladicds Euler y{ de Riemann).

Prerrequisitos

La asignatura tratard de hacerse de la forma méas autoadetpasible. Partimos de que el
alumno ha cursado las asignaturdspologia(Troncal, primer ciclo, 6 créditospnalisis Ma-
tematico | y Il (Troncales, primer ciclo, 18 y 15 créditos)irtroduccion al Analisis Complejo
(Obligatoria, primer ciclo, 7,5 créditos).

Bibliografia seleccionada

I L. V. Ahlfors, Complex analysisthird ed., McGraw-Hill Book Co., New York, 1978, An
introduction to the theory of analytic functions of one cdexpvariable, International Series
in Pure and Applied Mathematics. MR 80c:30001.

I J. B. ConwayFunctions of one complex variableecond ed., Graduate Texts in Mathema-
tics, vol. 11, Springer-Verlag, New York, 1978. MR 80c¢:3600

I A. . Markushevich,Theory of functions of a complex variable. Vol. Revised English
edition translated and edited by Richard A. Silverman, #erHall Inc., Englewood Cliffs,
N.J., 1965. MR 31 #5965.

I W. Rudin,Analisis real y complejotercera ed., McGraw-Hill, 1988.



Capitulo

Las funciones derivables como
transformaciones

TEMARIO

Leccion 1.1 Transformaciones conformes en la esfera de Riemann
Leccion 1.2 Teorema del Médulo Maximo

Leccion 1.3 Familias normales

Leccion 1.4 El Teorema de Riemann

En este capitulo se estudian las funciones holomorfasggégamente, meromorfas) como

aplicaciones del plano en si mismo (respectivamente, deféaaede Riemann en si misma). Re-
visamos el concepto de aplicacion conforme y estudiamasaamnes conformes elementales,
insistiendo en la transformacién de dominios concretosters.oLos aspectos mas tedricos del
capitulo son los relacionados con el estudio de la topologigacta abierta es’(Q) (teoremas

de Montel, Vitali y Hurwitz), que resulta esencial para landstracion que se presenta del teorema
de Riemann en la ultima leccién del capitulo. Otras herratagque se estudian son el teorema
del Médulo Maximo (planteado en un marco general que se laeutilizar al estudiar funcio-
nes armaonicas), y el lema de Schwarz, que es esencial pagtetanéhacion de ciertos grupos de
automorfismos y para culminar la demostracion del teorenRiet@ann.

Leccion 1.1 Transformaciones conformes en la esfera de Riem ann.

Transformaciones conformes.

Comportamiento local de funciones holomorfas.

La esfera de Riemann. Transformaciones conformes en leaedéeRiemann: comporta-
miento local de funciones meromorfas.

Transformaciones de Mdobius.

La transformacion de Jukowski y cos.

Transformacion de unos dominios en otros.

Complementos: funciones antiholomorfas.
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Descripcion. Esta leccion tiene por objetivo revisar y ampliar los comientos sobre funciones
holomorfas, como aplicaciones del plano en si mismo, quieielreo ha cursado en la asignatura
Introduccion al Analisis Complejoséanse las lecciones 1.3, 2.5 y 4.3. Recordamos el concepto
de transformacién conforme, [Rud88, p. 315-316], y losdamms de la aplicaciéon abierta y la
funcion inversa para funciones holomorfas. Repasamosci@mae isomorfismo conforme entre
abiertos, y mostramos que, gracias al teorema de la a@itabierta, [Con78, p. 97-99] y [AhI78,

p. 130-133], se tiene:

Proposicion 1.1.1.SeanQ C C abierto y fe (Q) inyectiva. Entonces,’fa) # 0 para cada
acQ, G= f(Q) es abierto y la funcién inversaf : G — Q es holomorfa. Consecuentemente,
(f~1)'(b) # 0 para cada b G, y asi, f es un isomorfismo conformeQ@sobre Q).

A continuacién, [Con78, p. 8-11], recordamos el modelo deokapactificacionC, por un
punto deC ofrecido por la esfera de RiemaBh:= { (x1,%X3) € R3: %2 +x5+x§ = 1}, tal y co-
mo se presentd en la leccion 1.2 de la asigndntraduccién al Andlisis ComplejdRecordamos
cdmo se construye geométricamente la proyeccion estéfezzgly cuales son las expresiones
analiticas que la definen. Comentamos que la nocién de s@weg@m de angulos orientados se
puede extender a aplicaciones entre espacios euclideoganids de dimension 2, después de
identificarlos de forma candnica cédh Comentamos cémo es posible extender la nocién de con-
servacion de angulos orientados para aplicaciones defipitabiertos de la esfera de Riemann.
SeaF :U — £, cuyo dominidJ es un abierto de la esfera de Riem&inDado un punte € <,
seaE, el espacio vectorial tangenteSaen p, dotado de la estructura euclidea inducidalpgren
el que se considera inmerso, y orientado mediante el veotaral entrante; es decifu,u,} es
base positiva d&p cuando{uy,u,,n} es base positiva para la orientacion canonic®esiendo
n un vector normal entranteS en p. La aplicacionF definida en un abiertd ¢ &, (respectiva-
menteU c C) con valores er$’ (respectivamente, efi) se dice que conserva angulos orientados
enp € U cuando ocurre lo siguiente: gi,) : [0,1] — U son dos curvas derivables que surgen
de p con vectores tangentes no nulas= y;(0), vo = y4(0), entonces sus imagenes son caminos
derivables, con origen eqp= F(p), cuyos vectores tangentes

w1 = (Foy)'(0), wo=(Foy)(0)

son no nulos, y de forma que el angulo orientado determinadelgpar(w,w-) coincide con el
angulo orientado del pdw1,v2). Se demuestra que la proyeccion estereogréafica consentang
orientados segun esta definicion.

Nos ocupamos, a continuacion, de la generalizacién debptade derivada para una funcion
f: Q — C definida en un abiert® c C., tal y como ya hicimos en parte en la leccion 4.1 de
la asignaturdntroduccion al Analisis ComplejdCon las definiciones pertinentes, comprobamos
que las funciones derivables, con derivada distinta de c®tocen en la esfera de Riemann trans-
formaciones que conservan angulos orientados. Se puetlmdex los conceptos de funciones
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holomorfa y meromorfa definidas en abier@sC C., conw € Q: se dice quef : Q — C es
holomorfa cuando es derivable en cadaQ. Esto equivale a que su restricciofg = Q \ {«}
sea holomorfa en el sentido usual, con una singularidadi@gieno. Mas en general, una funcién
f: Q — Co que toma algun valor distinto de en un abierto conex@ C C., es derivable en
todo punto si, y solo si, es meromorfa (esto significa BUE) = {p eQ: f(p) = oo} no tiene
puntos de acumulacion &b y la restriccion def al abiertoQq = Q\ P(f) es holomorfa, con una
singularidad aislada de tipo polo en cgula P(f)).

Las definiciones de transformacion conforme y de isomorfisordorme se extienden, de
forma natural, al caso de aplicacionesQ — C., definidas en un abiert@ C C.. Se dice que
f es conforme cuando es derivable en cadaQ, con f’(a) # 0. Unisomorfismo conformeel
abiertoQ; c C. sobre el abiert®, c C, es una aplicacién biyectivh: Q; — Q. tal quef y
f~1 son conformes. Si : Q; — Q, es una biyeccion meromorfa entre dos abie@@®), C Co,
con inversag = f~1 meromorfa, entonces las derivadas fdg g no se anulan nunca, y por lo
tanto, f es un isomorfismo conforme. Para funciones meromorfas \@dd@¢roremas de aplicacion
abierta y funcion inversa ya conocidos para funciones hoitas.

Teorema1.1.2.SearQ C C,, un abierto conexo y € .#(Q) no constante. Entonces 2 — C,
es abierta. En particular, toda funcion racional: €., — C., es abierta.

Corolario 1.1.3. SiQ c C es abierto y fe .#(Q) es inyectiva, entonces(&) # 0 para cada
acQ,G= f(Q) es abierto, y lainversa g f~1: G — Q es meromorfa (seré holomorfa cuando
o ¢ Q), con d(b) # 0 para todo be G. Por lo tanto, f establece un isomorfismo conforme entre
Qy su imagen.

La teoria de representacion conforme se ocupa de deterglicanjuntol (Q1,Q,) de to-
dos los isomorfismos conformes €g sobreQ,. A estas alturas ya se dispone de herramientas
suficientes para obtener

M(C)=r(C,C)={az+b:0£acChbeC},

az+b
MN(Co) =T (Cw,Cw) = {cz+d

ra,b,cd e C,ad—bc+# 0}.

La determinacion del grupo de automorfismos@enos lleva a estudiar las transformaciones
de Mdbius, cuyas propiedades son recordadas aqui, [Con48-54], [Rud88, p. 317-319] y
[Sch79]. Completamos, a continuacion, parte del estudeyguse realizé en la leccion 2.5 de
la asignaturdntroduccion al Analisis Complejpara determinar dominios del plano complejo en
los que las funciones elementales establecen isomorfisomésrmes sobre su imagen, prestando
especial atencion a cémo transformar cuadrantes en disoas)as no concéntricas en coronas
concéntricas, regiones determinadas por circunfereteiggentes en discos, etc.
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Como complemento, invitamos al alumno a leer la exposicidmesconservacion de angulos
que se presenta en [Rem91, 1.4, p. 15,y 2.1, p. 73], dondesedé una aplicacioR-lineal y
biyectivaT : C — C conserva los angulos si

W| |z (Tw,T2 =|Tw||TZ4(w,2), para cualesquierav,ze C,

donde(-,-) representa el producto escalar®h Si f : Q — C, Q ¢ C abierto, es diferenciable
real, se dice qué conserva angulos si su diferencihf(z) conserva los angulos en todo punto
z del abiertoQ. Se demuestra que una funci@adiferenciable,f, conserva angulos € si, y
sélo si,f o su conjugadei_es holomorfa e y la correspondiente derivada compleja no se anula
nunca. Si ademas queremos que se conserve la orientaeipfa¢obiano def positivo en todos

los puntos), se concluye qdeconserva los angulos y la orientacion si, y soldf @s holomorfa 'y

su derivada es no nula. O

Leccion 1.2 Teorema del Médulo Maximo.

= Teorema del M6édulo Maximo.

= Lema de Schwarz. Caracterizacion de los automorfismos sieb dinidad. Caracterizacion
de los automorfismos del semiplano superior.

= Otras aplicaciones del lema de Schwarz: funciones hol@sa@pie maximizan las derivada.

= Un reciproco del teorema del Médulo Maximo.

Descripcién. [Con78, Chapter VI] y [Rud88, Capitulo 12]. En este capitsgocontinda con el
estudio de las propiedades geométricas y topoldgicas darle®mnes holomorfas, consideradas
como transformaciones del plano complejo. Empezamos pableser el teorema del modulo
maximo para funciones holomorfas, que basamos en el lemaigue; éste sera utilizado de
nuevo al estudiar funciones arménicas en las lecciones2.3.y

Lema 1.2.1. Sea u: Q — R una funcion continua definida en un abierto con€xa_ C, que
satisface la propiedad

21T . -
u(a) < %T/ u(a+re”)dt, para cadaD(ar) C Q. 1.2)
0

Si u alcanza ef2 un maximo absoluto, entonces u es constante.

Gracias a la Férmula de Cauchy en su version elemental patiaeo sif = u+iv e 77(Q),
entonceg f|, uy v satisfacen (1.1). Aplicando el lema 1.2.1 obtenemos lagmanversion del
teorema del modulo maximel cual asegura qua f € .777(Q) es una funcién holomorfa en un
abierto conexd2 C C, y suméduldf| alcanza erf2 un maximo relativo, entonces f es constante

La demostracion del teorema del médulo méximo utiliza ehbete que sjif| es constante en
un disco, entoncef también es constante, lo que se sigue directamente, o0 blas dendiciones
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de Cauchy-Riemann, o bien del teorema de la aplicaciontabf@omentamos que el principio del
maddulo méaximo puede ser demostrado, alternativamentetiag®la igualdad

i/2n|f(a+ren)|2dt: % |an|2r?

21 Jo & ’

dondeD(ar) C Qy f(2) = T pan(z—a)", parajz—a < r, véase [Rud88, Teorema 10.24].
Las demostraciones que se presentan sirven para darse deeqtie sif = u+iv € J#(Q) es
holomorfa en un abierto conex@ c C, y u o v alcanza un maximo relativo €0, entoncesf
es constante. A continuacion, presentamos una segundanveesd teorema del médulo méximo,
véase [Rem91, p. 259-260] (notas historicas).

Teorema 1.2.2 (Teorema del médulo méaximo)Sean Kc C compactoy f K — C una funcién
continua cuya restriccién a su interior es holomorfa. Ertes

max{|f(z)| : ze K} = max{|f(2)| : z€ 9K }.

En el caso de que los dominios de las funciones no sean nieacesate acotados, demostra-
mos el siguiente resultado general, que nos sirve ahoraeparadulo de una funcién holomorfa,
y que nos sera util después para funciones armonicas.

Teorema 1.2.3 (Principio del méaximo, version general)SeaQ C C un abierto conexo y sea
u: Q — R una funcién continua que satisfate 1). Si se cumple

limsupu(z) <c, 1.2)
Z—a
para todo a de la frontera d@ enC., entonces, o bien(a) < ¢ para todo z= Q, o bien z) =c
para todo zc Q.

Mostramos, mediante un ejemplo, que para la validez deémemranterior se necesita que
la acotacion (1.2) se dé en todos los puntos de la frontefa eleC.,, no siendo suficiente que
la misma se satisfaga en los puntos de la fronter&dm C. En conexion con este resultado
comentamos, sin demostracion, el teorema de Phragmesttfn€omo aplicacion del teorema
del médulo maximo demostramos el lema de Schwarz:

Lema 1.2.4 (Schwarz).Sea fe .7 (D(0,1)) tal que f(0) =0y |f(z)| < 1, para todo z D(0,1).
Entonces f(2)| < |2, para cada z D(0,1), y | f'(0)| < 1. Si|f(a)| = |a| para algiin a# 0, 6 si
|f'(0)| = 1, entonces existe € R tal que f(z) = €9z.

Como una consecuencia del lema de Schwarz, calculamosupegyde isomorfismos con-
formes del disco unidaB(0,1) y del semiplano superidd ™ := {z€ C: Imz > 0} en si mismos,
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véase [Rem91, p. 269-272]:

Z_
1-az

r(D(0,1) = {f e #(D(0,1): f(z) =€ ac (D(0,1),a¢ R},

_az+b
- cz+d

F(H*):{feji”(H*): f(2) , abcdeR, ad—bc> 0}.

Como aplicacion del lema de Schwarz demostramos la praposic2.5, que aisla la idea
esencial para la prueba del teorema de representacionrenfle Riemann que se estudia en la
leccion 1.4.

Proposicion 1.2.5.Si f: Q — D(0,1) es un isomorfismo conforme y=af ~1(0), se verifica que
If(a)] = max{ d/(a)| : g€ #(Q),9(Q) € D(0,2), g(a) = o}
- max{ d(a)| :g€ #(Q),9(Q) C D(o,l)}
= max{ g (a)| tg€ #(Q),9(Q) cD(0,1), 9 inyectiva}

Acabamos la leccion comentando, sin demostracion, eleigrireciproco del teorema del
moédulo maximo, [Rud88, Teorema 12.13]:

Teorema 1.2.6.Sea M un espacio vectorial de funciones complejas contianas disco unidad
cerradoD(0,1), y sea |z) = z, para cada = D(0,1). Supongamos que M tiene las siguientes
propiedades:
(i) 1eM.
(i) Para cada fe M se tiene que jE M.
(iii) Paracada fe M se tiene quenax{|f(z)| : ze D(0,1) } = max{|f(2)|: |z = 1}.

Entonces, toda &€ M es holomorfa en [D,1). O

Leccion 1.3 Familias normales.

= El espacio de las funciones continuas con la topologia cotadierta.

= Equicontinuidad. Subconjuntos compactos de espaciosni@fies continuas: teorema de
Ascoli-Arzela.

= Teoremas de Weierstrass y de Hurwitz para sucesiones deriescholomorfas.

= Familias normales: teorema de Montel. Condicién suficidetaormalidad.

= Teorema de Vitali. Holomorfia de algunas integrales dejgeels de un parametro: holo-
morfia de la funciori en{ze C: Rez > 0}.

Descripcién. [Con78, p. 142-154] y [Rud88, p. 319-320]. Empezamos rexwd la siguiente
proposicién, que se presento en la leccion 1.2 de la asigriattoduccion al Analisis Complejo
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Proposicion 1.3.1.SeaQ c C abierto. Para cada re N, el conjunto
Kn={zeC:|z <n,d(zC\Q)>1/n}

es compacto y esta contenido @rAdemas, la sucesidiiky), cubreQ y verifica Ky C intKp, 1,
para cada ne N. En particular, para cada compacto K Q, existe me N tal que KC Kp,.

Se recuerda cémo se define la topologiade convergencia uniforme sobre compactos en
el espacio de funciones continu@éQ,E), dondeQ es un subconjunto abierto dey (E,d) es
un espacio meétrico. Utilizamos la proposicion anteriorapdemostrar quex es metrizable, lo
qgue nos permitira, a partir de aqui, discutir clausurastimodad, etc., er(C(Q,E),TK) median-
te sucesionessea(Kn)n una sucesion de compactos en el abie@a@omo la construida en la
proposicion 1.3.1. Para,f € C(Q,E), se define

o(f.g)= iz—lnpnu.g), con pn(f.9) = max{d(f(2).0(2)) : 2€ Ky}.

Entoncesp es una distancia en(@,E) cuya topologia asociada eg. Ademas, s{E,d) es com-
pleto, entonces el espacio métrigd(Q,E),p) también lo esEl objetivo principal de esta leccion
es caracterizar los subconjuntos compactoéﬁﬁ()),m). Para ello, caracterizamos primero los
subconjuntos compactos del espacio topolé@(bm,E),rK), teorema de Ascoli-Arzela. Con es-
te fin damos la definicion de familia equicontinua y demostsugue, si la familia#? c C(Q,E)

es equicontinua, su clausud® en el espacio product(E®, 1) también lo es, teniéndose que
F"c C(Q,E) y que en¥Z coinciden las topologias inducidas ggry 1. Probamos que $E,d)

es un espacio métrico complet®y- Q es un subconjunto denso, entonces toda sucesion equicon-
tinua (fn)n enC(Q,E) que sea puntualmente convergente s@xenverge uniformemente sobre
compactos, y a partir de ahi, mediante un procedimientoodelg demostramos el teorema de
Ascoli-Arzela:

Teorema 1.3.2 (Ascoli-Arzela).Una familia.# C C(Q,E) es relativamente compacta para la
topologiatk de la convergencia uniforme sobre compactos si, y sélo sfjozlas siguientes
condiciones:

i) .# es una familia equicontinua.
ii) Para cada zc Q, el conjunto.Z(z) = {f(z) : f € Z} es relativamente compacto en el
espacio métricdE,d).

Comentamos, sin demostracion, que, con ayuda del teorerigctienoff, [Kel62, Teore-
ma 13, p. 166], se puede probar el teorema de Ascoli-Arzefferaral (con dominio un espacio
topolégico general), [Kel62, Teorema 17, p. 265], sin niglzgsde restringirse a sucesiones en las
demostraciones.

A continuacion, particularizamos los resultados antes@muandd = C con su distancia aso-
ciada al valor absoluto, y consideram#§(Q) como un subespacio d€(Q,C),1x ). Recordamos
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el teorema de Weierstrass, demostrado en la leccion 3.2adggmaturdntroduccion al Analisis
Complejg el cual, con el lenguaje aqui establecido, asegura#l{€) es un subespacio cerra-
do de (C(Q,C),1), y que el operador derivada : (#(Q),1x) — (#(Q),1«), D(f) = f/,

es continuo. Seguidamente, introducimos la nocion de fmmdrmal:se dice que una familia
F C 7 (Q) es normal cuando, de cada sucesiia), en.#, se puede extraer una subsuce-
sion que converge uniformemente sobre compactos (es deeis un subconjunto relativamente
compacto dg.7#’(Q),7« )). Demostramos el teorema de Montel:

Teorema 1.3.3. [Montel]Para una familia# C 2#(Q) son equivalentes:

(i) . es normal.
(i) Z es acotadai.e., para cada compacto K Q se verifica quasup{||f|| : f € .7} < c.

Por lo tanto,.# C J#(Q) estk-compacta si, y solo si, ax-cerrada y acotada.

Comentamos qué%(Q),rK) es un espacio localmente convexo, que la nocién de acota-
cién empleada mas arriba corresponde al concepto de aooestudiado en espacios localmente
convexos, y que, como consecuencia del teorema de Montétgatema de Riesz, véase la lec-
cion 4.3 de la asignaturAnalisis Funcional el espacio#’(Q) no puede dotarse de una norma
cuya topologia asociada sea. El teorema de Montel, junto con el principio de identidad y e
hecho de que en un espacio metrizable una sucesion con@nidacompacto es convergente si,
y sélo si, tiene un Unico punto de aglomeracion, nos perndigemuna prueba elegante del teorema
de Vitali: seaQ C C un abierto conexo yf,), una sucesion acotada €0#’(Q),7« ) que conver-
ge puntualmente en un conjuntodViQ con M'NQ # 0. Entoncegq f,,), converge uniformemente
sobre compactos hacia una funciore {77 (Q). Completamos el analisis que hacemos de sucesio-
nes convergentes de funciones holomorfas demostrandaoreita de Hurwitz, que aparece como
una consecuencia del teorema de Rouché. A partir del teateriaurwitz deducimos el siguien-
te corolario, que es una de las claves para demostrar ehtaate representacion conforme de
Riemann en la leccion siguiente:

Corolario 1.3.4. SeanQ C C un abierto conexo Yf,), una sucesion de funciones inyectivas en
2 (Q) que converge uniformemente sobre compactos haciazf'(Q). Entonces, o bien f es
inyectiva, o bien f es constante.

Presentamos la siguiente condicion suficiente de nornthlgl® C C es un abierto conexo
y . # C #(Q) verifica que existe & Q con{f(a): f € .7} acotado W J{f(Q): f € #} #C,
entonces? es una familia normalMemos, sin demostracion, el teorema de Montel-Carathgodo
(véase [Con78, Theorem 4.1, p. 300]), el cual afirma que elteeto anterior se sigue verificando
cuando la condicion deo densidadalli impuesta se sustituye por la condicién mas débiisten
a,B €C, a # B3, tales que cada & .7 omite los valoresr y 3. Acabamos la leccion utilizando la
técnica aprendida en el teorema de Vitali para probar qugrdatadas integrales dependientes de




un parametro son funciones holomorfas. Empleamos estas jdea demostrar que, si definimos

F(2) ::/ e 't7 1dt,
0

entonce$- es una funcion holomorfa en el semiplafioe C : Rez > 0}, [Con78, p. 180-182], lo
gue nos proporciona la férmula integral para la fundiGue seré estudiada en la leccion 3.5]

Leccion 1.4 El Teorema de Riemann.

= El teorema de representacion conforme de Riemann.
= Abiertos simplemente conexos: caracterizacion.

Descripcion. [Con78, p. 160-164] y [Rud88, p. 321-323]. El objetivo cahttel capitulo es llegar
a demostrar el teorema 1.4.1 que mostramos a continuacion.

Teorema 1.4.1 ([Rud88, p. 311])Las siguientes propiedades de un abierto con@xg C son
equivalentes:

(i) Q es conformemente equivalente €0[1).
(i) Q es simplemente conexo.
(iii) Co \ Q es conexo.
(iv) Cada ciclo de clase €a trozos e esQ-homdlogo a cero.
(v) Para cada cicld” de clase ¢ a trozos erQ, cada zc Q\ Imager(l") y cada fe #(Q), se
satisface la formuld3.6) de la pagina 86.
(vi) Para cada ciclo" de clase ¢ a trozos e y cada fe #(Q), se tiene qud; f(z)dz=0.
(vii) Q es holomorficamente conexe., para cada fe 77 (Q), existe Fe .2 (Q) con F = f.
(viii) Para cada fe .77(Q) con0 ¢ f(Q), existe g 57 (Q) tal que € = f.
(ix) Paracada fc #(Q) con0¢ f(Q), existe gc #(Q) tal que & = f.

Empezamos repasando las nociones de homotopia y abiepiesiante conexo. Recordamos
que, en la asignaturatroduccion al Andlisis Complejcha sido demostrada la equivalencia de
las propiedadegii)—(viii) , véase la leccion 3.4 correspondiente. A partir de aquirdela del
teorema es como sigue:

(i) = (ii): es cierta incluso si s6lo exigimos gesea homeomorfo B(0,1).

(i) = (iv): se sigue del hecho de queysés un camino de clasg! a trozos en un abiert@ que
esQ-homotopico a un camino constante, entongesQ-homalogo a cero.

(viil) = (ix): es evidente.

(ix) = (i): es el teorema de Riemann. Los preparativos de leccionesosesepermiten probar,
de forma elegante y concisa, el teorema de Riemann, [Coé®rém 4.2]. Vemos primero
que, si se satisfadiii), existe una funcion inyectivae .77°(Q), conf(Q) c D(0,1). A par-
tir de aqui demostramaos, utilizando los teoremas de Mondel Murwitz (corolario 1.3.4),
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que si definimos# = {f € #/(Q) : f esinyectiva yf(Q) c D(0,1)}, entonces, para ca-
daac Q, existeh € .7 verificando|l'(a)| = max{|f'(a)| : f € .#}. Finalmente, partiendo
de la condicién(viii) y del lema de Schwarz, se prueba que la fundi@antes elegida es
sobreyectiva, y asi termina la demostracion.

Aislamos el teorema de Riemann como sigue, donde se insidie unicidad del isomorfismo
conforme.

Teorema 1.4.2 (Riemann).SeaQ ¢ C un abierto simplemente conexo. Entonces, para cada
a e Q, existe un tnico isomorfismo conforme@®@ — D(0,1) verificando fa) =0y f'(a) > 0.

Mostramos, para terminar, que la condici@ri, C exigida en el teorema 1.4.1 (también en el
teorema de Riemann) es esencial, ya que, en virtud del taaterhiouville, el resultado es falso
cuandoQ = C. Comentamos que, sin embardgdoes homeomorfo ®(0,1) y, en consecuencia,
gue todos los abiertos simplemente conexos del plano sordraorfos entre si. O

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[AhI78], [Con78], [Kel62], [Rem91], [Sch79], [Rud88].
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TEMARIO

Leccion 2.1 Funciones armoénicas
Leccién 2.2 El problema de Dirichlet para el disco unidad
Leccién 2.3 El problema de Dirichlet para abiertos méas generales

En este capitulo estudiamos funciones arménicas realeprplelema de Dirichlet para re-
giones del plano. Estudiamos el concepto de funcién armd&woojugada, estableciendo que el
hecho de que cada funcion arménica tenga una funciéon arenéaigugada caracteriza los abier-
tos simplemente conexos. En particular, las funciones micgas son, localmente, la parte real de
funciones holomorfas, y por ende, tienen la propiedad decldisha y satisfacen el Principio del
Méaximo. Con estas herramientas, estudiamos el problemari#lbt para el disco unidad, que
es resuelto utilizando el nucleo de Poisson.

En la ultima parte del capitulo abordamos el estudio dellproé de Dirichlet para abiertos
mas generales a través da) extension a la frontera de isomorfismos conformes de abierto
simplemente conexos sobre el disco unidadifamilias de Perron de funciones subarmonicas.

Leccion 2.1 Funciones armonicas.

= Funciones armonicas. Condiciones de Cauchy-Riemann.

= Funcién armonica conjugada. Armonicas conjugadas englisco

= Las funciones armdénicas como parte real de funciones haofamimcalmente.

= Abiertos simplemente conexos y existencia de funcione®micas conjugadas.
= Propiedad de la media de funciones armdnicas.

= Principio del Maximo y del Minimo para funciones arménicas.

= Aplicaciones conformes en una corona.
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Descripcién. [Con78, p. 252-256]. Empezamos recordando la definicinidedn arménica que
se dio enlaleccion 2.1 de la asignatimaoduccion al Andlisis Complejaina funcioru: Q — R
de claseC?, definida en un abiert® c R?, se dice que es arménica si

. 0%u 94U

W + a—yz =0,

para cada € Q (A se denomina operador diferencial de Laplace). Introdusii@) para repre-
sentar el espacio vectorial real formado por las funciane® — R que son armonicas en el
abiertoQ C C. Si f =u+iv € J#(Q), entoncesi = Ref y v=Im f son funciones infinitamente
diferenciables que, después de las condiciones de CauehyaRn, son armonicas. Veremos en
este capitulo que no hay mas funciones arménicas que lasogaémente, son la parte real de
una funcion holomorfa. Introducimos el concepto de fun@émonica conjugada: si € A(Q)

y existev € A(Q) tal quef = u+iv € 7(Q), diremos ques es armoénica conjugada de Co-
mo consecuencia de las condiciones de Cauchy-Riemannda@a C es un abierto conexo,
si vi,v2 € A(Q) son funciones armonicas conjugadasude A(Q2), entonces/; — Vo es constan-
te. Mostramos, mediante un ejemplo, que no toda funcién migadiene una funcién armonica
conjugada: la funcion log| es arménica en el abier@ = C\ {0}, pero no posee funcién ar-
monica conjugada en este abierto. En términos de formaddiles, la existencia de armoénica
conjugada se caracteriza en la proposicion que sigue.

Proposicion 2.1.1.Para una funcién armonica @ A(Q) son equivalentes:

i) Laforma diferencial du= —uydx+ u,dy es exacta ef.
ii) utiene armdnica conjugada eQ.

Cuando se cumplen estas condiciones, cada primitiva v'desgl una funcion armonica con-
jugada de u eff.

Para un disco tenemos queust A(D(zo,r)), entoncesl tiene armonica conjugada, que viene
dada, explicitamente, por la formula

X
v(Xy) = /yyux(x,t)dt— /XO Uy(SYo)ds  con Xo = Rezy, yo = Im2z,
0
[Con78, Theorem 2.30]. Como consecuencia de lo anteridgca A(Q) es, localmente, la parte
real de una funcion holomorfa; en particulaies de clas€”. De aqui se sigue facilmente que la
composicién de una funcion holomorfa con una funcién argges una funcion armonica. Una
combinacion de estos resultados permite aislar el siguieathosi f € 7(Q) y0¢ f(Q), en-
tonces (z) = Iog| f(z)\ es armonicaEsto ultimo, junto con la proposicién 2.1.1y la equivalanc
(viii) < (ii) del teorema 1.4.1, nos permite demostrar que un abiertxeéhe C es simplemen-
te conexo si, y solo si, toda funcion armoénica A(Q) tiene armonica conjugada. Las funciones
armonicas no satisfacen el principio de identidad comaudasiébnes holomorfas, pero si cumplen
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la siguiente version mas débdi Q es un abierto conexo ya A(Q) es constante en algun disco
contenido e, entonces u es constante @nEstablecemos que las funciones armonicas tienen

la propiedad de la media, es decirust A(Q) y D(a,r) C Q, se deduce que

1o i0
u(a):ﬁ/0 u(a+re'”) de.

Utilizando ahora el lema 1.2.1 y el teorema 1.2.3, se tiepsrcbrrespondientes teoremas del
maximo y del minimo para funciones arménicas.

Teorema 2.1.2.Sea ue A(Q) armdnica en un abierto conexe C C.

i) Siualcanza un maximo (o minimo) relativo @nentonces es constante.
ii) Silimsup,_,u(z) <0 para todo ac d.Q, entonces (g) < 0 para todo ze Q. Ademas, o
bien uz) < 0 para todo z= Q, o bien u=0.

En particular, siQ c C es un abierto conex®)” es su clausura ef., yu: Q" — R es
una funcion continua, armonica &b tal queu(z) = 0 para cada € d.Q, entonceau es idén-
ticamente cero e@. Esta propiedad es la clave para razonar la unicidad enudaiénlal pro-
blema de Dirichlet que se presenta en la leccion siguiergenifiamos la lecciébn demostrando
que la condicion necesaria y suficiente para que dos comnas{z eCinn<lz—al< Rl} y
Qo= {ze C:rp<lz—al < Rz} sean conformemente equivalentes, esiRye; = Ry/r,, véase
[Rud88, p. 330-332]. O

Leccion 2.2 El problema de Dirichlet para el disco unidad.

= El problema de Dirichlet. Dominios de Dirichlet.

Formula integral de Poisson.

= El ndcleo de Poisson. Propiedades.

» Solucion al problema de Dirichlet é»(0,1).

Las funciones continuas con la propiedad de la media conwidin@s armonicas.

Descripcion. Siguiendo a [Con78, p. 269], planteamos el problema de lid@ticdados un abierto
conexo y una funcién continup : d.,.Q — R, el problema de Dirichlepara la regior con la
condicion de fronterg consiste en encontrar, si existe, una funcién contim@” — R tal que

e U|g es armonica,

* Us.o=9.
Cuando el problema de Dirichlet tiene solucién para cadeidincontinuag : d,Q — R, deci-
mos queQ es unaregion de Dirichlet Observamos que el teorema del maximo 2.1.2 proporciona
la unicidad, en caso de existencia, de la solucién al prabléenDirichlet. El objetivo central de
esta leccion es probar que el dide@,1) es un dominio de Dirichlet. Empezamos por demostrar
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que toda funcién continua @»(0,1), que es armonica €b(0,1), queda determinada por sus va-
lores en la circunferenci@ = {ze C: |z = 1}, lo que nos sirve como motivacién para encontrar
la solucion al problema de Dirichlet é(0,1), [Con78, p. 257-260]:

Teorema 2.2.1.Sea u D(0,1) — R una funcion continua tal quésyo,1) €s armonica. Entonces,
para cada z= D(0,1), se tiene que

1 [w|? — |z

o dK (t
ET/O u(e" )K(e",z)dt, donde Kw,z) = W

u(z) =

La demostracion que presentamos del teorema precedentebe®i ejercicio de repaso de
todos los conocimientos adquiridos por el alumno en lososute variable compleja, ya que
utilizamos: la férmula de Cauchy, el concepto de indice xf@esion de los automorfismos del
disco en si mismo, y el hecho de que toda funcién armoénica efiseo es la parte real de una
funcion holomorfa. El ndcle& que interviene en la ecuacion (2.1) aparece, de forma haalra
tomar partes reales en la férmula de Cauchy. A continuacid®mpcupamos de expresar el nacleo
anterior en distintas formas equivalentes. A partir de laligad

1-r?
|1 rel(a—t)|2’

2.1)

K (el re'?) = paraz=re',
reescribimos la integral de Poisson (2.1) como
. 1 21 .
u(re'?) = —/ u(e)P(a—t)dt, con 0<r <1,
21 Jo

donde

Pr(e) =

1-r2 1—r2 B 1+re®
|1-rei®|2  1-2rcos@+r2 1—rei®
=1+25 r"cosnf = rlnlgin®
2 2,

es llamadmucleo de PoissorEstudiamos las propiedades del nlcleo de Poisson, quedsel-
minantes para la solucién que ofreceremos del problemarizh[@t en el disco:

(@) 0< R (0) =R (—0) =R (6+2mn), para toddd € R;

2m

(b) — R(8)do =1,

(c) Og Pr(e) <PR(9),si0<do< |0l <
La ultima propiedad implica, en particular, que lita B (6) = 0 uniformemente sobre el conjunto
Bs = {9 :0<16) < n}, lo que sera clave para obtener la solucion al problema dehlEt en
D(0,1). Observamos a continuacion que¢siT — R es una funcién continua, la formula

£(2) = u(2) +iv(z 2/ eltJert, 2 D(0,1),



define una funcién holomorfa, cuya parte real es, precis@mnen
. 1 r2n . .
u(re'“):—/ ¢ (e (a —t)dt, paraz=re"“.
21T Jo

Esto completa todos los ingredientes que necesitamos parastiar que el problema de Dirichlet
tiene solucion en el disdd(0,1).

Teorema 2.2.2.Si¢ : T — R es una funcién continua, entonces existe una Unica fun@ati-c

nua u: D(0,1) — R verificando

ur =9, Ulp(o,1) €S armonica
que viene dada mediante la formula integral de Poisson,

. 1 p2m .
u(re'?) = —/ ¢(€")P.(a —t)dt, donde zre".
21 Jo
A partir de aqui es fécil ver que cada dig2(@,R) es un dominio de Dirichlet, donde la férmula

integral de Poisson adopta la expresion

- 1 2 ét R2 _ 2
=__ R dt, 0< R
u(@+re”) 27'[/0 u@+Re) R2—2Rrcoga —t)+r2 " ~— r=

Utilizamos el resultado previo para concluir la leccion dstrando que las funciones armo-
nicas en un abiert@ son, precisamente, las funciones continuaQejue tienen la propiedad de
la media. O

Leccion 2.3 El problema de Dirichlet para abiertos mas gener ales.

» Singularidades de una funcion armoénibé(0,1) no es un dominio de Dirichlet.

= Extension de biyecciones conformes a las fronteras de lestah Abiertos simplemente
conexos, con la propiedad de la extension, como dominiosriEh[®t.

= Desigualdades de Harnack. Convergencia de sucesionenalerfes armonicas.

» Funciones subarmonicas. Principio del Maximo para furessubarmonicas.

= Familias de Perron y barreras en puntos frontera.

Descripcién. Empezamos probando queuses armonica en la corofa= {z: r<|z—al < R},
entonces existeri € 77 (Q) y o € R tales queu(z) = alog|z—a| + Ref(z). De aqui se sigue
facilmente que, si una funcidmne A(D*(a,R)) esta acotada, entonces existe,liqu(z) = a € R,

y que la funcién extendiendoaD(a,r), que eratoma el valora, es una funcion arménica, [SZ70,
p. 348-351]. De lo anterior deducimos facilmente @i¢0,1) no es un dominio de Dirichlet. El
resto del capitulo esta dedicado a buscar condiciones @geras que un abierto conexo es un
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dominio de Dirichlet. Gracias al teorema de Riemann, estamlos que todo abierto simplemente
conexoQ ¢ C es conformemente equivalente al di€2(0,1), véase la leccion 1.4. Siguiendo a
Rudin, [Rud88, p. 328-330], cuando el abierto simplemeanteexoQ ¢ C tiene la propiedad de
que existe un isomorfismo conforrheQ — D(0,1) que se puede extender a un homeomorfismo
h:Q” — D(0,1), se dice qué tiene la propiedad de la extension. Observamos que, ersta| ca
la restriccion deh a d..Q es un homeomorfismo entre las fronteda® y dD(0,1). Comentamos,
sin demostracion, que si todo punto de la fron@faes un punto frontera simple (lo que significa
que, para cada sucesi@q € Q con limya, = a, existen una funcién continug: [0,1) — Q
con lim_,1 y(t) = &, y una sucesion estrictamente creciente § <ty < --- <tp <ty 1--- tal
que y(t,) = an, para cadan € N), entoncesQ tiene la propiedad de la extension. Finalmente,
remarcamos que todo abierto simplemente cof2xoC con la propiedad de la extension es una
region de Dirichlet y que, en tal caso, la formula de Poissaretuna equivalente en el abiefdo
[Mar65, p. 164-168].

Estudiamos la convergencia de sucesiones de funcionesi@an@omo paso previo para ana-
lizar los dominios de Dirichlet via las familias de Perrorfuteciones subarmonicas. Demostramos
que si una sucesion de funciones armoénigas A(Q) converge uniformemente sobre compactos,
la funcién limiteu : Q — R también es armonica. Establecemos las desigualdades daddar
siu: D(a,R) — [0,0) es una funcion continua y armoénica effdR), para cada re (O,R) y cada
a € [0,2m] se verifica que

———u(a) <u(a+re') < ——u(a), (2.2)

demostrando, a partir de ellas, que el espacio de las fuss@mmonicag\(Q) se comporta, para
sucesiones crecientes, cop[Con78, p. 260-262] y [Rud88, p. 267-268].

Teorema 2.3.1.Para una sucesion creciente de funciones armonigas A(Q) en un abierto
conexoQ C C, se satisface una de las dos alternativas siguientes:

i) limpun(z) = u(z) < «, para todo z= Q.

i) [impun(z) = oo, para todo z= Q.
En ambos casos, la convergencia es uniforme sobre comp&iesdo se cumple i), la funcion
limite u(z) = limpu,(2) es armonica.

A continuacién, [Con78, p. 256-274], introducimos la nocde funcion subarménica en un
abierto (continua y que satisface la desigualdad (1.1)% estas funciones se verifica el principio
del maximo, tal y como se vio en el teorema 1.2.3y s2 — R es subarmaénica en un abier-
to conexoQ y alcanza un maximo absoluto, entonces es constante. Posbguev : Q — R
es subarmonica si, y solo si, para cada abierto coexoQ y cadau € A(G), la funcionv—u
satisface et el principio del maximo. Sumas y maximos de un nimero finitduskeiones su-
barmaénicas son funciones subarménicas. Seguidamemduntmos el concepto de familia de
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Perron:si Q ¢ C es un abierto conexo ¥ : d.Q — R es una funcién continua, se define la
familia de Perron como

2(0,Q)= {v: Q — R subarmonica : limsugz) < ¢ (a), para toda € de}.
Z—a

Hacemos notar que 81 = max{|¢(z)| : z€ d-Q}, entonces la funcién constanteM per-
tenece aZ(¢,Q). A continuacion, observamos que si el problema de Dirioke®” tiene una
solucion, digamos : Q° R, para la condicion fronterd : d,Q — R, entonces se tiene que
u(z) = sup{v(z) :ve 2(¢,Q)}, paratode € Q. En general, dada la familia de Perrof(¢,Q),
la funciénu(z) := sup{v(z) : ve 2(¢,Q)} < », paratodaz e Q, y uc A(Q). Para el resto de
la leccion, desempefia un papel importante la nocion de phartera:si Q C C es un abierto
conexo, una barrera ena d»Q es una funcién continua )" — R tall que Bg es armonica 'y
0=B(a) < B(2), para todo z= 0,Q, z# a. A continuacion, demostramos el siguiente resultado.

Teorema 2.3.2.SeanQ C C un abierto conexo ¥ : d,Q — R una funcién continua. Siga A(Q)
es la funcién arménica proporcionada por

u(z) =sup{v(z):ve 2(¢,.Q)}, z€Q,

y existe una barrera en @ d.Q, entoncesim;_,u(z) = ¢ (a).

Razonamos que 8l C C es acotado g es un punto d@Q tal que existe un segmenmb] C C
verificando[a,b] C C\ Qy [a,b]ndQ = {a}, entonces posee una barrera. Como consecuencia,
terminamos la leccion demostrando el siguiente resultado.

Corolario 2.3.3. SiQ C C es un abierto conexo acotado tal que cada 8Q es el extremo de un
segmentda,b] ¢ C\ Q con[a,b]NdQ = {a}, entonce< es una region de Dirichlet.

Comentamos, sin demostracion, que es posible probar que_st es un abierto conexo tal
que cada componente conexa@g\ Q no se reduce a un punto, entoné@®s un dominio de
Dirichlet. En particular, s©2 es simplemente conexo, entonée&s un dominio de Dirichlet. [

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[Con78], [Mar65], [FdIP80], [Rud88], [SZ70].






Funciones holomorfas dadas
por Series y productos

Capitulo

TEMARIO

Leccién 3.1 Desarrollos de Mittag-Leffler
Leccién 3.2 El Teorema de Runge
Leccion 3.3 Productos infinitos

Leccion 3.4 Laférmula de Jensen
Leccion 3.5 Lafunciéonl” de Euler
Leccion 3.6 La funcion{ de Riemann

Este capitulo tiene un espiritu eminentemente practicaii &gtudiamos dos métodos para
producir (representar) funcione®) series de funciones meromorfgb) productos infinitos de
funciones holomorfas. El primer método se utiliza para olegmoner funciones meromorfas en
sumas de fracciones simples, y el segundo se emplea pavdzactunciones holomorfas a partir
de sus ceros.

Demostramos los teoremas de Mittag-Leffler y Weierstrassl @ano, y obtenemos la des-
composicion en fracciones simples y la factorizacion etofas elementales de las funciones
clasicas. Estudiamos la funcionesle Euler y{ de Riemann. También estudiamos el teorema de
Runge, que nos permite demostrar el teorema de Mittag-Leiélea abiertos arbitrarios, y esta-
blecemos la formula de Jensen, la cual nos daastianacionde la distribucion de los ceros de
una funcién holomorfa acotada en el disco unidad, lo quzailos para demostrar el teorema de
Mintz-Szasz.

Leccion 3.1 Desarrollos de Mittag-Leffler.
= Convergencia de sucesiones Yy series de funciones meranorfa

= El teorema de Mittag-Leffler e@.
» Desarrollos de Mittag-Leffler de las funcion@s/ senmz)? y rrcotgrz.
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Descripcion. [Ahl78, p. 187-190], [Car68, p. 172-178] y [Rem91, p. 321BFi f =P/Qes una
fraccion racional y{a;,az, . .. ,an} son sus polos, con partes singuld?e(ﬂ/(z—an)), 1<n<m,
donde cad#, es un polinomio tal qué,(0) = 0, un sencillo argumento permite escribir

f@-p@+ 3 A ().

para cierto polinomigp. El objetivo de esta leccién es extender la formula anteiaraso de
funciones meromorfas generalés .# (C), donde la suma finita se sustituira por una serie. La
primera tarea que acometemos es la de estudiar el conceptaesion o serie convergente de
funciones meromorfas. Efl,, consideramos la distancia cordhl, introducida en la leccion 1.2
de la asignaturdntroduccion al Analisis Complejoy el espacio métrico completew,dwx ). Si

Q c C es un subconjunto abierto, el espacio de funciones comstifiR,(Co,dk)),Tk ) Vuelve

a ser un espacio métrico completo, de acuerdo a los ressltadsentados en la leccién 1.3. El
hecho de que la inversian— 1/z sea una isometria para la distancia cordal, permite caizsote

la convergencia de sucesiones de funcioneS(@EC.,) en términodinitos es decir, del plan@.

A partir de esta caracterizacion probamos qué&) €s un abierto conexo, entonces el cierre de
M (Q) en(C(Q,Cw),Tk ) €5.#(Q) U{e0}. Demostramos que si una se§i§_, f, de funciones en

A (Q) satisface que, para cada compata Q, existem € N tal que

(i) P(fn)NK =0, para cada > m,y
(i) la seriey .y, fn converge uniformemente sobike

entoncesy ,_, f, converge er(///(Q),TK), definiendo por tanto una funcién meromorfa. Demos-
tramos a continuacion el teorema de Mittag-Leffler en el@l@n

Teorema 3.1.1 (Mittag-Leffler). Sean(P,), una sucesion de polinomios verificand@® = 0, y
a, € C una sucesion de puntos distintos dos a dos tal que

jan] < lag| <fag|<...<lan| <... 'y limfag|=co.

Si paralja,| > 0 se tiene que

l 00
P =Y axZ, para |z < |ay],
(575) - S para <

entonces se puede determinar una sucegi@yy enN de forma que

1 e 1 kn
P +5 P —)- 74 3.1
1(Z_a1) s n(z_an) 3 o ] (3.1)
converge uniformemente sobre compactos y define una fuficidm” (C), cuyos polos son, pre-
cisamente, Pf) = {a,: n € N}, tal que R(1/(z—an)) es la parte principal de f ensa




e

Como consecuencia del teorema de Mittag-Leffler demossdauimente que, si € .# (C)
tiene infinitos polo(f) = {a, : n € N}, que se suponen ordenados segiin médulos crecientes

2] < [aa] < ... <[an| < faneal < ...,

y para cada) tenemos qu@n(l/(z— an)) es la parte principal dé ena,, entonces existen una
funcion enteray € .77°(C) y una sucesion de polinomi@, tales quef admite un desarrollo de la

forma .
Q-0+ 3 (575 ) -], 32)

uniformemente convergente sobre compactos. Obtenemes @ssarrollo de Mittag-Leffler de

f, donde, al no estar los polinomi€¥, univocamente determinados, se plantea el problema de
encontrar la descomposicion (3.2) méas simple. Mostrames eju casos sencillos, por ejemplo,
paraP,(z) = zy (an)n tal quey, 1/|a, " < « para algurk, la sucesiortk,)n que interviene en la
expresion (3.1) puede tomarse constante, y por ende, lasé@pr(3.2) se simplifica. Concluimos

la leccion determinando los desarrollos concretos de dmesi como

T \? e 1
sennz) n:Z_w (z—n)2 y
1 1) 1 2 2z

1
mcotmz = = + )=+ 5.
oz \Z—=Nn N z & 72-n

gue fueron obtenidos ya en la leccién 4.2 de la asigndntraduccién al Analisis Complejo
utilizando el teorema de los residuos. O

Leccion 3.2 El Teorema de Runge.

= Aproximacion por fracciones racionales: el teorema de Rung

Aproximacion por polinomios: caracterizacion de abiedinsplemente conexos.

= Construccion de una funcién universal entera: otra caiaatgon de los abiertos simple-
mente conexos.

= El teorema de Mittag-Leffler para un abierto arbitrario.

Descripcion. [Con78, p. 195-202]. Comenzamos la leccién observandoigfie 7 (D(0,1)) y

f(z2) = ShoanZ’, paralz < 1, la convergencia uniforme sobre compacto$de,1) de la serie,
permite concluir quef es el limite de una sucesién de polinomios(eff (D(0,1)),k ). Por otro
lado, siQ  C es un abierto conexo y cada funciére .77’(Q) se aproxima erf.7#’(D(0,1)),T«)

por una sucesion de polinomios, enton@ess simplemente conexo. Ademas, observamos que, si
Q =D*(0,1), cadaf € 7#(Q) es limite en(.7#(Q),1x ) de una sucesion de fracciones racionales
con polos en 0 e (se utiliza el desarrollo de Laurent d@ El objetivo central de esta leccion es
demostrar el teorema de Runge que sigue:
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Teorema 3.2.1 (Runge).SeanQ C C abierto y EC C, un conjunto que corta a cada compo-
nente conexa d€., \ Q. Entonces R(Q) := {R|q : R fraccién raciona P(R) C E}, es denso en
(%(Q),TK).

La prueba del teorema de Runge la basamos en el siguientedamae obtiene como conse-
cuencia de la formula de Cauchy en su version homoldgica.

Lema 3.2.2. SeanQ c C abierto y KC Q. Existe un nimero finito de segmentmsoy, .. .,0n,
paralelos a los ejes y contenidos @n K, tales que, para cada ¢ 77 (Q) y cada z= K,

n
f(z) = 1 S LI
2m & JoW—2Z

A partir de aqui demostramos que cada fundén / f(w)/(w—z)dw se aproxima uni-
Ok

formemente sobr& por fracciones racionales con polos en Im&agei de donde, finalmente, y
con algun esfuerzo técnico adicional, llegamos a probagcgbtna de Runge. Como aplicacion
de este resultado demostramos gueabierto conex@ es simplemente conexo si, y sélo si, toda
funcion holomorfa e es limite de una sucesién de poIinomios(éﬁf(Q),rK). Comentamos,
sin demostracion, que es posible construir una funéiéns’(C) que tiene la propiedad de que
el conjunto de las derivada{sf(”) :n=0,1,2,..} es denso eff.#’(C),1x ), [BR83]; es un buen
ejercicio para alumnos avanzados tratar de entender @llartinterior, asi como darse cuenta de
gue, con ayuda del teorema de Runge, el resultado sigueosigtido cuandaC se cambia por
cualquier abierto simplemente conexo. Comentamos queed®hun resultado de Shapiro de
1998 establece que un abierto conéxes simplemente conexo si, y sélo si, exite .77°(Q) tal
que{f™:n=0,1,2,..} es denso ef?(Q),1).

Terminamos la leccion utilizando el teorema de Runge parsodiar la version general del
teorema de Mittag-Leffler, tal y como se presenta en [Con.7304-206]:

Teorema 3.2.3 (Mittag-Leffler, version general).Sean(R,), una sucesion de polinomios verifi-
cando R(0) =0, y {a, : n € N} un conjunto numerable en un abief®bc C que no tiene puntos
de acumulacién ef. Entonces, existe una funciéref.# (Q) con polos Rf) = {a, : n€ N}, tal
que R(1/(z—an)) es la parte principal de f ena O

Leccion 3.3 Productos infinitos.

= Productos infinitos de numeros complejos. Condicién neizesa convergencia. Conver-
gencia absoluta de nimeros complejos.

= Productos infinitos de funciones. Convergencia absolutzfgnume.

= Productos infinitos de funciones holomorfas: ceros de udymto.
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= Factores elementales de Weierstrass: existencia de iescimlomorfas con ceros prescritos
en el plano. Teorema de factorizacién de Weierstrass.

= Derivada logaritmica de un producto. Factorizacion de Weiss de semz

= Teorema de Weierstrass en un abierto del plano. Aplicaciéa: funcion holomorfa en
D(0,1) que no se puede prolongar.

= Un teorema de interpolacion.

Descripcién. [Con78, p. 164-174]. Empezamos observando el siguienteohelemental: dada
una cantidad finita de puntos del plano complejo, existe lingraio con ceros en los puntos da-
dos y multiplicidades prescritas. El objetivo de esta l@tes extender este resultado a subconjun-
tos discretos d€ (mas en general, de un abierto@g y establecer un resultado de factorizacién
de funciones enteras (mas en general, de funciones defandas abierto).

Introducimos la nocién de convergencia de un producto tofité nGmeros complejodada
una sucesionze C, si la sucesion de los productos parciales=pz z - - - z, €s convergente ha-
cia un valor no nuloJimy, p, = p # O, diremos que el producto infinitp},,_; z, es estrictamente
convergente hacia p. Si existeaiN tal que el productq];_,, 1 Z, €S estrictamente convergente,
se dice que el productp|y_; z, €s convergente hacia$ 212> - - Zn[|nmy1 Zn. Observamos que
el valor p es independiente da en la definicion anterior y, claramente, se tienen las coomks
necesarias de que, tanto el término general, como los rdstas producto infinito, convergen
hacia 1. Una condicion necesaria y suficiente para que eliptof],_, z, Sea estrictamente con-
vergente, es que, # 0, para cada € N, y que la seriy ), Logz, sea convergente. De aqui se
sigue que, para un producto escrito de la foffffa,(1+ a,), la condiciony,,_1 |a,| < e equi-
vale a que existan € N tal que . m|Log(1+ a,)| < e, y a que el productq];_;(1+ [aa|)
converja; cualquiera de estas condiciones implica quecelyato[],,_1(1+ a,) converge. Estas
consideraciones nos llevan a definir el concepto de prodagolutamente convergente. Cuando
tratamos con funciones, : Q — C y un conjuntoK C Q, la seriesz:l\an(z)\ converge unifor-
memente sobr& si, y solo si, el productq];_; (1+ |a(z)|) converge uniformemente sobike
en cuyo caso, el producfdy_; (1+ an(2)) converge uniformemente soklite Damos la definicion
de producto[],,_1 fn(z) uniformemente convergente sobre compacto€ddonde(f,)n es una
sucesion de funciones holomorfas: una condicién suficieata la convergencia uniforme sobre
compactos del producto, es que se tenga la convergenciarmeifsobre compactos de la serie
Sro1|fn(2) — 1|. Probamos que i(z) = -1 fn(2) es un producto de funcionds € .#(Q), que
converge uniformemente sobre compactos, entohees?’ (Q), Z(f) = U, 2 (fn) y, para cada
ae Z(f), sumultiplicidad como cero dé es la suma de las multiplicidades @eomo cero de
los factoresf,,. A partir de aqui estudiamos los factores elementales dergieiss,

Eo(z2) =1-7z En(2 = (1—z)exp<z+§+-~+§>, sin>1,
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para los que establecemos la desiguald@&dz) — 1| < 7™, cuandoz < 1. Utilizando los fac-
tores elementales de Weierstrass demostramos gue, <t es un conjunto sin puntos de acumu-
laciéon M’ = 0), y para cada € M fijamos un nimero naturah(a), entonces existe una funcion
enteraf € 7(C) tal que Z(f) =M y la multiplicidad de cada € 2(f) esm(f,a) = m(a).
Establecemos el siguiente teorema de factorizacion:

Teorema 3.3.1 (Weierstrass).Sean fe .#(C) una funcion entera, no idénticamente nula, con
infinitos ceros, y pe C\ {0} la sucesion de sus ceros no nulos, repetidos segiin mutigudies.
Entonces, existen una sucesigqaiN U {0} y una funcién entera g .77°(C), tales que

f(z) = e9@ZP ﬁ En(2/a),
k=1

donde p=0si f(0) #0, p=m(f,0), si f(0) =0, y el producto infinito converge uniformemente
sobre compactos.

Tras analizar la derivada logaritmica de un producto, &stamos factorizaciones de algunas
funciones elementales, como sen= mz[;_; (1 — z2/n?). Demostramos el teorema de Weiers-
trass para un abierto arbitrario del plano complejo, apdedi cual, fijando un conjunto discreto
enD(0,1) para el que cada punto dees de acumulacion, construimos una funcién holomor-
fa enD(0,1) que no se puede prolongar analiticamente fuer®(@el). Acabamos el capitulo
combinando el teorema de Mittag-Leffler y el teorema de \Biass para demostrar el siguiente
resultado de interpolacion [Rud88, p. 346]:

Teorema 3.3.2.SeaQ un abierto enC y sea A un subconjunto discreto @e Asociemos a cada
a< A un numero natural 1f@) y nimeros complejosyy, para todo0 < n < m(a). Entonces, existe
una funcién holomorfa ef tal que

f(a) = niwya,

para todo ac Ay todo0 < n < m(a). O

Leccion 3.4 Laformula de Jensen.

= Férmula de Jensen.
= Productos de Blaschke.
= Elteorema de Milintz-Szasz.

Descripcién. [Rud88, p. 348-358]. Empezamos utilizando el teorema delapara probar las
igualdades

2 ) 1 2 . .
/ log|1—-€®|do=0 vy —/ log|re'® —re'?|d@ = logr,
0 21 Jo

y asi, a partir de ahi, demostrar la formula de Jensen:
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Teorema 3.4.1 (Formula de Jensen)SearQ =D(0R) y f € 77(Q) con f(0) #0. Si0<r <R,
seandi,ds,...,ay los ceros de f e (0r), enumerados de acuerdo con sus multiplicidades.
Entonces,

N s .
O[] ﬁ = eXP(%T/OZ log| f(re|9)|d9>.

La hipdtesisf(0) = 0 no causa problemas a la hora de aplicar la férmula de Jemses sif
tiene un cero de ordenen 0, se aplica la formula a la funcidiiz) /2. De acuerdo a los resultados
presentados en la leccién anterior, la localizacion dedosscen un domini® no esta sometida a
ninguna restriccion, salvo la obvia, si la funcién no es ifé@mente nula, de que el conjunto de los
ceros sea discreto en el abierto. La situacion es bastdatertte si sustituimos?’(Q) por ciertas
subclases definidas en términos de crecimiento de las isivéanse [Mar65, p. 236-240 y
Chapter 9] y [Con78, Chapter Xl]: en tales situaciones, $&ritiucion de los ceros debe satisfacer
determinadas condiciones. La base para la mayor parteaetestemas es la formula de Jensen,
gue utilizamos en la presente leccion para demostrar gesiguresultado.

Teorema 3.4.2.Sea fe .(D(0,1)) una funcién acotada, no idénticamente nula, y &@a, la
sucesion de sus ceros, repetidos segtin multiplicidade(@p). Entoncesy (1 — |an|) < .

Reciprocamente, $ir,), €s una sucesion éd(0,1) que satisfacg ,(1— |an|) < e, siempre
se puede construir una funcidre 7# (D(0,1)) acotada para la cu&’(f) = {an : n€ N}, a saber,
el producto de Blaschke dado por

On—2 |y
B(2) = £‘|:| ooz a € D(0,1).
Elteorema 3.4.2, junto con el teorema de Hahn-Banach, Eitede Riesz, que permite calcular
el dual de(C([0,1),||]l»), el teorema de Weierstrass y el teorema de Morera, se ntitinda
demostracion del teorema de Miintz-Szasz que sigue, el geadtablecido con técnicas muy
distintas en la leccion 1.5 de la asignatwalisis Funcional

Teorema 3.4.3 (Miintz-Szasz)Sea0 < A; < A2 < ... una sucesion de enteros positivos y sea
X:=lin{1tht"2,...} en C([0,1)). Se tiene:

(i) Siyn1/An= oo, entonces X es denso €0([0,1]),|«)-

(i) Siynl/An<owysid & {A,:ne N}, A £0, entoncest ¢ X. O

Leccion 3.5 Lafuncion [ de Euler.

» Lafunciénl” como generalizacion del factorial: definicion como produiofinito.
= Formula de Gauss. Formula de los complementos. Formulgratteara la funcion .
= Teorema de Bohr-Mollerup.
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Descripcion. La funcionl (z), introducida por Euler, es una funcion meromorfaCeque extiende
la funcion factorial definida pof(n) = (n— 1)!, paran € N. Dado que esta funcioh: N — N
queda caracterizada por la ecuacion funcidif@+ 1) = nf(n) y el valor inicial f(1) = 1, nos
planteamos, como motivacién para la definicion de la funEidbuscar una funcion compleja de
variable complejd (z) que satisfaga:

f(1)=1 y f(z+1)=2zf(2), siz#0. (3.3)

Razonamos que esta ecuacion fuerza afqdebe tener polos simples en los enteros no positivos
—-n,n=0,1,..., y a que, en cada uno de estos puntos, el residye-&g'/n!. Esto nos lleva a
definir la funciénl” como la inversa de una funcid con ceros en los enteros no positivos y,
cuando imponemos que se satisfaga la ecuacién funcio@alli8yamos a la expresion

e =

Mz =S— <L>ez/“,
z Vh\n+z

dondey = limm[ (311 1/n) —logm]. La funciénl™ no es la tnica solucién meromorfa de la ecua-
cion funcional (3.3), pues gic .77°(C) es una funcion entera, periddica de periodo 1, que cumple
9(1) = 1, se comprueba facilmente qiez) = g(z)I" (z) también satisface la ecuacion funcional.
Establecemos la formula de Gauss, que nos da la identidad

r i n! n*
z) =Ilim :
@ n z(z+1)(z+2)---(z+n)
paraz¢ {0,—1,—2,...,—n,...}, y la férmula de los complementos
m
F(2M(1—2) =
@rd-z=_—.

paraz ¢ 7, de donde obtenemos la conocida igualfiat)/2)? = .

En la leccion 1.3 hemos establecido que la inte§rid@) = [ e 't? 1dt define una funcion
holomorfa en el semiplano de la deredba= {z< C : Rez> 0}. Probamos aqui que, pax&n el
semieje real positivo, se tiene que

y ntn*
= o D

con lo quer (2) = [y e 't?1dt, para cada € C. Terminamos la leccién con una nueva aplicacion
de la férmula de Gauss. Observamos que, pa® = C\ {n € Z : n < 0}, se verifica que

M(z) 1 2 z

@~ Yz L
de donde deducimos que,»t> 0, la funcion lod (x) es una funcion convexa. La formula de
Gauss permite establecer el siguiente teorema de BoheMplisi f: (0,0) — (0,) es una
funcion tal qudog f (x) es convexa, (fl) = 1y f(x+ 1) = xf(x) para x> 0, entonces x) =" (x)
para cada x> 0. O



Leccion 3.6 La funcion { de Riemann.

= Definicién de la funcién(.

= Factorizacion de Euler de la funcid@n

= Relacion entre las funcionésy ¢: extension d& a una funcién meromorfa ep.
= Ecuacion funcional de Riemann: ceros triviales de la fum¢io

La conjetura de Riemann.

Descripcién. [Con78, p. 187-194]. Comenzamos definiendo la fundi@e Riemann en el semi-
planoQ = {ze€ C : Rez > 1} mediante la suma de la sed€¢z) = 5;_, 1/n*. Con el criterio de
Weierstrass se comprueba que la serie converge uniformtes@re cada compadtoC Q, y asi,

¢ es una funcién holomorfa en el semiplafoPor otro lado, la férmula de Euler, teorema 3.6.1,
permite demostrar qu&(z) # 0 si Rez > 1.

Teorema 3.6.1 (Férmula de Euler).Si (p,)n es la sucesion de los numeros print@s3,5,7, . .)
y Rez> 1, entonces se verifica que

e 1
{(2) = [lll—ipﬁz’

donde el producto converge uniformemente sobre cada cdmpac {z€ C: Rez> 1}.

A partir de aqui nos ocupamos de demostrar {e& puede prolongar analiticamente a una
funcidon meromorfa e con un Unico polo (simple) en= 0, y que sus ceros fuera de la banda
criticaB = {z€ C: 0 < Rez< 1} (los llamados ceros triviales) sa#f({) \B={—-2n:nec Z}.
Para ello demostramos que siRe 1, entonces se verifica qd¢z)l (z) = F(z), donde

o0 tZ—l
F(z) = | ——dt
esté definiday es holomorfa €3 = {z< C: Rez> 1}, admitiendo una prolongacion (Unica) a una
funcionF ¢ # (C) con polos simples efi1,0,—1,—3,—5,...,— (2n+1),...}. La combinacion
de los resultados previos nos da:

Teorema 3.6.2.La funcién{ se puede prolongar analiticamente a una funcion meromorfé,e
con un unico polo simple en=z 1, y ceros en los punto§-2n:n < N}.

A continuacién, establecemos la ecuacién funcional de Riemteorema 3.6.3, la cual per-
mite demostrar que los Unicos ceros{den el semiplano Re< 0 son{—2n:n e N}.

Teorema 3.6.3 (Ecuacién funcional de Riemann).

Z(2) = 2(2m* ' (1-2)¢(1-72) sen(%z) .
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Lo anterior nos deja a las puertas de recordar la conjetuRiedeann, con la que termina el
curso: en 1859, Riemann afirmé que la funcftiene infinitos ceros en la banda critiBay que
el nimero de cero(T) enBN{ze C:Ilmze [0,T]} verifica

N(T) = %TT logT — 21992 5 10gT).
La primera afirmacion fue demostrada por Hadamard en 188%gdunda por Mangolet en 1905.
Riemann también formulé la conjetura de que todos los ceed@seh la banda critica quedan en
larecta Reg=1/2.

En 1914, Hardy logr6 demostrar que existian infinitos cerodieha recta, y en 1938, Tich-
march prob6 que en el rectangula+iy € C: 0 < x< 1,0< y < 1648 habian, exactamente,
1041 ceros, todos ellos en la rectazRel/2. En 1975, Levison demostré que esta recta contenia,
asintéticamente, mas d¢3.de los ceros que tierfeen la bandd. Con la ayuda de los ordenado-
res ha sido posible extender todos estos calculos en lasogl@fios. Todos los ceros encontrados
estan en larecta Re= 1/2, [NP82, p. 289-305]. O

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[AhI78], [BR83], [Car68], [Con78], [Mar65], [NP82], [Ren9, [Rud88].
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Analisis Funcional

Caodigo: 1A6

Descripcion BOE: Analisis funcional

Créditos: 6 (4T + 2P)

Contenidos: 6 capitulos

Se podrian dar muchas definicionesAt&lisis Funcional Su nombre sugiere aquella parte
de las Matematicas que trata con funciones, pero esto smmfiacticamente todo el Analisis
Matematico. Siguiendo a Dieudonné diremos que:

«El Analisis Funcional es la rama de las Mateméticas quediatlos espacios vec-
toriales topolégicos y las aplicaciones: 2 — F de una parteQ de un espacio
vectorial topoldgico E en un espacio vectorial topologicodende estas aplicacio-
nes se supone que verifican ciertas condiciones algebrgitagologicas».

Un momento de reflexion muestra como esta definicién cubregtana parte del Analisis
Moderno, como por ejemplo, los espacios de Hilbert y de Barladeoria espectral de las distri-
buciones, la teoria de las ecuaciones en derivadas parcade

Los objetos que se consideran en Andlisis Matematico, espaaclideos, funciones conti-
nuas, diferenciables, integrables, holomorfas, etcdnedaramente diferenciados. Sin embargo,
poseen también una serie de caracteristicas que haceleposalizar algunas de sus propiedades
de forma unificada, con una economia de medios y con una cosifineglobal de las mismas.
Algunos de los puntos de vista novedosos del Analisis Foatison la busqueda de buenas es-
tructuras de clasificacion para los objetos del AndlisiseMitico, el estudio abstracto de las
propiedades de éstas y la utilizacion de aplicacioneslésezontinuas como herramientas para
modelizar problemas. Los espacios de Banach y de Hilbgetamle estudio de esta asignatu-
ra, constituyen estructuras de clasificacion de objetosnmméticos tan Utiles como puedan ser las
estructuras que se manejan en otras ciencias.

Introduciremos al alumno en esta materia a través de ejengolocretos, para, a partir de
ahi, llegar a una teoria elegante y precisa, que sera aplieasu vez, a situaciones concretas
para proporcionar nuevos e importantes ejemplos que nzadgtiroblemas fisicos y/o resuelven
problemas clasicos de ecuaciones diferenciales.



@ Andlisis Funcional

Objetivo de la asignatura

El objetivo primordial de la asignatura es asimilar y mané&a principales conceptos del
Andlisis Funcional y sus aplicaciones. No es posible eapkn un curso de 6 créditos todos los
contenidos que se relacionan mas adelante. Si es posiblEmbiargo, hacer distintas elecciones
para cubrir, en los seis créditos, los objetivos generagimbs que se listan debajo:

(Teoria espectral en Hilbert y los tres Principios Fundanaéed Capitulos: 1, 2, 3, 4, 5.

» Conocer y saber utilizar el teorema de la proyecciéon en espde Hilbert y la exis-
tencia de bases hilbertianas para abordar cuestionesa@rgacion y optimizacion.

» Utilizar el teorema espectral en espacios de Hilbert pasalver algunos sistemas
lineales infinitos y ecuaciones diferenciales o integrales

» Conocer, utilizar y aplicar los Principios Fundamentales Ahdlisis Funcional (el
teorema de Hahn-Banach, el Principio de la Acotacién Umitoy el teorema de la
Grafica Cerrada).

(Teoria espectral en Hilbert y Teoria de Riesz en Bahach Glagitl, 2, 3, 6, y parte del 4y.5
Los objetivos primero y segundo de la opcién anterior sorbt@mobjetivos de esta opcidn,
y ahora se completan:

» Conocer los rudimentos basicos de los tres Principios Foadtales del Analisis Fun-
cional.

» Conocer y aplicar la teoria de Riesz para operadores coogpadtre espacios de
Banach.

Contenido

Hemos estructurado la asignatura en los seis capitulosgjens

1 Espacios de Hilbert 139
2 Operadores lineales acotados en espacios de Hilbert 151
3 Teoria espectral elemental en espacios de Hilbert 157
4 Espacios de Banach y sus duales 167

5 La propiedad de Baire y sus consecuencias en espacios de 8eim 179

6 Operadores lineales acotados en espacios de Banach 187

Los tres primeros capitulos estan dedicados al estudioglplaetria de los espacios de Hil-
bert y a la teoria de operadores entre ellos. El capitulo fiezanlos resultados basicos sobre
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espacios de Hilbert, como son, la nocién de ortogonalidagroeeso de ortonormalizacion de
Gram-Schmidt, el teorema de la proyeccion, el teorema dezFesher, la existencia de bases hil-
bertianas y el teorema de representacion de Riesz. Estoslibases hilbertianas en los espacios
clasicosL?(T) y A?(Q), y damos aplicaciones a férmulas de cuadratura y teorigudesentacion
conforme. Estudiamos la equivalencia entre el teorema dgszRi la existencia de soluciones a
problemas variacionales cuadraticos, aplicAndolo atiestie soluciones débiles para la ecuacion
de Poissonr-Au(x) = f(x). En el capitulo 2 nos ocupamos del estudio de los operadootsdas

en espacios de Hilbert, introduciendo la nocion de operadpmto y estudiando las clases de
operadores autoadjuntos, normales, unitarios y compé€etasipitulo 3 estd dedicado a la teoria
espectral elemental de operadores en espacios de Hilileexdpsel principal resultado que esta-
blecemos aqui el teorema espectral para operadores caspactales, que se aplica al estudio
de la ecuaciones integrales de Fredholm de nucleo simétradgroblema de Sturm-Liouville,
aplicaciones que han sido elegidas para mostrar la potdaaatos métodos.

En la segunda parte, constituida por los capitulos 4, 5 ytdiesnos la teoria general de
espacios Banach y de operadores entre ellos. En el capitubs 4ledicamos al estudio de las
primeras propiedades de los espacios de Banach y sus duiatede los teoremas mas importan-
tes, el de Hahn-Banach, es establecido aqui, y una vez agasdius consecuencias geométricas,
abordamos el estudio de las topologias débiles y la reftadviLos calculos de duales de espacios
concretos, el estudio de los espacios finito-dimensional@serosas aplicaciones del teorema de
Hahn-Banach y una pequefia introduccion a los espaciosrom@foente convexos, confieren a
este capitulo un carécter elemental, pero a la vez, sucipata poder abordar cuestiones mas
especificas sobre estos temas. El capitulo 5 contiene tssRitincipios Fundamentales del Andli-
sis Funcional, el Principio de la Acotacion Uniforme y elreroa de la Grafica Cerrada, los cuales
son ilustrados con bastantes aplicaciones. La presentgai® hacemos del teorema de la Grafi-
ca Cerrada a través de conjuntos CS-cerrados es espedilsiraple y susceptible de potentes
extensiones. Las bases de Schauder son estudiadas aquiiptarelacion con el teorema de
la Grafica Cerrada. La teoria de operadores entre espacB®andeh se estudia en el capitulo 6,
donde, fundamentalmente, nos ocupamos de los operadomgmcios, desarrollando para ellos
la teoria de Riesz-Schauder; ésta se utiliza para oblasedternativas de Fredholmas cuales
son a su vez aplicadas al estudio de ecuaciones integralesigtdmas infinitos de ecuaciones
lineales.

Objetivos concretos

Enmarcar en el contexto de los espacios de Banach, los espacios dsi@mues, espacios de
funciones continuas, espacios de funciones diferencabl®lomorfas, etc., que el alumno
ha encontrado anteriormente en otras asignaturas de ibdhsematico, estableciendo, en
particular, las desigualdades de Holder y Minkowski.
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Reconocenormas concretas que derivan de un producto escalarantliizcomdestla Ley del
Paralelogramo

Utilizar la existencia de mejores aproximaciones en espacios derHdbmo herramienta pa-
ra obtener soluciones aproximadas de ecuaciones. Detiateorema de la proyeccion,
resultados clasicos de aproximacién, como el teorema dezvBrasz.

Analizar la conexién existente entre el problema de mejor aproxibmagi ciertos problemas
variacionales sobre la existencia de minimo en determinktenas cuadraticas, para utili-
zarlo como herramienta en la justificacion analitico-fonei de la existencia y unicidad de
solucion del problema de Dirichlet general.

Introducir el concepto de base hilbertiana y manipular coordenadaspaties de dimension
infinita para resolver ecuaciones.

Construiruna base hilbertiana del espatf([— ).

Presentarbases hilbertianas formadas por polinomios ortogonaladjligarlas para obtener
formulas de cuadratura Gaussiana.

Obtenerbases hilbertianas en el espacio de Bergh).

Manipular ejemplos concretos de operadores, elegidos, bien porguentiun comportamiento
simple, comprensible y susceptible de modelizacién deaaibmes mas complejas, bien
porque son importantes en las aplicaciones.

Representapperadores en espacios de dimension infinita mediantecesfrifinitas.

Entenderel concepto de espectro para un operaldgr relacionarlo con la resolucion de ecua-
ciones del tipol x=y, paray y T dados, lo cual esta conectado a su vez, claro esta, con la
invertibilidad deT.

Distinguir entre los distintos tipos de operadores y clasificarlos popipdades de ellos mismos
o de sus adjuntos. Manipular ejemplos de operadores de faniigy compactos, autoad-
juntos, etc.

Discutir algunas aplicaciones del teorema espectral a la resoldagdeterminados tipos de
ecuaciones integrales, con aplicaciones al problema dm$tiouville y a ecuaciones que
se reducen a sistemas de Sturm-Liouville.

Resolverel problema de Dirichlet en un cuadrado.

Establecerel teorema de extensién de Hahn-Banach y utilizarlo com@heenta para estudiar
cuestiones abstractas de aproximacion y separacion dentosjconvexos.

Estudiar el teorema de la Categoria de Baire y sus consecuencias acicssple Banach: el
teorema de la Acotacion Uniforme y el teorema de la Gréaficas@ar

Manejar los tres Principios Fundamentales del Andlisis Funcioagh pleducir la existencia de
limites de Banach, existencia de funciones continuas atesste Fourier puntualmente di-
vergentes, métodos de sumabilidad, equivalencia entoerfwofia débil y holomorfia fuerte
para funciones con valores en espacios de Banach, comtthdallos coeficientes asociados
a una base de Schauder, etc.
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Estudiarlas normas uniformemente convexas como extensiones derasas asociadas a pro-
ductos escalares. Calcular el dual de los espadigs). Clasificar los espacios clasicas
c, (P, C(K), etc., desde el punto de vista de la reflexividad.

Demostrarque el espectro de un operador acotado es no vacio y clasificanlores espectrales.

Conocerla teoria de Riesz-Schauder y las alternativas de Fredholesgacios de Banach, asi
como sus aplicaciones al estudio de las ecuaciones irgsgral

Prerrequisitos

La asignatura tratar4 de hacerse de la forma mas autoadatposible. Partimos de que el
alumno ha cursado las asignaturAfgebra Lineal y Geometria Euclidg@roncal, primer ciclo,
15 créditos),Topologia(Troncal, primer ciclo, 6 créditospnalisis Matematico | y I(Troncales,
primer ciclo, 18 y 15 créditos) mtroduccion al Analisis Complej(Obligatoria, primer ciclo, 7,5
créditos). En cuanto lledida e Integracionno presupondremos que el alumno esta familiarizado
con ella, por lo que se le entregara un resumen a principi® @ara que pueda manejar, casi
en planaxiomaticq la integral de Lebesgue, a la que se dedicaran dos o tres @asa dar una
vision panoramica de la misma.

Bibliografia seleccionada

I B. Cascales and J. M. Miré&ndlisis funcional ICE - Universidad de Murcia - DM, 2002.

I J. B. Conway,A course in functional analysisGraduate Texts in Mathematics, vol. 96,
Springer-Verlag, New York, 1985. MR 86h:46001.

I |. Gohberg and S. Goldbergasic operator theoryBirkhduser, Boston, Mass., 1981. MR
83hb:47001.

I B. V. Limaye,Functional analysisWiley Eastern Ltd., New Delhi, 1981. MR 83b:46001.
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TEMARIO

Leccién 1.1 Espacios de Hilbert

Leccién 1.2 Distancia de un punto a un subespacio
Leccién 1.3 Elteorema de la proyeccion

Leccién 1.4 Bases hilbertianas

Leccion 1.5 Series de Fourier: teoria &3(T)

Leccién 1.6 Bases hilbertianas en espacios de funciones
Leccién 1.7 Elteorema de representacion de Riesz
Leccién 1.8 Aplicaciones del teorema de Riesz

Leccién 1.9 Problemas variacionales cuadraticos

De los primeros cursos de licenciatura es bien conocidattactsra euclidea del espacio
numéricoR", asi como la norma que, a partir de ella, se introduce en spaxie vectorial de
dimension finita.

El propdsito de este capitulo es abordar el estudio de l@cEspde dimension infinita sobre
el cuerpo de los nimeros reales o complejos que estén m®dstun producto escalar, a partir
del cual sera definida una norma con relacion a la que podrbatilar de convergencia y com-
pletitud en el espacio en cuestion. En otras palabras, emueza estudiar en este capitulo la
teoria de los espacios de Hilbert, que es, dentro del cantiettAnalisis Funcional, la mas rica y
fructifera, siendo a la vez la adecuada para enmarcar maysds problemas de la Matematicas
y la Fisica. Esta teoria de gran belleza intrinseca tieneeragas aplicaciones a sistemas infinitos
de ecuaciones lineales, ecuaciones integrales, probldifieasnciales, etc., algunas de las cuales
desarrollaremos en capitulos posteriores.

Leccion 1.1 Espacios de Hilbert.

= El espacio real o complejo-dimensional.
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El espacio/?.

Producto interno y sus propiedades: Desigualdad de Cabchyrarz. Norma asociada. Ley
del Paralelogramo. Identidad de Polarizacion.

Caracterizacion de las normas asociadas a productosaatern

Espacios prehilbertianos y espacios de Hilbert. Ejemplos.

Descripcién. Desde un punto de vista algebraico, métrico y geométricoedpacios de Hilbert
son la generalizacion mas natural del espacio real o compldjmensionalR" o C", y asi son
presentados en esta leccion y a lo largo del tema. Las paggsdasicas que relacionan un pro-
ducto interno y su norma asociada permiten caracterizasjpacios normados (respectivamente,
de Banach) que son prehilbertianos (respectivamente, ldertjj [Lim81, p. 179]:

Teorema 1.1.1 (Jordan-Von Neumann, 1935)Dado un espacio normadd,||-||), las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(i) Existe un producto escalar en X tal q@ex) = ||x||? para todo xc X.
(i) Lanormall-|| verifica la ley del paralelogramo

X+ YII”+ [x—yI[* = 2(||x||>+ [ly||*) para todo xy € X.

La leccidn se ilustra con distintos ejemplos de espaciosiados que no son prehilbertianos
(R" dotado d€|-||1), de espacios prehilbertianos que no son de Hilliifa(b]) dotado dé|-||2),
y de espacios de Hilbert (el espacio de funciones de cuadnéeigrableL?([a,b])). Prestamos
atencion a otros ejemplos relevantes mas sofisticadosdtefinomo subespacios de espacios de
funciones holomorfas. 2 es un abierto del plano complefyy denotamos por?’(Q) el espacio
de las funciones holomorfas €n

Espacio de HardyjRud88, p. 383-385] Si D el disco unidad abierto del plano complejo, péra
en# (D) definimos
1o e
Ma(f;r) = (51/0 |f(re'™)] d6> , O<r<1.
El espacio de Hardy es:
H2(D) := {f € A (D): |f|n,:= sup Ma(f;r) < oo}.
0<r<1

<r<

Espacio de BergmaifitHil77, p. 53-54] y [Con85, p. 5-6]. El espacio de Bergman kalgertoQ
se define como:

A2(Q) = {f e A(Q): //Q I (x+ iy)[2dxdy< oo},

y en él se considera la estructura hilbertiana inducidadpa2).
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Probamos qué?(Q) es un espacio de Hilbert cuya topologia es mas fina que laoigipotle con-
vergencia uniforme sobre compactos@eEl espacio de Bergman se utiliza en las lecciones 1.6
y 1.8 para, respectivamente, sustituir globalment@ éos monomiogz— a)" que permiten desa-
rrollar localmente en serie de potencias las funcioneshottas por bases hilbertianas adecuadas,
y encontraférmulas integralegjue proporcionan isomorfismos conformes de abiertos simgrie

te conexos sobre discos. O

Leccion 1.2 Distancia de un punto a un subespacio.

= Conjuntos ortogonales y ortonormales.

= Nocién de mejor aproximacion. Caracterizacion por ortadjdad de las mejores aproxima-
ciones sobre subespacios.

Aproximacion a un subespacio finito-dimensional: deteemia de Gram.

= Proceso de ortonormalizacion de Gram-Schmidt. Basesartaies en subespacios finito-
dimensionales e interpretacion de la aproximacion y distan

Ejemplos y aplicaciones a problemas de aproximacion.

Descripcion. Los principales resultados de la geometria de los espaeibtlioert se derivan de

la nocion de ortogonalidad de vectores, la cual permitexapiar vectores sobre subespacios. En
esta leccion se estudian con detallelagnasaproximaciones de un vector sobre un subespacio
finito-dimensional. En este caso,ddterminante de Grame un conjunto de vectords; }! ;,

a1 2 - @in

ap1 A2 -+ A
G(X1,X2,. .. Xn) = ,

dn1 3n2 -+ Gnn

dondea;j = (x;j,x;), proporciona un método de calculo directo para mejoresxapeziones y
distancias a subespacios, [GG81, p. 13-21]:

Teorema 1.2.1.Sean H un espacio prehilbertiano, MH un subespacio de dimension finita con
base{x }{' ; y x un vector de H.

(i) Elvector y de mejor aproximacion de x a M viene dado por

aj1 app - aim (XX1)
1 a1 @2 -+ an (XX2)
y:G(Xl,Xz, Xn) ’
8t a2 - @i (XXn)
X1 Xo -+ X 0

donde g = (xj, %), 1,j =1,2,...,n.
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(i) La distancia de x a M se expresa en la forma

d(x,M):\/G(Xl'xz""’xn’x)

G(X1,X2, - -+ %)

Utilizando el determinante de Gram se obtiene, de formaaalegy no recurrente, el proce-
so de ortonormalizacion de Gram-Schmidt, y usando ahoresbagonormales en subespacios
finito-dimensionales, se interpretan las nociones de nagi@ximacion y distancia a un subespa-
cio finito-dimensional. Estas propiedades de aproximasidmnparticularmente importantes desde
el punto de vista de las aplicaciones, por ejemplo, parsslaueion de sistemas lineales sobredi-
mensionados y ajustes polindmicos por minimos cuadralms8[L, p. 203]. Asi, dadok puntos
(conk grande)s, ... tx en el intervalda,b] y valoresys, ... Yk, |éase: dada una tabla de la forma

tl o b
y‘Yl Y2 . Yk

cuyos datos han sido obtenidos, por ejemplo, de forma ewpatal, la féormula

Ao Aor Aoz - Ao (V.1
P— ai.tlzf1 20 Aoi A o (Y 12)
i: G(l1t’t 1-.-,tn) PP

Ao An A o Am (VA7)

dondeA;; = (tj,t‘> eY = (yi1,...,¥k), proporciona el polinomid® de gradon (n < k— 1) que
minimiza la expresion de minimos cuadradd®) = SX_; |y — P(t;)[%. O

Leccion 1.3 El teorema de la proyeccion.

= Aproximacion sobre un conjunto cerrado y convexo.

= El teorema de la proyeccion. La propiedad de complememtagibespacios de Hilbert.
Proyecciones ortogonales.

= Aplicaciones. Extension de operadores. Subconjuntolesote un espacio de Hilbert.

= Ejemplos.

Descripcién. La mejor aproximacion de un vector sobre un subespacioilitensional ha sido

obtenida en la leccion anterior por métodos elementaledgébra lineal. Las propiedades de la
norma asociada al producto escalar de un espacio de Hileertiten asegurar la existencia y
unicidad de la mejor aproximacion de un vector a un subcémjoonvexo cerrado. En particular,
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para cada subespacio cerrddade una espacio de Hilbekt, hay bastantes elementos ldeque
son ortogonales B y que, junto corM, generan toddd (propiedad de complementacion de los
espacios de Hilbert). Este hecho diferencia los espaciadildert de los espacios de Banach, y
sobre él se apoya la fructifera teoria de los espacios dertilb

Teorema 1.3.1.Sean H un espacio de Hilbert y MH un subespacio cerrado de H. Considere-
mos i : H — H la aplicacion que a cada % H le hace corresponder la mejor aproximacion
de x a M. Entonces:

(i) Pw es una proyeccion lineal y el espacio H se puede descomponer suma directa alge-
braica de M y M- (su ortogonal), siendoyy R,., precisamente, las proyecciones canéni-
cas asociadas a dicha descomposicion.

(i) Pm(H) =M, kerRy =M+, By =1 — Py.

(i) Si M # 0, la proyeccion | tiene normal y verifica (Pu(X),y) = (x,Pu(y)), para xy € H.
Otro tanto ocurre con ..
(iv) La suma directa H= M & M+ es topoldgica.
(v) M- =M.

Como primeras aplicaciones de la existencia de proyecgienespacios de Hilbert, caracte-
rizamos los subconjuntos totales como aquéllos cuyo ontdges el cero, y mostramos que toda
aplicacion lineal y continua, definida en un subespacio despacio de Hilbert, admite una exten-
sion lineal y continua a todo el espacio. Se pone de manifiesthante ejemplos que la hipétesis
de completitud es esencial en el teorema de la proyecci@mgflL, p. 213-218]. O

Leccion 1.4 Bases hilbertianas.

= Familias sumables.

» El espacio?(A).

s Desigualdad de Bessel. El teorema de Riesz-Fisher.

= Conjuntos ortonormales maximales. Caracterizacion.
= Bases hilbertianas. Existencia. Dimension hilbertiana.
» Caracterizacion de los espacios de Hilbert separables.
= Sumas hilbertianas.

Descripcion. Empezamos por analizar el concepto de familia sumable demsmeales, com-
plejos, o en general en un espacio de Banach, [Cho66, p.£3]6-3e pone de manifiesto que
las series incondicionalmente convergentes son, preeigamas familias sumables indicadas en
los naturales, y se demuestra que, en los espacios de dimédimsia, series absolutamente con-
vergentes e incondicionalmente convergentes son una neigsaa Esto se hace con la ayuda del
siguiente lema, [CMO02, p. 51-56]:
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Lema 1.4.1. La norma euclided |, enR" tiene la propiedad de que, para cada conjunto finito
{zj}jes en X, existe un subconjuntocSJ con la propiedad

1
= Zjl2< ZSZJ'
2n,/n % £

Si la norma de un espacio de Bandet|-||) satisface una desigualdad del tipo 1.1, entonces
X es finito dimensional: véase [CM02, p. 55-56]. Tomando comt@ de partida el estudio
anterior, se introduce y analiza con comodidad el espactrmd&ienadaéz(A); en la leccion 4.4
se estudiaran los espacios de sucesiones (familias sishableggeneral. Laransformacion de
Fourier ~ que a cada elemento de un espacio de Hilbekt asocia sus proyecciones sobre los
elementos de un conjunto ortonormaly }geca, aplica de forma continuél en (2(A), después
de la desigualdad de Bessel. La completitudidgarantiza qué: H — ¢?(A) es sobreyectiva,
teorema de Riesz-Fisher; cuanflg, } sca €S maximal,” es una isometria.

(1.1)

2

Teorema 1.4.2.Sean H un espacio de Hilbert §uq }qeca Un conjunto ortonormal en H. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(i) {uqa}aea €S un conjunto ortonormal maximal.
(i) SixeH estal queix,uy) =0, para todoa € A, entonces x 0.
(i) {uq }aea €S un conjunto total.
(iv) Laaplicacion ~:H — ¢?(A) definida pork = ((X,Us))aca €S inyectiva.
(v) Paracadax H, se tiene x= 3 qca(X,Uq)Uq (desarrollo de Fourier)

(vi) Paracadaxyy € H, se tiengXy) =3 gea(XUa) (Y,Ua)-
(vii) Para cada xc H, se tiend|x||> = S geal(X.Uq)|? (identidad de Parseval)

La existencia de bases hilbertianas permite mirar cadaiespa HilbertH como un espacio
decoordenadasy en particular, cada espacio de Hilbert separable comspeal# de coordenadas
K" 0 /2. En general, la dimension hilbertiana nos permite clasifamespacios de Hilbert. [

Leccién 1.5 Series de Fourier: teorfaen  L%(T).

= Polinomios trigonométricos. El espadié(T).

» Teorema de Weierstrass. Completitud del sistema trigotvaraéenlL?(T).
= Series de Fourier. Isomorfismo H&(T) y ¢?(Z).

= Teorema de Mintz-Szasz.

Descripcion. El estudio de las series de Fourier en el espacio de las irgimtegrables sobre
el circulo unidadL(T), requiere una amplia y compleja teoria. Sin embargo, pasabespacio

L?(T) deL*(T), las técnicas de espacios de Hilbert permiten dar resuitsatisfactorios en cuan-
to a la convergencia (en media cuadratica) de las seriesut@eFg en cuanto a la existencia de
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funciones con coeficientes de Fourier prefijados (por stipws’?(Z)). De hecho, la completi-
tud del sistema trigonométrico @%(T) junto con los resultados de la leccion anterior, permiten
obtener que laransformada de Fouriees un isomorfismo de?(T) en¢?(Z). Para demostrar la
completitud del sistema trigonométrico, establecemogsdoseemas de aproximacion de Korov-
kin y Weierstrass en el orden que sigue, cuya concatenasiéspectacular, [Lim81, p. 20-21] y
[Z€ei95, p. 205]:

Teorema 1.5.1 (Korovkin, 1953).Consideremos las funcioneg, f; y f definidas era,b] por
fot) =1, fi(t)=t y fo(t)=t>3

para cada te [a,b]. Paran=1,2,..., sea R:C([a,b]) — C([a,b]) lineal. Supongamos que:
(i) Cada R es positivoj.e., Py(f) >0, paran=1,2,...,y cada f>0en C([ab]).
(i) Param=0,1,2se tiendimy_..||Pn(fm) — fm||,, = 0.
Entonces,
tim [P F) 1], =0,

para cada fe C([ab]).

Teorema 1.5.2 (Weierstrass, 1885)El conjunto de polinomios en una variable es denso en el
espacio(C([ab]),/«)-

Teorema 1.5.3 (Weierstrass).Sea f: [—,71 — R una funcion continua con(fm) = f(m).
Entonces, para cada > 0, existe un polinomio trigonométrico real P tal que

If — Pl < €.

Completamos el capitulo con la siguiente mejora del teorand/eierstrass:

Teorema 1.5.4 (Mintz-Szasz)Sea0 < A1 < A2 < --- una sucesion de enteros positivos y sea
X:=lin{1tMt"2,...} en C([0,1)). Entonces X es denso €@([0,1]),|||.) si, y s6lo si,

1
2"

Las técnicas de la leccion 1.2 permiten demostrar una vedsbil del teorema anterior con
aproximacion en media cuadratica (teorema de Mintz, 19181, p. 205-206]. A partir de
aqui un ingenioso argumento y el teorema de Stone-Weisssittas permite obtener la aproxi-
macioén en la norma del supremo. Alternativamente, se puadetch demostracion obteniendo
aproximacién en norma del supremo, utilizando tambiéretearde Stone-Weierstrass, el teorema
de Hahn-Banach y técnicas de funciones holomorfas, [Ryni&55-358]. O
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Leccion 1.6 Bases hilbertianas en espacios de funciones.

= Bases hilbertianas drf([a,b]), —» < a < b < «. Polinomios ortogonales.
= Bases hilbertianas drf([a,b] x [a,b]).
= Bases hilbertianas e&/(Q) y su relacion con los desarrollos en serie#Q).

Descripcion. Nos ocupamos en esta leccion del estudio de bases conaretiatitos espacios de
Hilbert. En primer lugar, vemos como el proceso de ortontimaeion de Gram-Schmidt, utiliza-

do con los monomio$1t,t?,....t",...}, nos proporciona sucesiones de polinomios ortonormales:
presentamos los polinomios de Legendre, Laguerre, Heynitehebychev. Estudiamos bases
formadas por polinomios ortonormales en los espalkfgga,b]). Utilizamos los polinomios or-
tonormales para mejorar la aproximacion de las formulasuddratura Gaussiana para calculo
de integrales y, en combinacion con el teorema de Weiessir&s2, demostramos el teorema de
Stieltjes, el cual proporciona que las férmulas de cuada@aussiana convergen a la integral:

Teorema 1.6.1 (Gauss)Sea p un peso da,b] y sea{Py,Py,...,P,,...} la sucesion de polinomios
ortonormales asociados a p émb]. Fijadone N, seant <ty < ... <t, puntos interiores &a,b]
y supongamos que la férmula

b n

[ fpmdt~ Y A (12)

a k=1
es exacta para polinomios de grado menor que n. Entoncedirtaufa es exacta para polinomios
de grado menor quen si, y sélo sift,ty, ...t} son los ceros del polinomiag,P

Teorema 1.6.2 (Stieltjes).Sea p un peso €@a,b] y sea{Py,Py,...,P,,...} la sucesiéon de polino-
mios ortonormales asociados a p fnb|. Para cada n=1,2,..., sean i <tp < ... <ty los
ceros de Ry sean A1, Anz, - .., Ann los correspondientes coeficientes en la formula de cuadratu
gaussiang1.2). Entonces, para cada funciongfC([a,b]) se tiene

[ H0p00t=1im S At
a k=1

Vemos también como, al multiplicar tensorialmente dos dubertianas de.2([a,b]), se
obtiene una base hilbertiana par&([a,b] x [a,b]), resultado que ofrece una ayuda notable para
interpretar operadores integrales lexi[a,b]) como operadores matriciales y deducir facilmente
propiedades de compacidad para ellos, véase la lecciorAZbntinuacion estudiamos bases
hilbertianas en el espacio de funciones holomo#fd$). Ahora, el desarrollo en serie de Fourier
de una funcién dé?(Q) sustituye (en todo su sentido) al desarrollo en serie depiate de una
funcion holomorfa en un disco, [Hil77, p. 335-337] y [CM02,70-74]:
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Teorema 1.6.3.SearQ C C abierto y{w;,Wa,...,Wy,...} una base hilbertiana de?Q). Enton-
ces, para cada €& AZ(Q), el desarrollo en serie de Fourier

f — z <f,Wn>Wn
n=1

converge uniformemente sobre compactoQde

También nos ocupamos de la construccion de bases concrefg%®), lo que finalmente
depende de la complejidad €e

Discos: Para un disc® = {ze C: |z < R}, un célculo directo es suficiente para establecer que
los polinomios ménicos normalizados forman un sistemanortoal completo ed?(D).

Abiertos simplemente conexoBaraQ un abierto simplemente conexo distinto @gel teorema
de representacion conforme de Riemann y el teorema del oatahviariable para la integral
enR? permiten construir, a partir de la base hilbertiana del @aniterior parad?(D), una
base hilbertiana da?(Q).

Dominios acotados:Para un dominio acotadQ C C, el teorema de la proyeccién permite cons-
truir un sistema ortonormal completo AA(Q). O

Leccion 1.7 El teorema de representacion de Riesz.

= Formas lineales continuas en un espacio de Hilbert. El esgdaal.
= Elteorema de representacion de Riesz. Ejemplos y contnaéjs.
= Antisomorfismo con el dual. Bidual. Reflexividad.

Teorema de Hahn-Banach. Unicidad de las extensiones.

= Topologia débil de un espacio de Hilbert.

Descripcion. El teorema de la proyeccion, junto con un sencillo argumelet@lgebra lineal,
permite obtener que toda forma lineal continua en un espildilbert esta determinada univo-
camente por un vector del espacio a través del productcaegcan8l, p. 216-224]:

Teorema 1.7.1 (Riesz-Fréchet, 1907 Sean H un espacio de Hilbert y: H — K una forma
lineal. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

() Laformalineal f es continua.
(i) Existe un anico ye H tal que f(x) = (x,y) para todo x€ H, siendo ademasf| = ||y||.

La completitud es esencial en el teorema anterior, comorpdaananifiesto sencillos ejem-
plos. Era opinién del propio Riesz, y es opiniébn de numerassres, que casi toda la teoria de
espacios de Hilbert puede basarse en este teorema de ntpcase en la leccion 1.9 demos-
tramos que el teorema de Riesz y el teorema de la proyecci#n §ubespacios cerrados) son
equivalentes. Las consecuencias de este resultado somasa\g aparecen por toda la teoria de
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espacios de Hilbert y alla donde ésta se aplica. En est@feseidan unas primeras aplicaciones
gue sorprenden por su sencillez cuando se comparan contsusieres a espacios de Banach:
la propiedad de extensién de Hahn-Banach y el caractemagfi¢é sucesionalmente compacto de
los acotados de los espacios de Hilbert. O

Leccion 1.8 Aplicaciones del teorema de Riesz.

= Elteorema de Radon-Nikodym.
= El nicleo de Aronszajn-Bergman. El niicleo de BergmaA%®) y el teorema de repre-
sentacion conforme de Riemann.

Descripcién. La importancia del teorema de Riesz reside tanto en su piinfag como en su
aplicabilidad. Aplicamos, en primer lugar, el teorema desRipara dar una prueba funcional del
teorema de Radon-Nikodym, [Yos80, p. 93] y [Wei74, p. 216].98gundo lugar, lo utilizamos
para estudiar la existencia de nucleos en espacios de Hildunciones, [Yos80, p. 96-98]. La
existencia de un nicleldg : Q x Q — C enA?(Q) (nicleo de Bergman) permite, cuan@oes
simplemente conexo, dar una férmula integral para una bigeconforme d& sobre un disco:

Teorema 1.8.1.SeaQ C C un abierto simplemente conexo y acotado y fijergasQ. Entonces,
la funcion

1 z
f(2) = 7/ Ka(w,zo)dw, para ze Q,
(2) Kazo70) Ja o(W.20) p
es la unica biyeccion conforme @& sobre el disco [0,p), de forma quep = 1/+/1Kq(20,2),
f(z0) =0y f'(0) = 1. O

Leccion 1.9 Problemas variacionales cuadraticos.

= Problemas variacionales cuadraticos. Equivalencia ctenetma de Riesz y el teorema de
la proyeccién para subespacios cerrados.

= Principio de Dirichlet. Conexién entre problemas variaeies y problemas frontera.

= Derivadas generalizadas y espacios de Sobolev.

= Desigualdad de Poincaré-Friedrichs.

= Principio de Dirichlet generalizado.

= El método de Ritz.

Descripcién. Partimos aqui de la siguiente consecuencia del teoremgposentacion de Riesz,
[Zei95, p. 120-142].
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Teorema 1.9.1 (Teorema principal de los problemas variacitales cuadraticos). Sean H un
espacio de Hilbert real y B una forma bilineal simétrica, taxda y fuertemente positiva, definida
en H. Sea b una forma lineal continua en H y seaHF — R definida mediante

F(x):= :—ZLB(X,X) —b(x). (1.3)

Entonces:

(i) Es condicion necesaria y suficiente para que F alcance sumo en we H (problema
variaciona) que se verifique la siguiengzuacion variacional

B(wy) =b(y) paratodoycH. (1.4)

(i) La funcion real Kx) alcanza un minimo absoluto en H que, ademas, es unico.

El teorema anterior es de hecho equivalente al teorema tesegpacion de Riesz (leccion 1.7)
y al teorema de existencia de mejores aproximaciones sobesgacios cerrados (leccion 1.3). Se
introduce el espacio de Sobole\(Q), Q C R" abierto, y su subespactd(Q), que utilizamos
para definir el concepto de funcién que se anula en la fronkefa en sentido generalizado. La
desigualdad de Poincaré-Friedrichs es la herramientarietéia que necesitamos para demostrar
el principio de Dirichlet.

Lema 1.9.2 (Desigualdad de Poincaré-Friedrichs)Si Q es un abierto no vacio y acotado de
R", entonces existe € Otal que

C/QUZ(X)dXS/Qil(ajU(X))ZdX,
=

para todo uc H3(Q).
Teorema 1.9.3 (Principio de Dirichlet). SeaQ un abierto acotado no vacio d&'y supongamos
dadas las funciones € L?(Q) y g€ H(Q). Entonces:

() Lafuncion

F(u) = %/Q Ji(aju(x))zdx_/gf(x)u(x)dx

para uc H(Q) y u= g endQ en sentido generalizado, tiene un Gnico punto de minimo
U = Up.

(i) Dicho punto @ es también la Unica solucion,=H up, del siguiente problema generalizado
de valores frontera:

/Qéldju(x)djV(X)dX:/Qf(X)V(x)dx
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para todo ve H3,(Q), con la condicion u= g endQ en sentido generalizado. Y también es
la Unica solucién del problema de valores frontera para laatién de Poisson

—Au(x) = f(x),

con u= g endQ en sentido generalizado.

La leccién termina con una descripcion aeétodo de Ritpara resolver asintéticamente el
problema variacional, que es la base de algunos métodosiicompara la resolucion de ciertas
ecuaciones en derivadas parciales.

Teorema 1.9.4 (Método de Ritz).Sea H un espacio de Hilbert real y s€%), una sucesion de
subespacios finito dimensionales tales que, para cadalx se verifiqudim,d(x,Y,) = 0. Sean
B:H xH — R una forma bilineal acotada simétrica (con constante M) felerente positiva
(con constante c¢) y b una forma lineal continua definida en ktokces:

(i) La unica solucién w para el problema variacional asoaiad (1.3) (Unica solucién de la
ecuacion variaciona(1.4)) satisface la desigualdad

-1
Iw]| < c™b].

(i) El problema variacional (de Ritz) asociado (@.3) sobre el espacio yvtiene una Unica
solucion w, € Yy, que es también solucion de la correspondiente ecuacidiacianal (de
Ritz) asociada §1.4)en ¥,.

(iii) La sucesion(wy)n converge a w en H con la siguiente estimacion de la conveigenc

[Wn —w|| < c”IMd(W,Yy).

(iv) Sise conoce una cota inferi para el problema variacional original de minimo (es decir,
si B < F(w)), entonces la formula

1
Sl — Wl < F(wy) — B

proporciona una estimacion del error que se comete al sliistit por w,. O

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[Cho66], [Lim81], [Rud88], [Hil77], [Con85], [GG81], [CMB)], [Zei95], [Yos80], [Wei74].



Operadores lineales acotados
en espacios de Hilbert

Capitulo

TEMARIO

Leccién 2.1 Operadores lineales acotados en espacios de Hilbert
Leccién 2.2 Invertibilidad de operadores

Leccién 2.3 Funcionales sesquilineales y operadores adjuntos
Leccion 2.4 Algunas clases especiales de operadores

Leccion 2.5 Operadores compactos

Habiendo discutido la estructura geométrica de un espaditildert en el capitulo anterior, en
el presente estudiamos con detalle las aplicaciones d¢imeaintinuas del enH. Estas funciones
son descritas por matrices infinitas, de la misma forma gaérdmsformaciones lineales &
son representadas por matrices finitas. De este modo, ydsas p coordenadas respecto a una
base Hilbertiana, el estudio de una ecuacion de la farma y, dondexyce Hy T € Z(H), es
equivalente al estudio de un sistema infinito de ecuacianealés. Damos el test de Schur para
decidir si una matriz infinita determina un operador acotuy. Estudiamos el método iterativo
de invertibilidad de operadores, que aplicamos al estuglieadiaciones de la forma— Tx=y.
Después, introducimos la nocién de funcional sesquilimeaktado, que nos permite definir el
adjuntoT* de un operadof enH, y estudiamos clases importantes de operadores (auttasljun
normales, unitarios, compactos), que seran las que noszaparen las aplicaciones a sistemas de
ecuaciones lineales y ecuaciones integrales.

Leccion 2.1 Operadores lineales acotados en espacios de Hil bert.

= Operadores lineales acotados. Norma. Continuidad. E@nypestimacion de las normas.
= El espacio de Banach de los operadores lineales acotados.

Representaciones matriciales. Operador asociado a unz mahita. Test de Schur.

= Operadores de rango finito. Caracterizacién. Ejemplos.
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Descripcion. La existencia de conjuntos ortonormales completos en joscess de Hilbert per-

mite describir los operadores lineales entre éstos a tde/ésatrices infinitas, de la misma forma

gue las aplicaciones lineales €A son representadas por matrices finitas.

Proposicién 2.1.1.Sea H un espacio de Hilbert separable de dimension infinitabase orto-
normal{en}ny sea Te .Z(H). Entonces, para todo& H, se tiene

i (x.e)(Teex) &

uMs

Es decir, T admite una representacion matricial de la forma

(Terer) (Teper) - (Tener)

(Teren) (Texen) -+ (Tenen)

Matrices infinitas dan lugar a operadores entre espacioslderti{GG81, p. 55-63].

Proposicion 2.1.2 (Test de Schur, [Lim81, p. 229]))Sea(a;; )i, una matriz infinita, conig € K,
que cumple la siguiente condicion: existen constanteg G tales que

> laij| <Cy, paratodo Zila;jl < Cy, para todo j
=1 i=

Sean H,H, espacios de Hilbert separables de dimension infinita coedastonormalegun }, y
{Vn}n, respectivamente. Entonces la férmula

[ee]

Tx=T XUy ) : aj (X,u;)
(3, 0eu0u) = 3 (3, 2000w
define un operador acotado de ldn H con

ITI| < (C1C2)™2.

La leccion es, por tanto, una pequefa introduccion a lageerimatrices infinitas. O

Leccion 2.2 Invertibilidad de operadores.

= Operadores invertibles.

= Invertibilidad de(l — K), conK de rango finito. Aplicacion a las ecuaciones integrales.
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= |nversion de operadores por el método iterativo. El suhotnjabierto de los operadores
invertibles.

= Sistemas infinitos de ecuaciones lineales. Aproximacidrsistemas finitos.

= Aplicacion a las ecuaciones integrales.

Descripcién. Uno de los problemas fundamentales en la teoria de opesdsreesolver, si es
posible, la ecuaciéif x =y, dondeT es un operador lineal acotadoyees un vector dado. En
esta leccion consideramos este problema para algunas desperadores simples, pero a la vez
importantes. La invertibilidad de los operadores invaddos resulta esencial en estas cuestiones.
El método empleado para invertir un operador resulta, etosieasos, de particular interés: apli-
cacion del método iterativo de inversion al estudio de siateinfinitos de ecuaciones lineales y al
estudio de ciertos tipos de ecuaciones integrales. Passstesnas infinitos se obtienen soluciones
aproximadas mediante las soluciones de los sistemas finitwsados, [GG81, p. 66-73].

Proposicion 2.2.1.Dada la matriz(aj )%, _; dondey; ; |aij > < 1, el sistema
=1

tiene una Unica solucién z (z,2,...) para cada y= (y1,y2,...) € ¢2. Ademas, los sistemas
truncados

n
X— Y apxj=y, i=12..n,
=1
tienen una tnica solucion? = (" 2",....4"), y la sucesion ¢ tiene por limite z erf?,
siendo J la inclusion candnica d&" en las n primeras coordenadas ¢fe

Para ciertas ecuaciones integrales, sus soluciones sesarpmediante nucleos integrales,
[GG81, p. 74-75].

Proposicion 2.2.2.Sea ke L?([a,b] x [a,b]) con|[k||> < 1. Entonces, para cadagL?([a,b]), la
ecuacion integral

b
£t) —/ K(t,s)f(s)ds= g(t)
a
tiene una Unica solucion que es de la forma

b
g(t)+ | KtSg(s)ds

dondek € L?([a,b] x [a,b]). O
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Leccion 2.3 Funcionales sesquilineales y operadores adjun tos.

Funcionales sesquilineales. Representacion de fune®sa&isquilineales en un espacio de
Hilbert.

El teorema de Lax-Milgram. Producto escalar y topologiardespacio de Hilbert.

Adjunto de un operador entre espacios de Hilbert. Ejemplepresentacion matricial.
Propiedades de los operadores adjuntos. Rango y nucleo.

Descripcién. Como consecuencia del teorema de representacion de RigaZotma sesquilineal
B:H xH — K acotada, en un espacio de Hilbert tiene que ser, necesatanue la forma
B(xy) = (x,Ty), x,y € H, dondeT € Z(H), [BN66, p. 368-372] y [Lim81, p. 231]. Cuanddes
ademaduertemente positivae tiene, [Yos80, p. 92]:

Teorema 2.3.1 (Lax-Milgram, 1954). Sean H un espacio de Hilbert sobkey B una forma
sesquilineal en H acotada y fuertemente positiva. Entoages$e un isomorfismo de espacios de
Hilbert T : H — H, univocamente determinado, tal que

B(xy) = (x,Ty) paratodo xyecH.

En particular, las topologias asociadas a dos estructibestianas(-,-)1 y (-,-) enH coinci-
den si, y sélo si, existe un isomorfismo de espacios de Bahac¢H,||-||1) — (H,||-||) de forma
que (xy)1 = (X, Ty) para cada,y € H (la topologia determinasalvo isomorfismgsel producto
escalar).

La existencia de adjuntos de operadores lineales acoteda®senta como un caso particu-
lar de la representacion de funcionales sesquilinealéss eperadores adjuntos son la contra-
partida infinito-dimensional del concepto de matriz adjuitrecuentemente, se puede ganar in-
formacion para un operador conociendo su adjunto, con ¢lpuge ser mas simple trabajar.
El estudio de las propiedades de los operadores adjunto®(por ejemplo, kef = (ImT*)+,
kerT* = (ImT)*, (kerT)* =ImT*, (kerT*)* =1mT) seran de utilidad para establecer el teore-
ma espectral, [GG81, p. 77-80], véase la leccion 3.3. O

Leccion 2.4 Algunas clases especiales de operadores.

Operadores autoadjuntos. Propiedades y ejemplos. Piogesmrtogonales.
Operadores normales. Propiedades y ejemplos.

Isometrias y transformaciones unitarias. Propiedadesm@ps.

La transformacion de Fourier-Plancherel.

Descripcién. Desde el punto de vista de la operacion de tomar adjuntagjiada en la leccion
anterior, hay algunas clases de operadores en un espacitbde Hue tienen un buen compor-
tamiento: los operadores autoadjuntos, los operadoresates y las transformaciones unitarias.
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Estas buenas propiedades seran fundamentales a la hor@deraxpresiones sencillas (descom-
posiciones espectrales) para los operadores de estas elasecciones posteriores. Se estudian
las transformaciones unitarias (las isometrias sobriegsaie un Hilbert en si misma), prestando
atencion especial a la transformacion de Fourier-Plaetigele extiende, desdée (R) NL2(R) a
L?(R), la transformacion de Fourier, [Lim81, p. 238-247] y [GGB180-82 y 184-186].

Teorema 2.4.1 (Plancherel, 1933)Para x< L2(R),

yw= 0 [T €T Agas

= \/27'[& —o0 —|S

define una funcion y para casi todoauR. Se tiene que ¥ L?(R), y el operador definido por
U (X) =y es una transformacion unitaria cuyo invers@yy = x viene dado por

K= [T €y

. vV an_u —o0 —|S
Ademas, si x LY(R) NL2(R), entonces Wx)(u) = X(u) para casi todo e R, siendoX la trans-

formada de Fourier de X,
1

K(u) = \/?T/Z x(s)e Uds uc R. O

Leccion 2.5 Operadores compactos.

= Operadores compactos. Caracterizacion. Primeros ejemplo

= Propiedades de los operadores compactos: operacionge, eisubespacio cerrado de los
operadores compactos.

Operadores compactos como limites de operadores de raitgo fin

= Operadores compactos definidos por matrices. Operadaegsates.

= Adjunto de un operador compacto.

Descripcién. Una clase muy importante de operadores lineales acotaéaspauece en el estudio
de las ecuaciones integrales es la clase de los operadongacins. En esta leccion se estudian
algunas propiedades y ejemplos de operadores compactes gtibizaran en lecciones posterio-
res, y que a su vez son importantes por si mismas. Por ejed®la,existencia de proyecciones
en un espacio de Hilbert se obtiene que un operador compaicteatores en un tal espacio es el
limite (en la norma de operadores) de una sucesion de opesadwrango finitd,e., todo espacio

de Hilbert tiene la propiedad de la aproximacignéase la leccion 6.4 para el caso de espacios
de Banach). El ejemplo por antonomasia de un operador campaentre espacios de Hilbert
(separablesii; y H, viene dado por una expresion

Tx:= % an{Xen)fn,
n=1
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donde{e,}, es una base Hilbertiana d¢&, { f,}» un conjunto ortonormal del, y (a,)n €s una
sucesion nula en el cuerpo. Posteriormente, el teorematesp@éase la leccion 3.6) permitird
demostrar que los operadores compactos son, precisarntangele admiten una expresion como
la de arriba. Utilizando el hecho de que al multiplicar ter@mente dos bases hilbertianas de
L2([a,b]) se obtiene una base hilbertianaldé[a,b] x [a,b]), se demuestra facilmente el siguiente
resultado, [GG81, p. 83-84] y [Con85, p. 41-46]:

Teorema 2.5.1.Si ke L2([a,b] x [a,b]), entonces el operador integral K.2([a,b]) — L?([a,b])
(con nucleo k) dado por la formula

Kf(t) = /bk(t,s)f(s)ds

es un operador compacto.

El hecho de que para un operadorse dé la igualdad T|| = ||T*||, junto con que el limite
de operadores de rango finito es un operador compacto, pediantuna prueba sencilla de que
T es compacto si, y solo sI.* lo es. Esta equivalencia sera analizada en general paradopes
entre espacios de Banach en la leccion 6.4, donde la pruatmamggdetamente distinta: teorema
de Schauder. O

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[BN66], [GG81], [Con85], [Lim81], [Yos&0].



Teoria espectral elemental en
espacios de Hilbert

Capitulo

TEMARIO

Leccién 3.1 Valores propios y subespacios propios

Leccién 3.2 Existencia de valores y vectores propios

Leccién 3.3 Teoria espectral para operadores compactos autoadjuntos
Leccion 3.4 Teoria espectral para operadores integrales

Leccion 3.5 El problema de Sturm-Liouville

Leccién 3.6 Otros desarrollos del teorema espectral

En este capitulo introducimos al alumno en la teoria esglesiemental para operadores au-
toadjuntos (normales) en espacios de Hilbert. Los opegadormpactos autoadjuntos tienen un
interés especial, y no sélo porque se puede tener informac#s precisa sobre su espectro que
en el caso de operadores compactos generales, sino tanusgire su teoria general se aplica
inmediatamente en las ecuaciones integrales de Fredhaimlmbeo hermitiano y, en particular,
al problema de Sturm-Liouville, que se ha elegido como wrsricion especialmente interesante
de la potencia de los métodos del Analisis Funcional.

La teoria espectral general es desarrollada en la asigrdgdgebras de Banagltyue es una

asignatura optativa de 6 créditos impartida en el Segunclo 6¢ la Licenciatura en Matematicas
de la Universidad de Murcia.

Leccion 3.1 Valores propios y subespacios propios.

= Subespacios invariantes. Ejemplos. Subespacios int@si@ara un operador y su adjunto.
= Valores, vectores y subespacios propios de un operador.

= Propiedades de los valores y subespacios propios de opesaalotoadjuntos, normales,
unitarios y compactos.

Descripcion. Algunas veces, las propiedades de un operador en un esgalditbdrt pueden ser
determinadas mas facilmente considerando éste restiagigbrtos subespacios donde se expresa
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de forma simple. De especial relevancia son los subespatios que el operador actiia como una
homotecia (subespacios propios), los cuales desempeffaapehcentral en la teoria espectral.

En esta leccion introducimos los conceptos de valor, vecturbespacio propio de un ope-
rador, estudiando las primeras propiedades de éstos paopdoadores de las clases especiales
introducidas en el capitulo anterior; autoadjuntos, ntematc. Prestamos atencion a los siguien-
tes resultados, que seran las herramientas a utilizar emastracion del teorema espectral que
se prueba en lecciones posteriores, [Con85, p. 44-46], IGE®B8-89] y [Sch67, p. 66-69]:

Proposicion 3.1.1.Sean H un espacio de Hilbert yd .#(H) un operador normal. Entonces:
(i) ParatodoA ¢ C se tieneker(T —Al) =ker(T* — Al).
(i) SiA # u, entonceker(T —Al) L ker(T — ul).
(iii) ker(T —Al)y (ker(T —Al))* son invariantes por T.
Teorema 3.1.2.Sean H un espacio de Hilbert soldfey T € . (H) un operador compacto.

(i) SiA #0, entonceker(T — Al) es de dimension finita (teorema de Riesz).
(i) SiT es, ademas, normal, entonags(T ) (espectro puntual) es un conjunto finito o0 nume-
rable. Caso de ser numerablgges su Unico punto de acumulacion. O

Leccion 3.2 Existencia de valores y vectores propios.

Valores y vectores propios de operadores de rango finito.

Ejemplos. Operadores compactos y operadores autoadgintealores propios.
Norma de un operador autoadjunto. Norma de la forma cuadrasiociada.
Existencia de valores propios para operadores compadiostfuntos.
Existencia de valores propios para operadores compactosies.

Descripcién. De algebra es conocido que todo operador linean un espacio de HilbeH
(complejo) finito-dimensional tiene un valor propio (temiefundamental del algebra), y que si
T es autoadjuntoH real o complejo), entonceE tiene un valor propio cuyo modulo es igual a
la norma deT. En general, para espacios de Hilbert de dimension infiayedperadores lineales
acotados sin valores propios, [Con85, p. 44] y [GG81, p. 108}

El propésito fundamental de esta leccion es establecerogloeoperador compacto y autoad-
junto en un espacio de Hilbert cualquiera tiene, al menosalor propio, [GG81, p. 112]:

Teorema 3.2.1.Si T es un operador compacto autoadjunto en un espacio deitlh entonces
IIT||o—||T|l es un valor propio de T.

De hecho, un operador compacto autoadjunto (o, mas en gez@rgpacto normal) tiene su-
ficientes valores (vectores) propios como para poder seesxgo como una suma de operadores
simples (descomposicion espectral). O



Leccion 3.3 Teoria espectral para operadores compactos aut oadjuntos.

= Diagonalizacién de un operador.

= El teorema espectral para operadores compactos autazsljunt

= Sistemas bésicos de valores y vectores propios.

= Descomposicién de un espacio de Hilbert asociada a la dessicion espectral de un
operador compacto autoadjunto.

= Soluciones de la ecuacidrx— Tx=y, paraT compacto autoadjunto.

Descripcién. Haciendo uso del resultado establecido en la leccion antepiie asegura que un
operador compacto autoadjurifoen un espacio de HilbeH tiene un valor propio de modulo la
norma del operador, y teniendo en cuenta que el suplemeioi@ogonal de un subespacio inva-
riante paral es, de nuevo, un subespacio invariante garan argumento de induccion permite
construir una base hilbertiana patajue esta formada por vectores propiogdéa extension de
los resultados del caso finito-dimensional es completse expresa como un operador diagonal
en esta base, i es la suma hilbertiana de los subespacios propids, @G81, p. 113-121].

Teorema 3.3.1 (Teorema espectral para operadores compastautoadjuntos). Sean H un es-
pacio de Hilbert sobré&y T € . (H) un operador compacto autoadjunto.

(i) El conjunto op(T) \ {0}, formado por los valores propios no nulos de T, es finito o nu-
merable, y el espacio H puede expresarse como suma dirdbtxtidna dekerT y de los
subespacios propios correspondientes a los valores psapeonulos de T, es decir,

H=kerT @ B ke(T-AD)|.
Aeop(T)\{0}

(i) SiP, es la proyeccion ortogonal sobre el subespad@q T — Al), entonces

T= Y AR
Aeap(T)

en el espacioZ(H), donde la igualdad anterior debe entenderse en el sentidguéela
familia (AP ) cq,(T) €S sumable con suma T.
(i) Se tiene que
ImT= & ke(T—Al).
Aeop(T)\{0}
(iv) Existen un conjunto contable (finito o numerable) J, wodeccion{e,}ney de vectores
ortonormales, que constituyen una baseloel, y una coleccién de escalardgin }ne)
tales que, para cada& H, es

TX="% Hn(X.En)en,
% n
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donde la igualdad anterior debe entenderse en el sentidadéig (X,en)en)nes €S Sumable

consuma T x. Ademas, para cada 8, 1 € 0,(T)\ {0} y cadaA € gp(T)\ {0} aparece en

la coleccion{ iy }ney un nimero finito de veces, cuyo valor es la dimensiokedd — Al).
(v) Cada xe H admite una representacion en la forma

X=Pox+  (X.en)en,
2

donde B es la proyeccion ortogonal de H sobker T .

Como una aplicaciéon notable de la expresion diagonal de aradpr compacto autoadjunto
T cabe destacar la sencilla resolucion de las ecuacibresT x =y, lo que es de interés para el
estudio de ciertas ecuaciones integrales.

Teorema 3.3.2 (Alternativa de Fredholm).Sean H un espacio de Hilbert soldiey T € .Z(H)
un operador compacto autoadjunto. Sge}ney Una base ddmT tal que T se expresa en la
forma

TX="% Hn(X.En)en.
n; n

(i) SiA & op(T)U{0}, entonces, para cadag/H, la ecuacion(Al — T)x =y tiene una Gnica
solucion que viene dada por la férmula

%(y+ S (ven)en).

(i) SiA € 0p(T)\{0}, entonces la ecuaciop\ | — T)x =y tiene solucion si, y solo si, el vector
y € ker(Al —T)*, siendo la solucién general, en este caso,

1 "
x=3 <y+unZgA o <y,en>en> +2,

donde z= ker(Al —T) es arbitrarioy }J ={ne€J:un #A}.
(iii) La ecuacion T x=y tiene solucién si, y sélo si,

1
ye (kerT)t y y.en) [2P— <
(kerT) %K )| TTAE

En este caso, las soluciones vienen dadas por
1
X=2z+ Z—(y,en>en,
ne Un

donde z= kerT es arbitrario. O
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Leccion 3.4 Teoria espectral para operadores integrales.

= Ecuacion integral de Fredholm de nucleo simétrico.
= Teorema de Hilbert-Schmidt. Aplicaciéon: convergenciaatederies solucién de una ecua-
cion de Fredholm.

Descripcion. Lateoria desarrollada en la leccién anterior tiene unaagibn natural al estudio de
las ecuaciones integrales de nucleo simétrico. Usandddamifas de inversion alli establecidas,
se determinan explicitamente las soluciones de una ecudeiéste tipo: estas soluciones vienen
dadas através de series en las que intervienen los valoeesoyes propios del operador compacto
autoadjunto asociado a la ecuacion, [Lim81, p. 275-277].

Teorema 3.4.1 (Alternativa de Fredholm). Sea ke L?([a,b] x [a,b]) un ntcleo simétrico, es
decir, un nicleo que satisfacétls) = k(st), para casi todo $ € [a,b]. Sea K el operador integral
asociado, dado por la formula

Kf(t) = /bk(t,s)f(s)ds,

para f € L?([a,b]). Supongamos que

Kf =3 pi(f.e)ej,
J; j j /€

donde J es un conjunto contable{g,}ncy €s una base hilbertiana denK. Se considera la
ecuacion integral de Fredholm siguiente:

£t) —u/abk(t,s) f(sds=g(t), te[ab), (3.1)

con ge L2([a,b]). Entonces:

(i) Siu =0, laecuacién(3.1)tiene una Unica solucion £ g.
(i) Sil/u # u, paratodo n, entonces, para cadacd-?([a,b]), existe una Gnica solucién f de
la ecuacion(3.1) que viene dada por

f(t)zg(t)+u<z 5 ,(/abg(S)WdS) ej(t)>, t € [ab]. (3.2)

En este caso,
[fll2 < allgll2

para cierta constante independiente de g L?([a,b]).
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(i) Finalmente, sil/u = p, para algun n, entonces la ecuacion tiene solucién si, y sblo s
g € ker(unl —K)*, y en ese caso, cualquier solucion de la ecua¢i) es de la forma

ft)=9t)+u Y Hi </bg(s)@ds>ej(t)+u(t), telabl, (3.3)
w1 HHG \Va

donde u es una funcion arbitraria der(upl — K).

En general, sélo se puede garantizar que estas seriesdsotacivergen en media cuadratica,
si bien en condiciones bastante generales (por ejempla, marleos continuos) el teorema de
Hilbert-Schmidt garantiza que su convergencia es absplutdforme.

Corolario 3.4.2. Sea ke L?([a,b] x [a,b]) un ncleo simétrico tal que
b
sup | |k(t,s)>ds< oo.
tefab]/a

Sean{n}nes Y {€n}nes cOmo en el teorema 3.4.1. Entonces las series involucradéssdormu-
las dadas er(3.2) y (3.3) convergen absoluta y uniformemente[ajo]. Consecuentemente, las
soluciones que alli se dan coinciden en casi todo punto cennaa de estas series. O

Leccion 3.5 El problema de Sturm-Liouville.

Operadores integrales como inversos de operadores difelesn

El problema de Sturm-Liouville. Funcién de Green.

Resolucién del problema de Sturm-Liouville.

Ejemplos. Problema asociado a la cuerda vibrante y probienarichlet para un cuadrado.

Descripcion. Una de las principales motivaciones del desarrollo de @&t operadores integra-
les es que ciertas ecuaciones diferenciales con condiciometera pueden ser transformadas en
ecuaciones integrales equivalentes. Este es el caso detlmas de Sturm-Liouville, que tienen
descrito a su inverso como un operador integral a través fimd¢idn de Green. El desarrollo de
las lecciones precedentes posibilita la resolucion ta@aenpleta de estos problemas. Estudiamos
aqui el siguiente tipo de ecuaciones diferenciales,

X' () + a(t)x(t) — px(t) = y(t), (3.4)

dondeq € C([a,b]) con valores realey, € C([a,b]) con valores complejos y € C. El problema
(regular) de Sturm-Liouville consiste en hallar una sduocde (3.4) que verifique, ademas, las
condiciones frontera siguientes:
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siendoa,aq,B,B1 nimeros reales tales que| + |ai| # 0y |B| + |B1| # 0. El operador de Sturm-
Liouville esS: Ds — C([a,b],C) descrito por

S(x) = —X" +gx,

parax € Ds, donde
Ds= {x € C?([a,b],C) : Ba(x) = Bp(x) = O}.

En términos deS, el problema de Sturm-Liouville planteado consiste enadad C([a,b],C),
determinaix € Dstal que

(S—ul)x=y.

CuandoSes inyectivo, su operador inver&: C([a,b]) — Dses un operador integral de nacleo
simétrico funcion de Gree)n al que se le puede aplicar la teoria de Fredholm analizadase
lecciones anteriores para resolver el problema diferbanitos términos que siguen.

Teorema 3.5.1.Consideremos el problema de Sturm-Liouville
—X' +gX— ux =
TOX—pUx=y (3.5)
Ba(X) =Bp(x) =0

y su operador de Sturm-Liouville asociado, S, con domirdioEhtonces existen una sucesiéon de
ndmeros reales distinto&/,)n, y una sucesion de funcionés,), ortonormales en #([a,b]), de
forma que:

© /12
0] <—> < 0o,
nzl Vn
(i) Para cada ne N, u, € Dgtoma valores reales y satisface St vhun.
(iif) Para cada xe Dgse tiene que

o b
Xt = 3 (| X9 un(s)ds)un(t),
n=1 “/&a
donde la serie converge absoluta y uniformemente respecto[ab.
(iv) Siu # v, paratodo n, entonces el problema de Sturm-Liou\ii&) tiene solucion Gnica
para cada ye C([a,b]), que viene dada por

0= 3 5 ([ 9 (s ds) ()

n=1

siendo la convergencia de la serie absoluta y uniforme espetc [a,b].
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(V) Siu = vy paraalgun k, entonces el problema de Sturm-LiouyBI&)tiene solucién, Unica-
mente, para aquellas funciones continuas y que cumplenyy En este caso, las soluciones
estan dadas por

X(t) = @ i (] y(s) n(5)d8) (),
Nz "

dondea € C es arbitrario, y la serie converge absoluta y uniformemegram t € [a,b).

Los resultados anteriores se aplican a la resolucion dblgra de Sturm-Liouville asociado
a la ecuacion de la cuerda vibrante con extremos fijos y algmabde Dirichlet para funciones
definidas en un cuadrado, [Lim81, Appendix IV]. O

Leccion 3.6 Otros desarrollos del teorema espectral.

= Valores propios comunes a dos operadores compactos auttzsljEquivalencia unitaria y
diagonalizacién simultanea.

= El teorema espectral para un operador compacto normal.obgsxsicion espectral de un
espacio de Hilbert relativa a un operador compacto norn@mgos.

= Caracterizacion de los operadores compactos normales.

= Caracterizacion de los operadores compactos.

Descripcién. Un analisis de las pruebas de los resultados de la leccigueBndite extender éstos

a una situacion mas general, que es la contrapartida infinitensional de la teoria espectral en
dimension finita para los operadores normales. Esta eftersita basada en el hecho de que si
dos operadores compactos autoadjuntos en un espacio agtldibimmutan, entonces son simul-
taneamente diagonalizables. Siendo més especificos, dosdopes compactos autoadjuntos

y B en un espacio de HilbeH conmutan si, y sélo si, existe una base hilbertiandideuyos
elementos son vectores propiosAlg de B. Usando ahora la descomposicion en parte real y parte
imaginaria de un operador normal, se demuestra el teoremespondiente al teorema 3.3.1 para
operadores compactos normales. A partir de aqui es claro que

Teorema 3.6.1.Sean H un espacio de Hilbert sobitey T € Z(H). Las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

() El operador T es compacto normal.
(i) Existen un conjunto ortonormal contable de vectofeg}n; y un conjunto de escalares
{Hn}ne3, con0 como unico punto de acumulacion, tales que

Tx="Y Un(Xen)en.
% n
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Cuando se quita la hipotesis de normalidad, el teorema eap&sblo se necesita la version
para operadores compactos autoadjuntos) permite demlassiguiente caracterizacion, que re-
sulta llamativa cuando se compara con el teorema anterior.

Teorema 3.6.2.Sean H, Hy espacios de Hilbert sobi& y T € .#(H1,H). Las siguientes afir-
maciones son equivalentes:

(i) El operador T es compacto.
(i) Existen un conjunto contablév,}nc; de escalares positivos, con 0 como Unico punto de

acumulacion, y conjuntos ortonormalée, }ney en Hi y { fa}nes €n H, tales que

Tx= Z] Vn(X,€n) fn.

ne

[GG81, p. 181-187]. O

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[Con85], [GG81], [Lim81], [Sch67].
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TEMARIO

Leccién 4.1 Espacios normados y espacios de Banach

Leccién 4.2 Espacios normadosy espacios de Banach: ejemplos
Leccién 4.3 Espacios de dimension finita: proyecciones casi-ortogsnal
Leccion 4.4 Duales de algunos espacios de Banach

Leccion 4.5 Elteorema de Hahn-Banach

Leccién 4.6 Aspectos geométricos del teorema de Hahn-Banach
Leccién 4.7 Aplicaciones del teorema de Hahn-Banach

Leccién 4.8 Las topologias débil y débiluna introduccion

Leccion 4.9 Un apunte sobre reflexividad

Leccion 4.10 Espacios de Banach uniformemente convexos

En los capitulos precedentes hemos visto como se puedelaesiertos problemas analiticos
a partir de consideraciones esencialmente geométricassesspacios de Hilbert, tales como la
nocion de ortogonalidad, la nocién de base hilbertianaxitencia de proyecciones, etc. Existen
muchos problemas en Analisis que pueden ser abordados ailasefite cuando se llevan a un
contexto abstracto, convenientemente elegido. La teerlagdespacios de Hilbert no es siempre
suficiente, porque la existencia de productos escalaras lesahno bastante restrictivo.

Lateoria de los espacios de Banach ofrece una gran varigtiattp en este capitulo como en
los siguientes (capitulos 5y 6) pretendemos exponer ute garésta que, aun siendo elemental,
proporcione una base sélida para posibles estudios sqioesdmas especializados. Del estudio
que realizamos en este capitulo (propiedades elementalks éspacios normados y espacios
de Banach, propiedades de espacios de Banach concretesnasode representacion y célculo
de duales, topologias débiles y reflexividad, convexidadces y uniforme, etc.), merece una
mencién especial el teorema de Hahn-Banach, que es, sinalguiaa, uno de los resultados
centrales del Andlisis Funcional, sobre el que se apoyadayriructifera teoria de dualidad, tanto
en espacios de Banach como en el contexto general de losassjmmalmente convexos.
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Leccion 4.1 Espacios normados y espacios de Banach.

= Espacios normados. Topologia y estructura vectorial.

= |sometrias. Normas equivalentes.

= Convergencia absoluta de series en espacios normadosidssga Banach.

= Compleccion de un espacio normado.

= Aplicaciones y formas lineales continuas.

= Generacion de nuevos espacios: subespacios, cociertesiciors, sumas de Hilbert para
sucesiones de espacios de Banach, duales, espacios deiaphs lineales.

= Complementarios topologicos.

Descripcion. Esta leccién tiene por objeto introducir (o recordar en mdgucasos) las definicio-
nes y propiedades basicas que vamos a utilizar en el estadas ecespacios de Banach. Ahora,
mediremos longitudede vectores, pero no a través de una norma asociada a unforegaalar,
como en el caso de espacios de Hilbert. La riqgueza de estextomhas general reside en la ar-
moniosa relacion existente entre la estructura métricaegtiaictura lineal de los espacios objeto
de estudio, [K6t69, p. 123-129] y [Lim81, p. 35-70].

Proposicién 4.1.1.Sea X un espacio normado. Entonces:
(i) Las aplicaciones sX x X — X y p: K x X — X definidas, respectivamente, mediante

s(xy)=x+y y  p@ax =ax

son continuas.
(i) Las aplicacionesg: X — Xy py: X — X, con a# 0, definidas, respectivamente, por

X)) =x+y Yy X =ax

son homeomorfismos (biyectivas y bicontinuas).
(iii) Si G es un subconjunto abierto de X, también lo es$ &, cualquiera que sea el conjunto
ACX.
(iv) SiF esunsubconjunto cerrado y K es un subconjunto cotpantonces K-F es cerrado.
(v) SiYcC X es un subespacio vectorial, también lo es su clausura dgjEaY .
(vi) Un subespacio Y- X es un subespacio propio de X si, y sélo si, el interior de Yae®v
(vii) El espacio normado X es completo si, y s6lo si, para gquigr sucesiony,), en X tal que

la serie real
(o]
S livall
n=1

es convergente, se verifica qjg_; yn converge a un punto de X.
(viii) Si X es de Banach e ¥ X es un subespacio, entonces Y es de Banach si, y solo si, Y es
cerrado en X.
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Las aplicaciones lineales son continuas si, y solo si, satire@s en el cero, y para formas
lineales esto ocurre si, y solo si, su nlcleo es cerrado. tBdias las diversas operaciones para
producir espacios normados a partir de otros, prestandetiesmtencion a sumas directas (que
permiten hablar de subespacios complementarios) y cesiéqie permiten, por ejempkeparar
los espaciosZ’P). O

Leccion 4.2 Espacios normados y espacios de Banach: ejemplo S.

= Espacios de sucesion&gp, Co, C, P (1 < p < ).

Los espaciosP (1 < p < o).

= Espacios de funciones continuas.

Espacios de funciones diferenciables.

= Espacios de funciones holomorfas.

= Espacios de medidas acotadas con la variacion total.

Descripcion. Presentamos aqui algunos ejemplos clasicos de espacioadus y espacios de
Banach que tienen un lugar preferencial en el Analisis. Blaranas aplicaciones concretas sera
interesante estudiar, en lecciones posteriores, ciamasgolades especificas de estos espacios. De
momento, por ejemplo, para los espacios de sucesiones tlamos que susormas naturaleo

son, analizamos inclusiones entre ellos, densidad, K69, p. 131-136].

Proposicion 4.2.1.Los conjuntos definidos a continuacion son espacios vedtsrisobrek, y
las funcioneg|-||p ¥ ||-||l SON Normas sobre los espacios donde estan definidas.

£9:= {x= Gn € K = <z:’_1lxn|p>% <ol 12p<e
= {x= 0)n €KY X i= SUBeys IX(M)] < oo},
Co = {x: (Xn)n € KN limp [x(n)| = O},
c:= {x: (Xn)n € KN : existel’lmnx(n)},
Coo .= {x: (Xn)n € KN x(n) =0 sin>ng, paracierto n < N}.

Los espaciog/P,|| - ||p), con1l < p < o, son espacios de Banach. Los espacios ¢ son subes-
pacios cerrados dé€”, y ¢y (llamado espacio de las sucesiones finitamente no nulagresden
(Pparal< p< oo,
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Se tiene
rcPclicecec ™,

siendo las inclusiones continuas y estrictas cuando agarelenotadas con el simbaitg donde
1< p<g< . LosespaciogP, 1< p< o, cyycsonseparables, mientras gffeno lo es.

También se introducen los espacio’(ut), [Rud88, p. 69-85], de HardidP(D), [Rud88,
p. 383-384], (véase la leccion 1.1 pgva= 2) y los espacios de Banach de funciomeseces
diferenciables erffia,b] con la norma de convergencia uniforme de las funciones y sigadas
hasta el ordem, [Lim81, p. 40]. O

Leccion 4.3 Espacios de dimension finita: proyecciones casi -ortogonales.

= Isomorfismos entre espacios normados de dimension finikeespacios finito-dimensiona-
les de espacios normados. Dimension de un espacio de Banach.

= Lema de Riesz. Compacidad de la bola unidad. Teorema de.Riesz

= Complementacion: subespacios cerrados de codimensita fini

Descripcion. Los espacios més sencillos son los de dimension finita. Rerael estos espacios
con la misma dimension, cualquier isomorfismo algebraica ser también un isomorfismo topo-
l6gico. Las bolas de las bolas cerradas de los esp&figen compactas, véase [Lim81, p. 44-47].
La compacidad de la bola unidad cerrada de un espacio noresaldopropiedad topolégica

que caracteriza los espacios finito-dimensionales (sebukstablecido por Riesz para estudiar los
subespacios propios de un operador compacto): esto se gapurstrar como consecuencia del
Lema de Riesz o utilizando un bonito argumento debido a GétoffDie84, p. 7], basado en que
la proyeccion natural sobre un cociente es continua y abiert

Lema 4.3.1 (Riesz).Sean X un espacio normado ecYX un subespacio cerrado propio. Si
0 < € <1, entonces existex X con|xe|| =1y d(x,Y) > 1—¢.

Mientras los espacios normados pueden tener dimensidhralge numerable, los espacios
de Banach no: con el concurso del teorema de Baire, o biérantilo herramientas meramente
algebraicas, [Tsi84], se puede demostrar que un espaciam#rBX, o es de dimension finita, o
es de dimensién no numerable. El comportamiento de losiespaarmados finito-dimensionales
es suficientemente bueno como para probar que todo subespaedo de codimension finita de
un espacio normado tiene complementario topoldgico, [8Gi6152-156].

La existencia d@royecciones casi-ortogonal¢lema de Riesz) pudiera hacer pensar que todo
subespacio cerrado de un espacio de Banach tiene un conmpdgimeopol6gico; sin embargo
esto no es asicg no es complementado éft, véase la leccion 4.8). En el capitulo 6 utilizare-
mos el lema de Riesz como herramienta esencial para désatadleoria de Riesz-Schauder de
operadores compactos en espacios de Banach. O



Leccion 4.4 Duales de algunos espacios de Banach.

= Duales de los espacios finito-dimensionales.
» Duales de los espacios de sucesiofies:, (c)*, (/P)* para 1< p < .
= Duales de los espacios de funciones continuas. El teoreRéede. El dual dé”.

Descripcion. En un espacio de Hilbert, al fijar una variable en el produstalkar, se obtienen
suficientes formas lineales continuas; de hecho, el teodmmapresentacion de Riesz nos dice
que asi se obtiene todo el espacio dual. Para espacios dehBamae dispone de un resultado
semejante, y cada espacio concreto precisa de un estutlwu(aar

Aqui calculamos los duales de algunos de los espacios uttidas en la leccion 4.2. Anali-
zamos, en primer lugar, la igualdad

(K",

o) = (K"|-]lq)", conl<p<eyl/p+1/q=1.

La contrapartida infinito-dimensional nos conduce a lasldades para los espacios de sucesio-
nes. Para los espacios duales se tiene:

(Coll-le)* = (1) y (P,

donde ¥p+1/q=1, [Kot69, p. 130-144]. El célculo del dual ¢€,|-||.), en términos de medi-
das finitamente aditivas definidas ®nno forma parte de la leccion (véase, por ejemplo, [K6t69,
p. 424-426]). Sin embargo, conocido qu&,||-||) = (C(BN),||-||» ), €l teorema de representacion
de Riesz 4.4.1 proporciona un modelo péfa,||-||.)*.

flo)" = (1 llg), 1< p<e,

Teorema 4.4.1 (Riesz, [Coh80, p. 205-225]%i X es un espacio localmente compactosyM (X)
(donde MX) es el espacio de las medidas regulares definidas em-#gebra de Borel de X,
dotado de la norma de la variacion total), definimgs:Eq(X) — K mediante la formula

Fu(f) ::/;(fdu.

Entonces, | € Co(X)*, y ademas, la aplicaciop — Fy es un isomorfismo isométrico de(X)
sobre G(X)*.

En el caso en el qu¥ = [ab], se interpretara el dudC([a,b]),||l»)” como un espacio de
funciones de variacién acotada normalizadas, establiwierasociacion entre éstas y los funcio-
nales continuos a través de la integral de Riemann-S§g[(RSN72], tal y como fue demostrado
por Riesz en 1909.

Laigualdad

(LP(l-lle) ™ = (LY [Ill), 1< p<oo,
es comentada, y su demostracion aplazada hasta la lecéidndénde se obtiene como conse-
cuencia de lzonvexidad uniformde la norma dé&.P para 1< p < co. O
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Leccion 4.5 El teorema de Hahn-Banach.

= Formas lineales continuas reales y complejas.

= Elteorema de Hahn-Banach. Extension de formas linealéssrdaminadas por funcionales
subaditivos positivamente homogéneos y por seminormas.

= Para espacios normados. Extension de formas linealesigastiLa norma a través del dual.
Cierre de un subespacio. Espacios con dual separable. €mmplacion de subespacios
finito-dimensionales.

= Unicidad de las extensiones. Normas estrictamente cosiv&aracterizacion de los espa-
cios normados con unicidad en las extensiones de formasdmpreservando normas.

Descripcion. En lecciones precedentes hemos visto que el dual de un espacnado es un
espacio de Banach, y para algunos espacios concretos hafokdo sus duales, viendo que
éstos tienen bastantes formas lineales; sin embargo, remusdasegurar, en principio, que el
dual de un espacio normado cualquiera contenga siempremiesndistintos del cero. El objeto
de esta leccion es establecer el teorema de extension deBdalach, [K6t69, p. 190-191], del
que se sigue directamente la existencia de formas lineafgsmuas en todo espacio normado, en
cantidad suficiente como para distinguir puntos del misnide@ema de Hahn-Banach es, sin
lugar a dudas, uno de los teoremas mas importantes y de magoce del Andlisis Funcional.
Su prueba clésica es de naturaleza analitica, y ésta es laregentamos aqui, dejando para la
leccion siguiente sus consecuencias geomeétricas. Secaedtpapel del lema de Zorn en esta
prueba (comentando que, de hecho, el teorema de extenslégiemmente equivalente a una
version débil del Axioma de Eleccion); también se desta@ qo el caso separable (caso que
cubre muchas situaciones en las que se precisa del teordrshdeBanach), sélo es necesario el
principio de induccion sobre los naturales para complatdemostracion.

Entre otros resultados de tipo tedrico que se derivan dedrtea de Hahn-Banach, resaltamos
que la caracterizacion del cierre de un subespacio de uniesgamado, a través de los elementos
del dual que se anulan en dicho subespacio, es de imporfandiamental, y uno de los criterios
mas Utiles para estudiar problemas de aproximacion. Lodtades que siguen son presentados
como corolario del teorema de Hahn-Banach, [Lim81, p. 58§t$9, p.196 y 239].

Corolario 4.5.1. Sea(X,||-||) un espacio normado sobig.
(i) Si0#xe X, entonces existed X* con||f|| =1y f(x) = ||X|.
(i) Paratodo xe X se tiene

x| = sup{|f(x)| : f € Bx+} =max{|f(x)|: f € Bx-}.

(i) Sea 'Y un subespacio vectorial de X y sea X tal que dxY) = d > 0. Entonces existe
f € X* tal que f(y) =0paratodoyc Y, f(x) =1y|/f|| =01



(iv) SiY es un subespacio vectorial de X, entonces

Y = ) kerf,

donde E= {f € X*:Y C kerf}.
(v) Si S es un subconjunto de X, entonces

lin(S) = () kerf,
feE

donde E= {f € X*: SC kerf}.
(vi) Un conjunto SC X es total (es decir, su clausura lineal cerrada coincide &9rsi, y s6lo
si, la Unica aplicacion lineal y continua que se anula en Saasula.
(vii) Sean{xs,xy,...,X,} C X linealmente independientes, entonces exi§ferfy,...,fn} < X*
tales que if(x;) = §;.
(viii) Todo subespacio de X de dimensién finita posee un @mgaitario topoldogico.
(iX) Si'Y es un subespacio de X, entonces la aplicacion cegin ¢ : X* — Y* es lineal,
continua, sobreyectiva y abierta. En particular, si s separable, Ytambién lo es.

La leccién se completa con el estudio de la unicidad de leansiines, dando una prue-
ba del teorema de Taylor-Foguel, [Lim81, p. 57-58], que sigl cual relaciona una propiedad
algebraico-analitica con una propiedad geométrica.

Teorema 4.5.2 (Taylor-Foguel, 1958)En un espacio normado X las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(i) El espacio dual X con la norma dual es estrictamente conveixe.(la esfera unidad no
contiene segmentos).

(i) Para cada subespacio ¥ X y cada forma lineal continua fY — K, existe una Unica
forma lineal f : X — K que extiende a f cof]| = | f|. O

Leccion 4.6 Aspectos geométricos del teorema de Hahn-Banac h.

= Funcional de Minkowski asociado a un conjunto convexo diesue.

= \ersién geométrica del teorema de Hahn-Banach. Teoremaadearv

= Semiespacios asociados a un hiperplano. Separacion.

= Primer teorema de separacién para conjuntos convexos.

Segundo teorema de separacion: para un convexo cerradooyivexo compacto.
= Cierre de un conjunto convexo.
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Descripcion. La relacion existente entre conjuntos convexos absorbgnfiencionales subaditi-
vos positivamente homogéneos, [K6t69, p. 180], permiteradtla version geométrica del teo-
rema de Hahn-Banach a partir del teorema de extension deddimeales (version analitica del
teorema de Hahn-Banach). Se establece asi que todo coopmtexo abierto no vacio que no
corta a una variedad lineal, tampoco corta a un hiperplanad® que contenga a la variedad,
[K6t69, p. 191].

Teorema 4.6.1 (Mazur). Sean(X,]|-||) un espacio normado, M X una variedad afin y A= X
un conjunto abierto convexo no vacio. ShM = 0, entonces existe un hiperplano afin cerrado
Hen(X,||) talque AAH =0y M C H.

Se pueden ahora separar por hiperplanos cerrados cualesqanvexos disjuntos, siempre
que uno de ellos tenga interior no vacio (primer teorema garaeiéon) o siempre que uno de
ellos sea cerrado y el otro compacto (segundo teorema deas&pg, [Sch71, p. 67-68]:

Corolario 4.6.2 (Segundo teorema de separacionsean(X,||-||) un espacio normado y K, F
subconjuntos convexos disjuntos de X, con K compacto y Ba@rEntonces existe un hiperplano
real cerrado que separa estrictamente K y F. Mas aun, exite— R lineal y continuag € R
y € > Otales que

flyy<a—-e<a< (2,

para todo ye K y todo z€ F.

Como una consecuencia del segundo teorema de separacionjaletas convexos se obtiene
que todo conjunto convexo cerrado es la interseccién declogespacios reales cerrados que lo
contienen, [Sch71, p. 69], que es la version general deltaglsuestablecido en la leccién anterior
para los cierres de subespacios de un espacio normado. Qatedée, después de la presentacion
que se hace de los teoremas de separacion de conjuntos eangee éstos se pueden llevar a
un contexto mas general (espacios localmente convexoshjéa queda claro que, en casos mas
particulares (espacios de Hilbert o espacios de dimengidn)filos teoremas de separacion de
conjuntos convexos pueden obtenerse utilizando la existel® mejores aproximaciones. O

Leccion 4.7 Aplicaciones del teorema de Hahn-Banach.

= Limites generalizados de Banach.
= Extensién de medidas finitamente aditivas.
= Una aproximacion abstracta a la integral de Poisson.

Descripcion. El teorema de Hahn-Banach se aplica a humerosas situagipdeshecho, como
veremos, bastantes resultados del Andlisis Funcional &sté@lamentados en él o en consecuen-
cias suyas. Entre las posibles aplicaciones, hemos elpgidcesta leccién, ademas de las clasicas



@

sobre existencia de limites generalizados, [Con85, p.332tBa que nos permite extender me-
didas no necesariamenteaditivas en un algebra a la-algebra generada y otra a una version
abstracta de la integral de Poisson.

La aplicacion que damos sobre una version abstracta deelgraitde Poisson estd enmar-
cada en la teoria de funciones armédnicas y holomorfas, [Ryul8126-127]: aqui necesitamos
también el concurso del teorema de Riesz, que permite myeesel dual de un espacio de fun-
ciones continuas sobre un espacio topolégico compactegvadeccion 4.4. Como colofon de la
aproximacion abstracta que se hace a la integral de Possastablece el siguiente resultado.

Teorema 4.7.1.Supongamos que A es un espacio vectorial de funciones gamptmtinuas en

el disco unidad cerrad®. Si A contiene todos los polinomios, y si

sup|f(2)| = sup|f(2)],

zeD zeT
para toda fe A, entonces la representacion integral de Poisson

R 1—r2
"2 =2, 7n1—2rcos(6—t)+r2f(

dydt  (z=re'9)

es valida para toda £ Ay todo z= D. O

Este resultado puede utilizarse para demostraeciprocodel principio del médulo maximo
para funciones holomorfas, véase [Rud88, Teorema 12.13].

Leccion 4.8 Las topologias débil y débil ~ *: una introduccion.

= Definicién de topologia débil. No metrizabilidad de la tayggih débil en dimensién infinita.
Convergencia débil y convergencia en norma. Lema de Schtk: en

= Cierre débil de un convexo.

= Latopologia débil. La topologia débil del bidual. Inmersién de un espacio en su bidagl.
no es complementado éfi. El teorema de Alaoglu. Espacios de Banach como espacios de
funciones continuas.

Descripcion. [Bre84, p. 35-43] y [K6t69, p. 427]. Las dos topologias makildé que las aso-
ciadas a normas, y de mayor interés en la teoria de espacB®andeh son la topologia débil y
la topologia débil. La primera (la topologia débil) esta presente en cada iespacmado. La
segunda (la topologia débjlesta presente sélo en espacios duales, y tiene la cottimapde que
la bola dual es débitcompacta: teorema de Alaoglu.

Las topologias débiles en espacios normados son las psigeeaencontramos con un buen
comportamiento respecto a la estructura vectorial de losogss base y que no son, en si mismas,
topologias dadas por una norma (de hecho, no son ni tan siquietrizables en espacios de
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dimension infinita). Estas topologias son topologias toeate convexas (separadas después del
teorema de Hahn-Banach) y como tales, gozan de las buenaiedades de estas Ultimas. La
omnipresencia del teorema de Hahn-Banach queda patenyeotngavez: Ios conjuntos convexos
son cerrados si, y s6lo si, son débilmente cerrados; otdnhitg muestra es el siguiente resultado
que se prueba en la leccion.

Teorema 4.8.1.Todo espacio normado (de Banach) se identifica isométringgmn un subespa-
cio (cerrado) de un espacio de funciones continuas sobrespacto compacto. Concretamente,
sean(X,||||) un espacio normado, K (Bx-,0(X*X)) e i: (X,||-|) — (C(K),||l) la apli-
cacion que hace corresponder, a cad& X, la funcionx : K — K dada porx(x*) = x*(x).
Entonces, i es un isomorfismo isométrico sobre su imageneuditp identificar(X,||-||) con un
subespacio de (K). i es un isomorfismo dex,o(X,X*)) sobre su imagen efC(K),1p).

Esta leccion es una introduccion a la llamaelaria general de dualidadjue se lleva a cabo
en una asignatura distintBspacios localmente convexaptativa de 6 créditos de Segundo Ciclo
de la Licenciatura en Matematicas de la Universidad de Murci O

Leccion 4.9 Un apunte sobre reflexividad.

Espacios de Banach reflexivos.

El teorema de Helly. El teorema de Goldstine.

Caracterizacion de los espacios de Banach reflexivos.

Subespacios cerrados de un Banach reflexivo. Dual de un Baa#exivo: reflexividad.
Reflexividad y separabilidad. Ejemplos.

Descripcion. [Bre84, p. 43-47]. En esta leccion desarrollamos de forramenhtal los resultados
bésicos de los espacios de Banach reflexivos. La idea esoltderaracterizacion de los espacios
de Banach reflexivos como aquéllos en los que su bola unidaaideees débilmente compacta.
Para establecer esta equivalencia solo es necesario cahteerema de Alaoglu para una impli-
cacion, y para la otra, saber que un convexo cerrad®d'deun punto fuera del convexo se separan
estrictamente por un hiperplano, lo que constituye la gieara demostrar el lema de Helly que se
enuncia a continuacion:

Lema 4.9.1. Sean(X,]|-|]|) un espacio normado,; ffy,...,f, € X* y a1,a2,...,a, € K. Las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

(i) Para cadae > O existe x € X, con||x| <1, tal que

Ifilxe) —ai| <& 1=212,...,n

20| <[30]

(i) Paracada(B); , enK",
<




Con el lema de Helly es facil probar ahora que la bola unBladie un espacio normado es
o (X**,X*)-densa en la bola del biduBk-- (teorema de Goldstine), obteniéndose, a partir de aqui,
la caracterizacion anteriormente comentada de los espdeiBanach reflexivos. Los espacios de
Banach reflexivos comparten con los espacios de Hilbertdpigaad de que en todo conjunto
convexo y cerrado hay un elemento de norma minima. Mas adem faimcion convexa semiconti-
nua inferiormente y definida en un convexo cerrado de un esgdadBanach reflexivo alcanza un
minimo en el conjunto. Ademas de los espacios de Hilbertreseptan como espacios reflexivos
los espaciogP y LP(u) para 1< p < o, que son estudiados con més detalle en la leccién 4.10. Se
razona que el resto de espacios presentados hasta ahoranefiexdivos:co, /2, ¢, C(K), L1(u)

yL®(u). O

Leccion 4.10 Espacios de Banach uniformemente convexos.

= Espacios de Banach uniformemente convexos. Caracténzdejemplos.

= Teorema de Milman. Reflexividad de los espacios de Banadbroreémente convexos.

= Convergencia débil y convergencia en norma en los espaeiddadach uniformemente
CONVexos.

= Latopologia débil sobre la esfera de un espacio de Banatdrmeimente convexo.

» Convexidad uniforme de los espacidsy LP(u), 2< p < co.

= Aplicaciones. Dual d&P(u), 1< p < «. Dual deL(u), parau o-finita.

» Teorema de Clarkson. Convexidad uniforme/BeLP(u), 1 < p < o.

Descripcién. En esta leccion estudiamos una importante subclase deska déaespacios de Ba-
nach reflexivos: los espacios de Banach uniformemente xosvea nocion de convexidad uni-
forme (mas fuerte que la de convexidad estricta) para la lnuildad de un espacio de Banach
€s un concepto geométrico, que pretende paliar las def®ntize la bola asociada a una norma
cualquiera presenta en relacion a la de un espacio de Hilbert

Asi, los primeros ejemplos que nos encontramos de espacB®ardich uniformemente conve-
X0s son los espacios de Hilbert y, como vemos aqui, los posree., los Banach uniformemente
convexos) comparten algunas de las buenas propiedades siegiandos; por ejemplo, el ser re-
flexivos (teorema de Milman), el que las sucesiones débtineonvergentes cuya sucesion de
normas converge sean convergentes en norma, o el hecho tiedquepnvexo cerrado posea un
Unico elemento de norma minima, [Lim81, p. 133-135] y [K§tp9353-355]. Una propiedad
remarcable, contenida en las ya comentadas, es que, paradpgcio de Banach uniformemente
convexo, la topologia débil y la de la norma coinciden en fer@sinidad.

La identidad del paralelogramo permite probar que todoasmie Hilbert es un espacio de
Banach uniformemente convexo; en particular, los espagigsL?(u) son espacios uniforme-
mente convexos; mas en general, los espadiosLP(u), 1 < p < o, también lo son, [K6t69,
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p. 355]. El hecho de quéy LP(u), parap > 2, sean uniformemente convexos, esta basado en la
desigualdad
(la+BP+la—BP)"P <2P*(lalP+|B)  aBeK,

la cual nos permite razonar, en este caso general, de forfitagara como se hace en un espacio
de Hilbert con la identidad del paralelogramo. Conociendeld(u), p > 2, es uniformemente
convexo, sabemos qué (i), p > 2, es reflexivo, y de aqui, una elegante argumentacién con el
teorema de Hahn-Banach es suficiente para establecer que

(LP(u)" =L%(w), 1<pg<co,

con 1/p+1/q= 1. Utilizamos estos resultados para probar ahora(qih@i))* = L*(u) cuando
U es una medida-finita.

Asi las cosas, sabemos dui 1), para 2< p < o, es uniformemente convexo, y queé(u),
para 1< p < o, es reflexivo. La convexidad uniforme d&(u), cuando 1< p < 2, (teorema
de Clarkson, [K6t69, p. 357-359]) requiere un analisis mé&s due, eventualmente, pudiera ser
comentado y no probado en clase. O

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[Bre84], [Die84], [DS58], [K6t69], [Jam74], [Jar81], [Li&1], [Rud88], [Sch71].



La propiedad de Baire y Sus
consecuencias en espacios de

Capitulo

Banach

TEMARIO

Leccién 5.1 El principio de la acotacién uniforme

Leccién 5.2 Aplicaciones del principio de la acotacién uniforme

Leccién 5.3 Elteorema de la gréfica cerrada

Leccion 5.4 Aplicaciones de los teoremas de la gréfica cerrada y la @pdicabierta
Leccion 5.5 Bases en espacios de Banach

Leccién 5.6 Sucesiones basicas en espacios de Banach

Al estudiar espacios de Banach uno se encuentra con tresppsfundamentales sobre los
gue se sustenta practicamente toda la teoria: el teorematte Banach, el teorema de Banach-
Steinhaus y el teorema de la gréfica cerrada y la aplicaciéntabEstos principios y sus corolarios
estan presentes en buena parte de los resultados contesrierspacios de Banach, y constituyen
el fundamento para otros resultados en diversos campos.

Habiendo estudiado en el capitulo anterior el teorema de+Bamach y algunas de sus con-
secuencias, dedicamos este capitulo al estudio de losdutsgsrincipios fundamentales, que son
consecuencia de la propiedad de Baire de la que gozan lod@spaétricos completos y, en par-
ticular, los espacios de Banach. llustramos el alcancetds essultados con diversas aplicaciones,
tales como la existencia de funciones continuas con segi€sdrier divergentes, equivalencia de
holomorfia débil y holomorfia fuerte, continuidad de losdipnales asociados a una base, etc.

Leccion 5.1 El principio de la acotacion uniforme.

= Preliminares: categorias. El teorema de Baire.

= El principio de la acotacién uniforme. Ejemplos.

= Teorema de Banach-Steinhaus. Convergencia puntual deicioes de operadores.
» Elteorema de Banach-Mackey. Convergencia débil de suwesierC(K).
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Descripcion. En esta leccidon centramos nuestra atencion en otro teoterdarhental del Andlisis
Funcional: el principio de la acotacion uniforme, [Lim81,74-73].

Teorema 5.1.1 (Principio de la acotacion uniforme, Banact,932). Sea{A }ic; una familia de
aplicaciones lineales continuas del espacio normado X @sghcio normado Y y sea

D:= {xe X: singA-(X)H = °°}-

(i) SiD°es de segunda categoria, entonces D es vasiqy, ||Ai]| < .
(i) SiX es de Banach, entonces, o b, ||Ai|| < %, 0 bien D es un g denso en X.

A pesar de ser un resultado no excesivamente costoso déeestalsu prueba es, en esencia,
una aplicacion mas o menos inmediata del teorema de la categio todo espacio métrico com-
pleto, la interseccién de una cantidad numerable de absedensos es densaus aplicaciones
son variadas e interesantes. Como consecuencias innsesiatbtienen, por ejemplo, que para
toda sucesion de operadores entre espacios de Banach gqeegeopuntualmente, el limite es
continuo (teorema de Banach-Steinhaus), o que los cosjuldoilmente acotados y los acotados
en norma son los mismos en cualquier espacio hormado (teaterBanach-Mackey).

Como aplicacion del teorema de Banach-Mackey y del teorenRiebz (véase la leccion 4.4)
se caracterizan las sucesiones débilmente convergenkes espacio€(K) como las sucesiones
puntualmente convergentes y uniformemente acotadas.if@mus remarcando que, con el con-
curso del teorema de Hahn-Banach, también se tiene qug)sies una sucesion que converge
puntualmente haci& en un espaci€(K), entonces existe una sucesi@g), de combinaciones
convexas déf,), que converge uniformemente hadia O

Leccion 5.2 Aplicaciones del principio de la acotacion unif orme.

= Convergencia de formulas de cuadratura: un teorema de Patgantegracion numeérica.
= Un teorema de Dunford sobre funciones holomorfas vecesial

= Métodos de sumabilidad y transformaciones matricialesearema de Toeplitz.

= Existencia de funciones continuas con serie de Fourietupimente divergente.

Descripcion. Al igual que en otras lecciones nos hemos ocupado, o nos @ups, de mostrar
la aplicabilidad de los distintos resultados importantgatdecidos, en esta leccibn examinamos
algunos problemas en los que el teorema de Banach-Steirdgus de gran utilidad. Utilizamos
el teorema de la acotacion uniforme para establecer unnteode Polya sobre convergencia de
férmulas de cuadratura, [Lim81, p. 75-77], que permite,ggemplo, obtener la convergencia del
método de Simpson de integracién numérica y el teorema dhj&tiprobado en la leccion 1.6.
Otra aplicacion que demostramos es la siguiente, [Lim8144.5]:
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Teorema 5.2.1 (Dunford, 1938).SeanQ < C un abierto, X un espacio de Banach complejo y
f : Q — X una funcién. Las siguientes afirmaciones son equivalentes

(i) f esholomorfaj.e. para cada ac Q, existe el limite en X

lim UGG f(a)'

z-a  z—a
(i) x*o f € #(Q) para cada x € X*.

También utilizamos el principio de la acotacién uniformegpearacterizar las matrices infini-
tas que proporcionan métodos de sumabilidad permanerttesespacios de sucesiones (teorema
de Toeplitz, [LIim81, p. 78-80]), y por ultimo, estudiamosbdstencia de funciones continuas con
series de Fourier puntualmente divergentes, establecmsiguiente resultado, [Lim81, p. 77-78]
y [Rud88, p. 114-117]:

Teorema 5.2.2.Sea X= {f € C([-m,m)) : f(m) = f(—m)}, con la norma inducida poj-||. de
C([—mm)). Para f € X, sean g(f;x) la suma parcial n-ésima de la serie de Fourier de f en x, y

s*(f;x) := sup{|s(f;x)| :ne N}.
Entonces, existe ung3lenso FC X con la propiedad de que, para cada=fF, el conjunto
Qi == {xe [-mm:s"(f;x) =}

es un G denso en—r,1. O

Leccion 5.3 El teorema de la gréafica cerrada.

= Series convexas. Conjuntos CS-cerrados y CS-compactaplgs. Propiedades.

= Propiedad fundamental de los conjuntos CS-cerrados. #qgifin: todo espacio de Banach
separable es un cociente de

= Elteorema de la gréfica cerrada. Limitaciones.

= [somorfismos entre espacios de Banach. Subespacios coempéetos.

= Aplicaciones abiertas entre espacios normados. El teodenfaaplicacion abierta.

= Una prueba alternativa del principio de la acotacion unifar

Descripcion. [Jam74, p. 178-217]. CS-cerrados y CS-compactos estaridiefian términos de
series convexas. Estas nociones desempefan un papel eengtaeorema de la gréafica cerra-
da, del que damos una demostracion proxima a la original dedday que, por su sencillez y
profundidad, puede ser adaptada facilmente a situacionebBoyrmas generales.
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Un conjunto A de un espacio normado se dice que es CS-cerrado (respemitegnCS-
compacto) si para cada eleccion de escalages 0 con

y cada elecciox, € A, n=1,2,..., de la convergencia de la serfg,_, Anx, se deduce que
S ne1AnXn € A (respectivamente, la serfgf_; AnX, converge Y5 »_1 AnXn € A). La propiedad fun-
damental de los conjuntos CS-cerrados es que ellos y se temen el mismo interior,e., SiIAes
CS-cerrado, entonces it A. Esta propiedad es la clave para demostrar el teorema défieagr
cerrada entre espacios de Banach, cuya demostracion urerasiste a escribir en unas pocas
lineas, [Jam74, p. 217]:

Teorema 5.3.1 (Teorema de la grafica cerrada, Banach, 19323ean X e Y espacios de Banach
y T una aplicacion lineal de X en Y. Son equivalentes:

(i) T escontinua.
(i) T tiene grafica cerrada.

Demostracién.Basta probar qu& —1(By) es un entorno del origen. Por $éun es-
pacio de BanachBy es CS-compacto, y comb tiene grafica cerrada, se tiene que
T—1(By) es CS-cerrado. Pero entonc&s!(By) y T—1(By) tienen el mismo interior.

De la igualdadY = |J,,nBy se sigue qu& = |J,nT1(By). El teorema de Baire ga-
rantiza que, para algim, el conjuntonT ~*(By) no es denso en ninguna parte. Pero
al ser las homotecias homeomorfismos, necesariamentegbirdeT ~1(By) es no
vacio y, en consecuenci@, *(By) tiene puntos interiores; solo resta probar que 0 es
uno de ellos. SB(xo,r) € T~1(By), también se tienB(—xo,r) C T~1(By), debido a

la simetria d& ~1(By). Y entonces se obtiene

B(0X) € 5B0G0) + 5B(~%or) € 5T X(By) + 5T (By) ST 1(By),

NI =

por la convexidad d& ~(By). O

Las mismas ideas sirven para dar una prueba elemental dataale la aplicacion abierta, si
bien nos encargamos de demostrar que el teorema de la aplicdierta es, l6gicamente, equi-
valente al teorema de la gréfica cerrada. Para ambos, lass$ipde completitud de los espacios
involucrados es esencial, y asi se pone de manifiesto medigamplos adecuados. La leccién se
completa con unas primeras consecuencias de estos resultatrales (si dos subespacios cerra-
dos de un espacio de Banach son algebraicamente compleiogrtembién son topolégicamente
complementarios, [Lim81, p. 85]) y con una prueba del ppiactde la acotacion uniforme via el
teorema de la grafica cerrada, [GG81, p. 223]. O
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Leccion 5.4 Aplicaciones de los teoremas de la grafica cerrad a y la aplicacion abierta.

= Caracterizacion topoldgica de la equivalencia de normampteias. Normas completas equi-
valentes a la norma del supremo en los espdei&g. Normas completas equivalentes- fy
en el espacit.(]0,2r).

= Topologia de los subespacios cerrados @lg L9 que estan en la intersecci@R N LY, para
1 < p,g < «. Un teorema de Grothendieck: caracterizacion de los sabespcerrados de
LP que estan eh®.

= Condicion suficiente para la continuidad de operadoreg @sgpacios de sucesiones; c,
/P, con 1< p< oo,

= Aproximacion de soluciones de una ecuacioén diferencial.

= ¢ El reciproco del lema de Riemann-Lebesgue?

Descripcion. El teorema de la gréfica cerrada puede mirarse del siguiende:nde la existencia

y unicidad de las soluciones de la ecuacion=y (T : X — Y operador lineal acotado entre es-
pacios de Banach) se obtiene que, al variar poco el térmaepandients, la solucionx también
varia poco. De hecho, estas consideraciones constituyfandemento tedrico para muchos pro-
blemas de aproximacion, como por ejemplo, para ecuacidfererntiales. A lo largo del curso,
los teoremas de la gréfica cerrada y de la aplicacién abienéilzaran en bastantes situaciones
para derivar otros resultados centrales del Andlisis femadi De momento, y como muestra de su
alcance, damos algunos ejemplos concretos:

— si||-|| es una norma para la que un espdei&) es completo y la topologia asociadg-f es
mas fina que la topologia de convergencia puntu& @), entonceg|-|| es equivalente g ||c;

— si||-|| es una norma para la que un espdci@f0,2r]) es completo y las formas lineales aso-
ciadas a los coeficientes de Fourier son continuas [pgy@&ntonceg|-|| es equivalente &1,
[Lim81, p. 84];

— si(Q,Z,u) es un espacio de medidgfinitoy SC LP(u)NL9(u) es un subespacio cerrado,
entonceg|-||p ¥ ||-||q inducen erSla misma topologia, ¥ p,q < c.

Mucho mas sorprendente es el siguiente teorema de Gro¢iugnthhmbién consecuencia del teo-
rema de la grafica cerrada, del que se puede encontrar urenteletemostracion en [Rud79,
p. 114-115].

Teorema 5.4.1.Sean(Q,Z,u) un espacio de probabilidad ¥ < p < o. Si SC LP(u) es un
subespacio cerrado ySL*(u), entonces S es finito-dimensional.

Como aplicacion del teorema de la aplicacion abierta mostsaque, para ecuaciones dife-
renciales no homogéneas de coeficientes no constantes

an(t)X™ (t) +an-1 ()X (1) + -+ aw(t)X (t) + ao(t)x(t) = y(t), parat € [ab],
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cony,a; € C([a,b]) (para todd = 0,1,...n), que satisfacen las condiciones iniciales

sus soluciones dependen continuamente (tanto ellas cosesivadas de ordem del término
independiente, [Lim81, p. 89].

Cerramos la leccién utilizando otra vez el teorema de lzagibn abierta para demostrar que
no se satisface el reciproco del lema de Riemann-Lebeisguigue la aplicacion de([0,271]) en
co(Z) que a cada funcion le asigna la sucesion de sus coeficientesuder, no es sobreyectiva,
[Lim81, p. 89]. O

Leccion 5.5 Bases en espacios de Banach.

Bases y bases de Schauder. Ejemplos en los espacios desasesi

Equicontinuidad de las proyecciones asociadas a una basdases de un espacio de Ba-
nach como bases de Schauder.

Sistemas biortogonales y bases.

El teorema de la base débil en espacios de Banach.

Descripcién. Todo espacio de Hilbert posee una base hilbertiana que esrabla si el espacio
es separable. La riqueza de la teoria de los espacios detHitbdebe, en gran medida, al hecho
de poder trabajar cotnordenadagie los elementos respecto a una base dada. El deseo de llevar
esta situacion a los espacios de Banach, conduce a comstiecmcepto de base topoldgica en
esta clase de espacios.

Si X es un espacio normado, una base (respectivamente, baed&bes una sucesidfx, ),
enX tal que, para cadac X, existe una sucesidid,(x)), enK", univocamente determinada, que
satisface la igualdad

para la topologia de la norma (respectivamente, débilXdeos coeficientes\n(x) dependen
linealmente de, y cuando son continuos, la base (respectivamente, basps#llama base de
Schauder (respectivamente, base de Schauder débil).

A diferencia de los espacios de Hilbert, no todo espacio de&aseparable tiene una ba-
se, como fue puesto de manifiesto por Enflo; e incluso en afgdedos espacios habituales, la
constatacion de la existencia de una base resulta algo icautgl Mostramos, como consecuencia
del teorema de la grafica cerrada, que toda base en un espdB@mdch es de Schauder [Lim81,
p. 65-67],i.e., que los coeficientes funcionales son continuos. De heemapstramos un resultado
mas general:
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Teorema 5.5.1 (Teorema de la base débil de Banach$ean X un espacio de Bana¢h;), una
base débil y, para cada mN,

Pn(X) = Z)\n(x)xn.

Entonces la familia de proyecciones sobre la béBg}m, es equicontinua y, consecuentemente,
(Xn)n €S una base de Schauder para la norma del espacio X.

La demostracion del teorema de la base débil requiere delcsm del teorema de Banach-
Steinhaus, del teorema de la gréfica cerrada (que se aplieales espacioX y ¢*(X)) y del
hecho de que en familias equicontinuas coinciden la tof@ldg convergencia puntual y la to-
pologia de convergencia puntual sobre un subconjunto desm@ma de Ascoli-Arzela, véase la
leccion 6.1). O

Leccion 5.6 Sucesiones basicas en espacios de Banach.

= Definicion de sucesion basica. Caracterizacion.

= Caracterizacién de las bases en espacios de Banach. Basé®nas.

= Bases e©([0,1]) y LP([0,1]), 1< p < .

= Técnica de Mazur para generar sucesiones basicas. Ex@stEnsucesiones basicas en es-
pacios de Banach infinito-dimensionales.

Descripcion. [Die84, p. 32-39]. Las bases en espacios de Banach son enpest pero las bases
con propiedades adicionales son incluso mas importanésssiicesiones basicas, sucesiones que
son bases en el espacio cerrado generado por ellas mismaguabnente importantes, en espe-
cial para el estudio general de la estructura de los espdeiBsnach. En esta leccion realizamos
un breve estudio de las sucesiones bésicas. El teorema delB8teinhaus nos permite caracteri-
zar las sucesiones basicas en términos del crecimients delmas, y asi disponer de un criterio
atil para determinar si una sucesion total en un espacio daddees una base.

Teorema 5.6.1.Sea(x,)n una sucesion de vectores no nulos del espacio de Banach dndest
(Xn)n €S una sucesion basica si, y sélo si, existe una constant®kal que

2o <K 5|

para cada eleccion de escalaréa )y y enteros m< n.

Estas consideraciones nos permiten mostrar, como aglicamie el sistema de Schauder vy el
sistema de Haar son una base paff9,1) y LP([0,1]), respectivamente. Finalizamos la leccion
viendo cOmo, a pesar de la solucién negativa al problema dgistencia de bases (Enflo), al
menos podemos garantizar que en todo espacio de Banach elesgim infinita siempre hay un
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subespacio cerrado de dimension infinita que posee unarbasttado que obtenemos utilizando
la técnica de Mazur para generar sucesiones béasicas. Hatwdsenenta en el lema siguiente.

Lema 5.6.2. Sea F un subespacio infinito-dimensional de un espacio dadBaX y see > 0.
Entonces existe® X tal que|x| =1y

ly| < (1+¢)ly+Ax,

para todo ye F y todos los escalarek. O

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[Day73], [Die84], [G81], [Jam74], [Lim81], [Rud79], [R&8].
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TEMARIO

Leccién 6.1 Operadores lineales acotados en espacios de Banach
Leccién 6.2 Adjunto de un operador lineal acotado

Leccién 6.3 Espectro de un operador lineal acotado

Leccion 6.4 Operadores compactos entre espacios de Banach
Leccion 6.5 Ejemplos de operadores compactos

Leccién 6.6 Espectro de un operador compacto

Leccién 6.7 Ecuaciones integrales

Muchas de las definiciones, teoremas y demostraciones roggtes a operadores entre es-
pacios de Hilbert se extienden de manera natural a los aexaéntre espacios de Banach. No
obstante, las desventajas de los espacios de Banach gsnmesppecto a los espacios de Hilbert,
hacen que determinadas cuestiones sobre operadores ramp@eedratadas de forma similar, co-
mo por ejemplo, el estudio de adjuntos, representacionésciakes de operadores, reducciéon de
ecuaciones de la forma

Tx=y

a sistemas infinitos de ecuaciones lineales, etc. Por otte, g ampliar los espacios base de
operadores tiene la contrapartida de que podemos consgitel@iones mas generales que en los
espacios de Hilbert, y asi podremos estudiar ecuacionegrahés en los espacit$ o sistemas
infinitos de ecuaciones en los distintos espacios de sunEssio

En el presente capitulo estudiamos estas cuestiones, @ pagie de él esta dedicado al es-
tudio de operadores compactos, para los cuales desarosllErteoria de Riesz-Schauder; ésta
constituye, sin duda alguna, uno de los aspectos mas redevde la teoria de operadores. Apli-
camos esta teoria para obtener criterios de existenciacidadide soluciones de ecuaciones en
las que intervienen operadores compactos, los cuales sonidos como las alternativas de Fred-
holm. Finalmente, aplicamos estos criterios al estudiacda@ones integrales y sistemas infinitos
de ecuaciones lineales.
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Leccion 6.1 Operadores lineales acotados en espacios de Ban ach.

= Descripcion de operadores lineales acotados. Operad@gwiales en espacios de suce-
siones. Operadores integrales entre espacios de funciones

= Recapitulacion: el espacio de Banach de los operad&f€X,Y). Diversas topologias y
propiedades d&(X,Y). Teorema de Ascoli-Arzela.

= El &lgebra de Banacl'(X). Invertibilidad de operadores.

= Aplicaciones: un esquema de aproximacion a las soluciomesma ecuacion infinita.

Descripcion. En la leccion 4.1 vimos cémo el espacio de operadores lis@aletados entre espa-
cios de Banach puede ser dotado de una norma para la cuad éste@evo un espacio de Banach,
extendiendo asi el resultado que ya conociamos para espigcidilbert. De hecho, muchas de las
definiciones, teoremas y demostraciones concernientesradgges entre espacios de Hilbert se
extienden de manera natural para operadores entre esgadiasach.

La presente leccion tiene como objetivo recoger estas @riers, algunas ya estudiadas ais-
ladamente, y desarrollar aplicaciones concretas paradqess ente espacios de Banach. Damos
ejemplos de operadores entre espacios de Banach, exliliendiciones necesarias y suficientes
para que operadores definidos por matrices o nucleos ifgsdl@ven un espacio de sucesiones
en otro, o un espacio de funciones en otro (por ejemplo, uradpeasociado a una matriz infinita
(ajk)%’k_y define un operador acotado: ¢* — (* si, y s6lo si,

00
m=sup$ |aj| < o,
k JZ]_

en cuyo caso||T| = m, [GG81, p. 211-214]). Vemos también como el método itevapara
inversion de operadores nos proporciona un marco adecuadcepestudio de ciertos sistemas
infinitos de ecuaciones lineales, lo que nos permite apraxias soluciones de éstos mediante las
soluciones de los sistemas finitos truncados, de formaasimitomo hicimos en la leccion 2.2
para sistemas de ecuaciones’gn

Teorema 6.1.1.Dado el sistema de infinitas ecuaciones con infinitas indégni

CitXg +CiXo+-+- = VY1
Co1X1 + CoXo +-- -+ Y2 (6.1)

donde(yy,y2,...) € ", supongamos que

sup} [aj| <1, donde g = Jjk — Cjk.
k J:]_
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Entonces, el sistem@.1) tiene una Unica solucionéy,éy,...) € (1. Ademas, para cada entero
positivo n, el sistema finito

C11X1 +Ci2X2+---+CinXn = VY1
Co1X1 +CooXo+---+ConXn = VY2

. (6.2)
ChiX1+C2Xo+ -+ ChinXn = VYn

tiene una tnica soluciond” ... x4"), y (",... xiY,0,0....) converge erf® hacia (1,&5,...).

Desde un punto de vista mas tedrico, la leccién se completal@ndalisis de diversas topolo-
gias en espacios de operadores: de convergencia puntaahwggencia puntual en subconjuntos
densos, asociada a la norma de operadores, etc. Se presti@rat teorema de Ascoli-Arzela
(ya utilizado en la leccién 5.5), el cual establece que sobnguntos uniformemente acotados en
Z(X.,Y) (i.e, equicontinuos), las topologias de convergencia punpugiltual en un subconjunto
denso deX y de convergencia uniforme sobre compactoXaminciden, [Sch71, p. 85]. O

Leccion 6.2 Adjunto de un operador lineal acotado.

= Nocion de adjunto. Ejemplos de céalculo de adjuntos.

= Relacion entre la nocién de adjunto en espacios de Banaclespacios de Hilbert.

» Propiedades de los adjuntos. Isomorfismo isométrice/dX,Y) en £ (Y*,X*). Extension
a los biduales: operador bitranspuesto.

= Rango y nucleo de un operador y su adjunto.

= El teorema del Rango Cerrado de Banach.

Descripcion. Correspondiente a la nocién de adjunto de un operador enpatiesde Hilbert,
introducimos en esta leccion el concepto de adjunto o tesdpude un operador entre espacios
de Banach. El teorema de Riesz nos permitio, en la leccigrdgfiir el adjunto de un operador
T entre los espacios de Hilbat; y H, como un operador entid, y Hi. En el caso de espa-
cios de Banach, el adjunto esta definido entre los espacalegjly se preservan muchas de las
propiedades que hemos estudiado para espacios de Hitlretbscmodificaciones oportunas. Fre-
cuentemente, se puede ganar informacion para un operadociendo su adjunto, con el cual
puede ser mas sencillo trabajar. Asi, por ejemplo, para Saloe operador tiene imagen densa,
es suficiente conocer si su adjunto es inyectivo; en otradgentn operador es biyectivo si, y sélo
si, el rango de su adjunto es déhkilenso. El teorema del Rango Cerrado, como se comenta en
[Con85, p. 169]«es un resultado Gtil que no parece ser muy conocido paranagyartes de la
comunidad mateméaticayéase también [Rud79, p. 96-98].
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Teorema 6.2.1 (Teorema del Rango Cerrado)Sean X e Y espacios de Banach g T2 (X.Y).
Entonces, cada una de las tres condiciones siguientesdanials otras dos:

(i) T(X)escerradoenY.
(i) T*(Y*) es débilmentecerrado en X.
(iii) T *(Y*) es cerrado en la topologia de la norma dé. X

El teorema del Rango Cerrado se basa en el siguiente lemd/9Rp. 95]:sean K y By las
bolas unitarias de los espacios de Banach X e Y, respectiviamnec .2 (X,Y) y ¢> 0. Sila ad-
herencia de TBx) contiene a cB, entonces TBx) O cBy. Un momento de reflexion es suficiente
para convencerse de que este lema puede deducirse de fonediate a partir de la propiedad
fundamental de los conjuntos CS-cerrados estudiados extdéh 5.3. Una consecuencia del
teorema del Rango Cerrado es que s .Z(X,Y), entonced (X) =Y si, y solo si,

Ty = clly’]l

para una cierta constante> 0 y toda forma lineay* € Y*, [Rud79, p. 98] y [Lim81, p. 107-108].
El teorema del Rango Cerrado de Banach constituye una hen@muy Util para estudiar la
resolubilidad de las ecuaciones de la forfna=y, T € .Z(X,Y), via el operador adjunt®*. [

Leccion 6.3 Espectro de un operador lineal acotado.

= Espectro, resolvente y radio espectral de un operadordaota

Propiedades basicas del espectro de un operador acotado.

Otras nociones espectrales. Valores propios, valoresgsraproximados. Propiedades.
Célculo de espectros para diversos operadores.

Teorema de Gel'fand-Mazur.

La férmula del radio espectral.

Descripcion. La teoria espectral que hemos desarrollado para espaditibde nos ha resultado
especialmente Util para el estudio de ecuaciones integnateblemas diferenciales, etc. En esta
lecciébn empezamos a estudiar las distintas nociones esigsgbara operadores entre espacios de
Banach. El espectro de un operadoen el espacio de Bana¢hesta formado por los escalares
A para los quéT — Al) no es inversible. Analizamos las diversas razones por lasigiescalar
puede estar en el espectro de un elemento, introducientis asihceptos de valor y vector propios
y el concepto de valor propio aproximadd €és un valor propio aproximado desi existe una
sucesionx,)n tal que||x,|| =1, paran=1,2,..., y ||T (Xn) — AX|| — 0 cuandan — ).

El analisis de algunos ejemplos concretos nos ayuda awmitiereentre el conjunto de autova-
lores, autovalores aproximados y valores espectrale=ss tmra la que resulta especialmente (til
el concurso del teorema de la gréafica cerrada, puesto queletetar siT —Al) es inversible,
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es suficiente conocer si es biyectivo, [Lim81, p. 92-98]. Garnnsecuencia de la férmula de
inversion de Von Neumann,

(1-T) 1= Z)T” para ||T| < 1,
n—

se tiene que el subgrupo de los operadores invertibles,(¥pms un abierto d&Z(X), y que la
aplicacion de IsonX) en.Z(X) que a cadd le asignaTl —%, es continua para la norma gfi(X).
Una consecuencia de esto es que el espextio de todo operadol € .Z(X) es un conjunto
cerrado y acotado. Se demuestra el siguiente teorema, 1L, ipn®8-99:

Teorema 6.3.1.Sean X un espacio de Banach complejoy ¥ (X).

() (Gel'fand-Mazur) El espectroo(T) es un subconjunto compacto no vacio@eontenido
en B[O, T].
(i) (Férmula del radio espectralGelfand).

sup{|A|: A € o(T)} = lim| T")|¥/",

En la asignaturdlgebras de Banagtoptativa de Segundo Ciclo de 6 créditos de la Licencia-
tura en Matematicas de la Universidad de Murcia, se es@fdaoeneral, el teorema de Gel'fand-
Mazur en un algebra de Banach. O

Leccion 6.4 Operadores compactos entre espacios de Banach.

Operadores compactos. Caracterizaciones.

= Propiedades fundamentales. Composicion de operadoregiasg operadores compactos.
El subespacio cerrado de los operadores compactos.

Operadores de rango finito y operadores compactos. La piagpie la aproximacion.
Operadores compactos y sus adjuntos. Teorema de Schauder.

Descripcion. [Lim81, p. 137-141]. Como en el caso de los espacios de Hijllzeclase de ope-
radores compactos entre espacios de Banach constituydaseaelevante de operadores, dentro
de la que se encuentran numerosos operadores particutarimgortantes. En esta leccion ex-
tendemos el estudio realizado en la leccién 2.5 a operadomepactos entre espacios de Banach,
viendo que practicamente todas las propiedades alli estaglison validas en este contexto mas
general: el conjunto de operadores compactos entre dos@spa BanaclX eY es un subespacio
vectorial estable por composiciones, por la izquierda yigoderecha, con operadores acotados, y
cerrado en norma. También probamos el teorema siguiente:

Teorema 6.4.1 (Schauder)Sean X e Y dos espacios de Banachg ¥ (X,Y). Entonces, T es
compacto si, y sélo si, su adjuntg €s compacto.
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La demostracion del teorema de Schauder esta basada eneehdede Ascoli-Arzela, véa-
se la leccion 6.1, que permite asegurar que la bola Byaks compacta para la topologia de
convergencia uniforme sobre compactosrde

En una linea de ideas diferente, el teorema de Ascoli-Arpéla vez, permite asegurar que si
(Xn)n €S una base de Schauder de un espacio de Bahasitonces la familia de las proyecciones
sobre la bas¢Pn}m dadas poPn(X) = SnAn(X)X, para cada € X, converge uniformemente
sobre compactos hacia el operador identidadke[{Pn}m €S un conjunto equicontinuo, véase
la leccion 5.5). De aqui obtenemos facilmente qu¥ &s un espacio de Banach con base de
Schauder ¥ es un Banach cualquiera, entonces todo operador compacto— Y es limite
de una sucesion de operadores de rango fingg,Y tiene (como los Hilbert) la propiedad de
aproximaciéon. Comentamos que, en general, un operadorammentre espacios de Banach no
tiene por qué ser un limite, en norma de operadores, de uasiénae operadores de rango finito
(ejemplo de Enflo)i.e., que no todo espacio de Banach tiene la propiedad de aproxima [

Leccion 6.5 Ejemplos de operadores compactos.

Operadores multiplicacion en los espaciBs

Caracterizacion de los operadores matricialeé'@ue son compactos.
Operadores integrales @&[a,b]) enC([a,b]). El operador de Volterra.
Operadores integrales d€([0,1]) enL9([0,1]), 1< p,q < co.
Operadores nucleares de Grothendieck.

Descripcién. Como primeros ejemplos de operadores compactos entrei@spcBanach, ya
tenemos los operadores de rango finito y los operadores cbospgue hemos estudiado en es-
pacios de Hilbert, como por ejemplo los operadores de HiBehmidt. Nos ocupamos en esta
leccion de dar ejemplos concretos de operadores compattesespacios de sucesiones (opera-
dores multiplicacién y operadores matriciales), entreeigis de funciones continuas (operadores
integrales, operador de \Volterra) y entre espacios dedursiintegrables (operadores integrales).
Establecemos, entre otros, los siguientes resultados.

Proposicion 6.5.1. Sea(ajk){y-, Una matriz de nimeros complejos. Entonces, el operador T
definido erv* por T(ay,az,...) = (B1,Bz....), donde

00
Bi= > aka,
k=1

es un operador compacto e (/%) si, y solo si, para cada > 0, existe un entero N tal que

sup Z\‘|ajk| <E.
k >
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Proposicion 6.5.2.Dados pq conl < p,q < o, sea ke L"([a,b] x [a,b]), donde r=max(p',q) y
1/p+1/p = 1. Entonces, el operador (con nucleo k) dado por la formula

Kf(t) = /bk(t,s)f(s)ds

es un operador compacto dé(a,b]) en L9([a,b]).

Finalizamos la leccién sefalando, como ejemplo relevamigperadores compactos, los ope-
radores nucleares de Grothendieck, que han dado lugar anadaoria en espacios de Banachy
en espacios localmente convexos, véase [Pie72, p. 49468peradoiT € £ (X,Y) es nuclear si
existen sucesionds;,), enX* e (yn)n €nY tales que

S 1 Iyall < <o,
A (6.3)

Tx= ZX;(x)yn,

para cadx € X. La norma nuclear d€ se define poj{T ||nuc:=inf{ 3|1/l [|yn||} , donde el infimo
esta tomado sobre todas las sucesiqrgl enX* e (yn)n enY que satisfacen la igualdad (6.3).
El conjunto de los operadores nuclear¢gX,Y) es un ideal enZ (X,Y); con la norma nuclear,
A (X,Y) es un espacio de Banach, y la topologia asociada a la normfeanes mas fina que la
topologia asociada a la norma de operadores.

Se acaba la lecciébn comentando cémo, con el concurso de éradapes nucleares y los
operadores 1-sumantes (la composicion de dos operada@sndntes es nuclear), se puede dar
una elegante demostracion del teorema de Dvoretzky-Roglecsal caracteriza los espacios de
Banach de dimension finita como aquéllos en los que las sedesdicionalmente convergentes
son absolutamente convergentes, [Pie72, p. 67-68] y [D@&B-63]. O

Leccion 6.6 Espectro de un operador compacto.

= Ndcleo y rango d& — Al, paraT un operador compacto.

= Valores espectrales no nulos de un operador compacto cdorev@ropios.

= Numerabilidad del espectro de un operador compacto.

= Relacion del espectro de un operador compacto con el espixtu adjunto.

» Teoria de Riesz-Schauder: Alternativa de Fredholm en &spde Banach.

» Un esquema de aproximacion a soluciones de ecuacionesatena(l —Al)x=y.
= Ejemplos. El operador de Volterra.

Descripcion. Para un operador compacto autoadjunto o, mas en genergactomormal en un
espacio de Hilbert, vimos en las lecciones 3.3 y 3.6 que glintmde autovalores es un conjunto
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numerable, cuyo Unico punto de aglomeracion es, quizésrel ta presentacion que hicimos de
estos resultados estaba basada en el teorema de la proyedcigonal. Al estudiar el espectro
de un operador compacto en un espacio de Banach, no dispsmEnpooyecciones ortogonales,
pero si de proyeccionesasi ortogonalesHaciendo uso de éstas (véase el lema de Riesz en la
leccion 4.3), desarrollamos en esta leccion la teoria dezFR8ehauder para operadores compactos
en espacios de Banach. La situacion para los operadoresactoapen los espacios de Banach
no es tan placentera como la situacion estudiada para loadgpes compactos normales en los
espacios de Hilbert donde todo encajaba perfectamentea &hogue se puede demostrar es el
siguiente resultado, [Rud79, p. 104-107]:

Teorema 6.6.1.Sean X un espacio de BanacheTZ(X), y supongamos que T es compacto.

(i) SiA #£0, entonceker(T — Al) es finito-dimensional §T —Al)(X) es un subespacio cerra-
do en X. Ademas, los cuatro nimeros

dim ker(T — Al),
dim X /(T —Al)(X),
dim ker(T* — Al),

dim X*/(T* = Al)(X*),
son iguales y finitos.
(i) SiA A0y A € g(T), entonces\ es un valor propio de T y de*T
(ii) El espectroo(T) es compacto, a lo sumo, numerable, y tiene, como maximo,nio pge
acumulacion: el 0.

El resultado anterior conduce facilmente a lo que se derolagxAlternativas de Fredholm»
para operadores compactos en espacios de Banach (extdesiés bien conocidos resultados
de éalgebra lineal para la resolucion de sistemas finitos dacemes lineales), véanse [GG81,
p. 242-245] y [Lim81, p. 153-160]. Una de las alternativag gucierra el teorema 6.6.1 es la
siguiente:

Teorema 6.6.2 (Alternativa de Fredholm I). SeanA # 0y T € .Z(X) un operador compacto.
Entonces se verifica, exactamente, una de las dos alteasatiwve siguen:
(i) Para cada ye X, la ecuacion
(T=Al)x=y

tiene una Unica solucion & X.
(ii) Existe una solucién no nula del sistema homogéneo adoci

(T—Al)x=0.

Si ocurre la alternativa segunda, entonces el nimero maxiengoluciones linealmente
independientes del sistema homogéneo asociado es finito.
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En la leccion siguiente se dan aplicaciones de las Alteasitie Fredholm. Esta leccion se
complementa con una serie de ejemplos en los que se delinpitgpel del cero como valor es-
pectral para operadores compactos, entre los cuales asingliel clasico operador de Volterra:
probamos que el operad®dre L2([0,1]) definido por

t
() ::/0 Ktsf(s)ds 0<t<1,

tiene al 0 como Unico valor espectral, [Lim81, p. 150-151]. O

Leccion 6.7 Ecuaciones integrales.

= Ecuaciones integrales de Fredholm. Existencia y unicigesbtliciones.

= Ncleos degenerados. Soluciones de ecuaciones integosegicleos degenerados.
= Aproximacion de las soluciones de ecuaciones de Fredhaltim&cion del error.

= Ejemplos.

Descripcion. En esta leccion estudiamos ecuaciones integrales de¢sigutipo:
1
X(t) —)\/ k(t,s)x(s)ds=y(t), 0<t<1, enL?([0,1]) o enC([0,1]). (6.4)
0

SiA =0, la ecuacién tiene una Unica solucion, a sabery. Cuando la norma del niicleo es menor
que ¥/|A|, el método iterativo para inversion de operadores nos pemsegurar la existencia y

unicidad para las soluciones, dando éstas a través de umal&dintegral en la que intervienen los
nucleos iterados. En el caso de ecuacionds’€i0,1]), y bajo la condicion

k(t,s) = k(st)

para casi todo punto, la teoria espectral de operadorespasies de Hilbert nos permitié dar
las soluciones explicitas de una ecuacién de este tipo éstder series en las que intervenian los
vectores y valores propios del operador compacto autoedpsociado a la ecuacion, véase el
teorema 3.3.2.

Aqui discutimos, via las alternativas de Fredholm, la erisia y unicidad de las soluciones
de ecuaciones de este tipo, en general.

Teorema 6.7.1.Sea ke L?(]0,1] x [0,1]) y seaA # 0.

(i) Se verifica, exactamente, una de las siguientes altmamet

(@) Para cada y L?(]0,1]), la ecuacion integra(6.4)tiene una Gnica solucién para cada
x € L2([0,2)).
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(b) Laecuacion homogénea
1
x(t)—)\/ K(t,s)x(s)ds=0, p.c.t. te[0,1],
0

tiene una solucién no nula.

Si ocurre la alternativa segunda, entonces el nimero maxiengoluciones linealmente
independientes del sistema homogéneo asociado es finito.
(i) Existe xc L2([0,1]), x# 0, tal que

1
x(t)—)\/o k(t,s)x(s)ds=0, p.c.t. te[0,1],
si, y solo si, existe L2([0,1]), z+# 0, tal que
1
z(t)—)\/o K(st)z(s)ds=0, p.c.t. te[0,1].

Ademas, el numero maximo (necesariamente finito) de sakgimealmente independien-
tes de las dos ecuaciones es el mismo.
(iii) La ecuacion(6.4)tiene solucién para aquellas funciones y.?(]0,1]) que satisfacen

/0 )zt dt = 0,

cuando L
z(t)—)\/o k(t,s)z(s)ds=0, p.c.t. te[0,1].

Un nucleo degenerado es un nicleo de la fokits) = S, & (t)bi(s), &,b € L([0,1). La
ecuacion (6.4) para un nucleo degenerado se resuelve mmmdmtias soluciones de un sistema
lineal con un nimero finito de ecuaciones e incognitas. Tatenk € L%([0,1] x [0,1]) se apro-
xima por nucleos degenerados, y las soluciones de las eoescintegrales asociadas a estos
altimos aproximan a las soluciones de la ecuacion (6.4)dsigosible dar una estimacion del
error que se comete al sustituir una solucion por su solugdoximada.

Observamos que, kic C([0,1] x [0,1]), los resultados en el teorema anterior son ciertos cuan-
do se reemplazh?([0,1]) por C([0,1]). La leccién se complementa con el estudio de ecuaciones
integrales para nucleos concretos. O

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[Con85], [Die84], [GG81], [Lim81], [Pie72], [Rud79], [S@1], [Yos80].
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Cddigo: 5A2

Descripcion BOE: Espacios Localmente Convexos

Créditos: 6 (4T + 2P)

Contenidos: 7 capitulos

El material que se presenta corresponde a un curso (o vastogas, dado que distintas elec-
ciones son posibles) de ampliacion de la asignaundisis Funcional Los Espacios Localmente
Convexogasaron de un gran apogeo (alrededor de la teoria de déstriles, contribuciones de
Grothendieck, etc.) a no estar bien considerados en dei@dios circulos. Esto se debié funda-
mentalmente a que, a partir de un momento, la teoria dejo attaapesultados realmente nove-
dosos y clarificadores, y quienes investigaban y publicamaiorno a estas cuestiones producian
nuevas clases y subclases de espacios, generalizaciorggEnpaalizar, resultados poco profundos
sin aplicaciones reales, etc. Esto es un mal comun en otrelsam@dreas de las matematicas hoy
en dia, y el tiempo eliminara de estas areas, como lo ha hedhdeoria d&Espacios Localmente
Convexoslo que es producido sin mayor miramiento que la produccitamma.

¢Por qué entonces una asignatur&dpacios Localmente Convefoka principal razén es
gue esta asignatura es una ampliacion de la correspondieAigalisis Funciongldonde se pro-
fundiza en las técnicas estudiadas en esta ultima, ten&moi@ como denominador comun los
espacios localmente convexos; éstos proporcionan agtsale clasificacion de objetos, en forma
similar a como los espacios de Hilbert y de Banach presidasitmatura dénalisis Funcional
Por un lado, aislaremos las propiedades vectorialeséigmals que estan presentes en la convi-
vencia de las topologias de espacios de Hilbert y espaci®@adach, y clasificaremos objetos
mas generales: topologias débiles, espacios de funciondsuasC(X) y Cy(X), funciones inte-
grablesL!(u) con topologias como la de convergencia en medida, funcioniesnorfas#(Q),
funciones diferenciable®(Q), 7X(Q), £(Q), &(Q), distribuciones?’(Q), etc. Por otro lado,
este estudio mas avanzado, si es bien llevado, permite kisladdeas genuinas que hacen que
los teoremas de separacion de conjuntos convexos searsciets que sirven, por ejemplo, pa-
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ra demostrar que el teorema de la Gréfica Cerrada se sat&faeeespacios de distribuciones
2'(Q).

Libros clasicos como [Rud79] y [Kho72] abogan por la preseidn de loEspacios Local-
mente Convexosomo predmbulo para la teoria de distribuciones y sus apiicas al estudio
de operadores en derivadas parciales. Libros modernos fetd™01], actualmente utilizados
como libros de texto en universidades americanas, defieeldeso de los espacios localmen-
te convexos para exponer, de forma sistematica y eleganteotia de dualidad en espacios de
Banach.

Al igual que hacemos en otras asignaturas, introducirernasi@no en esta materia a través
de ejemplos concretos para, a partir de ahi, llegar a un@tel@gante que aisle las ideas, la cual
se aplicarda de nuevo a situaciones concretas que propencimnevos e importantes ejemplos.
Nos parece esencial en nuestra metodologia presentar tyr tapedeas de forma ciclica, tal y
como se ha expuesto mas arriba: empezando por ejemplos dgiuenra teoria que se formula, y
terminando con la exposicién de nuevos ejemplos que ayudedimentar las ideas expuestas.

Objetivo de la asignatura

Es imposible explicar el material que se presenta en un aes® créditos. Si es posible,
sin embargo, hacer distintas elecciones para alcanzamseseis créditos, los distintos objetivos
generales que se listan debajo:

(Curso general Capitulos: 1, 2, 3, 4, 5.

» Clasificar los espacios localmente convexos segun su coanpiento respecto a los
tres Principios Fundamentales del Analisis Funcional.

(Orientado a la interaccion Topologia y Analisis Capitulds2, 3, 6.

» Conocer los fundamentos de los espacios localmente cosvexo

» Conocer y manejar teoremas de representacion integral gmigsiciones. Estudiar
espacios clasicos de funciones y la interaccion entre [agldgias de los espacios
subyacentes y las de los espacios de funciones asociados.

(Orientado a las distribucionés Capitulos: 1, 2, 3, y parté4lg 7.

» Conocer los fundamentos de los espacios localmente cosvexo

» Conocer los espacios de distribuciones como herramientas.
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Contenido

Hemos estructurado la asignatura en los siete capitulosiguen:

1 Espacios vectoriales topoldgicos 205
2 Espacios localmente convexos 211
3 Teoria de dualidad para espacios localmente convexos 219
4 Clases importantes de espacios localmente convexos 227
5 Elteorema de la gréafica cerrada 237

6 Compacidad y compacidad débil en espacios localmente caxos 243

7 Distribuciones 251

El capitulo 1 recoge los resultados generales sobre espasitoriales topoldgicos, tratando
las descripciones habituales de éstos a través de basewdwertel origen, uniformidadesh¢
seminormas. Los espacios localmente convexos hacen sci@pan el capitulo 2. La validez del
teorema de Hahn-Banach es lo que hace a los espacios lotaloogmwexos superiores a las otras
clases de espacios vectoriales topoldgicos. En este lagisautimos los principales aspectos de
esta clase de espacios, centrando nuestra atencién estlogdiconceptos de completitud, la ge-
neracion de nuevos espacios mediante topologias progediinductivas, las clases distinguidas
de subconjuntos, etc. Asi mismo, introducimos y estudidasgropiedades que, en este contexto,
tienen los diversos espacios de funciones continuas y iesga&se para la teoria de las distribu-
ciones. La teoria de dualidad es desarrollada en el cagitelo el cual se examinan las topologias
débiles, las topologias definidas por familias saturadasodgintos acotados, las construccio-
nes basicas de la formacion de polares y bipolares, ete Bints, se demuestran los teoremas de
Alaoglu-Bourbaki, Banach-Mackey, Mackey, Mackey-Are@spthendieck y Banach-Dieudonné.
Las diferentes clases de espacios localmente convexosstatiaglas en el capitulo 4. La clasi-
ficacion de éstos respecto al principio de la Acotacion Umfonos lleva a la introduccion de
la clase de los espacios tonelados, la cual se presenta,ea,stomo clase maximal de espacios
localmente convexos para los que es valido el teorema defic&Cerrada cuando se toman los
espacios de Banach como espacios de llegada. La clasificdeiéspacios localmente convexos
segun su comportamiento respecto al teorema de la Gréaficadaezs estudiada en el capitulo 5,
donde llevamos los resultados establecidos en la asignah#lisis Funcionalpara espacios de
Banach, al caso de espacios de Baire y espacios de De Widdyaber seguido, digamoslo asi,
un proceso de aproximaciones sucesivas que ilustran etdéshistorico de este tema. Aborda-
mos, de forma no habitual, el estudio de los teoremas de gl#dieliana de Schwartz, reduciendo
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éstos, en parte, a los teoremas de gréafica cerrada de De Wilelecaso de espacios localmen-
te completos. El capitulo 6 contiene los resultados massalientes concernientes a conjuntos
convexos. En una primera parte del capitulo probamos, ddistiotas aplicaciones, el teorema
de Krein-Milman y el teorema de representacion integral HeqDet. La segunda parte recoge
los teoremas de Grothendieck, Eberlein-Grothendieck li@miEberlein-Smulian y Krein, relati-
vos a compacidad en espacios de funciones continuas y catagaEbil en espacios localmente
convexos, para los que se han elegido como método de prugleol@mas de intercambio de
limite y accesibilidad por sucesiones de Grothendieck y Olda\respectivamente. En el Ultimo
capitulo de esta memoria se presenta una introduccion arfa tde distribuciones. El andlisis de
esta teoria constituye un ejercicio continuado de los noétdd dualidad y trasposicion estudiados
en el capitulo 3. Entre otros temas, estudiamos la derwaca@nvolucion y producto tensorial de
distribuciones, y unas primeras cuestiones sobre la tranation de Fourier y los espacios de
Sobolev.

Objetivos concretos

Introducir los conceptos basicos y entender las descripciones higlsitie las topologias vecto-
riales a través de bases de entornos del origen y de unifadesd

Extenderlos conceptos de acotacion, precompacidad y compacidazhgdxto de los espacios
vectoriales topoldgicos.

Aprendera generar nuevas topologias por métodos proyectivos etinaisic

Delimitar el alcance de la teoria de espacios vectoriales topolggicasipulando numerosos
ejemplos y contraejemplos.

Entendera relacion existente entre entornos convexos y seminormas

Utilizar el teorema de Hahn-Banach para estudiar los espacios lectdmonvexos.

Manipular espacios localmente convexos concretos: espacios def@sccontinuas, espacios
base para la teoria de distribuciones, etc.

Definir las topologias débiles relativas a un par dual como extem&Edas topologias débiles ya
estudiadas para espacios de Banach.

Calcular polares y bipolares en pares duales concretos.

Establecerlos resultados basicos que caracterizan las topologiapatinies con un par dual y
el caracter de los acotados en todas ellas.

Estudiar, y discutir mediante ejemplos, las topologias de conveigamiforme sobre familias
distintas en espacios de aplicaciones lineales.

Analizarla dualidad de aplicaciones lineales y la dualidad entreltggas proyectivas y topolo-
gias inductivas.
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Utilizar los recursos aprendidos acerca de topologias de convegamitorme sobre familias
de acotados en espacios de aplicaciones lineales, panaumaestudio pormenorizado del
modelo de Grothendieck para la compleccién de un espaciniente convexo.

Estudiarlos espacios localmente convexos segln su comportamiespeato al Principio de la
Acotacion Uniforme y respecto a la propiedad de Heine-Borel

Clasificartodos los ejemplos que hacen importante la te@(%,), Co(X), #(Q), 2(Q), 74(Q),
£(Q), £XQ), 7/(Q), etc., desde el punto de vista del apartado anterior.

Obtenerun teorema de gréfica cerrada que sirva para el espacio dbudigines?’ (Q).

Estudiarlos teoremas de Krein-Milman y Krein-Smulian, tanto en seisiones infinito como
finito-dimensionales (teorema de Minkowski). Estableeeeduivalencia entre el teorema
de Krein-Milman y otros principios de optimizacién, comoRzincipio del Méximo de
Bauer.

Ligar el teorema de Krein-Milman con problemas de aproximacitesisde convergencia débil.

Aprendertécnicas que nos permitan reconocer en qué tipos de esgasiecempactos tienen un
comportamiento sucesional.

Formalizar el concepto de distribucién de Schwartz.

Aprenderlas reglas de manipulacion de distribuciones: deriva@onyolucion, traslaciones, etc.

Presentarlos espacios de Sobolev como marco adecuado para estugliogalproblemas de
ecuaciones en derivadas parciales.

Prerrequisitos

La asignatura se hara de la forma méas autocontenida poBinftmos de que el alumno ha
cursado la asignatura troncahdlisis Funcionaly por ende, tiene cubiertos todos los prerrequisi-
tos que, para esta Ultima asignatura, escribiamos en lagagv.
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TEMARIO

Leccién 1.1 Conceptos basicos y propiedades generales

Leccién 1.2 Uniformidad asociada a una topologia vectorial

Leccién 1.3 Subconjuntos notables de un espacio vectorial topoldgico
Leccion 1.4 Generacion de nuevos espacios

Leccion 1.5 Espacios vectoriales topoldgicos de dimension finita
Leccién 1.6 Espacios localmente acotados

Leccién 1.7 F-seminormasy espacios metrizables

Leccién 1.8 Algunos ejemplos

El propdsito de este capitulo es introducir al alumno endaidede los espacios vectoriales
topolbgicos. Hay muchas ramas del Andlisis Funcional gténedsasadas en esta teoria, la cual
constituye, por ejemplo, la base de la teoria de las disiobes y del estudio de las diversas
topologias sobre los espacios de funciones continuas. &sjdanteoria de los espacios vectoriales
topoldgicos clarifica a menudo los resultados de la teoriesdespacios de Banach, especialmente
los concernientes a la topologia débil, los cuales se puai@n como casos particulares de otros
resultados mas generales en el contexto de los espaciosiatest topologicos.

En este capitulo introducimos los conceptos basicos y déasatescripciones habituales de
las topologias vectoriales a través de bases de entornasigeh y de uniformidades. A con-
tinuacion, discutimos brevemente los conceptos de adoiaprecompacidad y compacidad en
este contexto, y consideramos topologias proyectivas aomarimer método general para ge-
nerar nuevas topologias vectoriales a partir de otras dedasdiamos cOmo espacios con bases
de entornos del origen con propiedades particulares satiespde dimension finita, espacios
guasi-normados, espacipsnormados, etc., dando, en general, la contrapartidatisagbara ge-
nerar topologias vectoriales a partir de familiagsdseminormas, y completando el capitulo con
ejemplos y contraejemplos que delimitan, precisamensg]ileersos objetos introducidos.
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Leccion 1.1 Conceptos basicos y propiedades generales.

= Recordatorio: la topologia débil de un espacio hormadoopalbgia de convergencia uni-
forme sobre compactos del espacio de funciones holomeffaQ).

= Definicién de espacio vectorial topoldgico (e.v.t.). Priagepropiedades. Aplicaciones li-
neales continuas.

= Bases de entornos del origen para una topologia vectoegulRridad de los espacios vec-
toriales topoldgicos.

= Descripcion de una topologia vectorial a través de basestdmes del origen.

Descripcion. [K6t69, p. 144-148] y [Jar81, p. 30-34]. La topologia délslwh espacio normado
y la topologia de convergencia uniforme sobre compactogsfgcio de funciones holomorfas
2 (Q) tienen dos propiedades en comun: a) Ambas hacen contirsiapéaaciones de espacio
vectorial sobre el que estan definidas. b) Ninguna de ellasn@do de dimensidn infinita) es la
topologia asociada a una norma. Estos dos ejemplos, aljqgeaitros muchos, estan enmarcados
en el contexto general de las topologias vectoriales qé@ sempartir de ahora, nuestro objeto de
estudio. Un espacio vectorial topoldgico es un espacimviattdotado de una topologia que hace
continuas las operaciones de espacio vectorial. En estiéfeestudiamos estos nuevos objetos,
haciendo especial énfasis en la equivalencia entre tojaslogctoriales y bases de filteg for-
madas por conjuntos absorbentes y equilibrados, con lagoia de que para catlac % exista
unV € #Ztal queV +V C U. O

Leccion 1.2 Uniformidad asociada a una topologia vectorial

= Uniformidad asociada a una topologia vectorial.

= Conceptos uniformes en espacios vectoriales topologemsinuidad uniforme, redes de
Cauchy, conjuntos precompactos.

= Espacios vectoriales topolégicos completos. Compleab@m e.v.t. Un teorema de Robert-
son-Bourbaki.

Descripcion. [K6t69, p. 147-148, 210]. La existencia de una uUnica unifdad invariante por
traslaciones, de la que puede derivarse la topologia devii) es de una importancia considera-
ble en la teoria de estos espacios (como lo es también erria tlolos grupos topoldgicos), ya
que los conceptos relativos a la uniformidad pueden apkcde modo inequivoco sin méas que
conocer la topologia del espacio en cuestion. Se puede lalaf,hen este contexto, de continui-
dad uniforme, redes y filtros de Cauchy, completitud del @spaompletitud de subconjuntos,
conjuntos precompactos, etc. Los e.v.t. estan abiertogglitaacion de los resultados de la teoria
general de los espacios uniformes. Por ejemplo, utilizéadompleccién de un espacio uniforme,
se prueba que todo e.v.t. puede ser sumergido de forma densa @.v.t. completo que es Unico
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salvo isomorfismog,e., que todo e.v.t. puede ser completado. El teorema de RobeBisurbaki
relaciona las redes convergentes en una topologia cordes de Cauchy en determinadas topo-
logias mas finas; por sus aplicaciones (leccion 1.3 y lectid)) este teorema es una herramienta
esencial en el estudio de la completitud en e.v.t. O

Leccion 1.3 Subconjuntos notables de un espacio vectorial t opoldgico.

= Subconjuntos acotados. Caracterizacion y operacionesliosn Ejemplos.

= Subconjuntos precompactos. Caracterizacion y operacimoreellos. Los precompactos co-
mo subconjuntos de la compleccion. Coincidencia de topadderligadas sobre conjuntos
precompactos. Ejemplos.

= Subconjuntos compactos. Caracterizacion y operacionmesltas. Ejemplos.

Descripcion. [K6t69, p. 152-155] y [Jar81, p. 64-65]. En la teoria de etiehen un lugar pre-
ferencial las clases de conjuntos acotados, conjunto®mEaCctos y conjuntos compactos. En
esta leccion nos ocupamos de tales conceptos, dando divensecterizaciones y estudiando las
propiedades de estabilidad de estas clases de conjuntlzs pareraciones lineales y conjuntistas
habituales. Por definicién, en un espacio normado, un ctmgs acotado si esta contenido en
algun multiplo escalar de la bola unidad. La nocion equivalen un e.v.t. es clara: un conjunto
se dira acotado si esta contenido en algin multiplo escalaada entorno del origen. La clase de
los subconjuntos precompactos de un e.v.t. es una subelasante de la clase de los subconjun-
tos acotados. El concepto de precompacidad es un concdfiomna (véase la leccion anterior)
y, COmo su propio nombre indica, es una nocién ligada a la dgaoidad. De hecho, establece-
mMOos que un subconjunto de un e.v.t. es precompacto si, yis@® ielativamente compacto en la
compleccion del e.v.t. Dos propiedades se derivan de estfiado: la primera, consecuencia del
teorema de Robertson-Bourbaki, establece que dos topsledigadas en el sentido de Wilanski
coinciden sobre los subconjuntos precompactos de la tgfaoioas fina; la segunda caracteriza la
compacidad: en un e.v.t. un subconjunto es compacto sipys§@s precompacto y completo]

Leccion 1.4 Generacion de nuevos espacios.

= Topologias proyectivas. Caracterizacion de la contiruiglale los acotados. Subespacios,
productos y supremos.

= Variedades lineales. Hiperplanos y formas lineales caanEspacio dual.

= Cocientes. Sumas directas. Complementacion.

Descripcion. [K6t69, p. 149-151] y [Jar81, Capitulos 2 y 4]. La vinculatiéntre la estructura
lineal y la estructura topolégica de los e.v.t. posibilitejcigar las operaciones de espacios vecto-
riales con las operaciones de espacios topoldgicos, plaiérasi efectuar operaciones con e.v.t.
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cuyo resultado sea de nuevo un e.v.t. El poder de generaeineVos espacios a partir de otros
ya conocidos via estas operaciones es tan grande quengartfor ejemplo, de la clase de e.v.t.

metrizables, realizando con ellos productos y tomandospamios, se obtiene toda la clase de los
e.v.t. Otro tanto ocurre con los espacios de Banach y losesplacalmente convexos. O

Leccion 1.5 Espacios vectoriales topoldgicos de dimension finita.

= |somorfismos entre e.v.t. de la misma dimensién finita. Suenandsubespacio cerrado y un
subespacio finito dimensional.

= Subespacios de codimension finita: complementacion.

= Caracterizacion topoldgica de los e.v.t. de dimensiorefieispacios localmente precompac-
tos.

Descripcién. [K6t69, p. 151-152], [Cho69b, p. 294-295, Vol 1] y [Rud79,18-15]. El resultado
establecido en la asignatufaalisis Funcionalque asegura que todos los espacios normados de
la misma dimension finita son isomorfos, se extiende aqubrtiexto de los e.v.t.: cualesquiera
dos e.v.t.E y F, de la misma dimension finita, son isomorfos; mas aln, cualquier isomorfismo
algebraico de&K" (producto den copias del cuerpo) sobie es un isomorfismo topolégico. De
aqui se sigue que, en un e.v.t., todo subespacio cerradaloiearsion finita tiene complemento
topoldgico, y que la suma de un subespacio cerrado y un satiesge dimension finita es de
nuevo un subespacio cerrado. También el teorema de Riesyagoenociamos para espacios
normados de la asignatufndlisis Funcionalse extiende a esta situacion, y se establece que
los e.v.t. de dimension finita son, precisamente, los quentiealglin entorno precompacto del
origen. O

Leccion 1.6 Espacios localmente acotados.

= Definicion de quasi-norma. Caracterizacion de los e.\calloente acotados como espacios
quasi-normables.

= Entornos del origemp-convexos acotados g-normas asociadas. Caracterizacion de los es-
paciosp-normables. El teorema de Kolmogoroff.

= Teorema de Rolewicz: caracterizacion de los espaciosnherde acotados como espacios
p-normables.

Descripcion. [K6t69, p. 159-162], [Jar81, Capitulo 6]. En la leccion aimehemos caracterizado
los e.v.t. localmente compactos como los e.v.t. de dimarfgiia. Cuando cambiamos compacto
por acotado la situacién es bastante diferente. Un resulladHyres-Bourgin establece que un
espacio es localmente acotado si, y sélo si, su topologidepderivarse de una quasi-norma. Las
p-normas, 0< p < 1, describen la topologia de los e.v.t. que tienen un en@cotadop-convexo
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y, en particular, se tiene la caracterizacion de los espasomados como aquellos e.v.t. en los
gue hay un entorno acotado y convexo del origen. Analizandoriente las propiedades de los
entornos acotados de un e.v.t. se prueba, teorema de Rolewectodo e.v.t. localmente acotado
esp-normable para algup € (0,1. O

Lecciéon 1.7 F-seminormas y espacios metrizables.

= Definicién deF-seminorma. Topologias vectoriales asociadas a famii& seminormas.

= F-seminormas asociadas a cadenas de subconjuntos. Ladgi@pde un e.v.t. descrita a
través de una familia dé-seminormas.

= Caracterizacion de los espacios metrizables. Operacgameslios. (F)-espacios. Aplicacio-
nes lineales continuas en espacios metrizables.

= Inmersién de un e.v.t. en un producto de espacios metrizable

Descripcion. [Kot69, p. 162-166] y [Jar81, p. 38-42]. Hasta ahora hemst®widémo propiedades
particulares de los entornos del origen de un e.v.t. pemmaieastruir funcionalegtnormas, quasi-
normas, etc.) que describen la topologia del espacio eti@uelsn general, no es posible realizar
esta construccion a partir de un entorno cualquiera de un®ivembargo, si es posible, para cada
entorno del origen de un e.v.t., construir una cadena deresalel origen contenida en él, y a
ésta, asociarle un funcional que la describe en lo necesaaé-seminorma. Esta idea es la clave
para probar que dar una topologia vectorial es equivaleder ana familia dé=-seminormas.
Este hecho tiene varias consecuencias importantes, congguoplo: (a) La caracterizacion de
los e.v.t. metrizables como aquéllos cuya topologia puedeaise de un#&-norma, lo que es
equivalente a que se satisfaga el primer axioma de numideabib) El hecho de que la categoria
de todos los e.v.t. puede generarse a partir de la clase de/lbsnetrizables, formando productos
y tomando subespacios. O

Leccion 1.8 Algunos ejemplos.

= Espacios de funciones medibles con la topologia de convegen medida.
» Los espaciosPy /P, 0 < p < 1. El espacid?.
= Espacios de funciones diferenciables.

Descripcion. [Jar81, p. 119-124]. Todos lo ejemplos que presentamossaquiF)-espacios, pero
de naturaleza bien distinta; lo suficiente como para disiirentre las clases de e.\Ft=normados,
guasi-normados y-normados. Los espacios de funciones medibles con la tigolte conver-
gencia en medida proporcionan (F)-espacios que no soniesmp@si-normados (en ellos, nin-
gun entorno del origen propio puede geconvexo para algum € (0,1)). Los espaciod.P y

(P, 0 < p< 1, son los ejemplos naturales de espago®rmados. Algunas de sus propiedades
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resultan satisfactorias para delimitar situaciones: asiefemplo, si 0< p < 1, entonced® es
p-normado, aunque no esnormado para t g > p. El espacio® = Np=0¢P, dotado de la topo-
logia proyectiva respecto a las inmersiofigs— (P, es un (F)-espacio que no es quasi-normado;
puede mostrase, sin embargo, glidiene una base de entornos del origen formada por conjuntos
r-convexos K € (0,1 variable), mientras que no tiene ninguna base de entornasigen forma-

da por conjuntog-convexos, pard <€ (0,1 fijo. Finalmente, el espaci&(Q) de las funciones
infinitamente diferenciables en un abie@ade R", dotado con la topologia de convergencia uni-
forme sobre compactos, es un (F)-espacio que tampoco esnguasdo. Este Ultimo ejemplo
estd enmarcado dentro de la clase méas importante del®.elase de los espacios localmente
convexos U

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[Cho69b], [Jar81], [K&t69], [Rud79].
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TEMARIO

Leccién 2.1 Espacios localmente convexos

Leccién 2.2 Algunos espacios localmente convexos

Leccién 2.3 Subconjuntos notables de un e.l.c.

Leccion 2.4 Nociones de completitud

Leccion 2.5 Topologias proyectivas

Leccién 2.6 Topologias inductivas

Leccién 2.7 Espacios (LF) y espacios (LB)

Leccién 2.8 Duales de algunos espacios de funciones continuas

De los tres principios fundamentales que se han estudialdoasignaturainalisis Funcional
para espacios de Banach, la validez del primero de ellogas k& validez del teorema de Hahn-
Banach, es lo que hace a los espacios localmente convexesosap a los espacios vectoriales
topoldgicos generales. En espacios localmente convekteyrema de Hahn-Banach asegura la
existencia de suficientes formas lineales continuas comsogmaler desarrollar una potente teoria
de dualidad, que estudiaremos en el capitulo siguientestércapitulo presentamos la teoria basi-
ca de espacios localmente convexos, la relacién entren@istapnvexos y seminormas, propieda-
des de extension de formas lineales continuas, propiedkdesmplementacion, operaciones con
subconjuntos notables, nociones de completitud, gerdgrae nuevos espacios a través de opera-
ciones proyectivas e inductivas, etc. Asi mismo, dedicabuesa parte del capitulo al estudio de
estas cuestiones en espacios concretos, como los espadiostbnes continuas, espacios base
para la teoria de distribuciones, etc., mostrando, de w) ladiqueza de esta teoria, y de otro,
sentando las bases para posteriores estudios mas esgesifios que intervienen estos espacios.

Leccion 2.1 Espacios localmente convexos.

= Conjuntos convexos y absolutamente convexos en espacitmsiates. Operaciones: envol-
tura convexa y absolutamente convexa.
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= Conjuntos convexos Yy absolutamente convexos en e.v.tirGaged del funcional de Min-
kowski asociado a un cuerpo convexo. Seminormas y conj@®siutamente convexos.

= Otra aplicaciéon del teorema de Hahn-Banach: condicionsagizey suficiente para la exis-
tencia de formas lineales continuas no triviales sobrewt e.

= Un e.v.t. con dual nulofLP) = 0, para 0< p < 1. Subespacios finito-dimensionales sin
complemento en e.v.t.

= Definicién de espacio localmente convexo (e.l.c.). Basefiltde describiendo topologias
localmente convexas. Descripcion de una topologia logakengonvexa por seminormas.

= Caracterizacion de la convergencia de redes y de la codéidude aplicaciones lineales en
e.l.c.

= Mas aplicaciones del teorema de Hahn-Banach: el dual dé.ansepara puntos. Extensién
de formas lineales continuas definidas en un subespacio dd.anComplementacion de
subespacios finito-dimensionales. Caracterizacion delecde un subespacio de un e.l.c.

Descripcion. [Kot69, p. 156-159 y p. 202-215], [Sch71, p. 47-51]. Comenas este capitulo con
un breve estudio de las propiedades elementales de loswasgonvexos y seminormas en espa-
cios vectoriales y en espacios vectoriales topoldgicosarirpde ahora, convexos y seminormas
desempefiaran un papel central en las cuestiones que varstgli@me Entre otras propiedades,
tiene una relevancia especial la relacion existente entreéidnales subaditivos continuos (semi-
normas continuas) y entornos convexos (absolutament@xosivdel origen en un e.v.t.

Una aplicaciéon del teorema de Hahn-Banach en su versioitieagleccion 4.5 de la asigna-
turaAndlisis Funcionalnos dice que la condicion necesaria y suficiente para qataaxia forma
lineal no nula sobre un e.vE[Z] es queE[T] posea un entorno convexo del origen no trivial; o 1o
que es los mismo, que solE¢T] haya una seminorma continua no nula. Esta equivalencigaobli
a que, si queremos trabajar dentro de la categoria de lbscew.una subclase cuyos elementos
tengan dual no trivial, hemos de imponer condiciones deecadad local. Surge asi, de un mo-
do natural, la clase de los espacios localmente convexoankspacio localmente convexo su
topologia viene dada por una familia de seminormas que &e|i@s puntos.

Como nuevas consecuencias del teorema de Hahn-Banachese Itis siguientes: el dual de
un e.l.c. separa los puntos del espacio; toda forma linedlne@ en un subespacio de un e.l.c.
tiene extensiones lineales continuas a todo el espacio;doblespacio finito-dimensional de un
e.l.c. tiene complemento topolégico; el cierre de un sulidspde un e.l.c. queda determinado
por las formas lineales continuas que se anulan sobre éledtmeen, todas las consecuencias
que obtuvimos en la leccién 4.5 de la asignatinglisis Funcionalpara espacios normados son
vélidas en el marco de los e.l.c. O
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Leccion 2.2 Algunos espacios localmente convexos.

= Caracterizacion de los e.l.c. metrizablEsnorma asociada a una familia numerable de se-
minormas. Espacios de Fréchet.

= Espacios de sucesiones de Kéthe. Representacion de espadimciones holomorfas como
espacios de sucesiones de Kéthe.

= Topologias sobre espacios de funciones:

e Los espacio€,(X) y Cc(X). Propiedades topologicas deen relacion con propieda-
des vectoriales topolégicas Gg(X) y Ce(X).

e Topologia de convergencia uniforme, compacta-abiertarcesenCy(X). Relacion
entre estas topologias.

» Espacios de funciones diferenciable®?(Q), £(Q), 27(Q), Z(Q), 7 (R").

Descripcion. [Jar81, p. 25-30, 43-54 y 66-73]. La obtencién de los redokade metrizabilidad
para e.v.t. estudiados en el capitulo anterior resultacedpente sencilla en e.l.c.: por supuesto,
un e.l.c. es metrizable si, y sélo si, tiene una base nuneetbéntornos absolutamente convexos
del origen; en este caso, Fanorma que describe la topologia se expresa en funcién deitais
normas asociadas a la base de entornos, de forma analoga seaanstruye una métrica para el
producto numerable de espacios metrizables. Ademas deststio general de e.l.c. metrizables,
en esta leccién nos ocupamos de tres bloques importantgsnieles:

a) Espacios de sucesiones de Kéthe: indicamos un métodoaggaea construir espacios
de sucesiones. Se comenta cOmo esta técnica proporciongoterde herramienta para
la construccién de ejemplos y contraejemplos en la teoni@rgé de e.l.c., asi como un
método para estudiar isomorfismos entre éstos. A modo deaiticn, representamos los
espacios de funciones enteras y funciones holomorfas escel dnidad como espacios de
sucesiones.

b) Espacios de funciones continuas: introducimos diveigadogias en espacios de funcio-
nes continuas y en espacios de funciones continuas acokudastos ultimos, construimos
una topologia mixta a través de una norma y una topologidnecde convexa. Se resalta,
mediante resultados concretos de metrizabilidad y seifideah la dualidad existente entre
espacios topoldgicoX y sus espacios de funciones contin@&X), insistiendo en la posi-
bilidad de estudiar propiedades topolégicaXdda propiedades vectoriales topoldgicas de
C(X) y al reves.

c) Espacios de funciones diferenciables: se presentama@dgie los espacios de funciones
diferenciables que tienen un lugar sobresaliente en ldateler las distribuciones y en el
estudio de la transformada de Fourier. O



@ Espacios localmente convexos

Leccion 2.3 Subconjuntos notables de un e.l.c..

= Acotados y precompactos: envolturas convexas y absolatancenvexas. Caracterizacion
de los precompactos de e.l.c. metrizables.

= Envoltura convexa y absolutamente convexa de un compadim-diimensional. Envolturas
convexas y absolutamente convexas de compactos en e.l.c.

= Discos y discos de Banach. Caracterizacion de los discosadadB. Condicién suficiente
para que un conjunto sea un disco de Banach. Coincidenciasd#idcos de Banach para
topologiasF-ligadas.

Descripcion. [Jar81, p. 113] y [K6t69, p. 240-243]. En e.l.c., las clasesuabconjuntos acotados
y precompactos se comportan bien respecto a la formaciémwbdtiras convexas y absoluta-
mente convexas. Analizamos aqui estas cuestiones y, emdreleon ellas, caracterizamos los
precompactos de un e.l.c. metrizable como los conjuntotecmos en envolturas cerradas con-
vexas de sucesiones nulas. Los subconjuntos compactes tiecomportamiento diferente al de
los acotados y precompactos: si bien la envoltura convebsolatamente convexa) de un com-
pacto finito-dimensional es de nuevo un compacto, en geest@ho ocurre asi, y para garantizar
propiedades de compacidad se han de exigir propiedadesg@eatibud en los cierres de estas
envolturas (un refinamiento de estas propiedades daradugarteoremas de Krein). La leccion
se completa con un breve estudio de los discos y discos declBadda discoA en un e.l.cE es

un conjunto acotado y absolutamente convexdA 8s un disco \Ea es el espacio generado por
A, el funcional de Minkowski dé\ en Ea es una normal|-||a. Cuando(Ea,||-||a) €s un espacio
de Banach, se dice quees un disco de Banach. La caracterizacion de los discos decBam
términos de series convexas, al igual que la condicién eufigique garantiza que un disco cerra-
do sucesionalmente completo es un disco de Banach, résuéiapecialmente Utiles para estudiar
diversas cuestiones: teorema de Banach-Mackey, teoreanasaes de la gréafica cerrada, et€l

Leccion 2.4 Nociones de completitud.

= Sucesiones convergentes y sucesiones de Cauchy en ebsémtidackey. Espacios local-
mente completos. Caracterizacién de la completitud lotaes de discos de Banach.

= Espacios sucesionalmente completos y casi-completos.

= La propiedad estricta de Mackey para e.l.c. metrizabletearema de Grothendieck. Equi-
valencia de las nociones de completitud en e.l.c. metezabl

= Completitud y topologiak-ligadas.

= Ejemplos: completitud de los espacios de funciones ditéabies. Caracterizacion de la
casi-completitud de los espacios de funciones continuatadopologia compacta abierta y
con la topologia estricta. Completitud para la topologiaaterergencia puntual.
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Descripcién. [Gro73, p. 156], [Jar81, p. 70-71] y [K6t69, p. 295]. A pesargue un e.l.c. no
sea completo, puede que éste verifique alguna condicion éiiisqlie la completitud que sea
suficiente para garantizar que determinadas redes (poplejeatotadas o sucesiones) de Cauchy
sean convergentes. En este marco estan incluidas las asaerespacio casi-completo, sucesio-
nalmente completo y localmente completo. Estudiamos estoseptos, viendo que se tienen las
implicaciones estrictas

completo = casi-completo—>- sucesionalmente complete= localmente completo,

y establecemos que todos estos conceptos de completinaidam en los e.l.c. metrizables. Como
una nueva aplicacion del teorema de Robertson-Bourbatiablesemos que las propiedades de
completitud de topologias se heredan por refinamiento seeoue la topologia mas fina que se
considera tenga una base de entornos del origen formadamjantos cerrados en la topologia de
partidai.e., topologia F-ligadas. Como ejemplos de espacios comptietseicamos los espacios
de funciones diferenciables.

Ahondando en la dualidad existente ente las propiedades @spacio topologicX y su
espacio de funciones continu@$X), caracterizamos los espacios topolégicogara los que
Cc(X), Cp(X) y Cy(X), con la topologia estricta, son completos. O

Leccion 2.5 Topologias proyectivas.

= Permanencia de la clase de e.l.c. por topologias proyscBubespacios, productos, supre-
mos y topologias débiles.

= Limites proyectivos. Completitud de los limites proyeasiv Aplicacion: los espacios de
sucesiones de Kothe son completos.

= Representacion proyectiva de e.l.c.: los e.l.c. como qavdss de productos de espacios de
Banach. Via alternativa para la compleccién de un e.l.c.

Descripcién. [Sch71, p. 54-57] y [Jar81, p. 69]. Las topologias proyestien e.v.t. descritas en el
capitulo anterior son topologias localmente convexasdmbns espacios considerados en llegada
son e.l.c. En consecuencia, mediante subespacios, posdscipremos, etc., se pueden obtener
nuevos e.l.c. a partir de otros ya conocidos.

De una forma notablemente mas sencilla que el tratamiemtergledescrito para e.v.t. en la
leccion 1.4, se prueba que todo e.l.c. se sumerge como uspgadie de un producto de espacios
de Banach. Asi, podemos completar un e.l.c. de la siguienteaf mirado el e.l.c. en cuestion
como un subespacio de un producto de Banach, su compleccidbtiene cerrandolo en dicho
producto. O
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Leccion 2.6 Topologias inductivas.

= Sumas directas localmente convexas de e.l.c. Completunha suma directa. Acotados de
una suma directa. La topologia localmente convexa mas firapaciogy(K).

= Cocientes de e.l.c. Envolturas localmente convexas ae €dntinuidad de las aplicaciones
lineales definidas sobre estos espacios. Limites indgctivo

= Limites inductivos estrictos numerables. Topologia imdisobre los escalones por la topo-
logia de un limite inductivo estricto numerable.

= Limites inductivos hiperestrictos numerables. El teorelm®ieudonné-Schwartz: localiza-
cion de acotados. Sucesiones convergentes.

= Completitud de los limites inductivos estrictos numerslole espacios completos.

Descripcion. [Jar81, p. 74-87], [K6t69, p. 215-223]. La descripcion ésiph de bases de entornos
del origen para topologias inductivas en la categoria de sulta a veces una tarea complicada y
tediosa. Sin embargo, cuando restringimos nuestra ateadipologias inductivas en la categoria
de e.l.c., las descripciones de bases de entornos del @ageltan mucho mas sencillas. En esta
leccion prestamos una especial atencion a estas cuestmadizando con detalle las propiedades
de las sumas directas localmente convexas e introduci@sdeni/olturas localmente convexas y
limites inductivos de e.l.c. que son particularmente irtggdes por sus aplicaciones.

Los limites inductivos de espacios localmente convexoseapa con gran profusion en mu-
chos campos del Analisis Funcional, por ejemplo, en laadeaeilas distribuciones. La estructura
localmente convexa de los limites inductivos generaledglegar a ser bastante complicada. Sin
embargo, la mayoria de los limites inductivos que aparendaseaplicaciones son numerables
y, como veremos, muchos de ellos involucran a espacios @@®hes. De especial sencillez son
los limites inductivos numerables estrictos e hiperdssijccuyas propiedades analizamos en esta
leccion. Los limites inductivos estrictos inducen sobrgacascalon la topologia de éste. Si ade-
mas cada escaldn es cerrado en el siguiéetesi el limite inductivo es hiperestricto, los acotados
del limite inductivo son los conjuntos contenidos y acosagio algin escalon y, en particular, las
sucesiones convergentes son las contenidas y convergenadgiin escalon. En cuanto a la com-
pletitud, todo limite inductivo estricto de espacios cospd es un espacio completo, resultado
que puede ser obtenido, o bien utilizando el teorema de tossfitle Kéthe, o bien como una
aplicacion del teorema de Hahn-Banach. O

Leccion 2.7 Espacios (LF) y espacios (LB).

= Definiciones de espacios (LF) y espacios (LB).

= Ejemplos distinguidos: el espacio (LB¥ (Q), el espacio (LB)Z™(Q) y el espacio (LF)
2(Q).



21

= El espacio (LB)-no completo de Kothe.
= Un teorema de gréfica cerrada y localizacion para espaciBamgch y espacios (LB).
= Caracterizacion de los espacios (LB) que localizan losaaiost

Descripcion. [K6t69, p. 223-225 y 434-435], [Val82, Capitulo 3] y [Kho42,134-138]. Los li-
mites inductivos de espacios de Fréchet, espacios (LF)s Virtates inductivos de espacios de
Banach, espacios (LB), proporcionan los ejemplos mas itapi&s de limites inductivos del Ana-
lisis Funcional: los espacios base para la teoria de laghdisibnes. Cuando se trata con espacios
(LF) o (LB) estrictos, todos los resultados de localizagi@ompletitud estudiados en la leccion
anterior se aplican a estos espacios; asi por ejemplo, atiespg” (Q) (también2™(Q), 2(Q))

es completo, y las sucesiones de funciones convergent#s(€l) son aquéllas para las que exis-
te un compacto fijo que controla los soportes de todas lasdiues y sobre el cual la sucesion
converge uniformemente. Este comportamiento no se extian@lF) y (LB) no estrictos, como
pone de manifiesto el celebrado ejemplo de Kéthe, el cualrssima un espacio (LB) que ni tan
siquiera localiza los compactos en sus escalones. Usasddelas del teorema de la gréfica ce-
rrada establecido en la leccion 5.3 de la asignafuralisis Funciongl damos aqui una sencilla
prueba para un teorema de gréfica cerrada y localizaciéa espacios de Banach y espacios (LB)
que nos permite caracterizar los espacios (LB) que locabna acotados como aquéllos que son
localmente completos. O

Leccion 2.8 Duales de algunos espacios de funciones continu as.

» Dual deCy(X) para la topologia estricta.

» Dual deC(X) para la topologia compacta abierta y la topologia de coawerg puntual.

» Dual de.# (Q): medidas de Radon positivas. Descomposicion de una medidadon
como diferencia de medidas de Radon positivas. Funcioredmente integrables como
medidas de Radon.

Descripcion. [Jar81, p. 137-144] y [Kho72, p. 81-88]. Algunas propiedade los espacios local-
mente convexos se pueden estudiar facilmente a través piegedes de sus duales, razén por la
que resulta interesante conocer los duales de ciertosiesgancretos. En esta leccién calcula-
mos los duales de algunos de los espacios de funciones uasfjjue utilizaremos con asiduidad.
El primer calculo que hacemos corresponde al dual del espacfunciones continuas acotadas
sobre un espacio topoldgico dotado de la topologia estentaste caso, el dual se identifica con el
espacio de medidas de Borel regulares respecto a compAatostinuacion, calculamos el dual
del espacio de funciones continuas sobre un espacio tapoldgtado de la topologia compacta-
abierta y de la topologia de convergencia puntual, cuyo aoriento nos serd esencial para el
estudio que realizaremos en las lecciones 4.6 y 4.11. Roralpara el espacio de las funciones
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continuas en un abierto &'y con soporte compacto? (Q), con su topologia limite inductivo,
estudiamos su dual, espacio de medidas de Radon Spliendo que toda forma lineal positiva
sobre. 7 (Q) es una medida de Radon y estableciendo que toda medida da Ragoede ex-
presar como diferencia de dos medidas de Radon positivaso @eremos en el capitulo 7, las
medidas de Radon son un tipo particular de distribuciones,ppder mirar las funciones local-
mente integrables como medidas de Radon ofrece un puntstdeg@neral para ver las funciones
que nos permitira, en el contexto de las distribucione$izegaperaciones con ellas que no tienen
sentido si las miramos como funciones de punto a punto. O

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[CMO2], [Gro73], [Jar81], [K&t69] [Sch71], [Val82], [KhdZ].
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TEMARIO

Leccién 3.1 Teoremas de separacién en espacios localmente convexos
Leccién 3.2 Pares duales y topologias débiles

Leccion 3.3 Polarizacion

Leccion 3.4 Conjuntos acotados y fuertemente acotados en pares duales
Leccién 3.5 @&-topologias

Leccién 3.6 Topologias compatibles con un par dual

Leccién 3.7 Dualidad de aplicaciones lineales

Leccién 3.8 Dualidad entre las topologias proyectivas e inductivas
Leccion 3.9 Elteorema de completitud de Grothendieck

Leccion 3.10 El teorema de Banach-Dieudonné

En un cierto sentido, el presente capitulo es el mas imgertdmtoda la teoria de espacios
localmente convexos. La dualidad es lo que hace esta temdirgsa, porque proporciona una
herramienta para trasladar un problema sobre un espacidddgmede ser dificil) a un problema
concerniente a formas lineales (que puede ser mucho méddacatar). Las técnicas de dualidad
también permiten reemplazar la topologia original de ue.gbr otras topologias mas simples
cuando se tratan problemas gue involucran acotacion, xigiagk continuidad, etc. Una de las mas
importantes de estas topologias es la topologia débil.thssimtroducimos las topologias débiles
relativas a un par dual general, estudiando las constmegibasicas de la formacion de polares
y bipolares. Nos ocupamos igualmente del estudio de losdosten un par dual, estableciendo
el teorema de Banach-Mackey y, como consecuencia suyarehta de Mackey, que garantiza
la coincidencia de las familias de acotados en todas lasomias compatibles con un par dual.
Introducimos lag&-topologias en espacios de aplicaciones lineales, y disositios principales
ejemplos, en particular, para pares de espacios en duatideminando, a través del teorema de
Mackey-Arens, como han de ser las topologias localmentegas compatibles con una dualidad.
Posteriormente, analizamos la dualidad de aplicaciomeslés y la dualidad entre topologias
proyectivas y topologias inductivas, terminando el cdpiton un estudio pormenorizado del
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modelo de Grothendieck para la compleccion de un e.l.c. yedeeéma de Banach-Dieudonné,
en el que analizamos finamente las topologias que intervieneel teorema de completitud de
Grothendieck en el caso de un espacio metrizable.

Leccion 3.1 Teoremas de separacion en espacios localmente ¢ onvexos.

= \ersion geométrica del teorema de Hahn-Banach: teoremaadeanvi

= Primer teorema de separacién de conjuntos convexos (& e.v.

= Segundo teorema de separacién para conjuntos convexos.¢en e

= Cierre de un convexo en un e.l.c. Hiperplanos soporte. Gasveompactos en e.l.c.

Descripcion. [Kot69, p. 191, 243-245], [Jar81, p. 130-131]. Si se anatiztiabajo que se ha de
realizar en espacios normados para deducir la version dacméel teorema de Hahn-Banach a
partir de la version analitica, uno se convence de que las igee subyacen en esta deduccién
no son exclusivas de los espacios hormados. La razén poe lagjposible obtener consecuencias
de tipo geométrico para conjuntos convexos a partir dettearde extension de Hahn-Banach, es
gue los conjuntos convexos describemmediante funcionales sublineales positivamente homogé-
neos, y los convexos con propiedades topologicas adieisrs@ describen mediante funcionales
sublineales con propiedades adicionales: tanto en espamimados como en e.v.t., todo conjunto
convexo y abierto con 0 como punto interior es la bola unidaert de un funcional subaditivo,
positivamente homogéneo y continuo, para la topologiasteEl@o en cuestion. Estas considera-
ciones (véase la leccion 2.1) permiten mirar esta leccidmocon refinamiento de los resultados
obtenidos en la leccion 4.6 de la asignatArgilisis Funcional Podemos ahora probar que, en un
e.v.t., si un conjunto convexo abierto no corta a una vaddid@al, entonces tampoco corta a un
hiperplano cerrado que contiene a la variedad (teorema aefide aqui se sigue que en e.v.t.
se pueden separar, mediante un hiperplano real cerradonuexo abierto de un convexo que no
lo corta (primer teorema de separacion), y que en e.l.c. sdguuseparar estrictamente, por un
hiperplano real cerrado, un convexo compacto de un convexado que no lo corta (segundo
teorema de separacion). Las consecuencias que se deremianeccion 4.6, de la asignatura
Andlisis Funcional de los teoremas de separacion para espacios normadosisarvalidas en

la clase de los e.l.c. O

Leccion 3.2 Pares duales y topologias débiles.

= Par dual asociado a un e.l.c. Pares de espacios en dualataalodias débiles y sus duales.
Relacién entre la topologia de un e.l.c. y su topologia débil

= Topologias compatibles con un par dual. Cierre de convaxtéspmlogias compatibles.

= Dualidades inducidas: caracterizacion de subespaciobraéite densos.
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= Compleccion de un espacio con su topologia débil. Aplicadis normados de dimension
infinita no son nunca débilmente completos.
= Conjuntos acotados y precompactos para la topologia débil.

Descripcion. [K6t69, p. 234-236]. SE[%] es un e.l.c., el teorema de Hahn-Banach garantiza que
la aplicacion deE x E' — K definida por(x,X') := x'(x) es una forma bilineal no degenerada.
Una abstraccion de esta situacion lleva a definir lo que senete por par dualE,F) de espacios
vectoriales. Mediante las identificaciones pertinentes gohsideracion de topologias débiles, se
establece que todo par dual siempre se obtiene de la forntadiadal principioj.e., poniendo en
dualidad un e.l.c. y su dual topoldgico. Se puede hablaraattertopologias compatibles con un
par dual prefijado de antemano. Muchas cuestiones relatiedsc. no dependen de la topologia
originalmente considerada, sino de los pares duales a ®gsgfos dan lugar; por ejemplo, una
aplicacién de los resultados establecidos en la lecciéeriantos proporciona que el cierre de
un convexo en un e.l.&[%] es el mismo en todas las topologias compatibles, y en partien
Tyeno(E,E). Asi, la topologia débil puede ser utilizada como una hdeata para estudiar
ciertas cuestiones concernientes a cualquier topologipaible con el pafE,E’). El hecho de
que las topologias débiles sean topologias inducidas patdlain producto adecuado de copias
del cuerpo, posibilita un facil estudio de sus complec@ona caracterizacion de los conjuntos
débil acotados como los débil precompactos. O

Leccion 3.3 Polarizacion.

= Polares. Primeras propiedades. La polar de un subespacio.
= Teorema del bipolar. Polares de intersecciones.
= Familias de conjuntos en correspondencia por polaridad:
toneles—— conjuntos débilmente acotados; entornos del origen equicontinuos.
» Criterio de Smulian para compacidad débil. El teorema ded\iaBourbaki.

Descripcion. [Jar81, p. 148-149], [KN76, p. 142], [K6t69, p. 245-247] yA'01, p. 119-121].

La geometria de un par duéE,F) es investigada por medio de polares, donde la polar de un
subconjuntoA de E es el conjunto de todos lgsc F tales que(x,y)| < 1 para todo € A. Entre
otros resultados que estudiamos en esta leccion, destacamo

(a) El teorema del bipolar, consecuencia del teorema de -Bahach, que establece que la
bipolar de un conjuntA C E coincide con la envoltura absolutamente convexa y débil
cerrada d&A enE.

(b) El criterio de Smulian, consecuencia del teorema de diyoff, que caracteriza los conjun-
tos absolutamente convexos débil cerraflale E que son débilmente compactos, como los
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conjuntos cuya pola#°® es un tonel dé& [G(F,E)] con la propiedad de que los funcionales
lineales definidos eR que son acotados sobié son representables por un elementdede

Por sus importantes consecuencias (problemas de apraamdeeformas lineales, estudio de
compacidad débil, etc.), el teorema del bipolar y el catele Smulian pueden ser considerados
como dos resultados centrales de la teoria de dualidad.de e.l O

Leccion 3.4 Conjuntos acotados y fuertemente acotados en pa res duales.

= Conjuntos acotados y fuertemente acotados. Ejemplos erladd(¢,9).

= Los discos de Banach como conjuntos fuertemente acotddesrema de Banach-Mackey.
Conjuntos acotados en e.l.c. localmente completos y sussdua

= Acotados en topologias compatibles: el teorema de Mackey.

Descripcion. [K6t69, p. 251-254]. En la leccion 2.1 vimos que la formadi@envolturas cerradas
convexas de un subconjuritbde un e.l.cE[T] depende s6lo del par dugdt,E’). Estableceremos
en esta leccion que los conjuntos acotados de un E[3¢.son también los mismos en todas las
topologias compatibles con el par dyBIE’). Este resultado lo obtenemos como un caso especial
de un resultado mas general enunciado en términos de paaks.dBara ello, introducimos el
concepto de conjunto acotado en un par dual, y apoyandonéstenpresentamos la nocion de
conjunto fuertemente acotado. El teorema de Banach-Siginbara espacios de Banach, leccién
5.1 de la asignaturAndlisis Funcionglnos permite obtener que &,F) es un par dual A C E

es uno(E,F)-disco de Banach, entoncAses un conjunto fuertemenke-acotado dé, resultado
conocido como teorema de Banach-Mackey. En particulEr[cs(E,F)] es localmente completo,
entonces todo conjunto acotadoEIEU(E,F)] es fuertement€&-acotado, y pasando al dual, todo
conjunto acotado de [G(F,E)] es fuertementé&-acotado. El teorema de Banach-Mackey vy el
teorema del bipolar nos llevan ahora a la obtencion del te@mmde Mackey, el cual garantiza que
los conjuntos acotados de un e.l.c. son los mismos para l@slspologias compatibles. [

Leccion 3.5 &-topologias.

= &-topologias en subespacios de un esp&éig’.

= Espacios de aplicaciones lineales dotadosbdepologias. Familias saturadas de conjun-
tos acotados de un e.l.E[%]. Bases de entornos del origen y familias fundamentales de
seminormas paré&-topologias. Caso particulati-topologias en un par duék,F).

= Ejemplos importante€[T] y F[v] e.l.c. (véase la tabla 3.1).

= Comparacion de las topologias introducidas.

Descripcion. [K6t69, p. 254-256] y [Sch71, p. 79-82]. La construcciéon dealogias de conver-
gencia uniforme sobre una familia de conjuntos en un esplcionciones con valores en e.l.c. es
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Familia® de conjuntos Topologia enZ (E,F) | Topologia erE’
Finitos deE Z(E,F) E'[0(EE)]
Acotados deéE [0 (E,E')] ZB(EF) E'[B(E'.E)]
Fuertemente acotados He Zp(EF) E'[B*(E'.E)]
Discos de Banach d&|o(E,E')] 2 (EF) E'[b(E'E)]
Absolutamente convexos y compactos Zu(EF) E'[u(E'E)]
deE[o(EE)]
Precompactos dg|] Zoc(EF) E'[Tpc(E'E)]

Cuadro 3.1: Ejemplos importantes de topologias.

de importancia fundamental y, como veremos, todas lasdgfas localmente convexas pueden
obtenerse de este modo. S&4R] y F[v] dos e.l.c. y una familia de acotados €] dirigida
por inclusion; la®-topologia, ¥, del espacio de aplicaciones lineales conting&d&,F), es la
topologia de convergencia uniforme sobre los elementas8.d&s es una topologia localmente
convexa que es separada si, y sologsies total enE[T]. Esta construccion puede ser aplicada
al caso de pares dualés,F) y utilizar familias® de conjuntoso (F,E)-acotados dé& (respec-
tivamente, familias® de conjuntoso (E,F)-acotados déE) para definir topologias localmente
convexas el (respectivamente, €n). En este caso, las polargR® : B € &} forman una subbase
de entornos del origen dh para la®-topologia; ademas, ¢ es saturada, estas polares forman
una base. En la presente leccion analizamos estas cuestianteoducimoss-topologias concre-
tas que proporcionan topologias localmente convexadisigfiias: topologias fuertes, topologias
de Mackey, etc. O

Leccion 3.6 Topologias compatibles con un par dual.

= Latopologia original de un e.l.c. como la topologia de caysmecia uniforme sobre la fami-
lia de equicontinuos del dual.

= Topologias compatibles con una dualidad: el teorema de &ja8kens. La topologia de
Mackey del par dual.

= Espacios de Mackey. Ejemplos: la topologia de un e.l.c.inalie es de Mackey.

= Aplicaciones: los e.l.c. como subespacios de espaciosmbgofies continuas. Representa-
cion de e.l.c. metrizables. Caracterizacion de los e.letrimables separables.

Descripcion. [K6t69, p. 258-263]. Como hemos visto en la lecciéon anteabpartir de un e.l.c.
E[%] se pueden considerar Erdistintas®-topologias para distintas familias saturadas de conjun-
tos acotados dé’ [G(E’,E)]. De especial notoriedad son las topologias definidas por



@ Teoria de dualidad para espacios localmente convexos

e . = envoltura saturada de la familia de subconjuntos finito&'de

e & := familia deX-equicontinuos d&’, y

e % := envoltura saturada de la familia de conjuntos absolutaenamivexos y compactos de

E'[o(E'E)],

para las que se tienen las inclusion®sC & C . El primer resultado establecido en esta leccion
asegura que la topologia original de un eEEfT] es la topologia de convergencia uniforme sobre
los equicontinuos del dual.e., ¥ = T. Por otra parte, el criterio de compacidad de Smulian,
leccion 3.3, implica directamente el teorema de Mackeyadyrel cual nos dice que una topologia
enE es compatible con la dualidg#,E’) si, y sélo si, es una topologia de convergencia uniforme
sobre una familia% saturada de conjuntos & tal que.# C & C ¢. Llegamos asi, de forma
natural, a la consideracién de la topologia mas fina compatitn una dualidad, topologia de
Mackey, que es la topologia de convergencia uniforme saufestlos subconjuntos d€. Un
e.l.c. cuya topologia es la topologia de Mackey del par dudice que es un espacio de Mackey;
como primeros ejemplos de estos espacios mostramos qu#.dosretrizables son espacios de
Mackey. La posibilidad de obtener la topologia de un eH]&] como la&-topologia, permite
mirar cualquier e.l.c. como un subespacio de un espacioraéofies continuas sobre un espacio
localmente compacto con la topologia compacta abiert& jstto de vista resulta a menudo
bastante util: por ejemplo, para caracterizar los e.l.drizables separables como aquéllos en los
que los equicontinuos del dual son délietrizables. O

Leccion 3.7 Dualidad de aplicaciones lineales.

Definicion de aplicacion adjunta. Continuidad débil y existiia de aplicaciones adjuntas.
Relacién, mediante polaridad, entre aplicaciones liseakus adjuntas.

Continuidad de una aplicacion lineal via propiedades delgunta.

Aplicacion: bipolar de una sucesion débilmente nula en Lo éocalmente completo.

Descripcion. [Jar81, p. 160-162]. Cualquier aplicacion lindal E — F entre espacios vecto-
riales tiene asociada, de forma natural, su adjunta algebra : F* — E*. Ya hemos visto en
la asignaturaAndlisis Funcionaljue siE y F son espacios normadoslyes un operador acotado
entre ellos, entonces*(F') CE'y T' = T*|,: F' — E’ es un operador lineal acotado entre
los espacios de Banach duales. En esta leccion estudianeastancia y propiedades de apli-
caciones adjuntas en el marco general de los e.l.c. Comoimerpresultado establecemos que
siE[Z] y F[v] son dos e.l.c. yf : E— F es una aplicacion lineal, entonces la condicion ne-
cesaria y suficiente para qié(F') C E’ es queT sea ¢(E,E’) — o(F,F’))-continua, y en este
caso, la adjunta topologice .= T*|, es (O(F',F) — o(E’,E))-continua. Las relaciones enffe

y T’, via polaridad, reducen ahora propiedades de continuidddadpropiedades de qué lleve
ciertas familias de conjuntos d€ a ciertas familias de conjuntos &, criterio que resulta muy
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atil en determinados casos particulares. Como ilustrad@estas técnicas, vemos de qué forma
un sencillo argumento de transposicion es suficiente paemebqgue la envoltura absolutamente
convexa y cerrada de una sucesion débilmente (x4)een un e.l.c. localmente compleijT], es

un conjunto débilmente compacto que se obtiene como

I'{xn:nzl,z,...}:{Z)\nxn:Z\)\nygl}. O
n=1

n=1

Leccion 3.8 Dualidad entre las topologias proyectivas e ind uctivas.

Duales de subespacios y espacios cociente.

Las topologias de subespacios, cocientes y sus duales.

= Duales de subespacios y de cocientes de espacios normados.

La dualidad de productos topoldgicos y sumas directasrtoaratie convexas.

Descripcion. [K6t69, p. 275-288]. Al transponer una aplicacion linedbitiéente continua entre
dos e.l.c.T : E — F, se obtiene una aplicacion débilmente contiiiaF’ — E’. Este inter-
cambio de los espacios dominio y rango sugiere que, medihoédculo de duales, las topologias
proyectivas van a dar lugar a topologias inductivas y vigajeen la presente leccion nos ocupa-
mos de este tipo de dualidad. No enfocaremos el tema conaaginkralidad posible; nos limi-
taremos Unicamente a la dualidad entre las topologiasittelyocociente, y entre las topologias
producto y suma directa localmente convexa, centrandantzs eliversas topologias introducidas
en las lecciones 2.5y 2.6. Los resultados establecidostaeesion son la clave para el estudio
de las propiedades de estabilidad de clases distinguidad.cle espacios de Mackey, tonelados,
casi tonelados, semirreflexivos, etc. O

Leccion 3.9 El teorema de completitud de Grothendieck.

= Caracterizacion de la continuidad de aplicaciones lise@stringidas a conjuntos absoluta-
mente convexos.

= Lema de aproximacion para formas lineales.

= Elteorema de completitud de Grothendieck.

= Consecuencias: caracterizacion de las formas‘débiitinuas en el dual de e.l.c. completos
y separables. El teorema de Ptak-Collins.

Descripcion. Para obtener el teorema de completitud de Grothendieck sh@fegido el méto-

do que, a nuestro juicio, es el mas rapido y claro. Este mé&tsdel expuesto en los libros de
Horvath [Hor66], Kelley-Namioka [KN76] y Jarchow [Jar81, p76-178], entre otros. La clave
para la demostracién del teorema de completitud reside giguekente lema de aproximacion de
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formas lineales: seaB|[¥] un e.l.c.,x* una forma lineal sobr& y A C E un conjunto absoluta-
mente convexo. Entonces; es continua sobrA si, y sélo si, para cada > 0 existex' € E’ tal

que [x*(x) — X (x)| < € para todox € A. Este lema de aproximacion hace que, ahora, la prueba
del teorema de Grothendieck sea poco mas que un ejercicigralbaventaja del punto de vista
de Grothendieck para construir la compleccién de un ed.cjue su modelo esta construido en
términos dualidad, lo que para ciertas cuestiones resaltaah utilidad; por ejemplo, &[%] es

un e.l.c. completo, entonces los hiperplamg&’,E)-cerrados dé&E’ son, exactamente, aquéllos
que tienen cortes cerrados con los equicontinuds’ deeorema de Ptak-Collins. O

Leccion 3.10 El teorema de Banach-Dieudonné.

= Las topologiag y €' y el teorema de completitud de Grothendieck.

= Elteorema de Ascoli en espacios de aplicaciones lineal@mncas.

= La topologia de convergencia precompacta en el dual de wun métrizable: teorema de
Banach-Dieudonné.

» Elteorema de Krein-Smulian. Aplicacion a espacios de Féstparables.

Descripcion. [K6t69, p. 263-269]. SE[Z] es un e.l.c. ¥ (respectivamenteg' ") es la topologia
(respectivamente, la topologia localmente convexa) massfibreE’ que coincide coro (E’,E)

en los conjuntos equicontinuos, entonces el modelo de &rdibck para la compleccion &84%]

es el conjunto de la formas lineales soBfeque son®'f-continuas, o lo que es lo mism®, -
continuasZ’ y T'f son, en general, topologias dificiles de determinar, y @wipio, la tnica
informacion que se tiene sobre ellas es §lie< X, siendo a su veZ'T mas fina que la topologia
Tpe(E',E) de convergencia uniforme sobre los precompacto&|d8, teorema de Ascoli. Sin
embargo, en el caso de qi¢%] sea un e.l.c. metrizable, el teorema de Banach-Dieudonsé no
asegura quéf =gt = ‘ZpC(E’,E). Como una consecuencia del teorema de Banach-Dieudonné,
se mejora notablemente el teorema de Pték-Collins paraiespie Fréchet, obteniéndose que en
el dual de estos espacios un subconjunto convexo es @&iado si, y sélo si, sus trazas con los
equicontinuos son débicerradas, resultado conocido como teorema de Krein-&muli O

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[Jar81], [KN76], [K6t69], [Sch741].
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TEMARIO

Leccién 4.1 Espacios tonelados

Leccién 4.2 Espacios tonelados y el principio de la acotacién uniforme
Leccién 4.3 Espacios tonelados y el teorema de la gréafica cerrada
Leccion 4.4 Tonelacion y limites inductivos generalizados

Leccion 4.5 Aplicaciones a los espacios de funciones continuas
Leccién 4.6 Espacios localmente convexos semirreflexivos y reflexivos
Leccién 4.7 Espacios semi-Montel y espacios de Montel

Leccién 4.8 Espacios de Schwartz

Leccion 4.9 Espacios bornolégicos y ultrabornoldgicos

Leccion 4.10 Aplicacion a los espacios de funciones continuas

Leccién 4.11 Espacios (DF) de Grothendieck

La intenciéon de hacer valido el teorema de Hahn-Banach dada mas amplia posible de es-
pacios vectoriales topolégicos es lo que nos ha hecho @masid@n los capitulos 2y 3, la clase de
los espacios localmente convexos. Ahora, la idea de claslfic espacios localmente convexos
segun su comportamiento respecto a los otros principicdafuentales del Andlisis Funcional,
nos lleva a introducir la clase de los espacios toneladesdpacios tonelados estan caracteriza-
dos como aquéllos en los que se verifica el principio de laaaiot uniforme, y constituyen la
clase maximal de espacios de partida para teoremas de gréfiada con espacios de Banach en
llegada.

Junto a los espacios tonelados estudiamos, en este capital® clases importantes de es-
pacios localmente convexos: espacios semirreflexivos gxiefls, espacios semi-Montel y de
Montel, espacios de Schwartz, espacios bornolégicos ghainolégicos, y los espacios (DF) de
Grothendieck. En todos los casos, la introduccion y el éstiiel estas clases de espacios vienen
sugeridos por el deseo de subsanar ciertas carencias @séadd los espacios localmente con-
vexos generales: en los espacios semirreflexivos se satisfgpropiedad de Heine-Borel para la
topologia débil del espacio; en los espacios semi-Montshssface la propiedad de Heine-Borel
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para la propia topologia del espacio; en los espacios de&@thse tiene una propiedad similar

en sus duales, siendo en éstos los equicontinuos conjug@mamente compactos; los espacios
bornolégicos comparten con los espacios normados la glagide que las aplicaciones lineales
acotadas son continuas; los espacios ultrabornolégiceg&e para extender notablemente los
teoremas de gréfica cerrada entre espacios de Banach; &m$ossfDF) son, en cierto modo, una

generalizacion de los espacios normados, y proporcionaarelo adecuado para el estudio de los
duales de espacios metrizables. Como en capitulos aeteriigdicamos una parte importante de
éste a clasificar, dentro de las clases introducidas, I@esphabituales de funciones continuas
y funciones diferenciables que venimos estudiando.

Leccion 4.1 Espacios tonelados.

= Recordatorio: toneles (toneles bornivoros) y sus pol&gsacios (casi) tonelados.

= Caracterizaciones duales de los espacios (casi) toneladpacios (casi) tonelados y espa-
cios de Mackey.

= Espacios de Baire y espacios tonelados. Caso particufscies de Fréchet.

= Propiedades de estabilidad con respecto a: a) topologiastivas. b) productos. c) com-
plecciones.

= Un ejemplo de un subespacio de un espacio de Baire que noetdadonEnunciado de los
teoremas de Dieudonné y Valdivia para estabilidad por patoéss.

= Aplicaciones.z (Q), 2™(Q) y 2(Q) son tonelados.

Descripcion. [Jar81, p. 219-227], [K6t69, p. 367-369] y [Sch71, p. 60:-@&rh un e.l.c. todo en-
torno del origen absolutamente convexo y cerrado es un; winetciprocamente, todo tonel es un
entorno del origen, se dice que el espacio es tonelado. &émtle los espacios tonelados reside
en que en sus duales (véase la leccion siguiente para ehigata general de espacios de aplica-
ciones lineales), para saber si un conjunto es equiconbasta conocer si es débicotado. La
comprobacion efectiva de que un determinado espacio datlinguede resultar a veces una tarea
complicada; esta dificultad nos muestra la necesidad ddiastas propiedades de estabilidad de
la clase de los espacios tonelados. Como una consecuenestiagepropiedades, podemos ahora
asegurar que todos los e.l.c. obtenidos a partir de espaeiéséchet por medio de operaciones
inductivas, productos topolégicos y complecciones, s@a@ss tonelados; en particular, todos
los espacios de funciones diferenciables que hemos irig@anteriormente son toneladod]

Leccion 4.2 Espacios tonelados y el principio de la acotacio n uniforme.

= Conjuntos equicontinuos de aplicaciones lineales y coasnEquicontinuidad y acotacion
en espacios de aplicaciones lineales continuas. Equicoedd y completitud.
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= Caracterizacion de los espacios tonelados: el teoremaatd®iacion uniforme.

= El teorema de Banach-Steinhaus: convergencia puntualdee muntualmente acotadas de
aplicaciones lineales continuas.

» Casi-completitud de los espacigés (E,F), E tonelado yF casi-completo.

Descripcion. [Jar81, p. 219-227] y [Sch71, p. 82-87]. Un espacio locatemennvexcE es tone-
lado si, y sélo si, para cualquier espacio localmente caniextodo subconjunto de aplicaciones
lineales y continuas dE enF que sea puntualmente acotado es equicontinuo. Asi, elgonabl
de clasificar los espacios localmente convexos segun succtanpento respecto al teorema de
Banach-Steinhaus, queda totalmente resuelto con la @vasidn de los espacios tonelados. Co-
mo, en particular, todo espacio de Fréchet es toneladog$odtados de esta leccion nos permiten
reencontrar los dados para espacios de Banach en la lectide & asignaturAnalisis Funcio-
nal. En otro orden de ideas, la tonelacién de un eH.es la propiedad esencial para demostrar
gue si® es una familia saturada de conjuntosklque lo cubre, = es un e.l.c. casi-completo,
entoncesZs (E,F) es también un espacio casi-completo. O

Leccion 4.3 Espacios tonelados y el teorema de la grafica cerr ada.

= Dominio de la aplicacion traspuesta: caracterizacion dealas aplicaciones con gréfica
cerrada.

= Aplicaciones casi-continuas: caracterizacion dual dejdisaciones casi-continuas.

= Elteorema de la gréfica cerrada de un espacio tonelado a aci@sie Fréchet; una aplica-
cion del teorema de Banach-Dieudonné.

= EspaciosB-completos yB;-completos. El teorema de la gréafica cerrada de un espa@e ton
lado a un espaciB,-completo. El teorema de la aplicacion abierta de un esg@gcmmpleto
sobre un espacio tonelado.

= El teorema de Mahowald.

Descripcion. [Jar81, p. 184-189 y 221]. Una aplicacién lindat E — F tiene grafica cerra-
da si, y sélo si, el dominio de la aplicacion traspuest@@ *) eso(F',F)-denso; si ademds es
tonelado, entonce¥ es casi-continua, y as?(T*) corta a los equicontinuos d€ en conjun-

tos o(F’,F)-cerrados. Asi las cosas, Eies toneladoF un espacio de Fréchety:E — F

una aplicacion lineal con gréfica cerrada, el teorema denkReiulian, leccion 3.10, asegura que
2(T*) eso(F',F)-cerrado, y por consiguient®(T*) = F’ y T es continua. Esta demostracion
nos introduce en la teoria de grafica cerrada de Ptak, quendgtiel razonamiento anterior a la
clase adecuada de espacios de llegad&®k@ompletos. Para obtener el teorema de la aplicacion
abierta por un paso al cociente en el teorema de la gréaficadegrse introduce la clase de los
espacioB-completos. Completamos la leccién con el teorema de Maldpwae caracteriza los
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espacios tonelados como la clase maximal de espacios ittagaata la que es valido el teorema
de la gréfica cerrada cuando se toman los espacios de Bamaotespacios de llegada. O

Leccion 4.4 Tonelacion y limites inductivos generalizados.

= Sucesiones absorbentes y bornivoras en e.l.c. La topdiogite inductivo generalizado
asociada a una sucesion absorbente en un e.l.c. El teoretoangéetitud de Raikov.

= Espacios (casixp-tonelados. El teorema de localizacién de De Wilde-Houet.

= Limites inductivos de sucesiones crecientes de subespaeion e.l.c. tonelado. Aplicacion:
limites inductivos estrictos de espacios normados quegalizan sucesiones convergentes.

= Espacios tonelados con compleccién de Baire. El teoremarteflya-Kromura.

= Teorema de gréfica cerrada y localizacion entre espaciaszatdes tonelados y espacios
(LB).

Descripcion. [Jar81, p. 253-257] y [Val82, p. 146-153] Para un e E€T] y una sucesion cre-
ciente.s/ = (An)nen de subconjuntos absolutamente convexos tales Ape 21y UAL=E
(brevemente, sucesion absorbente), la topologia limitectivo generalizado relativa.& y T

es la topologia localmente conveX& mas fina erE que coincide cor¥ en los elementos de
<. En esta leccion mostramos cémo algunos resultados inmpestale tonelacion en e.l.c. son
consecuencia de unas pocas propiedades basicas de lagytapdimite inductivo generaliza-
do. Tras analizar distintas descripciones de bases denestdel origen pard*, vemos cémo

el teorema de Hahn-Banach nos da, de forma inmediata, ent@ode completitud de Raikov:
E[T“] = U2, A, donde los cierres da, estan calculados eB[T]. El resultado fundamental
que liga tonelacién con las topologias inductivas gerezddis es el teorema de De Wilde-Houet,
el cual, en particular, nos dice que la topologia de un e@drelado coincide con la topologia
limite inductivo generalizando asociada a cualquier saoesbsorbente en él. Una aplicacion del
teorema de De Wilde-Houet y del teorema de Raikov permiteodear que un e.l.c. metrizable
y tonelado no puede ser cubierto por una sucesion creciergenjuntos absolutamente convexos
y cerrados sin punto interior, teorema de Amemiyaiiura. Ahora, las ideas expuestas en la
leccién 5.3 de la asignaturandlisis Funcionalnos sirven para, sin esfuerzo adicional, obtener
un teorema de grafica cerrada y localizacion entre un espaginzable tonelado y un espacio
(LB). Completamos la leccion dando algunas aplicacionex@mientes a limites inductivos e
indicando cémo construir espacios metrizables no tonslado O

Leccion 4.5 Aplicaciones a los espacios de funciones contin uas.

= Casi-tonelacion de los espaciog(X).
= Soportes y equicontinuidad €Q(X).



= Conjuntos acotantesy-espacios.
= El teorema de Nachbin-Shirota.
» Caracterizacion de los espaciog(X) tonelados.

Descripcion. [Jar81, p. 233-236]. Esta leccién muestra, una vez mastdeattion entre las pro-
piedades de un espacio topologKy las propiedades de su espacio de funciones contbQas
Desde el punto de vista de la (casi) tonelacion, estudiad(¥$ dotado de la topologia de con-
vergencia puntualCy(X), y dotado de la topologia de convergencia uniforme sobrepaotus,
Cc(X). El resultado fundamental que establecemos es el teoreMadidin-Shirota, en el cual se
establece queyara un espacio topolégico completamente regular X, soivatgntes:

(i) Cc(X) es tonelado.
(i) X es unp-espacio: si SC X es un conjunto cerrado tal que(S) es acotado para toda
f € C(X), entonces S es compacto.

La parte delicada de la prueba, @9 (i), se apoya en un resultado preliminar sobre equicon-
tinuidad enC.(X)’ que es establecido gracias a la tonelacion del espacio deEB@(X),||-|[c)-
O

Leccion 4.6 Espacios localmente convexos semirreflexivos y reflexivos.

= El espacio bidual. Inmersién de un espacio en su bidual.dalbicomo unién de las débil
clausuras de los acotados del espacio.

= Semirreflexivdad. Propiedades de estabilidad de los sdmirreflexivos.

= Topologias sobre el bidual. Inmersion de un espacio casiddo en su bidual fuerte.

= Reflexividad. Propiedades de estabilidad de los e.l.cxiedig.

= Espacios de Fréchet reflexivos y sus duales. Subespaciogn@s de espacios de Banach
reflexivos.

Descripcion. [K6t79, p. 295-308]. Habiendo estudiado en la leccion 4.@adesignaturaAnalisis
Funcional los espacios de Banach reflexivos, abordamos en esta leelcgstiudio general de
la semirreflexividad y reflexividad en e.l.c. B{¥] es un e.l.c., entonces existe una inmersion
canodnica déE en su biduaE” := (E’[B(E’,E)])'. Si esta inmersion es sobreyectiva, entonces se
dice queE es semirreflexivo. Sin mas que aplicar el teorema de AlaBglurbaki y el teorema del
bipolar, los e.l.c. semirreflexivos quedan caracterizamao aquéllos en los que los conjuntos
acotados son relativamente débilmente compactos. Las eeflexivosE[%] son, dentro de los
e.l.c. semirreflexivos, aquéllos para los que se puedeifidentE <] conE” [B(E”,E’)]; en otras
palabras, los espacios reflexivos son los espacios semvel casi-tonelados o, lo que en este
caso es lo mismo, los espacios semirreflexivos toneladds eAsspacios de Fréchet, como en
los espacios de Banach, la semirreflexividad equivale dlkxigdad, y ésta es equivalente, a su
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vez, a la reflexividad de los duales fuertes. Junto a estésogpestudiamos en esta leccién las
propiedades de estabilidad de las clases de espacios eftarivos y reflexivos, algunas de las
cuales nos vemos obligados a desarrollar en espacios deeEéespacios de Banach por no ser
ciertas en general para espacios localmente convexos. O

Leccion 4.7 Espacios semi-Montel y espacios de Montel.

= Espacios semi-Montel. Caracterizacién. Espacios de Monte

= Estabilidad de los espacios (semi-)Montel.

= Espacios de Fréchet-Montel. El teorema de separabilid&iedelonné. Caracterizacion de
los espacios de Fréchet que son de Montel.

= Aplicacion a los espacios de funciones continuas: caiaatadn de lo<;(X) de Montel.

Descripcién. [Jar81, p. 229-236] y [K6t69, p. 369-372]. Qies un abierto d€, un clasico teore-
ma debido a P. Montel establece quaela familia acotada en el espacio de las funciones holomor-
fas#(Q) es una familia normalexpresado en otros términos, el teorema de Montel asegera q
en el espacio de Fréchet’(Q), los subconjuntos acotados y los subconjuntos relativeeream-
pactos coinciden. En general, un e.l.c. se dice de Monta sireelado y sus conjuntos acotados
coinciden con los relativamente compactos. Un espacio ded¥les, en particular, reflexivo, y en
él, las sucesiones débilmente convergentes son convesgemsu topologia. De especial interés es
la clase de los espacios de Fréchet que a su vez son de Mamiteq) de los cuales se encuentra el
espacio’(Q). Un teorema de Dieudonné establece que todo espacio desFMohtel es sepa-
rable; mas adn, los espacios de Fréchet-Montel estan earackos como los espacios de Fréchet
separables, en cuyos duales las sucesiones débilmentrgemies son fuertemente convergentes.
En cuanto al estudio de los espacios de funciones contiruaseglizamos, es remarcable que,
si bien en general la propiedad de ser un espacio de Montet Bguévalente a la reflexividad,
para un espaci€:(X) son equivalentes el ser de Montel, semi-Montel, semirnefiex reflexi-

vo; cualquiera de estas condiciones es, a su vez, equigadequieX sea un espacio topolégico
discreto. O

Leccion 4.8 Espacios de Schwartz.

= Definicién de espacio de Schwartz. Caracterizaciones anirtés de entornos y acotados.
Espacios de Schwartz y espacios semi-Montel.

&(Q) es un espacio de Schwartz.

Propiedades de estabilidad de la clase de espacios de &hwar

H(Q), Z(Q)y 2(Q) son espacios de Schwartz.

Caracterizacion dual de los espacios de Schwartz.
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Descripcién. [Hor66] y [Jar81, p. 201-204]. En esta leccion estudiamesédsultados sobre espa-
cios de Schwartz que son indispensables para analizarlatesa de los espacios que intervienen
en la teoria de las distribuciones. Un e.Ef¥] se dice que es un espacio de Schwartz si cada
entorno del origen absolutamente convekaontiene otro entorno del origéhque es precom-
pacto en la topologia seminormada asociatlaen E. En un espacio de Schwartz los conjuntos
acotados son precompactos, y asi, los espacios de SchwarHzompletos son espacios semi-
Montel. El espacio de las funciones infinitamente diferalbleis en un abiert® deR", &(Q),

nos proporciona el primer ejemplo notable de la clase decespde Schwartz; las propiedades
de estabilidad de esta clase nos permiten ahora deduci#Ze®), Z«(Q) y Z(Q) son también
espacios de Schwartz. Finalizamos la leccion analizaraledaicontinuos del dual de un espacio
de Schwartz; en concreto, usando el teorema de Schaudea@maciones precompactas entre
espacios normados, leccion 6.4 de la asignafuralisis Funcional establecemos que un e.l.c.
E[%] es de Schwartz si, y s6lo si, para cada equicont®doE’, existe un equicontinuo absoluta-
mente convexo débicerradoB C E’ tal queA C By A es relativamente compacto en el espacio
de Banach generado pBrenE’, (E’)g. Como veremos posteriormente, esta caracterizacion es
particularmente Gtil para obtener que el espacio de distidbes?’(Q) es el limite inductivo de
una familia de espacios de Banach. O

Leccion 4.9 Espacios bornolégicos y ultrabornolégicos.

= Aplicaciones localmente acotadas entre e.l.c. Definiceespacio bornoldgico. Caracteri-
zaciones de los espacios bornoldgicos: la definicién detiziiirLos espacios bornolégicos
como limites inductivos de espacios normados.

= Espacios bornoldgicos y espacios casi-tonelados. Ladgfambornolégica asociada a un
e.l.c. Propiedades de estabilidad.

= Espacios ultrabornoldgicos. Caracterizaciones. Losogspaltrabornoldgicos como limites
inductivos de espacios de Banach.

= Espacios ultrabornolégicos y espacios tonelados. Algpraedades de estabilidad.

= Aplicaciones con grafica rapidamente cerrada. Caractédizae los espacios ultrabornolo-
gicos a través del teorema de la gréafica cerrada.

» Caracterizacion de los espaciasgX) ultrabornolégicos con la topologia estricta.

= Cardcter ultrabornoldgico de los espacios de las disiobes.

Descripcion. [Jar81, p. 271-288] y [K6t69, p. 379-386]. Una aplicacidrehl entre espacios nor-
mados que lleva acotados en acotados es continua. Estagadpmio se verifica entre e.l.c. cuales-
quiera. El concepto de espacio bornolégico esta originadelmeseo de subsanar esta anomalia,
y asi, un espacio es bornoldgico si toda aplicacion linedl debre otro e.l.c., que lleva acotados
en acotados, es continua. En términos intrinsecos de lackst vectorial-topolégica de un e.l.c.,
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un espacio es bornolégico si, y sélo si, todo disco borniesran entorno del origen (definicién
de Bourbaki). Asi, cada espacio bornolégico es casi-tdoelg si es localmente completo, es
tonelado. Por otro lado, un e.l.c. es bornoldgico si, y sflesel limite inductivo de una fami-
lia de espacios normados, caracterizacion que, como vereatastante operativa para estudiar
algunas situaciones concretas.

Todo e.l.c. bornolégic&E[¥] es el limite inductivo de una familia de espacios normados, y
si ademas es localmente completo, entonces es el limitetindwe una familia de espacios
de Banach. La clase de los e.l.c. que son representables|toites inductivos de espacios de
Banach, son conocidos en la literatura con el nombre de iespaltrabornolégicos, que son, en
esta leccion, objeto de nuestro estudio. Todos los resdtadtablecidos en anteriormente para
espacios bornologicos se extienden al contexto de espaltiabornoldgicos con los cambios
obvios de acotados por discos de Banach y de discos borsiporaliscos que absorben discos de
Banach. El interés fundamental de los espacios ultrab@gicus reside en que éstos constituyen
una amplia clase de e.l.c. a la que se pueden extender, tolngrabmo espacios de partida,
todos los teoremas de grafica cerrada validos para espacB®armach como espacios de partida.
Resulta pues interesante saber si determinados espacio®tos son ultrabornolégicos. Entre
otros, analizamos los espacios que intervienen en la tderfas distribucionesf’(Q) y Z(Q)
son ultrabornoldgicos por ser espacios de Fréché®) es ultrabornoldgico por ser un espacio
(LF). La prueba de qu&’(Q) es ultrabornolégico con su topologia fuerte es algo méas boacla
y utiliza, esencialmente, el teorema de completitud deheratieck junto con el hecho de que
2(Q) es un espacio de Schwartz. O

Leccion 4.10 Aplicacion a los espacios de funciones continu as.

= Espacios topolégicos realcompactos.

= Segmentos en el reticu®X) y discos de Banach &y (X).

= Elteorema de Nachbin-Shirota.

= Un espacio tonelado que no es bornoldgico.

= Compacidad de los conjuntos acotantes en un espacio rqzctom

Descripcion. [BNS77, p. 23] y [Jar81, p. 283-288]. Volvemos aqui al esiud#l espacio de fun-
ciones continuas en un espacio completamente rejulaconsideramos el problema de como es
reflejado, por propiedades teel caracter bornoldgico d&(X). En la leccion anterior nos hemos
ocupado d€;,(X) con la topologia estricta. Pata(X), su caracter bornologico esté caracterizado
en el siguiente teorema de Nachbin-Shirota:

Para un espacio completamente regular X son equivalentes:

(i) X es realcompacto.
(i) C¢(X) es ultrabornolégico.
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(iii) C¢(X) es bornoldgico.

En particular, sC¢(X) es bornologico entonces es tonelado, y en consecuenXaesreal-
compacto entonces es yniespacio (leccion 4.5). La prueba de este teorema estasdasael
hecho de que todo intervalo en el reticGloX) es un disco de Banach €g(X), lo que se constata
facilmente haciendo uso de la caracterizacion de los dideddanach a través de series conve-
xas, leccion 2.3. Como ya sabemos, leccion 4.4, hay numeesgacios bornolégicos que no son
tonelados. En 1953, fue planteado por Dieudonné el probtsmaeterminar un espacio tonelado
gue no fuese bornolégico. Los teoremas de Nachbin-Shiestadiados aqui y en la leccion 4.5,
permiten construir un espacio satisfaciendo la demandaieledbnné: siX es unu-espacio no
realcompacto, entonc€s(X) es un espacio tonelado que no es bornolégico. O

Leccion 4.11 Espacios (DF) de Grothendieck.

= Sucesiones fundamentales de acotados y metrizabilidad.

= Casixp-tonelacion del dual fuerte de un e.l.c. metrizable: undetr de A. Grothendieck.
Bidual de un e.l.c. metrizable.

= Espacios (DF). Localizacion de la topologia de un espadi).(Donsecuencias: continuidad
de aplicaciones lineales; casi-completitud y completitagspacios (DF).

= Propiedades de estabilidad. Espacios (DF) bornoldgicos.

Descripcion. [Jar81, p. 392-403] y [K6t69, p. 257-263]. El dual fuerteEdéB(E’,E)| de un espa-
cio metrizableE[T] es un espacio completo con una sucesion fundamental dentosigicotados;
Grothendieck establecié que todo tonel bornivoro que essetcion numerable de entornos del
origen enkE’ [B(E’,E)} es, asimismo, un entorno del origen en este espacio. Sayiartermi-
nologia introducida en la leccion 4.4, los resultados @res se expresan diciendo que el dual
fuerte de un e.l.c. metrizable es un espacio gagbnelado con una sucesion fundamental de aco-
tados. Estas dos propiedades son las que definen la clase espkcios (DF) de Grothendieck
gue estudiamos en esta leccién. Como resultados mas daresadestacamos los ya comenta-
dos, que permiten obtener, en particular, que el biduatdwss un e.l.c. metrizable es un espacio
de Fréchet, y los resultados relativos a la localizacioradepologia de un espacio (DF) en una
sucesion fundamental de acotados, que nosotros preseng@uiocomo una simple consecuencia
del estudio realizado en la leccion 4.4. O

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[BNS77], [Gro73], [Hor66], [Jar81], [Kot69], [Kot79], [PB8O], [Sch71], [Val82].
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TEMARIO

Leccion 5.1 Elteorema de Banach-Schauder

Leccion 5.2 Los resultados de A. Grothendieck

Leccion 5.3 Elteorema de la gréfica cerrada padQ)
Leccion 5.4 Espacios con redes estrictas

Leccion 5.5 Espacios de Suslin y espacios de De Wilde
Leccién 5.6 Aplicaciones del teorema de la gréfica cerrada

El primer teorema de grafica cerrada fue probado por S. Bagyareh(F)-espacios. Este teore-
ma llegd rapidamente a ser un resultado fundamental en disAnauncional y sus aplicaciones.
Con posterioridad, J. Dieudonné y L. Schwartz generalizasie teorema para espacios (LF) es-
trictos, y G. Kothe para espacios (LF) cualesquiera. V. Btdlstatod que el teorema de la gréafica
cerrada es valido entre espacios tonelados y espBgiosmpletos (leccion 4.3). A pesar de su
gran belleza, el teorema de Ptak no es lo bueno que cabrieedpsde el punto de vista de las
aplicaciones (por ejemplo, los espaci@$Q) no sonB;-completos). Grothendieck desarroll,
con métodos de la teoria de la categoria, una prueba deitaate la grafica cerrada entre es-
pacios (LF) que ademas le permitié dar un teorema de loc@izaAl mismo tiempo, conjeturé
la validez de este resultado para clases de espacios siginmmnie estables que contuvieran a los
espacios?’(Q) de las distribuciones. Los resultados de L. Schwartz paracess de Suslin re-
suelven el problema en el caso separable y, en particul&; (&), y son por fin los resultados de
Stowikowski los que aportan la solucion general a la congetle Grothendieck.

En este capitulo presentamos la teoria de StowikowskieRajkDe Wilde, utilizando las
técnicas de localizacion de Grothendieck tal y como handgdarrolladas por M. Valdivia. Entre
otros resultados, resaltamos que nuestro método de eXposios conduce, de forma natural,
a probar que los e.l.c. localmente completos de Suslin smacies de De Wilde, lo que nos
proporciona una prueba alternativa de los teoremas de @rédicada entre espacios de Baire
y espacios de Suslin localmente completos. Con el presemi& ¢ulminamos nuestro objetivo
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de clasificar los e.l.c. segun su comportamiento respeais &ds Principios Fundamentales del
Andlisis Funcional.

Leccion 5.1 El teorema de Banach-Schauder.

= Bases de entornos del origen en un espacio de Fréchet:anegsompletantes.
= Elteorema de la gréfica cerrada entre espacios de Fréchet.
= Elteorema de la aplicacion abierta entre espacios de Rréche

Descripcién. Ya sabemos, después de la leccion 4.3, que los teoremasrddida gerrada y de la
aplicacién abierta se verifican entre espacios de Fréchmeensbargo, utilizando ideas similares
a las que desarrollamos en la leccion 5.3 de la asigna@médisis Funciongl podemos dar una
prueba alternativa que tiene la ventaja de poder aseguvalitkez del teorema de la aplicacion
abierta cuando el rango es de segunda categoria en el esjgaltémada, teorema de Banach-
Schauder. De forma esquematica, la prueba del teorema défiltagcerrada es la siguiente: sean
E y F dos espacios de Fréchetly: E — F una aplicacion lineal con gréafica cerrada; dada
una base de entornos del origén> Vo O ... DV, D ... absolutamente convexos y cerrados en
F entonces, para cada eleccion de vectares V,,, n=1,2..., y de escalares € A, < 1 con

S ne1An =1, se tiene qug ;_1 AnXy €s convergente Y AnXy € Vi, k=1,2,... Para cada € N,

la preimage™ ~1(V;,) es tal que su cierr&-1(V,) es un entorno del origen, y gracias a quiéene
gréfica cerrada, se obtiene que(fit1(Vh)) € T~%(Vy), n=1,2..., quedando asf establecido que
T es continua. Este esquema de prueba es el apropiado panardatepotentes extensiones que
estudiaremos en lecciones posteriores. O

Leccion 5.2 Los resultados de A. Grothendieck.

= Localizacion de aplicaciones lineales continuas sobracisp (LF).
= Elteorema de la gréfica cerrada entre espacios (LF).
= La conjetura de A. Grothendieck.

Descripcion. Si E es un espacio de Fréchét,= [imF, es un espacio (LF) ¥ : E — F una
aplicacion lineal con grafica cerrada, entonces existaounN tal queT ~1(F,,) es de segunda
categoria eic. Una utilizacion adecuada de los razonamientos hechosleadi@n anterior nos

da queT (E) C Fy, y queT : E — Fy, es una aplicacion continua, teorema de Grothendieck. La
pretension de Grothendieck era obtener un teorema de geéficala en el que se pudieran tomar,
tanto en partida como en llegada, los espacios de distobesi?’(Q). Ante la imposibilidad de
poder incluir en el rango los espacig8(Q), Grothendieck conjetura que su resultado debe ser
cierto para una clase de espacios rango que contenga a &msossge Fréchet y que sea estable
para las operaciones habituales de tipo numerable (sullespeocientes separados, productos y
sumas directas localmente convexas numerables); enyartipara el espaci@’ (Q). O
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Leccion 5.3 El teorema de la gréfica cerrada para ~ 2'(Q).

= La estructura de Stowikowski-Raikov y De Wilde &11(Q) [B(Z'(Q),2(Q))].

» El teorema de la grafica cerrada de un espacio de Fréch&(y. El teorema de la grafica
cerrada de un espacio ultrabornol6gicdQ). El teorema de la grafica cerrada @& Q)
a?z'(Q).

» Estructura susliniana dg’(Q). Comentario sobre los resultados de grafica boreliana de L.
Schwartz.

Descripcion. Consideramos7(Q) como el limite inductivo de una sucesion creciente de espa-
cios de Frechet?(Q) = lim%,(Q), y sea(Uy") un sistema fundamental de entornos del ori-
gen en%,(Q), m=1,2,... ((Kn)m €s una sucesion fundamental de compactof2nPara

o = (a,) € N¥ pongamodJ, = ' (Un_1 U] ) y seaA, = U, donde las polares estan calcula-
das en la dualidad2(Q),7'(Q)). La familia {Aq : @ € N} es una familia de discos de Banach
en7'(Q)[B(Z'(Q),2(Q))] que nos da la estructura de Stowikowski-Raikov y De Wilde sir e
espacio. No es ahora dificil, con argumentos similares ddsarrollados en la leccién 5.1, levan-
tar esta estructura mediante una aplicacién con graficadzary obtener asi un teorema de grafica
cerrada de un espacio de Fréchet en el espati®). Ahora, utilizando el hecho de qu#’ (Q)

es ultrabornolégico, leccion 4.9, se tiene un teorema decgréerrada d&/'(Q) en 2'(Q).

En otro orden de ideas, la familia anteripA, : a € N''} dota a2’'(Q) con su topologia
fuerte de estructura de espat{eanalitico, lo que unido a que(Q) es separable, nos da un a
prueba simple de que’(Q)[B(Z'(Q),2(Q))] es un espacio de Suslin. L. Schwartz prob6 un
teorema de gréfica boreliana entre espacios de Banach yiaspiecSuslin, mostrando que la
clase de los espacios de Suslin es estable por las opesaderia conjetura de Grothendieck.
Con estas pruebas y comentarios que resuelven la conjet@eothendieck en el caso separable,
concluimos esta leccion. O

Leccion 5.4 Espacios con redes estrictas.

= Redes completantes y redes estrictas en espacios localowvexos.

= Propiedad de acotacion de las redes completantes.

= Ejemplos en los espacios de Fréchet, (LF) y duales fuertfisHje

= Propiedades de estabilidad.

= Elteorema de la gréfica cerrada entre un espacio de Baire gpacie con red estricta.

= Elteorema de la gréfica cerrada entre espacios ultrab@icoky espacios con red estricta.
= Solucién a la conjetura de Grothendieck.

= Elteorema de la aplicacion abierta de espacios con redtastobre espacios de Baire.

= Espacios de Fréchet generados por sucesiones completantes
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= Elteorema de localizacion de M. De Wilde.
= Un espacio de Baire que sea de De Wilde es un espacio de Fréchet

Descripcion. Si {Aa ca e NN } es la estructura descrita anteriormenteZ(Q) y para los enteros
positivosk,ng,ny, . ..,nk ponemos

Ching..n = U{Aa ra=(a) € NN aj=nj,j= 1,2,...,k},

entonces la familigCp n,. n, : king,Mo, ... ,Nk € N} tiene las siguientes propiedades:

(a) Ul(:]o:]_Cn = -@/(Q) y Cnlnz...nk = U?%:lcnlnz...nkm, k = 112,- ..
(b) Sia = (ny) € NYytomamosg € Crinp..n YO <A< 1lconyp 1Ak =1, entonce§y 4 AXy
converge Y5 . mAkX € Coynp..ny mM=1,2,....

La estructura asi obtenidécnlnz__nk skngng,... € N}, es lo que se llama una red estricta
en 2'(Q). Los espacios con red estricta son también conocidos etefatlira como espacios
de De Wilde. Los espacios de De Wilde constituyen una clasdlespara las operaciones de la
conjetura de Grothendieck y, como vamos a ver en la leccifuiesite, se pueden tomar como
espacios de llegada en teoremas de gréfica cerrada conosspadaire en partida.

A continuacion vemos como las ideas desarrolladas en late&c3 nos sirven para dar una
prueba del teorema de la grafica cerrada de De Wildg:es un e.l.c. de Baird; un e.l.c. con
red estricta yT : E — F una aplicacion lineal con gréfica cerrada, entorices continua. Este
resultado, junto con las propiedades de estabilidad descen la leccion anterior, solucionan
positivamente la conjetura de Grothendieck, describiesmplias clases de espacios donde se
verifica el teorema de la grafica cerrada. Por un paso al deaerel teorema de la grafica cerrada,
y gracias a las propiedades de estabilidad de los espaciagdestricta, obtenemos el teorema
de la aplicacion abierta de un espacio con red estricta sobespacio de Baire. Por supuesto,
ponemos de manifiesto que todos los resultados de estanesigiten siendo validos cuando, en
vez de los espacios de Baire, se consideran espacios ufteédgicos, con lo que los teoremas
establecidos adquieren un alcance mas que notable.

SiE es un e.l.c. de Baird; un espacio con red estricté = {Cnn,..n } Y T una aplicacion li-
neal con gréfica cerrada &eenF, entonces existe = (ny) € N tal que in(T*l(Cnlnz___nk)) £0,
k=1,2,... Laprueba del teorema de grafica cerrada estudiado en larteaaierior esta basada en
el hecho de que itﬁT*l(Cnlnzmnk)) - T*l(Cnlnzmnk), k=1,2,... Esta misma propiedad nos per-
mite probar un teorema de localizacion parsi F, es la interseccion de los espacios vectoriales
generados paCnn,..n,, €NtONces la familia

1

{?Cnlnz...nk N Fa . k == 1,2,. . }
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es base de entornos del origen para una topologia localmentexa y separada dfy, mas
fina que la inducida poF, para la cuaF, es un espacio de Fréchefly(E) est4 contenido en
Fq, siendoT : E — F4 continua. Esta extension del teorema de localizacion déhemdieck,
leccion 5.2, permite probar que un espacio de Baire que segpatio de De Wilde es un espacio
de Fréchet. Enresumidas cuentas, la solucién de StowikéRaikov y De Wilde a la conjetura de
Grothendieck aisla las propiedades 6ptimas de los espaeibgachet en los espacios de partida
y llegada de sus teoremas de gréfica cerrada, de forma queocéstas confluyen en un mismo
espacio, éste es, necesariamente, un espacio de Fréchet. O

Leccion 5.5 Espacios de Suslin y espacios de De Wilde.

= Redes acotadas en un e.l.c. Familias ordenadas de confuuttizslos asociadas.

= Familias ordenadas de discos de Banach y espacios con riethest

= Los espacios de Suslin (también Ksanaliticos) localmente completos son espacios de De
Wilde.

Descripcion. En el espacio de distribucione# (Q) existe una familial A, : a € N} de discos
de Banach con las siguientes propiedades:

(@) U{Aq:a e NV} = 2'(Q).

(b) Aq CAgsia=(an)yB = (by) sontales que, <bn,,n=1.2,...

Hemos visto en la leccién 5.3 como se puede asociar a esthafama red que nos da, en
2'(Q), una estructura de espacio de De Wilde. Como resultadoatelatiesta leccion establece-
mos que un espacio localmente convexo y localmente comip(&fces de De Wilde si, y sdlo si,
existe una familia{Aa tae NN} de discos de Banach &[%] verificando las propiedades (a) y
(b) anteriores. Este resultado nos permite ahora probarfécignente que, en el caso localmente
completo, los e.l.c. de Suslin (més aun, los espd€i@maliticos) son espacios de De Wilde, y
asi, en este caso, los teoremas de gréafica cerrada paraoss@a&uslin estan englobados en los
teoremas de grafica cerrada que hemos obtenido en la lecdion 5 O

Leccion 5.6 Aplicaciones del teorema de la gréafica cerrada.

= Un teorema de Mazur-Orlicz.

¢*(E) es de De Wilde st es de De Wilde y localmente completo.

= Condiciones suficientes para que una base débil en un ed.ans base de Schauder.
Teorema de M. De Wilde.

Aplicacion a los espacios de funciones continuas.

Descripcion. En la leccién 5.4 de la asignatufaalisis Funcionalhemos dado algunas aplica-
ciones del teorema de la grafica cerrada entre espacios detBakgui vamos a dar algunas apli-
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caciones de los teoremas de grafica cerrada que hemos esialgle este capitulo. La primera,
consecuencia de los teoremas de localizacion (leccion &s4)n celebrado teorema de Mazur-
Orlicz que asegura que si en un e.v.t. metrizable y compéegmvoltura absolutamente convexa
de todo acotado es acotada, entonces el espacio en cuestidrespacio localmente convexo, es
decir, un espacio de Fréchet. La otra aplicacién que prases es un teorema de la base débil
(presentado para espacios de Banach en la leccion 5.5 dighatasaAnalisis Funciondl que
nos da la continuidad de los coeficientes funcionales de as@én un espacio localmente conve-
xo0. Este resultado lo obtenemos aqui para espacios ulti@bgicos de De Wilde y localmente
completos, entre los que se encuentran los espacios detalsutiiones. O

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[Wil78], [Gro55], [K6t79], [Tré67], [Val82].
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TEMARIO

Leccion 6.1 Elteorema de Krein-Milman

Leccién 6.2 Ejemplosy aplicaciones del teorema de Krein-Milman
Leccion 6.3 Reformulacién baricéntrica del teorema de Krein-Milman
Leccion 6.4 Elteorema de representacion de G. Choquet

Leccion 6.5 Aplicaciones de los teoremas de Krein-Milman y de Choquet
Leccién 6.6 Compacidad y la propiedad del intercambio de limites
Leccion 6.7 Elteorema de Eberlein-Grothendieck

Leccién 6.8 Compacidad sucesional y espacios angélicos

Leccion 6.9 Elteorema de Eberlein-Smulian

Leccién 6.10 Los teoremas de Krein

Los conjuntos compactos y débilmente compactos de un esjgaeimente convexo juegan
un papel importante en muchas cuestiones del AndlisiseHtims estan las caracterizaciones
de reflexividad, caracterizaciones de subconjuntos canezltos de norma minima y teoria de
aproximaciéon convexa, rangos de medidas vectoriales,ecgencia puntual de sucesiones de
funciones, teoremas minimax, propiedades de separaci@orgentos convexos, etc. La inten-
cion de este capitulo es probar los principales resultaolo® £onjuntos convexos compactos y
sobre conjuntos débilmente compactos en espacios locerenvexos, con especial énfasis en
los espacios de Banach.

La primera parte del capitulo esta dedicada al teorema de-Ktiéman. El teorema de Krein-
Milman es, sin duda, uno de los resultados mas potentes el tde espacios localmente
convexos, al menos, y en particular, de aquellos resultgdesdependen de argumentos sobre
compacidad y convexidad. Estudiamos aqui el teorema detiéiman en espacios localmente
convexos, asi como algunas de sus aplicaciones mas imggsrt®amos una prueba del teorema
de representacion integral de G. Choquet en el caso mégjzid que derivamos como aplica-
cion (entre otras) el bien conocido teorema de Rainwater,sgministra un criterio para decidir
si una sucesion en un espacio de Banach es débilmente cemigerg



@ Compacidad y compacidad débil en espacios localmente comes

En la segunda parte del capitulo estudiamos compacidabemééspacios localmente conve-
X0s, y en ella probamos los resultados fundamentales dehigberlein, Smulian y Grothendieck
sobre compacidad numerable y sucesional. El elemento fugntal en nuestra exposicién es la
propiedad del intercambio de limites iterados introdugidaGrothendieck. Los resultados sobre
compacidad numerable y sucesional son, como es usual,rprprebados en espacios de funcio-
nes continuas con la topologia de convergencia puntualgplaglicados a las clases adecuadas
de espacios localmente convexos.

Leccion 6.1 El teorema de Krein-Milman.

= Hiperplanos y variedades soporte de conjuntos convexos.

= Variedades soporte 0-dimensionales: puntos extremasgacterizaciones.
= Existencia de puntos extremales en conjuntos compactos.

= Elteorema de Krein-Milman.

= Equivalencia con el Principio del Maximo de Bauer.

Descripcién. [Rud79, p. 69-72], [Cho69a, p. 93-112]. El teorema de Kidilman (que es lla-
mado teorema de Minkowski en el caso de espacios de dimefisita) representa uno de los
primeros y mas elegantes resultados relativos a conjuntogexos compactos en e.l.c. El prop6-
sito de esta leccion es dar una prueba de este teorema. &hizade Krein-Milman esta relacio-
nado con el problema de representar un conjunto convexagdmecomo la envoltura cerrada y
convexa de un subconjunto de si mismo, identificable y suofemente pequefio, mas o menos
en la misma forma que en un espacio de dimension finita, uagvoliconvexo esta determinado
por sus vértices y una bola por su frontera. El teorema asague, en un e.l.c., todo conjunto
convexo compacto es la envoltura cerrada y convexa de stsspextremales. Nos entretenemos
en demostrar que para espacios de dimension finita se puétilelalausura (teorema de Min-
kowski). El hecho principal para la demostraciéon del te@eta Krein-Milman, es mostrar que
todo conjunto convexo compacto posee, al menos, un puntenext, lo cual se obtiene haciendo
uso del lema de Zorn y del teorema de Hahn-Banach. O

Leccion 6.2 Ejemplos y aplicaciones del teorema de Krein-Mi Iman.

» Extremales de la bola unidad dg ¢*, ¢*, L, L*, Cy(X).

= Extremales de la bola unidad de un normado estrictamentexonAplicacion &P y LP,
l<p<oo.

= Extremales del espacio de medidas de Rado(K). El teorema de Banach-Stone.

= Espacios de Banach sin predual.

Descripcion. [Kot69, p. 333-336]. Calculamos en esta leccion los puntbemmales de las bolas
unidad de los espacios de Banach que hemos venido estudiatefoaticamente en la asignatura
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Andlisis Funcional Dado que la bola dual de un espacio normado es‘débihpacta, un espacio
de Banach que sea dual de un espacio normado ha de tener argubphecesariamente, posea
puntos extremales. Asi las cosas, la no existencia (o leeexis insuficiente) de puntos extremales
en las bolas de los espacigs L y C,(X) (siendoX completamente regular, no trivial) nos dice
gue estos espacios no pueden ser el dual de ningln espatiadwr

En otro orden de ideas, resaltemos que el calculo de losnexiee de la bola unidad del
espacio de medidas de Rade#i(K) sobre un compacto nos permite demostrar el clasico teorema
de Banach-Stone: dos espacios topolégicos comp#gtpdK, son homeomorfos si, y s6lo si, sus
espacios de funciones continuas son norma-isomorfos. O

Leccion 6.3 Reformulacién baricéntrica del teorema de Krei n-Milman.

= Definicién de baricentro de una medida. Ejemplos sencikosolturas convexas finito-
dimensionales.

= Existencia de baricentros. Los puntos de la envoltura c@nde un compacto como bari-
centros.

= Reformulacion baricéntrica del teorema de Krein-Milman.

= Caracterizacion de Bauer de los puntos extremales.

= Reciproco de Milman para el teorema de Krein-Milman.

Descripcién. [Cho69a, Chapter 6]. $ es un compacto convexo de un e.Ecy i es una medida
de Radon (de probabilidad) sobke se dice que un punte de E es un baricentro parg si
f(x) = [ fdu paratodaf € E’. El teorema de Krein-Milman, tal y como lo hemos estudiado en
laleccion 6.1, admite la siguiente reformulacion analit@ada punto de un subconjunto compacto
y convexoK de un e.l.cE es el baricentro de una medida de Radon (de probabilidadg 8ob
gue esta soportada por la clausura de los extremalés @ objetivo de esta leccion mostrar
la equivalencia de este enunciado analitico y del enunaigdmnétrico del teorema de Krein-
Milman. Por otra parte, la caracterizacién de Bauer de loemales en términos de las medidas
que los representan, nos permite obtener muy faciimentzgroco de Milman para el teorema
de Krein-Milman, el cual nos garantiza queMies un subconjunto de un compacto convéxo
tal que la envoltura cerrada y convexaMeasK, entoncedM esta contenido en la clausura de los
extremales d&. O

Leccion 6.4 El teorema de representacion de G. Choquet.

= Funciones afines. Envolturas afines de funciones continuas.
» Elteorema de representacion integral de G. Choquet.
= Densidad de las formas lineales continuas en el espacic dierieiones afines.



@ Compacidad y compacidad débil en espacios localmente comes

Descripcion. [Die84, p. 147-156], [Phe66, p. 13-17]. La elegante y sémpilueba que presenta-
mos aqui del teorema de G. Choquet es debida a G. Bonsalld&siastracion utiliza esencial-
mente el hecho de que sobre un compacto convexo metrizabhgpi® hay una funciéon continua
que es estrictamente convexa. El teorema de G. ChoquetragpgrsiK es un subconjunto con-
vexo, compacto y metrizable de un e.l.c., entonces cada plett es el baricentro de una medida
de Radon (de probabilidad) sobifeque esta soportada por los extremale& d&eniendo en men-
te la reformulacion baricéntrica del teorema de Krein-Miinestudiada anteriormente, el teorema
de Choquet puede ser mirado como un refinamiento del teorerdaeth-Milman. O

Leccion 6.5 Aplicaciones de los teoremas de Krein-Milman y d e Choquet.

= Una aplicacion a la teoria de la medida: teorema de Liapunoff

= Una aplicacioén a los espacios de funciones diferenciatdesema de Bernstein.
= Una aplicacién a los espacios de funciones holomorfasetemide Herglotz.

= Una aplicacion a los espacios de Banach: teorema de Raimwate

Descripcion. [Phe66, p. 9-13] y [Rud79, p. 117]. El objeto de esta lecci®presentar algunas
aplicaciones de los teoremas de Krein-Milman y de Choquelagrimera de ellas solo se utiliza
gue todo convexo compacto posee, al menos, un punto exfremlalsegunda, la férmula baricén-
trica del teorema de Krein-Milman, y en la tercera y cuattée@ema de Choquet. El contenido
de los resultados que presentamos como aplicaciones gsielge:

Teorema de Liapunof§eartit unaoc-algebra de subconjuntos 8gus, L, . . . ,un, medidas reales no
atémicas sobréi y p(A) = (U1(A),u2(A),....un(A)). Entonces, el rango de la medida vectorial
U es un conjunto convexo compactoRe

Teorema de Bernsteipara una funciorf € C*(0,0), son equivalentes:

(i) f escompletamente monétona, es decir,
(-)"f™ >0, n=0,1,2..

(i) Existe una (Unica) medida de Borglen[0,»] tal que

f(x) :/ e du(a) para todox € (0,0).
0

Teorema de HerglotseaD el disco unidad del plano complejo. A cada funcibe .2 (D) con
f(0) =1y Ref(z) > 0le corresponde una Unica medida de probabilidaobreT (esfera unidad
enC) tal que

[ 144&z
o 1- éz

f(2) du(é) para todoz € D.



24

Teorema de RainwateseanX un espacio de Banach(y,) una sucesion acotada ¥nEntonces,
(xn) converge & en la topologia débibr(X,X’) si, y sélo si, limX'(x,) = X (x), para todo( € X’
punto extremal de la bola unidad del diXal O

Leccion 6.6 Compacidad y la propiedad del intercambio de lim ites.

= Conjuntos (relativamente) numerablemente y sucesiomaéhmmpactos. Ejemplos.
= La propiedad del intercambio de limites reiterados (PILR).
» Caracterizacion mediante la PILR de los subconjuntos cotapaleC,(X,Z).

Descripcion. [FIo80]. Nuestra primera intencién en esta leccion es rapsjue los distintos con-
ceptos de compacidad relativa que tradicionalmente seadewaa en topologia pueden ser, y de
hecho son, distintos en e.l.c. Mediante ejemplos concretiramos la existencia de subconjun-
tos de e.l.c. que son compactos y que no son sucesionaln@nfectos, o que son numerable-
mente compactos y no son compactos, etc.

Los resultados mas potentes que se pueden obtener relatimosoincidencia de estos con-
ceptos en e.l.c. son los concernientes a las topologiatesléls estos espacios. Bj%] es un
e.l.c. yo(E,E’) es su topologia débil, entonc&c(E,E’)] es un subespacio cerrado del es-
pacio de funciones continu&(E'[c(E’,E)]), dotado de la topologia de convergencia puntual,
Cp(E’[0(E’,E)]). De esta forma, el conocimiento de buenas propiedades deacittad en los
espacio€,(X) tiene aplicacion inmediata en buenas propiedades de caapaen e.l.c. dotados
de sus topologias débiles.

Llevados por esta idea, estudiamos primero compacidadpaties de funciones continuas.
Consideramos la propiedad del intercambio de limitesregtes introducida por Grothendieck, y
presentamos, como resultado fundamental de esta lectidecho de que para un subconjuto
deC(X,Z) (X un espacio topoldgico numerablemente compa&ay espacio métrico compacto)
son equivalentes gusea relativamente numerablemente compacto o relativercentpacto en
Cp(X,Z), y queA intercambie limites reiterados coh O

Leccion 6.7 El teorema de Eberlein-Grothendieck.

» LaPILR y la compacidad en los espac@gX)[Tp] y Cp(X).

El teorema de Eberlein-Grothendieck.

» Caracterizacion de los espacios localmente convexosoagietos semirreflexivos.

= Compacidad y compacidad numerable en e.l.c. casi-conspgiet@ la topologia de Mackey.

Descripcion. [Flo80]. Considerando los elementos de un el.como funciones sobre los equi-
continuos del duakE’, y haciendo uso del criterio de compacidad en espacios @@hes conti-
nuas através de la PILR y del teorema de completitud de Groihek, leccion 3.9, establecemos



@ Compacidad y compacidad débil en espacios localmente comes

en esta leccién uno de los resultados centrales relatives@nhpacidad débil en e.l.c.: el teore-
ma de Eberlein-Grothendieck. El teorema de Eberlein-@ratleck establece, en particular, que
en un espacio localmente convexo casi-completo para ldoipode Mackey, los conjuntos dé-
bilmente relativamente numerablemente compactos sonolgsitos débilmente relativamente
compactos, y estan caracterizados por el hecho de ser asgtarmutar limites reiterados con
los equicontinuos del dual.

Como una consecuencia, caracterizamos los e.l.c. capletms que son semirreflexivos co-
mo aquellos espacios en los que todo conjunto acotado dsééle relativamente numerable-
mente compacto, lo que a su vez equivale a que todos los sulesgerrados y separables sean
semirreflexivos. O

Leccion 6.8 Compacidad sucesional y espacios angélicos.

= Ellema angélico.

= Compacidad en e.l.c. con dual déksleparable.

= El teorema de Smulian. Aplicaciones: espacios normadaales. El espacio de las dis-
tribuciones.

= Espacios angélicos. Coincidencia de las nociones de codapben espacios angélicos. Mas
aplicaciones del lema angélico: algunas propiedades dbikhd.

Descripcién. [Flo80]. Sif : X — M es una aplicacion continua e inyectiva de un espacio topolo-
gico en un espacio meétrico yAiC X es relativamente compacto, entond&¢§ es un homeomor-
fismo; en particularA es metrizableA es relativamente sucesionalmente compacto, xada es
limite de una sucesion &x etc.

En esta leccion empezamos por extender este simple poreipbnjuntos relativamente nu-
merablemente compactos, obteniendo asi el llanfeda angélicoque constituye la idea béasica
para la investigacion sobre la coincidencia de los digtimimnceptos de compacidad, asi como
para determinar si la clausura sucesional de un conjurdgtve@inente numerablemente compacto
es, precisamente, su clausura. Como una primera aplicdeld@ma angélico obtenemos el teore-
ma de Smulian, el cual asegura que en un &[] con dual débil-separable, cualquier conjunto
A C E débilmente relativamente numerablemente compacto \&rific

(a) A es débilmente relativamente compacto.
(b) Cualquier puntx de la clausura débil d& es limite débil de una sucesion contenida®en

Estas dos propiedades nos definen la clase de los espaoitis@sigen cuyo marco realizamos
nuestro estudio sobre compacidad débil en e.l.c. La clakesdsspacios angélicos constituye, de
forma natural, la clase de los espacios topoldgicos dondiesttos conceptos de compacidad
coinciden. O
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Leccién 6.9 El teorema de Eberlein-Smulian.

= Teorema de De Wilde de accesibilidad por sucesiones.

» Teorema de Pryce: angelicidad @g(X,Z), conX = Jy_1 Kn, K, relativamente numerable-
mente compacto ¥ métrico compacto.

» Elteorema de Eberlein-Smulian.

= Aplicacion a e.l.c.: angelicidad débil de e.l.c. metrizahl(LF) estrictos, etc.

= Teorema de Fremlin: angelicidad @g(X,Z), con X un o-relativamente numerablemente
compacto denso ¥ métrico. Aplicacion: angelicidad de espacios de aplicgaesdineales,
espacios de distribuciones vectoriales, etc.

Descripcion. [Flo80]. Con el &nimo de extender el teorema de Smulian a lasa snas amplia de
e.l.c., en particular a la topologia débil de los e.l.c. mables, de nuevo es conveniente estudiar
primero espacios de funciones continuas. Un refinamienta geieba del teorema de Grothen-
dieck, leccion 6.6, permite obtener queAsies un subconjunto relativamente numerablemente
compacto de€€y(X,Z) (con X compacto yZ métrico compacto), entonces toflae KZX es limite
puntual de una sucesion de funcionesfely asi, en particulaC,(X,Z) es un espacio angélico.
Esta propiedad de accesibilidad por sucesiones se ext@m@so en quX es g-relativamente
numerablemente compacto, teorema de De Wilde, y mediari&nal angélico se establece el
resultado general de Pryce que garantiza la angeliciddz)@2), dondeX = (J;_1 Kn conK,
relativamente numerablemente compact@, s un espacio métrico compacto. Para txlesl
espacio de funciones escala@gX) es angeélico, y mirando de nuevo cada espacio localmente
convexo con su topologia débil como un espacio de funcioointias sobre su dual, obtenemos
el teorema de Eberlein-Smulian, como consecuencia del@siall.c. metrizables son angélicos
en su topologia débil, los espacios (LF) estrictos tamlatm, O

Leccion 6.10 Los teoremas de Krein.

» Un teorema de Grothendieck: conjuntos débilmente compatgbespaci€(K).
= Envolturas convexas cerradas de conjuntos débilmenteaxin®p el teorema de Krein.
= Envolturas convexas cerradas de conjuntos compactos.en e.l

Descripcion. [Jar81, p. 192]. SK es un espacio topolégico compacto, el teorema de la conver-
gencia dominada nos permitié, en la leccién 5.1 de la asignanalisis Funciongl probar que
una sucesion e@(K) es débilmente convergente si, y solo si, es acotada en nopunatyalmente
convergente. Este hecho, unido al caracter angélico datesp,(K) establecido en la leccion
anterior, nos lleva a la caracterizacion de los conjuntbdirdénte compactos dg(K) como los
acotados en norma y puntualmente compactos, teorema deeBdeck. Este teorema de Grot-
hendieck es la clave para demostrar qua e un conjunto débilmente compacto de un ef,c.
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entonces su envoltura cerrada y convexa es débilmente ctargay soélo si, es completa para la
topologia de Mackey. Este resultado general es debido éemebGrothendieck, y para espacios
de Banach fue obtenido por Krein, por lo que es frecuente sfos eesultados se conozcan con el
nombre genérico de teoremas de Krein. O

Bibliografia utilizada en el capitulo:
[Cho69a], [Die84], [Flo80], [Jar81], [K&t69], [Phe66], {RI79].
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TEMARIO

Leccion 7.1 Convolucion de funciones

Leccién 7.2 Aproximacion en los espacios de funciones
Leccién 7.3 Espacios de distribuciones

Leccién 7.4 Particiones de la unidad

Leccion 7.5 Restriccion y soporte de distribuciones
Leccion 7.6 Derivacion de distribuciones

Leccién 7.7 Traslacion de distribuciones y derivacion
Leccion 7.8 Producto tensorial de distribuciones
Leccién 7.9 Convolucién de distribuciones

Leccion 7.10 Distribuciones temperadas

Leccion 7.11 Transformacion de Fourier

Leccién 7.12 Espacios de Sobolev

La teoria de distribuciones libera al célculo diferencalab dificultades creadas por la exis-
tencia de funciones no diferenciables. Para conseguimeé®do consiste en extender el calculo a
una clase nueva de objetos, llamados distribuciones odnesigeneralizadas, mucho mas amplia
gue la clase de funciones diferenciables en sentido oidiraa sistematizacion y formalizacion
del concepto de distribucién se debe a L. Schwartz, y el naefague que suministra esta teoria
permite dar un tratamiento riguroso a las reglas de caldolb&ico que durante muchos afios
vinieron siendo utilizadas por fisicos e ingenieros.

Los pilares sobre los que se apoya toda la teoria de distriieg son los que enumeramos a
continuacion.

En un conjunto abierto d&":

(&) Toda funcion continua es una distribucion.

(b) Toda distribucion posee derivadas parciales, que sanele distribuciones. Para funciones
diferenciables en sentido ordinario, la nueva derivadaaidé con la derivada ordinaria.

(c) Las reglas de calculo siguen en vigor para las distrimes.
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(d) Se dispone de teoremas de convergencia que permiterjambigeprocesos habituales de
paso al limite.

En el presente capitulo presentaremos, en un contextoaelwsr espacios de Sobolev, que
ya han sido utilizados en la asignatuxaalisis Funcionalpara estudiar la Laplaciana y que, sin
duda, prestaran un buen soporte tedrico en las las asiga&tuaciones en Derivadas Parciales
y Ampliacion de Ecuaciones en Derivadas Parcialeda Licenciatura.

Leccion 7.1 Convolucion de funciones.

Propiedades generales del producto de convolucién dediuegi
Convolucion en los espacios de Lebesgue:
a) Casof € LP(R"), g€ LYR"), con I/p+1/q=1.
b) Casof,ge # (R").
c) Casof,g e LY(RM).
Derivacion bajo el signo integral.
Derivacion de un producto de convolucion.
El teorema de aproximacion de H. Cartan.

Descripcion. [Kho72, p. 114-126]. Una de las operaciones mas importaegunciones medi-
bles enR" es el producto de convolucion. Recordamosigi@&") con el producto de convolucion
es un algebra de Banach, véanse las lecciones 4.3 y 6.3 dgrlatasaMedida e Integracion

En esta leccidon nos reencontramos con las propiedadesnfiemii@es del producto de convo-
lucién de dos funcione$ y g, f g, analizando donde pertene€e g cuandof y g pertenecen a
espacios de funciones particulares. Vemos qdesLP(R") y g € L4(R"), conpy g conjugados,
entonced x g € Co(R"); que sif,ge 7 (R"), entonced xg € # (R"), etc.

La convolucién de funciones tiene gran importancia, entr@saazones, porque el producto
de convolucién de dos funciones hereda las buenas progiediedcualquiera de ellas (propiedad
de regularizacién) y porque, como veremos, permite obfiemgriedades de aproximacion. Fina-
lizamos esta leccion viendo que el producto de convoluc&ara funcion localmente integrable
por una funcién de clage™ (una de las dos de soporte compacto) es, de nuevo, una fuleion
claseC”, y dando una demostracion para el teorema de aproximaciéh @artan, el cual esta-
blece quay « f es el limite uniforme sobre compactos de trasladadasalmndoy € 7 (R") y
f es continua. O

Leccion 7.2  Aproximacién en los espacios de funciones.

= Sucesiones regularizantes. Teorema de regularizacion.
= Aproximacion por funciones de cla€® en los espaciog*(R"), ZK(R"), LP(R") y Co(R").



» Densidad dez(Q) en 2%(Q). Densidad deZ(Q) enLP(Q).
» Lema tipo Urysohn con funciones de&(R").
= Sucesiones truncantes. Densidadzl®) en&*(Q).

Descripcion. [Kho72, p. 144-151]. Los métodos de aproximacion estan gierpresentes en-
tre los procesos fundamentales del analisis y, dada undiuebitraria, surge de forma natural el
problema de su aproximacién por funciones con mejoresgdapies. Los resultados de aproxima-
cidn que exponemos en esta leccion estan basados en lasdaags del producto de convolucion
que hemos estudiado anteriormente. Mostramos aquiZg@ es denso en los espacig(Q),
LP(Q)y £X(Q) (parak € NU{e}). Por regularizacion, comenzamos por probar gue) es den-
so en los espaciag®(Q). Después, por truncatura, mostraremos Gli€Q) es denso ed¥(Q),
lo que nos llevara a la densidad @€Q) en el espacie&®(Q). Como, por otra parte# (Q) es
denso erLP(Q), después de la teoria de integracion, deduciremosA{@® es denso ehP(Q).
Estos resultados seran importantes para el estudio dedasies de distribuciones y de sus
subespacios distinguidos. O

Leccion 7.3 Espacios de distribuciones.

» Elespacio?’(Q) de las distribuciones. Las topologias débil y fuerted€Q). Recapitula-
cion sobre propiedades dé&(Q).

» Las medidas de Radon como distribuciones. Inyeccio#deQ) en 7' (Q). Caracterizacion
de las distribuciones que son medidas de Radon.

= Ejemplos: |ad de Dirac. Las funciones localmente integrables como Histrones. El valor
principal de Cauchy.

= Distribuciones de orden finito. Inyeccion 8&(Q) en 7(Q). Caracterizacion de las distri-
buciones de orden finito. Inyeccion Hg.(Q) en. 7" (Q).

Descripcion. [Sch69], [Sch78] y [Kho72, Chapter BC]. Una distribucionenabiertoQ de R"
es una forma lineal y continua sobre el espagi2) dotado de su topologia limite inductivo.
Diversos aspectos dg(Q) y del espacia?’(Q) de las distribuciones han sido estudiados en lec-
ciones precedentes, lecciones 2.2, 2.7, 2.8, 4.1, 4.8,%3.3 Asi mismo, en la leccion 2.8 hemos
estudiado las propiedades bésicas del espacio de las meliddadon en un abierto cualquiera
deR".

En esta leccidn, tras recordar brevemente estas propgedzasamos a estudiar otros aspectos
de estos espacios, junto con las propiedades de inclusgsejtienen entre ellos. En concreto,
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estudiamos todas y cada una de las inyecciones siguientes,

2(Q) c 7%Q) c #(Q) Cc L®(Q) LP(Q)  LYQ)
N N N N N N
£(Q) C £XQ) C C(Q) C Lp(Q) C LP(Q) C LE(Q) ¢ #'(Q) c 2%(Q) c 2'(Q)

loc loc

O

Leccion 7.4 Particiones de la unidad.

= Recordatorio topolégico sobre espacios paracompactos.

Cubrimientos abiertos y particiones de la unidad subodgisa

Particiones de la unidad de claS® en un abiertdQ deR".

Existencia de particiones de la unidad de cl@Sesubordinadas a un recubrimiento abierto
deQ.

Consecuencias sobre las funciones de dlase

Descripcion. [Rud79, p. 152-153] y [Kho72, p. 153-157]. Probamos, en ksteion, que todo
abiertoQ deR" es un espacio paracompacto; mas concretamente, probamgsaga todo recu-
brimiento abiertoeZ de Q, existe un recubrimiento abierto localmente fimidomas fino ques’ y
formado por conjuntos relativamente compactos. Como coeseia de esto, y después del lema
de separacion tipo Urysohn establecido en la leccién 7i2neimos que cualquier recubrimiento
abierto deQ admite una particion de la unidad subordinada y formadaypwidnes de clasg™.

De aqui se sigue que cualquier funcién de cla8enQ puede representarse como una suma de
funciones de clas€” cuyos soportes sean tan pequefios como queramos. Estatecatisnes
seran de importancia fundamental en el estudio de la estauictcal de las distribuciones. [

Leccion 7.5 Restriccidn y soporte de distribuciones.

= Restriccion de una distribucion. Abierto de anulacion.@tgpde una distribucion.

= Principio de localizacién. Existencia del soporte de usgrithucion.

= Principio de relocalizacién de los trozos.

= Caracterizacion de los elementos£&(Q). Inyeccion des’ (Q) en7'(Q).

= Distribuciones con soporte compacto. Identidadstig) y las distribuciones con soporte
compacto.

= Continuidad de la inyeccion canonica Icﬁgmpac(Q) enC'(Q).

= Relacion entre las sucesiones regularizantes y la mediBarde.

Descripcién. [Rud79, p. 154-157] y [Kho72, p. 169-178]. La construccid@ soporte de una
distribucion requiere del principio de localizacion, nmade el que una distribucién localmente
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nula se prueba que es nula. Para ello, asi como para obtgmepmsedades globales a partir de
propiedades locales (principio de relocalizacién de logds), hacemos uso de la existencia de
particiones de la unidad de cla€&. Una aplicacién del lema tipo Urysohn establecido en la
leccion 7.2, nos permite identificar las distribuciones soporte compacto con los elementos de
&'(Q). Con los resultados establecidos en esta leccion podemusetar el cuadro obtenido en
la leccion 7.3:

2(Q) c 2%Q) ¢ #(Q) C L2(Q) c LE(Q) c LYQ) c C(Q) c &%Q) c &(Q)
N N N N N

M M Co(Q) C L*(Q) LP(Q) LYQ) c CyQ) M M
N N N N N

E(Q) C Q) C C(Q) C Lp(Q) Cc LP.(Q) C LE(Q) ¢ #'(Q) c 2%(Q) c 7'(Q)
Cabe resaltar, a la vista de este cuadro, que el esp%g(@) contiene a todos los espacios

catalogados de funciones y esta contenido en todos losiesgatalogados de distribuciones. El

espacioZ(Q) esta contenido en todos los espacios catalogados; se poue@aip dotar &/(Q)

de todas las topologias inducidas, asi como de su topolagigah que es la Unica para la que es

un espacio completo. Finalizamos la leccion mostrando ga&uaier sucesion regularizante de

funciones{6;} tiene a lad de Dirac como limite en el espacie/(Q) [B(Z'(Q),2(Q))]. O

Leccion 7.6 Derivacion de distribuciones.

= Motivacion para la definicion de derivada de una distribacio

= Derivadas de una distribucién: derivacion de distribueonomdrasposicionde la deriva-
cién de funciones. Linealidad y continuidad.

= Propiedades de la derivacion. Producto de una funcion pardistribucion. Formula de
Leibnitz para la derivada de una funcion por una distribucio

= Ejemplos de derivacion: derivada dedade Dirac. Derivada de la funcién de Heaviside.
Derivada de una funcion de claG& a trozos erR.

= Primitiva de una distribucion eR.

Descripcion. [Rud79, p. 157-160] y [Kho72, p. 183-189]. Quizas, la prdpig¢ mas importante
de las distribuciones es que, para cada indlige< j < n), se puede definir una aplicacion lineal
de 7'(Q) en 7'(Q) que generaliza la derivacion parcial usual. La definiciomeiévada de una
distribucion viene sugerida por el siguiente hechd: siC*(R") y T € 2/(R") es la distribucion
asociada, entonces, para cgda Z(R"), se tiene la igualdad

/Rn (dixjf(x)> ¢(X)dx:_/ﬂ‘{nf(x)aixj (x)dx
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ecuacion que puede ser escrita en la foty,¢) = —(Tr,0;¢). Es ahora natural, para un mul-
tiindice a = (a1,0z,...,0n) € N"y T € 2/(Q), definir la derivadgDT,¢) = (—1)9(T,D¢).

La aplicacionT — D?T es un mudltiplo escalar de la traspuesta de la aplicagién- D¢ de
2(Q) en 2(Q), obteniéndose asi quB“ T € 2'(Q) para todoT € Z'(Q), y que la aplicacion

T — DYT es lineal y continua d&'(Q) en 2'(Q). Ahora, todas las funciones localmente inte-
grables son infinitamente derivables en el sentido de lashdisiones, y las reglas habituales de
célculo de derivadas para funciones siguen siendo validasantexto de las distribuciones. Jun-
to a estas propiedades, analizamos en esta leccion la sotivelad de la derivacion ef’(R), o
dicho de otro modo, probamos que toda distribuciéiRedmite una primitiva. O

Leccion 7.7 Traslacion de distribuciones y derivacion.

Traslacion de distribuciones.

Relacién entre la traslacion y la derivacion.

Distribuciones independientes de una variable. Caraetgtin mediante las derivadas.
Distribuciones cuyas derivadas son funciones. Lema de DstBeymond.

Descripcién. [Kho72, p. 197-202]. Analizamos en esta leccion la rela@ttre la traslaciéon de
distribuciones y la derivacion, con el animo de obtener wpaesion para la derivada de una dis-
tribucién analoga al limite del cociente incremental que dela derivada de una funcion. Siendo
mas concretos, sic R"y ¢ € Z(R"), denotaremos par(¢)(x) := ¢ (x—a). Paral € Z'(R"),

se define la trasladadaT como la distribucion que satisface,T,9) := (T,7_a¢). Mostramos
que sia= (a1,0,...,00)y T € Z'(R"),

1
lim — (12T —-T) =

!/ n
a—0ay T X 1 en 7 (&),

que es la expresion analoga a la utilizada para calcularrigada de una funcién. Ahora, la
caracterizacion de las distribuciones independientesidevariable es inmediatd: € 2'(R") es
independiente de la variable j-ésima si, y soloﬁT 0. Con esta caracterizacion se estudian
ahora las distribuciones cuyas derivadas son funcmndaenlehdose que di,g e C(R") y T¢, Ty
son las distribuciones asociadas, entonces, de la |gu§&ﬁd_ Tgen 2'(R"), se deduce qué

es continuamente derivable respectq & queaixlf =g, lema de Du Bois-Reymond. O

Leccion 7.8 Producto tensorial de distribuciones.

= Producto tensorial de funciones. DensidadaiX) ® Z2(Y) enZ(X xY).

= Funciones definidas por dualidad.
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= Motivacion para la definicién de producto tensorial. Praduensorial de distribuciones.
Existencia y unicidad. Ejemplos.
= Propiedades del producto tensorial. Continuidad.

Descripcion. [Kho72, p. 207-213]. Como otras operaciones, el producteaeal de distribucio-
nes viene sugerido por el correspondiente de funciones.cSR" eY C R™ son dos abiertos y
f e LL (X), g€ Lt (Y), el producto tensorial dé y g es la funcion(f @ g)(xy) := f(X)g(y).
Mirando f y g como distribuciones, el teorema de Fubini nos da que

(Trog® @ @) = (Tr,9) (Tg,Y),

para cadap € 2(X)y ¢ € 2(Y). Esta formula nos sugiere la definicion del producto teabori
de dos distribucionessi Se 2'(X) y T € 2'(Y), se llama producto tensorial de Sy T a una
distribucion S T € Z(X x Y) tal que

(SoT.¢0u)=(Se)T.¥), ¢ c2(X),pez(Y).

Una distribucion de este tipo siempre existe (en virtud delguuncién definida por duali-
dad ¢(y) = (SB(-y)) € Z(Y), para cadd € Z(X xY)) y es Unica (gracias a la densidad de
2(X)x 2(Y) en2(X xY)). Las propiedades de derivacion, iteracion, etc., valftaa el pro-
ducto tensorial de funciones, se extienden al productotehsle distribuciones, obteniéndose
que la aplicacionNST) — S® T de 2/'(X) x Z'(Y) en Z'(X x Y) es una aplicacion bilineal
continua. O

Leccion 7.9 Convolucion de distribuciones.

= Motivacion para la definicion de producto de convolucion.

= Convolucion de dos distribuciones de soporte compacto.

= Familias de conjuntos permitidas para la convolucion. fitesdn sobre el soporte. Defini-
cién general de producto de convolucion.

= Propiedades del producto de convolucion: conmutatividagel de lad de Dirac, asociati-
vidad, soporte, derivacion y traslacion.

= Papel regularizador de la convolucién. Convolucién de unaibn y una distribucion. Teo-
remas de densidad.

Descripcion. [Kho72, p. 213-227]. En la leccion 7.1 hemos estudiado la@ogion de funcio-
nes, partiendo de lo cual definiremos ahora la convoluciodistebuciones: sif,g € L*(R"), su
producto de convolucior + g, mirado como una distribuci6fy.4, actia de la siguiente forma:

(Trg @) = <Tf®gv¢A>- ¢ € 2(R"),
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siendog?(xy) = ¢ (x+y). Esta formula sugiere la definicién del producto de conilupara
dos distribuciones de soporte compaadST € &”'(R"), se define su producto de convolucién
como una nueva distribucion«S definida por la igualdad

(SxT,p) = (S®T,0%), ¢ < 2(R".

En general, en la expresion anteripf, € £(R") no tiene, necesariamente, soporte compac-
to. Asi, para darle sentido a la expresi®@w T,92), conST € Z'(R") cualesquiera, hemos de
imponer condiciones sobre sus soportes:(Spy sopT) han de formar un par permitido para
la convolucion. Esto se cumple autométicamente si uno dddssconjuntos es compacto. Po-
demos ahora efectuar productos de convolucion de unabdisioh T € 2'(R") y una funcion
f € &£(R"), siempre que una de las dos tenga soporte compacto, olateséquel « f € &(R"),
papel regularizador de la convolucion.

Estas cuestiones, junto con las propiedades generalesadkeicto de convolucion, son los
temas de estudio que abordamos en esta leccion. O

Leccion 7.10 Distribuciones temperadas.

= Recordatorio sobre el espacié(R"). Relacion des (R") con los espaciosP(R"), Co(R")
y &(R"). Densidad dez(R") en.(R").

= El dual de.”(R"). El espacio de las distribuciones temperadas.

= Propiedades fundamentales de las distribuciones tengzeratjunos ejemplos.

= Inyeccion deLP(R") en.’(R").

Descripcion. [VK72, p. 10-15]. En la leccién 2.2 hemos introducido la elae Schwarz” (R")
como aquellas funcionese C*(R") para las que

(f) (@4 )]
= Sup sSu X _—
PN \a\gpN XERE 0xgl e 0xﬂ”

f(x)] <o, NeN,a=(ai,az,...,0n).

Como vimos alli, la familia de seminorm#@pn)nen define ens”(R") una topologia local-
mente convexa con la qu#'(R") es un espacio de Fréchet. Su dwél(R") son las distribucio-
nes temperadas, entre las que se encuentran las medidacideiento lento y las funciones de
LP(R™). En el siguiente cuadro resumimos la relacion entre losariespacios introducidos y los



ya estudiados.

HR" > 2R") c LERM c &'R" > CRM

N N N N N
Co(RM > Z(R") ¢ LPR") c #(R") > Ch(R"
N N N N N

CR" > &R" c L. (R" ¢ Z2'(R") > #'(R")

loc

Leccion 7.11 Transformacion de Fourier.

» Transformacion de Fourier de funciones.

= Propiedades fundamentales de la transformacion de Feurigi( R").
= Transformacion de Fourier e# (R").

= Prolongamiento &2(R"). El teorema de Plancherel-Parseval.
Transformacion de Fourier de distribuciones temperadas.

Descripcion. [VK72, p. 23-34]. En esta leccion estudiamos brevementatesformacion de Fou-
rier, que es una herramienta esencial para dar aplicacditenegeoria de distribuciones a las ecua-
ciones en derivadas parciales, prestando atencion ahtaate Plancherel-Parseval, que describe
la transformacion de Fourier como un operador unitarib®R"). Dada una funciorf € L1(R"),

su transformada y cotransformada de Fourier son, respaw@nte, las funciones

fA(E)z/Rnf(x)e‘z’“'dex y f“(g):/Rnf(x)eﬂmxfdx

Entre las propiedades mas relevantes de la transformaeidtoarier caben destacar las si-
guientes:

a) " intercambia derivacion y multiplicacion por monomios.

b) " establece una aplicacion lineal y continua emtt€R") y Co(R") (lema de Riemann-
Lebesgue).

c) Paraf,gec L1(R") se tiene que/ f(&)g(£)dE = / f(x)§(x) dx (formula de transferencia).

Estas propiedades permiten obtener que " es un isomorfisnyo(B8) sobre.”(R"), cuya
inversa es ~. La formula de transferencia nos dice que sinmaisa” (R") como un subespacio
prehilbertiano dé&.?(R"), entonces f,Q>L2(Rn) = (f,0)L2(rn), teorema de Plancherel-Parseval. Da-
do que.”(R") es denso eh?(R"), ~ se extiende a un operador unitario sobre el esga@"),
Cuyo inverso es la extension de ~, teorema de Riesz-PlaicliRar transposicién obtenemos la
transformacion de Fourier e’ (R"), para la cual estudiamos sus principales propiedade§]
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Leccion 7.12 Espacios de Sobolev.

» EspacioH¥(Q). Estructura hilbertiana.

Densidad dez(R") enHX(R").

EspaciosH§(Q). Definicion. Complemento ortogonal #&(Q) enHX(Q).
EspacioH —¥(Q). Identificacion como espacios de distribuciones.
Teorema del isomorfismo: identificacion HE(Q) y H7¥(Q).

Teorema de estructura: distribuciones prolongables aezitrs deH (Q).

Descripcioén. [VK72, p. 169-174]. Ciertos operadores en derivadas pajgueden mirarse como
operadores entre espacios de Sobolev, como por ejempépléciana = ;_ng + ;—Xz% +...+ (;‘—Xz%,
véase la leccion 1.9, de la asignatémadlisis Funcional Si Q es un abierto d&", el espacio de
SobolevH(Q) es el conjunto de todas las funciones definidaQ enyas derivadas, en el sentido
de las distribuciones, de orden menor o iguklsan (clases de) funciones de cuadrado integrable
(con respecto a la medida de Lebesgue) s@big*(Q) tiene una estructura natural de espacio de
Hilbert, y en el cas® = R", el espaciaZ(R") es denso ehl(R").

En el caso general de @cC R" cualquiera, se considera el espadff{Q) = 7(Q) enH(Q),
cuyo dual se denota pét—(Q). La representacion de los elementosie(Q) como sumas de
derivadas de funciones del espatfgQ), teorema de estructura, se obtiene a partir del teorema
del isomorfismo, que establece que el operador diferegg@k(—l)‘“‘Dza establece un isomor-
fismo isométrico déi¥(Q) sobreH %(Q). Terminamos comentando como el teorema de Relich,
[Zei95, p. 287] asegura que para un abierto acof@doR", la inmersiorH (Q) ¢ L?(Q) es com-
pacta, lo que junto al Principio de Dirichelt estudiado eletzion 1.9, de la asignaturnalisis
Funcional permite utilizar la teoria de operadores compactos ajutotd en espacios de Hilbert

para resolver completamente el problema de valores prapmsado al operador de Laplacé.]
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