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Geometría de Schwarzschild

ds2=−(1−
2GM
c2r ) (cdt )2+(1−2GM

c2r )
−1

dr 2 +r2 (dθ2 +sen2 θdϕ2 )

 Solución de la ecuación de Einstein para el caso más simple y más útil: 
espacio vacío en el exterior de una fuente de curvatura (materia/energía) 
esféricamente simétrica.

 Permitió realizar las pruebas clásicas de la RG: enrojecimiento gravitatorio, 
precesión del perihelio, desviación y retraso de luz.

 Características de la geometría:
 Independiente del tiempo
 Esféricamente simétrica

 Masa/energía total M de la fuente de curvatura (efecto no lineal)

 Radios especiales: r = 0 y radio de Schwarzschild

ξE=(1,0,0,0 )

ξL=(0,0,0,1 )

dΣ2 =r2 (dθ2 +sen2 θdϕ2)2-superficie con t,r ctes ϕmétrica indepte de 

R s=
2GM

c2

QQ Calcúlalo para Sol, WD, NS, BH y comprueba si R>Rs

GM /c 2r≪1 grr=1+
2GM

c 2r
=aprox. Newton campo 

débil estático con Φ=
−GM

r
grr=1−

2Φ

c2
;



Órbitas de partículas. Conservación.

dA=√ gθθ gϕϕ dθd =rϕ 2 senθdθdϕ

 Coordenada r no es distancia desde ningún centro sino algo que tiene que ver 
con el área en 2-esferas de t, r=R ctes:

 Leyes de conservación (unidades geometrizadas G=c=1 o sistema [L]):

y podremos usar la misma técnica que en mec. newt. para tratar órbitas

A=∫ dA =R2∫ senθdθ∫d =Rϕ 2⋅2⋅2π=4 πR2

−ξE⋅u⃗ =cte≡
~E=(1−2 M

r ) d t
dτ

ξL⋅⃗u =cte≡~L =r2 sen2 θ
dϕ
dτ

la partícula orbita en un plano, pues, suponiendo que 
en un instante dado la velocidad está contenida en 
meridiano (libre elección de ejes), L=0 y por tanto se 
queda siempre en ese meridiano:

Reorientamos plano orbital=ecuatorial: 
dϕ /dτ=0 ⇒~L=0=cte
θ=

π
2

=cte⇒uθ=0⇒
~L =r 2 dϕ

dτ

u⃗⋅⃗u=gαβ uα uβ=−1⇒−(1−
2 M

r )( d t
dτ )

2

+(1−
2 M

r )
−1

( d r
dτ )

2

+r2 ( dϕ
dτ )

2

=−1

−(1−
2M

r )
−1

~E2+(1−
2M

r )
−1

( d r
dτ )

2

+
~L2

r2
=−1⇒ ϵ≡

~E2−1
2

=
1
2 ( d r

dτ )
2

+
1
2 [(1−2 M

r )(1+
~L2

r 2 )−1]
W ef (r )≡

−M
r

+
~L2

2 r2
−

M~L2

r 3
⇒ =ϵ 1

2 ( d r
dτ )

2

+W ef (r )

QQ Geodésicas 2-esfera

QQ ver anexo “Movimiento newtoniano bajo fuerza central gravitatoria” (GYAapuntesRG5.pdf)

(partículas)



Comparación caso newtoniano
QQ Pasando el potencial efectivo a unidades MLT:

obtenemos la siguiente correspondencia con la energía newtoniana:

W ef =
1
c2 (−GM

r
+

~L2

2r 2−
GM ~L2

c2 r3 )

L=m {~L ¿

ENewt≡mc2 =ϵ 1
2

mc2 ( d r
dτ )

2

+mc2 W ef =
1
2

m( d r
dτ )

2

+[−GMm
r

+
L2

2mr2
−

GML2

c2mr3 ]
corrección relativista

ENewt≡mc2 =mcϵ 2 (
~E2−1

2 )⇒ ~E2
=1+

2ENewt

mc2
≃(1+

ENewt

mc2 )
2

⇒
~E=1+

ENewt

mc2
=

mc2+ENewt

mc2



Tipos de órbitas
dW ef

dr
=0⇒ r min

max

=
~L2

2 M [1±√1−12( M
~L )

2] QQ Dibujamos Wef y buscamos extremos

 Para deja de haber extremos y Wef siempre es negativo 

 Para hay un un mínimo y un máximo; éste estará por encima 
de Wef=0 si y por debajo en caso contrario

 Puntos de retorno (PR, se desvanece la velocidad radial): 
 Tipos de órbitas para

 Circulares
 Inestable
 Estable

 Ligadas entre dos puntos de retorno
 Rebote
 Caída hacia el centro

~L
M

<√12

~L
M

>√12
~L
M

>4

=Wϵ ef (r PR )
~L
M

>√12

rmax=
~L2

2 M [1−√1−12( M
~L )

2]
rmin=

~L2

2 M [1+√1−12( M
~L )

2 ]
<ϵ 0

0< <Wϵ ef
max

>Wϵ ef
max



Tipos de órbitas de 
partículas



Órbitas de caída libre radial 
 Caída radial , desde el infinito, donde la energía inicial (cinética)

 Caso
                                          en el infinito el espacio es plano

 Límites de integración:
 Generalmente buscaremos primero y luego usaremos para 

obtener

 QQ Integrar 

 Tiempo entre r=2M y r=0 es infinito para t pero finito para tau (malas coordenadas)

~L=0 =ϵ ϵK>0

=ϵ 0⇒~E=1⇒ dt=dτ

=ϵ ϵK=0

=ϵ 0

=ϵ 1
2 ( d r

dτ )
2

+W ef ⇒ 0=
1
2 ( d r

dτ )
2

−
M
r

⇒
d r
dτ

=±√ 2 M
r

⇒ √r dr=−√2 M dτ
geodésica hacia 

dentro
~E=1⇒

d t
dτ

=(1−2 M
r )

−1

uα=[(1−2 M
r )

−1

,−√ 2 M
r

, 0 , 0 ]
τ=τ ∗ , r=0⇒ r ( τ )=( 32 )

2/3

(2 M )1/3
( τ∗−τ )

2/3

t=t ( r ) r (τ )
t=t ( τ )

1≡~E=(1−
2M

r ) dt
dτ

⇒
dt
dr

=
dt
dτ

dτ
dr

=(1−
2M

r )
−1

(−√ r
2 M )⇒ ∫dt=∫−(2 M

r )
−1/2

(1−2 M
r )

−1

t=t ∗ +2 M [−2
3 ( r

2 M )
3/2

−2( r
2 M )

1/2

+log [ (r /2 M )1/2
+1

(r /2M )1 /2
−1 ] ]



Órbitas circulares estables 
 Son órbitas con donde  disminuye con L/M hasta el límite ISCO
 Innermost stable circular orbit (ISCO)
 

 Velocidad angular con t medido por observador estacionario en infinito

 Para órbitas circulares de r dado, L y E determinados por dos condiciones:
 Potencial efectivo es mínimo en

 QQ Encontrar cociente 

 3ª ley de Kepler con período
 Cuadrivelocidad

rmin=
~L2

2 M [1+√1−12( M
~L )

2 ]

r=rmin

~L
M

=√12⇒ rmin
ISCO=6 M

Ω≡
dϕ
dt

=
dϕ /dτ
dt /dτ

=
1

r2 (1−2 M
r )

~L
~E

r=rmin

=Wϵ ef (rmin ) ϵ≡
~E2

−1
2

=
−M
r min

+
~L2

2r min
2

−
M~L2

rmin
3

~L
~E

=( Mr )1/2(1−2 M
r )

−1

Ω=
√Mr

r2
⇒ Ω2=

M
r 3 P=2π /Ω

uα =ut (1,0,0,Ω) ⇒ u t=(1−
2M

r
−r 2Ω2)

−1 /2

=(1−
3 M

r )
−1/2

rmin



Órbitas ligadas: precesión 
 Buscamos :

 ¿Se cierran las órbitas al volver a pasar por el mismo PR?
 cerrada si ángulo barrido entre pasos sucesivos por PR:
 Precesión

Que se anule     significa que se anula la raíz en denominador y 
bastará integrar entre los radios para los que se anula éste.

=ϵ 1
2 ( d r

dτ )
2

+W ef (r ) ⇒
d r
dτ

=±√2 (ϵ−W ef )

W ef =
1
2 [(1− 2 M

r )(1+
~L2

r2 )−1]⇒ 2 (ϵ−W ef )=
~E2

−1−[(1−
2 M

r )(1+
~L2

r2 )−1]=~E2
−(1−2 M

r )(1+
~L2

r 2 )
dϕ
dr

=
dϕ
dτ

dτ
dr

=±
~L

r2

1

√~E2−(1−2 M
r )(1+

~L2

r 2 )

ϕ (r )

Δ =ϕ 2π

δϕ pr =Δϕ−2 π

Δ =ϕ 2ϕ12=2~L∫
dr

r2

1

√c2 (~E2−1 )+ 2GM
r

−
~L2

r2
+

2GM~L2

c2r 3

dr /dτ



Órbitas ligadas: precesión 
 QQ Comprobar que para                                         y se obtiene

Cambiando de variable la integral se puede escribir:    

 

 QQ Encontrar

Manteniendo el término relativista:

Desarrollando         hasta orden

Se llega hasta                        y en órbitas de Newton

δϕ pr=
6 πG

c2

M

a (1−e2 )
≃ 43 '' /siglo

Δ =ϕ 2π1/r3∼ 0
~E=1+

2 ENewt

mc2
+. . . 1

Δ =ϕ 2∫
du

√[ (u1−u ) (u−u2 )]
=2πu=1/r

Δ =ϕ 2~L∫ dr
r 2 (1−

2GM
c2r )

−1/2 1

√c2~E2(1−2GM

c2r )
−1

−(c2+
~L2

r 2 )
cuadrático en u

  factor
 común

1−
2GM

c2r
1

c2

Δ =ϕ [1+2( GM
c~L )

2

]2∫ du

√ [ (u1−u ) (u−u2 ) ]
+2

GM
c2 ∫ udu

√ [ (u1−u ) (u−u2) ]
+.. .

π
2

(u1+u2 ) π≃
GM
~L2

δϕ pr≃6 π ( GM
c~L )

2

L2=(r2 dϕ
dτ )

2

≈(r 2 dϕ
dt )

2

=GMa (1−e2 )

para Mercurio



Órbitas de fotones. Conservación.
 Parametrizando trayectorias lumínicas con    :  
 Leyes de conservación

Multiplicando por    llegamos a:

Con partículas podíamos jugar con diferentes valores de L y de E.
Con fotones sólo podemos jugar con el cociente   , que determina las 
propiedades de las órbitas.

−ξE⋅u⃗ =cte≡
~E=(1−2 M

r ) d t
dλ

ξL⋅⃗u =cte≡~L =r2 sen2 θ
dϕ
dλ

u⃗⋅⃗u=gαβ uα uβ=0⇒−(1−2 M
r )( d t

dλ )
2

+(1−2 M
r )

−1

( d r
dλ )

2

+r 2 ( dϕ
dλ )

2

=0

−(1−
2M

r )
−1

~E2+(1−
2M

r )
−1

(d r
dλ )

2

+
~L2

r2
=0

W ef
fot (r )≡

1

r2 (1−2 M
r )

(fotones)

ds2=0⇒ u⃗⋅⃗u=
gαβ dxα dx β

dλ dλ
=0λ

1

c2 (1−
2 M

r ) 1
b2

≡
~E2

~L2
=

1
~L2 ( d r

dλ )
2

+W ef
fot (r )

b≡(
~L
~E )



Órbitas de rayos de luz 
 b es parámetro de impacto
si órbita en infinito :
 

 Máximo del potencial en r=3M 

 Tipos de órbitas
 Circular (inestable)
 Rebote en PR

 Caída al centro

(
~L
~E )≈ r2 dϕ/dλ

dt /dλ
=r 2 dϕ

dt
=b

(r≫2 M )

tan dϕ≃ϕ≃ /r

dr /dt≈−1

dϕ
dt

=
dϕ
dr

dr
dt

=
b

r2

W ef,max
fot (r=3 M )=

1

27 M 2

r=3 M b2
=27 M 2

b−2<
1

27 M 2

b−2
>

1

27 M2



Órbitas entre 2M y 3M 
 Trayectorias que salen de radios entre 

2M y 3M:

 Si el rayo escapa

 Si hay PR y el rayo cae 
hacia el centro

 Como , si el rayo sale con 
momento angular suficientemente 
pequeño (apuntando cerca de la 
dirección radial), entonces escapará. Si 
no, vuelve hacia la fuente.

b−2>
1

27 M2

b−2<
1

27 M2

b2
=

~L2
/
~E2



Desviación y retraso de la luz

QQ Ejercicios prácticos y experimentos de prueba de la RG

Desviación de la luz

Retraso de señales

δ =ϕ 4
GM

c2b

Δt≈
4GM

c3 [ log(
4 r R rT

r1
2 )+1]
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