ECUACIONES DIFERENCIALES 1° de grado en Biotecnologia

HOJA 3: Sistemas y ecuaciones diferenciales de orden 2

1. En una reaccién quimica reversible se tienen dos moléculas A y B que en presencia de una
enzima se transforman una en otra y viceversa, es decir A <> B. Se sabe que cada minuto el
6% de A se transforma en B, y el 2% de B se transforma en A.

(a) Formula una ecuacién diferencial para este problema. A largo plazo, ;qué proporcién habra
de cada una de las moléculas?

(b) Resolver la ecuacién si inicialmente la cantidad de A es el doble que la de B. ;Cuando sera
la cantidad de B el doble que la de A?

2. Un restaurante dispone de dos salones comedor, uno para fumadores y otro para no fumadores.
El sistema de aire acondicionado limpia un 1% del volumen de cada sala por minuto. Por
otro lado, los salones se comunican entre si por una puerta abierta, intercambiando entre ellos
otro 1% de su volumen cada minuto. Formula con ecuaciones diferenciales las siguientes dos
situaciones.

(a) A la hora de cierre hay 100 litros de humo en la primera sala y nada en la segunda. Resuelve
la ED y determina la cantidad maxima de humo en la segunda sala.

(b) A la hora de apertura las salas estan limpias, pero se generan durante la noche 3 litros de
humo por minuto en la primera sala, jqué cantidad de humo habra en la segunda sala a largo
plazo?

3. En el curso de un rio hay dos lagunas. Se ha observado que cada dia la primera laguna vierte
un 10% de su contenido en la segunda, y ésta un 5% de su contenido rio abajo. Un camién
accidentado vierte sobre la primera laguna 100 litros de un producto téxico muy soluble.

(a) Formula una ED para la cantidad de contaminante en cada laguna, y esboza la grafica de
la solucion.

(b) Resuelve la ED y calcula cudndo serd maxima la cantidad de contaminante en la segunda
laguna, y qué cantidad de contaminante habrd en cada una de ellas en ese momento.

(c) Determina la cantidad de contaminante acumulado rio abajo tras t dias. ;Cuédnto tardara
en llegar un tercio del contaminante inicial? ; Cuanto hubiera tardado si no estuviera la segunda
laguna?

4. Una salina de 200 m? intercambia con el mar un caudal de 5 m?® de agua por dia. La salina
estd conectada con canales con una pequefia balsa de volumen 30 m3, intercambidndose entre
ellas 1 m? de agua al dia. Una plaga de algas llega a esa zona costera, de modo que el agua
de mar que entra en la salina tiene una concentracién de 50 gramos de algas por m3. Si z(t) e
y(t) denotan respectivamente la cantidad de algas en la salina y en la balsa tras t dias.

a) Formula una ecuacién diferencial para x(t) e y(t).

b) Formula una ecuacién diferencial para las concentraciones de algas q1(t) y ¢2(t), en la salina
y en la balsa. ;Cudles seran las concentraciones de algas a largo plazo?

5. Un modelo sencillo para la circulacién sanguinea en los rinones considera éstos divididos en
dos compartimentos A (exterior) y B (interior), cuyos volimenes supondremos de 300 y 200
ml respectivamente. La sangre entra en el compartimento A, intercambia parte del flujo con
el compartimento B, y desde éste tltimo sale al exterior (ver dibujo). Suponer que la sangre
entrante contiene un medicamento con concentracién gy mgr/ml, de modo que las cantidades
de medicamento x(t) e y(t) en cada compartimento tras ¢ minutos cumplen la ED



F; ml/min con gg mgr/ml

2(t) = —002z(t) + 0'01y(t) + 6 ! .
A : B
y/(t) = 0/02 IL'(t) — 0/03 y(t) 300 ml 200 mml| Fy ml/min
b
3

(a) A partir de la ED determina el valor de las constantes Fy, Fy, F3, Fy v qo en el diagrama.

(b) A largo plazo, jcuantos mgr de medicamento habré en cada compartimento? ;Y en qué
concentracion?

(c) Resuelve la ED para z(0) = 750 mgr , y(0) = 0.
(d) Esboza las graficas de x(t) e y(t) obtenidas en (c). ;Cudndo serd méxima y(t)?

. Modelo competitivo: Dos especies compiten en un territorio; la presencia de una disminuye
la tasa de crecimiento de la otra y viceversa:

¥=3r—y
Yy =—2x+2y

Resuelve la ecuacién sabiendo que inicialmente z(0) = 90 y y(0) = 150. ;Desaparece alguna
de las dos especies?

. Modelo simbiético: Dos especies cooperan; la tasa de crecimiento de cada una mejora con
la presencia de la otra pero sufre con la abundancia de ella misma:

¥ =—2x+4y
Yy =x—2y

Resuelve la ecuacion sabiendo que inicialmente z(0) = 200 y y(0) = 500. Esboza las gréficas
de las soluciones.

. Modelo presa-depredador: La abundancia del depredador dana la tasa de crecimiento de la

presa:
{ ¥=x+y
/ JR—

y =-r+y

. Cudl es el depredador y cuél la presa? Resuelve la ecuacién para x(0) = y(0) = 1000.

. Para los circuitos de la figura, el voltaje en el condensador V (t) y la intensidad de corriente
por la inductancia I(¢) cumplen respectivamente

i>{V,’:1—R—1CV—%I ﬁ){v':_%v_gz
r=1v —Lly -
(i) Resolver cuando R=L=1,C=1/2,V(0)=1, I(0) = 2.

(i) Resolver cuando p=L =1, R=2,C =1/2,V(0) = =2, I(0) = 1. ;A partir de qué valor
de p cesa el comportamiento oscilatorio?
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Para cada una de las figuras, formula un sistema de ecuaciones diferenciales para las cantidades
de sal A(t), B(t), C(t) en cada uno de los depdsitos. Sin resolver las EDs, determina las
cantidades de sal en cada depdsito a largo plazo.

agua pura agua con 2 gr sal/litro
40/m 4 4/m
1 1
24m Lefm
A B C A B C
100 ¢ 100 ¢ 1000 | 4¢4/m 200 ¢ 150 ¢ 1000 | 44/m
6 0/m 5 0/m ] 10/m 10/m ]

Resolver las siguientes ecuaciones diferenciales de segundo orden

) " 4+ 5x2" +6x =0 b) 2"+ 62" +9x =0 ) 2"+ 22 +2x =0
z(0)=1, 2/(0)=0 z(0)=1, 2/(0) =2 z(0)=1, 2/(0)=0

Esboza la grafica de la solucién y determina el méximo y minimo de z(t) en cada caso.

Resuelve las siguientes ecuaciones diferenciales no homogéneas:

2) x” 4 bz’ + 6x = bsint ) z" + 62" 4+ 9x = 3t + 2 ) a" + 22" + 2 = te™!
z(0)=1, 2/(0) =0 z(0)=1, 2/(0) =2 z(0)=1, 2/(0) =0

Esboza la grafica de la solucién en cada caso, y determina el comportamiento a largo plazo.

La posiciéon de un muelle viene dada por la ecuacion diferencial
" (t) + 62'(t) + 10z(t) = 0.
Si inicialmente z(0) = 1 cm y 2/(0) = —3 c¢m/s,
(a) Resuelve la ecuacién diferencial y esboza la grafica de la solucién.
(b) Determina la compresién méaxima que alcanza el muelle.
(¢) {Cudnto tendria que reducirse el rozamiento para que la frecuencia de oscilacién se duplique?

(d) Suponer que reducimos el rozamiento a p = 0’1, y aplicamos adicionalmente una fuerza
externa F'(t) = sin(wt). Utiliza el ordenador para dibujar las soluciones cuando w = 1y
w = 1/10, y explica el comportamiento de x(t) a largo plazo.

En un circuito LCR la cantidad de carga en el condensador, Q(t), cumple
Q)
C
Suponer que L = 025, R =10 y C' = 0'001. Si inicialmente Q(0) =3y Q'(0) =0

LQ"(t) + RQ'(t) + 2 — 0.

(a) Hallar la carga en el condensador Q(t) y esbozar su grafica
(b) ;Cuédndo sera la carga en el condensador menor que 0’017

(c) {Cudnto deberia ser R para que la carga en el condensador no oscilara?



Ejercicios para practicar con ordenador

15. La siguiente ecuacion es un modelo més realista de presa-depredador (V. Volterra 1926)

= —01z 4+ 0'03zy
y' =02y — 025zy

(a) Explica cémo crece cada poblacién en ausencia de la otra, y qué ocurre cuando estén juntas.
., Cual es la solucién de equilibrio?

(b) Suponer ahora que, en una época de bonanza mejoran las tasas de supervivencia de ambas
especies, quedando la ecuacion de la forma

' = —002x + 003zy
Yy =03y — 0252y

. Cual es ahora la solucion de equilibrio? ;Es razonable que a pesar de la bonanza se haya
reducido la poblacion de presas?

(c) Suponer por el contrario que se introduce un pesticida para intentar acabar con la presa, si
bien dicho pesticida también afecta al crecimiento natural del depredador, quedando la ecuacion

2= —02x+ 003y
Yy = 005y — 0'25zy

.Cual es ahora la solucién de equilibrio? ;Es razonable que el efecto del pesticida haya sido
aumentar la poblaciéon de presas?

Nota: En todos los casos es ilustrativo dibujar con ordenador las soluciones para un dato inicial fijo
(digamos z(0) = 2, y(0) = 8), observando en las graficas cémo afectan los cambios a las poblaciones.

16. Ciertas reacciones quimicas tienen comportamientos oscilatorios parecidos al ejercicio anterior
(chemical clocks o chemical oscillators).

e Consideremos una reaccién quimica de la forma
A+ X —2X X+Y =2Y Y - F

donde la cantidad de reactivo A es muy grande (y se puede suponer constante). Formula un
modelo para la evolucién de las concentraciones x(t), y(t) de los reactivos X e Y.

e En el modelo Brusselator® las concentraciones z(t) e y(t) de dos reactivos X e Y cumplen la
ecuacion diferencial

r=a—(b+ 1)z + 2%

y = br — 2%y

(a) Calcula las soluciones de equilibrio.

(b) Comprueba que si b < 1 + a?, el sistema evoluciona hacia una solucién de equilibrio
constante.

(c) Cuando b > 1+ a? el sistema evoluciona hacia una solucién periédica (chemical clock).
Comprueba este hecho con un ordenador, utilizando por ejemplo a = 1y b = 2.5 (con
datos iniciales arbitrarios).

Modelo teérico introducido por el premio Nobel de Quimica I. Prigogine en 1968; la mecénica de reaccién es

A— X B+X—->Y+F 2X+Y —3X X = FE.



17. Un modelo simplificado para la transmisiéon de los impulsos neuronales establece que la difer-

18.

19.

encia de potencial V' (¢) entre el interior y exterior de la membrana celular satisface la ecuacién
diferencial

V(t) = V(t) - % V() — W)+ 1, W(t) =008 (V(t)+0.7— 0.8 W(t),

donde I es la corriente entrante y W (¢) una funcién auxiliar que cuantifica el flujo de iones que
entran y salen de la célula.

a) Para I = 0, dibuja y describe las soluciones con V(0) = 1, W(0) = 0. Determina si
variando V' (0) cambia significativamente el aspecto de la solucién (hay un umbral de V' (0) que
al superarlo produce un “spike”).

b) Estudiar el efecto de aumentar el valor de I entre 0 y 2 (usa la opcién “sliders” en plotdf).
Determina a partir de qué valores de I se producen soluciones periédicas (tren de “spikes”), y
a partir de qué valor dejan de producirse.

El modelo SIR de epidemias se formula con las EDs
S'=—kxSxI, I'=kxIxS—rxI, R =rxI
donde S(t), I(t), R(t) son los nimeros de individuos susceptibles, infectados y recuperados tras

t dias, y k =tasa contagio/n® hab y r = tasa recuperacién son ctes positivas.

Resolver numéricamente las EDs y explicar el comportamiento de las soluciones cuando N =
1000 individuos, S(0) =990, I(0) = 10, y para las siguientes situaciones de los parametros

a) situacién sin tratamiento especifico, con k = 1/1000, r = 0.2

b) politica de prevencién de contagios k = 0.5/1000, r = 0.2

c) politica adicional de aislamiento de enfermos k£ = 0.5/1000, r = 0.3
d) nueva mejora en tasa de contagios k = 0.3/1000, r = 0.3.

En el estudio de enfermedades infantiles (sarampién), al modelo SIR anterior le anadimos un
factor de inmigracion, quedando las ecuaciones

S'=—kxSxI—m*xS+mx*xN, I'=kxIxS—rxI—mxI, R=rxI—-mxR

donde m =tasa de natalidad, que suponemos igual a la tasa de abandono del periodo infantil.

Resuelve numéricamente las EDs y explica el comportamiento de las soluciones cuando N =
1000 individuos, S(0) =990, 1(0) = 10, m = 0/03, y para los siguientes contextos de parametros

a) nueva cepa sin tratamiento especifico k = 1/1000, r = 0.1

b) politica prevencion de contagios k = 0.5/1000, r = 0.1

c) politica adicional de aislamiento de enfermos k = 0.5/1000, r = 0.2
d) modelo a) con vacunacién de la poblacién S con tasa v = 0.3

e) determina la tasa de vacunacion v para que el procentaje endémico de individuos enfermos
no supere el 5% del total.



