Calculo I. Grado en ciencia e ingenieria de datos Curso 2022/23

Hoja 2: Sucesiones

1. Calcular el limite de las siguientes sucesiones (si existe)
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4. Considera la sucesiéon recurrente dada por a,11 = y/a, + a2, con a; = 1.

(i) Demuestra que a,, es creciente
(ii) Demuestra que lim a,, = +00

(iii) Utiliza Stolz (justificadamente) para calcular lim dn
n

5. Considera la sucesion recurrente dada por an+1 = /7 - an, donde r > 0 es un pardmetro fijo. Suponer
que escogemos ag € (0,7).

a) Prueba por induccién que a,, < r, para todon =0,1,2,...
b) Prueba que a,, es creciente.

¢) Deduce que existe el limite de a, y calcula su valor.

d) ;Sabrias hallar una férmula para el término general a,?

6. Sea a; = 1. Definimos las siguientes sucesiones por recurrencia:
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Trata de calcular el término general y deduce el valor de su limite.
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7. Interpretar las expresiones siguientes como el limite de una sucesion definida de forma recurrente:
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Calcular su valor numérico (si es posible, probando que los limites existen).
8. a) Probar por induccién que paran =1,2,...,
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b) Como aplicacién probar las siguientes afirmaciones
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Considera la sucesién
dpy1 = (1'04)d, — L, n=0,1,2,...,

donde d,, corresponde, en un modelo de hipoteca, al dinero que se debe al banco tras n anos, si se
realiza un tnico pago anual de L euros al final de cada afio.

(i) En este modelo, ;qué tipo de interés anual nos cobra el banco?
(ii) Hallar una férmula para el término general d,,
(iii) Suponer que dp=150.000 euros. Hallar L para que d,, = 0 cuando n = 20 anos

(iv) Con el mismo dy, si queremos que L = 7200 euros, jcuantos afios necesitariamos para pagar la
hipoteca?

Considera la sucesion recurrente

C(N) =2-C(N/2) + k- N,
que corresponde al nimero de operaciones del algoritmo fft aplicado a un vector de tamano N = 2™,
(i) Demuestra que C(2") = 2" - C(1) + k- n2"™.

(ii) Sabiendo que C(1) = 0y k = 3/2, determina el tiempo de calculo de la £ft de un vector de tamano
N =22 en un ordenador que hace 10° operaciones/segundo.

(iii) Halla el tiempo de célculo cuando se usa el algoritmo cldsico dft, que requiere un nimero de
operaciones

D(N) = N*+ N(N —1).
(iv) Compara ambas sucesiones dibujandolas, para 1 < N < 220 en una escala logaritmica adecuada.

Se disenia un algoritmo de modo que, si a, es el nimero de operaciones sobre un vector de n datos,
entonces se cumplen las siguientes reglas

a) para vectores de 1 dato, el nimero de operaciones es 1

b) para vectores con n datos, tras realizar 4n operaciones se reduce el problema a un vector de n — 1
datos, sobre el que se ejecuta el mismo algoritmo.

i) Encuentra una férmula de recurrencia para ay,

(

(ii) Estudia una férmula para el término general a,

(iii) Demuestra que se cumple |a, — 2n?| < 2n, para todo n = 1,2...
(

iv) Demuestra que lim 3% = 1.

Opcional. Supén que en el ejercicio anterior se encuentra una nueva formulacién del algoritmo de modo
que en el paso b), la reduccidn se realiza a un vector con n/2 datos. Si suponemos que comenzamos con
vectores de tamano n = 2™, encuentra la recurrencia en este caso, asi como el orden de crecimiento
del algoritmo.



