EDPs y series de Fourier Curso 2017/18

Hoja 2: La ecuacién del calor

1. En la deduccién de la ecuacién del calor en un sélido Q C R3 utilizamos varias magnitudes fisicas.
Sabiendo que el flujo & tiene unidades de watios/superficie (donde [W] = [J/seg]), y que las de o (calor
especifico volumétrico) son [J/(°k Vol)|, encuentra las unidades de las constantes x (conductividad
térmica) y o = k/o (difusividad térmica).

2. En clase resolvimos la ecuacién del calor en una varilla con extremos aislados
U = QUgy, Ug(t,0) =wu.(t,1)=0, z€(0,1),t>0,

para la temperatura inicial (0, z) = sin?(7z) y a = 1. Supén ahora que o = 0'1. Encuentra la solucién
u(t,x) en este caso, esboza su grafica para varios valores de t, y determina a partir de qué valor de
t se tiene |u(t,x) — %\ < 0'001, V. En general, ;qué papel juega el coeficiente a?, ;jcémo afecta a la
rapidez con que se alcanza el equilibrio térmico?

3. Resuelve la ecuacion del calor en una varilla con extremos nulos
Ut = QUgyg, u(t,O) = u(taL) =0, U(O,ZE) = f(l‘), T € (0’ L)v t>0.

a) Si a = L = 1, encuentra una férmula explicita para u(t, z) cuando f(z) = sin(7x), esboza su grafica
y determina cuéndo es |u(t, z)| < 0/001.

b) Trata de encontrar una férmula explicita cuando f(x) = 1, y si es posible, esboza una grafica
(aproximada) de u(t, ).

Sugerencia: En b), intenta escribir 1 = Y > | b, sin(nwz), x € (0,1), para ciertos coeficientes b, que puedes
determinar como en clase...

4. Ecuacién del calor en una varilla con extremos no homogéneos
U = QUgg, u(t,0)=To, wu(t,L)=T1, x€(0,L),¢t>0.

a) Encuentra primero una solucién particular del tipo u(x).

b) Utiliza a) y la solucién del ejercicio 3 para encontrar una solucién en forma de serie trigonométrica.
Determina una férmula para los coeficientes si imponemos el dato inicial u(0,z) = f(z).

¢) Si @ = L =1, determina la solucién u(t,z) cuando Top = 20,T; =0y f(z) =0.

5. Reaccion en cadena para particulas confinadas en un dominio €. En las reacciones nucleares de fision,
la densidad de neutrones u(¢,z), en un punto z € Q y en tiempo ¢, cumple la EDP

u; = DAu + au, U(t, )’39 =0,

para ciertos parametros D > 0 (difusién del material) y o > 0 (tasa creacién de neutrones/choque).
Suponer que las particulas estdn confinadas en una varilla unidimensional @ = (—R, R).

a) Utiliza separacion de variables para encontrar una solucién general de la EDP en este caso.

b) Demuestra que puede haber reaccién en cadena (es decir, soluciones no acotadas en t) cuando R es

i ti — 7 /D
mayor que el radio critico R = 5/ -
c¢) Encuentra una solucién explicita cuando u(0,z) = cos(3f), y esboza aproximadamente su grifica

cuando R > R..



6. Ecuacién del calor en una varilla con extremos mixtos.

U = Ugg, Ug(t,0) =~u(t,0), wu.(t,L)=0, z€(0,L),t>0.

a) Interpreta el significado fisico de las condiciones de contorno. ;Qué deberia ocurrir cuando t — 0co?

b) Mediante separacién de variables, encuentra una solucién general de la EDP en forma de serie
trigonométrica.

Sugerencia: En a) recuerda que, segin la ley de Fourier, —u, representa el flujo de calor.

7. Suponer dos grandes depdsitos de agua salada conectados por un fino tubo de longitud L. Sea u(t, z)
la concentracién de sal en el punto x del tubo en tiempo ¢, que supondremos que cumple la ley de
Fick, es decir

up = D gy,

para una cierta constante D > 0. Se pide describir con una férmula matematica las siguientes condi-
ciones iniciales y de contorno:

a) El tubo tiene inicialmente agua pura, y las concentraciones en los depdsitos se mantienen constantes
a1y q2.

b) Suponer que g2 = 0 y que para t > 0 colocamos un filtro que no deja pasar mas sal del primer
depdsito al tubo. Ademas, en el instante ¢ = 0 la concentracion en el tubo es una funcién que decrece
linealmente desde ¢; hasta 0.

8. Considera la EDP
Ut = QUgg, u(t,0)=wuy(t,L)=0, u(0,z)=f(z), ze(0,L),t>0. (P)

a) ;A qué problema fisico corresponde? ;Qué significan las condiciones en los extremos?
b) Encuentra una solucién general para la EDP mediante separaciéon de variables.

¢) Si = L = 1, resuelve (P) cuando f(z) = sen(3mz), y esboza la gréfica de la solucién. ;Qué ocurre
a largo plazo? ;A partir de qué valor de ¢ es u(t, z) < 0'001, Vx?



