
EDPs y series de Fourier Curso 2017/18

Hoja 4: Series de Fourier

1. Hallar la serie de Fourier de las siguientes funciones de L1(−1
2 ,

1
2), esbozando sus gráficas y estable-

ciendo en qué puntos se tiene convergencia:

(a) f(x) = |x| (b) f(x) = sen(πx) + cos2(2πx)

(c) f(x) = | sen(2πx)| (d) f(x) = eax

(e) f(x) =
{

0 si − 1
2 < x < 0

sen(2πx) si 0 < x < 1
2

(f) f(x) =
{

0 si − 1
2 < x < 0

x si 0 < x < 1
2

(g) fε(x) =
{

1
2ε si |x| ≤ ε
0 si ε < |x| < 1

2

(h) fε(x) =
{

1− |x|ε si |x| ≤ ε
0 si ε < |x| < 1

2

Nota: Una tabla de soluciones aparece en el libro de Folland “Fourier Analysis”, pág. 26.

2. Dado un número α 6∈ Z: (i) demuestra (justificando el tipo de convergencia) que

e−iαx = cα
∑
n∈Z

(−1)n

n+ α
einx, |x| < π,

para una constante cα apropiada. ¿Qué ocurre cuando x = ±π?

(ii) Dando valores adecuados a x demuestra las fórmulas

π

sen(πα)
=
∑
n∈Z

(−1)n

α+ n
y

π

tan(πα)
=
∑
n∈Z

1
α+ n

.

(iii) Utilizando Parseval, demuestra la fórmula

π2

sen2(πα)
=
∑
n∈Z

1
(α+ n)2

.

3. Sabiendo que x =
∑∞

n=1
(−1)n+1

πn sen(2πnx), para |x| < 1/2

(i) hallar la serie de Fourier de x2 en [−1
2 ,

1
2 ], estableciendo el tipo de convergencia

(ii) calcula las siguientes sumas

∞∑
n=1

1
n2
,

∞∑
n=1

1
(2n− 1)2

,

∞∑
n=0

(−1)n+1

n2
.

(iii) aplicando Parseval a la función x2, calcula las sumas

∞∑
n=1

1
n4
,

∞∑
n=1

1
(2n− 1)4

,
∞∑
n=0

(−1)n+1

n4
.

4. Sabiendo que |x| = 1
4 −

2
π2

∑∞
k=0

cos[(2k+1)2πx]
(2k+1)2

, para |x| < 1/2, demuestra que

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)3
=
π3

32
y

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)5
=

5π5

1536
.

Sugerencia: Integra la serie de |x| un número suficiente de veces.
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5. Series de Fourier reales: Si f ∈ L1[0, 1), podemos formalmente escribir∑
n∈Z

f̂(n)e2πinx ∼ a0
2 +

∞∑
n=1

[
an cos(2πnx) + bn sin(2πnx)

]
.

a) Expresa an y bn en términos de f̂(n), y viceversa

b) Demuestra que bn = 2
∫ 1
0 f(x) sin(2πnx) dx y encuentra una fórmula similar para an.

6. Series de funciones reales, pares e impares. Sea f ∈ L1[−1
2 ,

1
2).

(i) Demuestra que f es real si y sólo si f̂(n) = f̂(−n), ∀ n ∈ Z.

(ii) Demuestra que f es real si y sólo si los coeficientes an, bn del ejercicio 5 son reales.

(iii) Caracteriza los coeficientes de Fourier f̂(n), an, bn para las funciones pares.

(iv) Ídem para las funciones impares.

7. Suavidad de f implica decaimiento de f̂ . Demostrar que si f ∈ Ckper(R), entonces

f̂(n) = o(1/|n|k), para |n| → ∞.

Sugerencia: Utiliza integración por partes y el lema de Riemann-Lebesgue.

8. Decaimiento de f̂ implica suavidad de f : Demuestra que si f ∈ L1[0, 1) es tal que f̂(n) = O(1/|n|k+2)
para |n| → ∞, entonces f ∈ Ckper(R).

Nota: Necesitarás citar algún resultado sobre funciones de una variable, que garantice que d
dx (
∑∞

n=1 fn(x)) =∑∞
n=1 f

′
n(x); ver el libro de Spivak.

9. (i) Fórmula de sumación por partes: si Sk = s0 + s1 + . . .+ sk, demuestra que

N∑
k=0

aksk = aNSN −
N−1∑
k=0

(ak+1 − ak)Sk.

(ii) Criterio de Dirichlet : demuestra que la serie numérica
∑∞

n=0 ansn es convergente cuando

an ↘ 0, y {sn} tiene sumas parciales acotadas

(iii) Demostrar la convergencia de 1− 1
2 −

1
3 + 1

4 + 1
5 −

1
6 −

1
7 + . . . y senx+ sen 2x

2 + sen 3x
3 + . . ..

Nota: En (iii) hay que justificar que las sumas parciales | senx + sen(2x) + . . . + sen(nx)| están acotadas en n

(puedes usar series geométricas para calcular esta expresión).

10. (i) Demostrar que la serie
∑∞

n=2
1

logn sin(2πnx) es convergente ∀ x ∈ R.

(ii) Demostrar que la serie en (i) no es la serie de Fourier de ninguna función integrable.

Sugerencia: En (ii) utiliza el teorema de integración término a término de series de Fourier.

11. La desigualdad de Wirtinger: Sea f una función T -periódica y de clase C1.

(i) Si la media
∫ T
0 f = 0, demuestra que

‖f‖L2[0,T ) ≤ T
2π ‖f

′‖L2[0,T ).

(ii) Si f(0) = f(T ) = 0, demuestra que

‖f‖L2[0,T ) ≤ T
π ‖f

′‖L2[0,T ).

(iii) ¿Sabŕıas decir para qué funciones se tiene la igualdad en cada caso?

Sugerencia: En (i) utiliza Parseval. En (ii), extiende f de modo impar a [−T, T ] y utiliza (i), apropiadamente
adaptado a funciones 2T -periódicas.
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