EDPs y series de Fourier Curso 2017/18

Hoja 4: Series de Fourier

1. Hallar la serie de Fourier de las siguientes funciones de Ll(—%, %), esbozando sus graficas y estable-
ciendo en qué puntos se tiene convergencia:
(a) f(z) = |x| (b) f(x) = sen(rx) + cos?(27mx)
(¢) f(x) = |sen(2mz)| (d) flz) =™
0 si —2<2<0 0 si —3<z<0
(e) () { sen(2rz) si0<z < 3 () f(=) { r si0<z<i
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Nota: Una tabla de soluciones aparece en el libro de Folland “Fourier Analysis”, pag. 26.

2. Dado un nimero a ¢ Z: (i) demuestra (justificando el tipo de convergencia) que
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e ior Co Z §L+)a eznx’ |$| <,
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para una constante c, apropiada. ;Qué ocurre cuando x = +77?
(ii) Dando valores adecuados a = demuestra las férmulas

s (=)™ v 1
sen(ma) - Z a+n Y tan(mwa) - Z a+n’
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(iii) Utilizando Parseval, demuestra la férmula
2

m 1
sen?(ma) Z (a+mn)?
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3. Sabiendo que x = 7 (= sen(2mnx), para |z| < 1/2

n=1 ™

(i) hallar la serie de Fourier de z2 en [—%, %], estableciendo el tipo de convergencia

(ii) calcula las siguientes sumas

n?’ 2n —1)2 n?
n=1 n:l n=0
(iii) aplicando Parseval a la funcién 22, calcula las sumas
nt’ 2n —1)4 n?
n=1 n:1 n=0

4. Sabiendo que |z| =} — % > 2% %, para |z| < 1/2, demuestra que

i (-np~* = i 50
@k+1F 32 T A 21<:+1 ~ 1536

Sugerencia: Integra la serie de |z| un nimero suficiente de veces.
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. Series de Fourier reales: Si f € L'[0,1), podemos formalmente escribir

oo
Z Fn)e2mine QL+ Z [an cos(2mnz) + by, sin(2mnz)].
nez n=1

a) Expresa a,, y b, en términos de f (n), y viceversa

b) Demuestra que b,, = 2 fol f(z)sin(2mnz) dx y encuentra una férmula similar para a,,.

. Series de funciones reales, pares e impares. Sea f € Ll[—%, %)

A ~

(i) Demuestra que f es real siy sélo si f(n) = f(—n), Vn € Z.

(ii) Demuestra que f es real si y sélo si los coeficientes a,, b, del ejercicio 5 son reales.
(iii) Caracteriza los coeficientes de Fourier f(n), an, b, para las funciones pares.
(

iv) Idem para las funciones impares.

Suavidad de [ implica decaimiento de f . Demostrar que si f € C’S’er(R), entonces

f(n) = 0(1/|n|k), para |n| — oo.

Sugerencia: Utiliza integracién por partes y el lema de Riemann-Lebesgue.

. Decaimiento de f implica suavidad de f: Demuestra que si f € L'[0,1) es tal que ]?(n) = O(1/|n|F*?)

para |n| — oo, entonces f € CE_ (R).

Nota: Necesitards citar algtin resultado sobre funciones de una variable, que garantice que %(Zle fu(z)) =
>ooo i fh(x); ver el libro de Spivak.

(i) Férmula de sumacidn por partes: si Sy = so + $1 + ... + sk, demuestra que

N N-1
Zaksk =anSy — Z (ags+1 — ag)Sk.
k=0 k=0

(ii) Criterio de Dirichlet: demuestra que la serie numérica y >, ans;, es convergente cuando
an \,0, y {s,} tiene sumas parciales acotadas

1 1 1 1 1

(iii) Demostrar la convergencia de 1 — 3 —  + 1+ 2 —1 — 1 4+ yseny + S92 4 sonse 4

2 3

Nota: En (iii) hay que justificar que las sumas parciales |senz + sen(2z) + ... + sen(nz)| estdn acotadas en n
(puedes usar series geométricas para calcular esta expresion).

(i) Demostrar que la serie S.°° , —1_sin(27nz) es convergente V = € R.

n=2 logn
(ii) Demostrar que la serie en (i) no es la serie de Fourier de ninguna funcién integrable.
Sugerencia: En (ii) utiliza el teorema de integracién término a término de series de Fourier.

La desigualdad de Wirtinger: Sea f una funcién T-periédica y de clase C?.

(i) Si la media fOT f = 0, demuestra que

1 fllz2p0,m) < < 1"l 20,1y
(ii) Si f(0) = f(T') =0, demuestra que

£zt < EIF N2pom)-

(iii) jSabrias decir para qué funciones se tiene la igualdad en cada caso?

Sugerencia: En (i) utiliza Parseval. En (ii), extiende f de modo impar a [T, T] y utiliza (i), apropiadamente
adaptado a funciones 27T -periddicas.



