EDPs y Series de Fourier, 3° Matematicas/4° PES Examen mayo 2020

Nombre y DNI:

1. a) Haz un resumen de aprox 1 folio en el que expliques los aspectos que consideras més
importantes relacionados con las funciones armoénicas.

b) Si v > 0, demuestra que el problema

Au=0 en {2
—Vu-n=~u en Jf2

tiene a lo sumo una solucién u € C1(2) N C?()

Nota: 2’5 ptos



2. a) Demuestra que el sistema de funciones
on(z) =sen(2mnx), n=1,2,...
es ortogonal en L?(0,1/2), y calcula las normas ||¢,|| 7z

b) demuestra que si f € L*(0,1/2) cumple que f01/2 f(x)sen(2n7z)dx = 0 para todo
n > 1, entonces f =0

c) deduce justificadamente que toda f € L*(0,1/2) se puede escribir como

flz) = Z A, sen (2nmz),

n=0
para unos coeficientes A,, y un tipo de convergencia a determinar
1/2 :
d) Expresa fo/ | f(2)]? dz como una suma adecuada de los coeficientes | A, |*

e) Encuentra el coeficiente A; para la funcién f(x) = cos(2mx), x € (0,1/2).

Nota: 2’5 ptos



3. Considera la siguiente EDP

ut:u”—l—%—l—u—ej, t>0,re(0,1), 0 €(0,2n)
r r

wn(t,1,0) =0, t>0,0€(0,27)

u(0,7,0) = f(r,0), re€ (0,1), 6 € (0,2m),

a) Describe brevemente a qué problema fisico corresponde
b) Si imponemos u(t,r,0) = U(t,r)sen(26), determina la solucién general en este caso

c¢) Encuentra la solucién explicita cuando f(r,0) = 5r? sen(20)

Nota: 2’5 ptos



4. Se define la siguiente colecciéon de nicleos
JN($) = an (NFN($))2, N 2 1,

donde la constante de normalizacién ay es tal que [, Jy(z)dz = 1. Trata de responder
a 5 de los siguientes apartados!:

a) Demuestra que Jy(z) es un polinomio trigonométrico, y determina su grado. Calcula
los coeficientes de Fourier Jy(0) y Jn(2N).

b) Demuestra que ay ~ 1/N?, si N — oo, y determina si es posible su valor exacto.
¢) Demuestra que [ |z Jy(z)|dz < ¢/N.
d) Para f € C(T), denotamos w(0, f) := sup |f(z + h) — f(z)|. Demuestra por induccién

[h|<s
xzeT
que

W(NS, f) < Nw(s,f), N=1,2,...
y que si R > 0 es un numero real se tiene w(Rd, f) < (R4 1)w(d, f).

e) Demuestra que

|f* In(@) = f2)| < (L4 [|[NyIn(y)lle) w(1/N, f),
f) Deduce de lo anterior que si f € Lip,(T) entonces

ig}f(x)—f*JN(ﬂf)l < %

Nota: 2’5 ptos

!Nota: cada apartado vale 0’5 ptos; aunque no sepas resolver un apartado, puedes usarlo para responder
apartados posteriores.



