Variable Compleja, 3° Matematicas/4° PES Examen final, 12/1/2015

Nombre y DNI:

1. Escribe una demostracion rigurosa para la identidad

d
/ © —9ri, VaeD,(0).
|

z|=r Z—a

Nota: 2 puntos
2. Para cada k € N considera la funciéon definida por la serie de potencias
N (n+k\
rea=3 (")

a) Demuestra que se cumple la relacién de recurrencia f,_;(z) = kfi(2).
b) Calcula el radio de convergencia de la serie para cada k € N.

¢) Encuentra una férmula explicita para fi(z), y demuestra que fj se extiende de
manera holomorfa a C\ {1}.

d) ;Qué tipo de singularidad presenta fj en 17 Calcula el residuo.

Nota: 2’5 puntos
3. Considera la funcién f(z) = €™ /(2% + z + 1).
a) Determina sus polos y residuos en el semiplano superior.

b) Aplica el teorema de los residuos a la funcién f para calcular las integrales
/°° cos(mx) dr y /°° sen(mz) ”
X2t +1 e X2t +1
Nota: 2 puntos

4. Sea 2 un abierto y f € H(Q).

a) Deduce de la férmula de Cauchy que si D,(a) C €2 entonces f(a) = 5= 0% fla+re™)dt.

b) Demuestra a partir de a) que |f(z)| no puede alcanzar un méximo estricto en ningin
punto de €.

c¢) (Podria | f(z)] alcanzar un minimo estricto en algiun a € Q7 ;Y si suponemos que f no
se anula?

Nota: 2 puntos

5. Cuestiones: responde justificando adecuadamente el razonamiento.

a) Si f(z) =Y 7, an,z" tiene radio de convergencia R > 1, y suponemos f™(1) = 0 para
todo n > 5, jcuanto vale ag?

b) Si f € H(C\{0}) y Re f(2) > 0, jqué tipos de singularidad podria tener f en el origen?

¢) Suponer que f,g € H(C) y no nulas, y existe una sucesion convergente {a, }°2, tal que
flan)d (an) = f'(an)g(ay). {Qué relacién existe entre fy g7

Nota: 1’5 puntos
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