Funciones de Variable Compleja

Hoja 2: La derivada compleja

1. Utiliza las ecuaciones de Cauchy-Riemann para determinar los valores de a,b € R que hacen holomorfa
a la funcién f(x +iy) = 2z + y + i(ax + by), y encuentra una expresién para f en términos de z.

2. Demuestra que la funcién definida por f(x+1iy) = e*(cosy+iseny) cumple las ecuaciones de Cauchy-
Riemann en todo C, y encuentra una expresién para f.

3. Si f es holomorfa en un abierto conexo €2 C C, probar la equivalencia de las condiciones siguientes:

(a) f es constante; (b) Re(f) es constante;
(¢) f es holomorfa; (d) |f| es constante;
(e) |f] es holomorfa; (f) f(S2) estd contenido en una recta o un circulo de C.

4. Si f es holomorfa en un abierto conexo 2 C Cy f(2) estd contenido en la pardbola {(u,v) € R?: v =
u?}, probar que f es necesariamente constante.

5. Probar que si f(z) es holomorfa en el semiplano superior H = {z € C : Qmz > 0}, entonces la
funcién f*(z) := f(2) estd bien definida y es holomorfa en el semiplano inferior.

6. Decimos que una funcién real p(z,y) es armdnica en Q C C, p € Har(2), si es de clase C?(Q) y
cumple la EDP
0o 0%
Ap:=—+— = Q.
(a) Probar que si f € H(Q2) entonces Re f,Im f € Har(Q).

(b) Encuentra dos polinomios P(z,y),Q(x,y) de grado 4, arménicos y linealmente independientes.

(c) Demuestra que si f: Q — Q; es holomorfa y u € Har(€1), entonces A(uo f) =0 en .

7. Sea V(w, y) = (u(x, y),v(x, y)) un campo de vectores de clase C!' en 2 C R?. Se dice que

e V es irrotacional si rot' V = @ — % =
dr Oy
- - 0 0
o V es incompresible si divV = au + v 0
or Oy

(a) Demuestra que f(z) es holomorfa en Q si y sélo si V(z) = f(z) es irrotacional e incompresible.
(b) Esboza el campo de vectores asociado a la funcién holomorfa f(z) = 22.

Sugerencia: para (b) puedes usar el comando plotdf de WxMaxima.

8. Opcional* (a) Demuestra que las funciones holomorfas en general no cumplen el teorema del valor
medio, es decir no siempre se tiene que f(«a) — f(8) = f(0)(a — B) para algin 0 € [, 5].

(b) Demuestra que si se cumple el siguiente sustituto: si f € H(2), con §2 abierto convexo, entonces
fla) = £(B) = (Re[f'(01)] + iSm [f'(62)]) (a — B)
para ciertos 61, 65 € [«, (]

Sugerencia: en (a) prueba con f(z) = 2% +i22. En (b), reduce al caso a = 1,3 =0, y usa el TVM en R%.
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. Demuestra la siguiente regla de L’Hopital: si f, g son derivables en zy y cumplen f(z9) = g(20) =0y

d'(z0) # 0 entonces

o 1) _ 1)
o g() ~ o)

Si P(z) es un polinomio de grado n con ceros {aq, ..., ay}, demuestra que

Pllz) 1
P(z) _Zz—aj‘

az+b

Probar que una funcién racional de orden uno f(z) = es constante si y sélo si ad — be = 0.

cz +

Considera las transformaciones de Mobius

Tiz=——F, y Toz=
z

Hallar Ty o Ty, Too Ty y Ty oTh.
(a) Construye una transformada de Mobius T tal que

T(1) =0, T()=1 y T(-1)= .

(b) Demuestra que si |z| < 1 entonces Sm[T'(z)] > 0 (y viceversa).

(c) Concluye que T es una biyeccién holomorfa entre el disco unidad D = {|z| < 1} y el semiplano
superior H = {Smz > 0}.

(d) Encuentra una expresién para las funciones 77, T-! y (T~1)’.

az+b
+d

(a) Demuestra que una transformada de Mébius Tz = (distinta de la identidad) tiene a lo sumo

dos puntos fijos en C¥.

(b) Encuentra los puntos fijos cuando 7" es una traslacién, una dilatacién y una inversion.

az+b
cz+d

Sugerencia: comprueba que la ecuacién = 7z tiene a lo sumo 2 raices en C* (distingue ¢ =0y ¢ # 0).
Encuentra en cada caso una transformacién de Mobius T' con la propiedad indicada:

(a) T envia la terna (2,7, —2) en (1,4, —1) (en ese orden).

b) T envia la terna (c0,,0) en (0,7,00) (en ese orden).
)

(
(c) T envia la circunferencia unidad {|z| = 1} en el eje imaginario {fez = 0}.
(

d) T fija los puntos z =0y z = i.

Opcionales

Decimos que una funcién f definida en {|z| > R} es derivable en oo € C¥ si la funcién f*(w) := f(1/w)
es derivable en el origen.

(a) Demuestra que f es derivable en oo si y sélo si existen

floo) = lim f(z) y f'(c0):= lim 2(f(2) — f(c0)).
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(b) Calcula la derivada en el oo de una transformada de Mébius f(z) =



