Funciones de Variable Compleja

Hoja 3: Exponencial, trigonométricas y logaritmos complejos

1. Demuestra que senz = 0 si y sélo si z € 7Z, y cosz = 0 si y sélo si z € § + 7Z

2. Demuestra las formulas

sen(z + w)sen(z —w) =sen’z —sen’w y sen (% +2) =sen (I — z) = cos 2.

3. El seno y coseno hiperbdlicos de un nimero complejo z se definen como

eF—e”* e +e”?
senhz=——— y coshz= ere”
2 2
a) Demuestra que senh z = —isen(iz) y cosh z = cos(iz).
b) Encuentra una serie de potencias para senh z y cosh z

c¢) Demuestra que cosh? z —senh®?z =1,V z € C.
d) Encuentra una férmula para senh(z + w) y cosh(z + w).
4. a) Calcula las partes real e imaginaria de sen z y cos z, en términos de cosx, sen z, coshy, senh y.
b) Demuestra que |sen z|? = sen® z + senh?y y |cos z|> = cos® z 4 senh? y.
5. V 6 F (justificar).
a) [senz| <1,VzeC
b) senz € Rsiy sélosi z€R
c) si a € [—1, 1] entonces cos z = a s6lo tiene soluciones reales
d) si a > 1 entonces cos z = a sélo tiene soluciones imaginarias puras.
6. Sea f(z) =e°.
) Calcula e £(2), S f(2) v |£(2)
b) Encuentra todas las soluciones de f(z) = 1.
7. a) Demuestra que si 6y € arg z entonces se tiene la igualdad arg z = 6y + 27Z.
b) Demuestra que arg(zw) = arg(z) + arg(w), pero en general Arg(zw) # Arg(z) + Arg(w)
¢) Demuestra que arg(z") 2 narg(z), pero en general la inclusién es estricta.
8. Si a € R, se define Arg,z = arg(z) N (o — m, o + 7).
a) Demuestra que Arg,z = a + Arg(e "z)
b) Deduce que Arg, es continua en C\ L, donde L, = {re!® : r < 0}.
¢) Deduce que Log,z :=In|z| + iArg,z es holomorfa en C\ L,, y encuentra una relacién con Logz
9. Vo F:
a) Log(i®) = 3Log(i)
b) log(i%) = 3log(i)
c) log(i®) = 3Log(i) + i27Z



10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

a) Determina dénde son holomorfas Log(z — 1) y Log(1 — 2)
b) Demuestra que Log(1l — z) = Log(z — 1) —im, si z € H= {Smz > 0}
¢) Demuestra que Log(1 — z) = Log(z — 1) +im, si z € H. = {Smz < 0}
SifeH(Q)yge H(Q) son distintas de cero y cumplen
f(2)P =9(2)* Vzenn
demuestra que, en cada componente conexa de €21 N s se tiene que, o bien f = g, o bien f = —g.

Determina donde son holomorfas y relaciona entre si las siguientes funciones

fi(z) = V-1, falz) =iV/1- 22, folz) = 21

donde ./ denota la determinacién principal de la raiz.

Sugerencia: Para relacionar entre si, utiliza el ejercicio 11.

Opcionales:

V/F: justifica si para todo w € C se cumple
a) Log(e") =w

b) log(e") = w + 2miZ

c) Log(e") + 2miZ = w + 2miZ

* Encuentra una férmula para arcsinz y determina en qué dominio estd definida y es holomorfa.
Encuentra también una expresién para su derivada.

Si z# 0y w € C se define la potencia multivaluada [z%] := e®1°8>

a) Calcula [i'] y [e7]

b) Demuestra que [2"] = {2"}, n € Z

¢) Demuestra que [2P/9] = {fe% : k=0,...,q— 1}, donde ¢ = [2P/9]p es la potencia principal.

d) Demuestra que Card [2"] < oo si y sélo si w € Q.

* Demuestra las siguientes inclusiones, y comprueba con un ejemplo que en general son estrictas
a) [212] C (2] (22

b) [ 2] C [z

c) wlogz C log[z"]



