Funciones de Variable Compleja

Hoja 5: Series de potencias y propiedades locales de funciones holomorfas

10.
11.

. Calcula los radios de convergencia de las siguientes series de potencias (suponer el pardmetro o > 0)

(a) Z:nZO (27;1)’2” (b) ano %fn (C) ano 20m Z3n (d) Enzo 20m 23"
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Sugerencia: Puedes usar la férmula de Stirling n! ~ (n/e)™v/2mn.

. Determina los puntos z € C donde convergen las siguientes series
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Sugerencia: Para determinar qué ocurre en la frontera puedes usar el Ejercicio 12.

. Calcula las sumas explicitas de las siguientes series

(a) 3oy 2" (b) Y02y n222n (€) S0 n(=1)m (d) et
(€) 2 ,(2m — 1)z (f) o2, Sl

. Desarrolla en serie de potencias en torno al origen, identificando el radio de convergencia
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Sugerencia: puedes derivar, integrar, usar férmulas o fracciones simples, para reducir a series conocidas...

. Considera la serie f(z) = > >0 ED" 3n

n=1 n

(i) Determina para qué valores de z la serie converge, y dénde es holomorfa la funcién f(z)

.. . f(2)
(ii) Calcula la integral fiz—i|:%ez2 d
%e%ﬂ 22
(iii) Encuentra una expresion para f(z), y utilizala para calcular / ) f(z)dz
10z
. Calcula (y determina dénde se alcanzan) maxj,|<; ;—;‘ Yy Mmax| > ﬁ‘

Demuestra el Teorema fundamental del algebra utilizando el Principio del médulo minimo.

. Sea 2 C C dominio y f € H(2) no constante.

(a) Demuestra que u = Rf no tiene méximos ni minimos locales en €2.
(b) Si ademds Q es acotado y f € C(Q), demuestra que mingg u < u(z) < méxgqu, ¥z € .

Sugerencia: aplica el PMM a las funciones ef(*) y ¢=/(2),

. Para f € H(C) definimos M (r) = supy, |, | f(2)|, r > 0. Demuestra que r + M(r) cumple

a) M es creciente, es decir r1 < 1o implica M (r1) < M (r2)

b) si f # cte, entonces M(r) es estrictamente creciente.

Sea f € H(D) tal que f(1/n) = 1/n2 ¥ n > 2. Calcular f(i/2).
V/F: existe f € H(D) tal que f(1/n) = z,, Vn € N cuando

(a) zn =n/(n+1) (b) zo9n =0y 2951 =277 (¢) zon =sen(1/n) y zap—1 = cos(1/n)



12.

13.

Opcionales

* Demostrar que Y oo a, 2" converge en todo z € D\ {1}, en los siguientes casos
(a) Si a, € R con a, \,0

(b) Sia, € Ccon ), |an — an—1| < ooy im0 an = 0.

Ademés, para cada £ > 0, la convergencia es uniforme en z € D\ D.(1).

Sugerencia: Revisa la demostracién del criterio de Dirichlet, que se basa en la férmula de sumacidon por partes:
siS, =s8y+ 81+ ...+ sn, entonces

N N-1
E anSp = ANSN — E (ant1 — @n)Sn.
n=0 n=0

Sean ag > a1 > az... tal que a, \, 0, y sea f(2) = > oo janz"™, z € Ay =D\ {1}.
(a) Demuestra que (1 — 2)f(2) = ag + Yoo g(ant1 — an)z™ ™, 2 € Ay

(b) Demuestra que |1 — z||f(z)| > (1 — |z|)ao, si z € Ay

(d) Demuestra el teorema de Enestrom-Kakeya: si 0 < by < b < ... < by, entonces el polinomio

(¢)* Si ap > a; > 0, demuestra que la desigualdad en (b) es de hecho estricta, V z € A; \ {0}
P(z) =bg + bz +...+byz" tiene todas sus raices en |z| < 1.

Sugerencia: En (c), la desigualdad triangular |21 + 22| < |21| + |22] es estricta, salvo si z; y 22 tienen el mismo
argumento (o uno de ellos es 0); ver Ejercicio 3.ii, Hoja 1. En (d), define f(z) = 2V P(1/z) y usa los apartados
anteriores.



