Variable Compleja, 3° Matematicas

Examen enero 2024

Nombre y DINI: ..

1. Sea f € H(D)NC(D) con f(0) =0y |f(2)] <1,VzeD.
a) demuestra que |f(z)| < |z|, para todo z € D
b) si existe zp € D\ {0} tal que |f(20)| = |20|, demuestra que f(z) = cz para algin |c| = 1
¢) demuestra que a) sigue siendo cierto sin la hipétesis f € C(D)

Sugerencia: aplica el PMM a la funcién g(z) = f(z)/z, adecuadamente extendida a todo D.

En c), aplica lo anterior a la funcién f,(z) = f(rz) y haz r /7 1.

Nota: 1’5 puntos

2. Justifica el siguiente paso de la demostracién del Teorema Homoldgico de Cauchy: dada
f € H(Q), definimos las funciones auxiliares

F(E—f(2) :
— ) S1 f 3& Z
z) = £~z y h(z) = z2)d

donde &,z € Q y I'* C Q. Sabiendo que g € C(Q2 x ), demuestra que h € H(S2).
Observacion: Debes enunciar con sus hipdtesis los resultados que utilices.
Nota: 1 punto
3. Sea Tz = —i jfi y f(z) = Log(Tz).
a) Demuestra que 7' manda 0D en R U {oco}
b) Determina el mayor abierto €2 donde f(z) es holomorfa
c) Calcula la serie de Laurent de f(z) en |z| > 1, dando un valor para ag, a_1 y a_
. ()
d) Calcula las integrales [, f(2)dz y [, _,,, = dz
Observacion: Se valorardn dibujos de las regiones y curvas.

Nota: 3 ptos

4. Utilizando el teorema de los residuos, demuestra

/OO Int 72\/2
d .
0

1+t4 16
Debes justificar adecuadamente los limites de las integrales que aparecen.
Nota: 2 ptos
5. V 6 F (justifica la respuesta):
a) Las series > 25 y > ?—: tienen el mismo radio de convergencia

b) Existe una funcién f € H(D) tal que lim, g f/(f_)l =1

c) Existe f € H(D) no constante con f(==)f (52=)=0,n=1,2,...

2n 2n+1

3 = ¢*~! no tiene soluciones en el disco {|z| < 1}.

d) La ecuacién 3 — z

e) Si feH(C)y f(z) # £1, Vz € C, entonces existe h € H(C) tal que f = cosh.

Nota: 2’5 ptos
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