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Justificacién del titulo

Durante los ultimos 20 afios uno de los temas que me han ocupado ha
sido el estudio de problemas criticos.

El llamado potencial de Hardy (o de Leray-Hardy) es un caso critico.

El potencial de Hardy:

@ Es realmente un amigo porque hemos compartido un buen tiempo
juntos, aportando no pocos resultados.

@ Es también un monstruo porque tiene comportamientos perversos
como veremos.

Este tipo de comportamiento hace que sea en un laboratorio perfecto para
experimentar situaciones criticas en diversos contextos.

La conferencia esta en parte basada en las reflexiones que surgieron al impartir el curso:
Elliptic and Parabolic Problems involving Hardy-Leray Potential, en los cursos de verano de la SMI en Cortona,

Italia, 15-26 de julio de 2013 (14 lecciones). o
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Introduccién

El punto de partida

La desigualdad de Hardy unidimensional.

@ Desigualdad de Hardy discreta.- Sea {an}nen an > 0 entonces para todo
numero real p > 1 se tiene

o0 oo
airt+a+ ...+ an\? P p
;( n ) <(p—l);::la"'

@ Desigualdad de Hardy continua.- Si f es una funcidn integrable f(x) > 0,

entonces,
/OOO (%/0 f(S)dS)p < (ﬁ) /OOO f(s)°ds, (1)

ademds la igualdad solo se tiene si f = 0.

@ G.H. Hardy, Note on a Theorem of Hilbert, Math. Z. 6 (1920), 314-317.
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Introduccién

La desigualdad de Leray

La férmula (1.14) en el articulo seminal de J. Leray,

J. Leray, Sur le mouvement d'un liquide visqueux emplissant I'espace. Acta Math. 63, no. 1 (1934),
193-248,

establece la desigualdad basica en dimensién N = 3, que llamaremos la
Desigualdad de Hardy-Leray.
Sea u una funcién con primeras derivadas u,, € L*(R?), i = 1,2, 3, entonces,

22
/]R3 de < 4/R3 |V ul?dx (2

La prueba de Leray se basa en la férmula de representacién con respecto a
la solucién fundamental de las soluciones de la ecuacién de Stokes
estacionaria.

Todas estas desigualdades son Matematica Pura.

Sin embargo, el potencial de Hardy-Leray aparece por doquier.
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Introduccién

Motivacion del potencial de Hardy-Leray

El potencial de Hardy-Leray aparece, for ejemplo, en:
@ Mecanica Cuantica. Véanse,
@ K.M. Case, Singular potentials, Physical Review 80 (1950) no 1, 797-806

@ N. F. Mott, H.S.W. Massey, Theory of Atomic Collisions, Clarendon Press, Oxford, 1949.

@ C. L. Fefferman, The uncertainty principle. Bull. Amer. Math. Soc. (N.S.) 9, no. 2 (1983),
129-206.

@ E. H. Lieb, H. Yau, The Stability and Instability of Relativistic Matter, Commun. Math. Phys.
118, (1988) 177-213

La desigualdad de Hardy-Leray es una expresion del principio de

incertidumbre en dimension N > 3.

@ Astrofisica: Kelvin, Emden, Fowler, Chandrasekar, Hopf. Véase,
@ S. Chandrasekar, An introduction to the study of stellar structure, Dover Publ. Inc. New York ,

1985.
@ Teoria de la combustion. Véase

@ D.A. Frank-Kamenenetskii, Diffusion and heat transfer in chemical kinetics, Plenum Press, New B
York, 1969. iﬁ,‘
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La desigualdad de Hardy-Leray

La desigualdad de Hardy-Leray.

Se formula la extensién a dimension N > 3 de la desigualdad de
Hardy-Leray.

Teorema. (Desigualdad de Hardy-Leray)

Sea N > 3. Para toda ¢ € C3°(R") se verifica la siguiente desigualdad,

(Nf2)2 ¢*(x)

2 gy X[

2 / V(0L dx. (3)

Por densidad, la desigualdad se extiende a u € D?(R"), La compleccién
de C§°(RM) con respecto a la seminorma

1
llullr2 = (/RN \Vu(x)|2dx) 2
®
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La desigualdad de Hardy-Leray

Una demostracidon elemental debida a Luc Tartar.

La sumabilidad de ambos miembros es evidente. Se considera para \ > 0,
X

0< [ (900) + A Z50(0). V() + A5 0(0) =

x 2(x (4)
[ IVotarax+2x [ (v, 2oy + 32 [ 41D
RN RN ‘X|

NE dx.

RN
Ahora

2\ /R N(V(;S(x),@d)(x))dx: —2\ . B(x)? d|v(

Entonces, (4) se convierte en

S)dx :f,\(/vfz)/]R 00 g

0< /RN{\W(X)Fder( AN —2)) | (‘2)}dx YA > 0.
Dado que la funcién cuadrética f(\) = A2 — A\(N — 2) tiene un minimo en
Ao = # y
f(ho) = —(N 2_ 2)2, se concluye la desigualdad (3). ,ﬁ[,

ot
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La desigualdad de Hardy-Leray

Algunas observaciones.

Observaciones.

Se denota

1
V(X)EW, xeR", N>3.

Entonces, se tiene,
Q Ve M%"’O(RN), espacio de Marcinkiewick.

QVvel’ (RN)si1<p<g.

loc

Llamando

N —2\2
A = ( 2 )
Se probara que,
@ Ay es la constante 6ptima en la desigualdad (3).
@ Ay no se alcanza en el espacio de la energia D"?(R")

Estas propiedades son el motivo del peculiar comportamiento espectral del i-"ﬁ‘}

W

Laplaciano, —A, con el peso V(x). -
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La desigualdad de Hardy-Leray

La teoria clasica de autovalores

Sea el problema de autovalores

—Au = MM(xX)u, enQ
u =0 en 0f),

donde Q C R" es un dominio acotado y f € L?(Q2) con p > ¥ y f(x) > 0.
El cociente de Rellich

/ IVl dx

Jo 0000

Ai(f) = inf
uEW1,2(Q),HuHW1,2(Q):1/f(x)u2dx
Q
se alcanza en una funcién ¢; € W'?(Q), que es una autofuncién para el
autovalor principal A\;(f).
Nétese que \;(f) =constante 6ptima de la desigualdad de Poincaré, al cuadrado.

Hecho diferencial

El potencial de Hardy V € M%’O"(RN). es decir, pertenece a L2 -débil yel | ..
infimo del cociente de Rellich, como se vera, no se alcanza. ﬁ}
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La desigualdad de Hardy-Leray

Ay es la constante éptima y no se alcanza

Se denota
Se prueban:

@ Ap es la constante 6ptima en la desigualdad de Hardy-Leray

@ Ay no se alcanza en D?(R").
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La desigualdad de Hardy-Leray

Ay es la constante éptima y no se alcanza

Sea E C R" un conjunto medible Lebesgue,
u:E—-R

una funcién medible y sea m(E) la medida Lebesgue de E.
Como es habitual se define la funcién de distribucién de v por

[0, 00] : — [0, o]
t: — u(t) = m({x € E|u(x)| > t}).

El reordenamiento decreciente de u se define como la funcién de
distribucion de u, es decir,

u*(s) = m({t > 0u(t) > s})
El reordenamiento simétrico de u, u*, se define por
u*(x) = u (wn|x|V), Vx € RY,

iﬁs
L

donde wy es la medida de la bola unidad en R". =
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La desigualdad de Hardy-Leray

Ay es la constante éptima y no se alcanza

Propiedades del reordenamiento simétrico

© (Hardy-Littlewood)

[ v < [ a* v oax )

@ (F. Riesz)
/RN u(x) /RN v(y)w(x — y)dydx < /RN u* (x) /[RN VK ()W (x — y)dydx
(7)

© (Polya-Szegd) Sea
& : [0,00) — [0, 00)

funcién convexa y creciente con $(0) = 0.
Si u € WP(R") entonces

[, ovuabex= [ o9t o ® |§




La desigualdad de Hardy-Leray

Ay es la constante éptima y no se alcanza

Optimalidad de la constante. Para ¢ > 0, se toma la funcién radial,

An. si 0,1],
Ul(r) = ne 8 relodl 9)
Aner 2 ~¢ si r>1,

donde Ay, = 2/(N — 2 + 2¢). Su derivada es,

0, si relo0,1],
Ul(r) = 10
«(r) { P s> 1 (10)

Por un calculo directo resulta,

2 2
Do [ Bace [, e
RN ‘X| RN\B x|

1
=Afv,ew,\,/ ,N*3dr+Aﬁ,,E /N |VUE(X)|2dx,
0 R

donde wy es la medida de la (N — 1)-dimensional esfera unidad. :ﬁ;
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La desigualdad de Hardy-Leray

Ay es la constante éptima y no se alcanza

Por tanto, dado Ay, < Aw, € > 0, existe U. € D"*(R") tal que

2
Aﬁ,e/ \VUE(X)|2dx§/ Ue(x)
© RN RN |X|2

El argumento de optimalidad para la bola Br(0) se obtiene como sigue:

dx.

@ La constante resulta invariante frente a dilataciones.

@ Sea Bg(0) una bola con radio suficientemente grande. Tomando
como funcién test a v(x) = ¥(x)U(x) donde U es como antes y
1 € C§°(Br) es una funcion corte que es identicamente 1 en Br_; y
con |Vy| < m.
Se ve facilmente que para R > 1 la influencia de 1) en el calculo
anterior es despreciable.

Claramente el mismo argumento se puede hacer en un dominio Q tal que
0 € Q y para el espacio W,?(Q). *ﬁ}
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La desigualdad de Hardy-Leray

Ay es la constante éptima y no se alcanza

An no se alcanza. Usando las propiedades del reordenamiento simétrico,
para toda u € DV*(R"), se tiene:

foirecs 5

/|Vu(x)|2dX2/ |Vu*(x)|2dx.
RN RN

/N [Vu(x)[? /N |V u* (x) [P dx
. 2 > A (11)
[ o [ R,

v |x[? v X2

entonces

Entonces si los minimizantes existen, han de ser radiales.

iﬁs
L
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La desigualdad de Hardy-Leray

Ay es la constante éptima y no se alcanza

La correspondiente equacion de Euler es

’
" U(r) u
d"(N+(N=1D)= 2 4 Ay s =0,

que integrando elementalmente da
— (N2
u(lry=r""2"(a1 + a2 lg(r)), a,a €R.

Nétese que los minimizantes no pertenecen a W.>(R").

En otras palabras Ay, no es un autovalor con datos Dirichtlet en dominios
acotados conteniendo el polo del potencial.

iﬁs
L
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Problemas elipticos lineales
. P Problemas elipticos semilineales
Efectos del potencial de Hardy-Leray en problemas elipticos 'pti o
Problemas elipticos casilineales

Resultados clasicos

Consideremos la solucién de
—Au = f en
u = 0 en 09.
La teoria de Calderén-Zygmund establece la estimacion clave:
Hu||W2>""(Q)§ C||me, sil<m< oo.

(Si m =10 m= oo el resultado en general no es cierto).

En particular, usando la desigualdad de Sobolev se obtiene:
@ SifecLm™(Q), m>Y, entonces u € W,*(Q) N L>(Q);

® Sifel™Q), 2% < m< ¥ entonces uc Wy (Q)N L™ (Q),
m** . Nm ,
- N—-2m’
@Sifel™Q),l<m< /\%Vz entonces u € Wol""* Q), m* = o,
El objetivo es analizar la influencia del término de perturbacién de orden

u e .
cero de la forma /\W en la sumabilidad de las soluciones de los .
X fﬁ‘i

B

problemas elipticos en términos de \.
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Problemas elipticos lineales
Problemas elipticos semilineales

Efectos del potencial de Hardy-Leray en problemas elipticos
Problemas elipticos casilineales

Summabilidad dependiendo de /lambda

Anticipamos que
la regularidad sorprendentemente depende del valor espectral ).
La referencia para esta seccion es
@ L. Boccardo, L. Orsina, I. Peral, A remark on existence and optimal summability of solutions of elliptic
problems involving Hardy potential. Discrete Contin Dyn. Syst. 16, no. 3 (2006), 513-523.

Sean a_(\) y a4 () las raices de o — (N — 2)a + A = 0. Es decir,

a_(\) = N 2 ,/ _2 —,\ ar (X N 2 ,/ - (12)

Tales raices dan las soluciones radiales, ar(A)

w
—Aw - )\— =0.
MM

El problema que se va a estudiar es el problema de Dirichlet para f(x) > 0,

Ny x|~ a la ecuacion,

—Au:/\%—i—f, en Q,0€Q,
x| (13) |
u=0 en 092. }
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Problemas elipticos lineales
. P Problemas elipticos semilineales
Efectos del potencial de Hardy-Leray en problemas elipticos : P o
Problemas elipticos casilineales

Curva critica de )\

A
A
A
" A(m)
i N m (integrabilidad)
N2 2

Bajo la curva A = \(m) el potencial de Hardy no modifica la sumabilidad

dada por la teoria de Calderén-Zygmund.
Sobre la curva el potencial influye y no se verifica la integrabilidad de la

teoria de Calderén-Zygmund. fﬁ“
’}
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Problemas elipticos lineales
Problemas elipticos semilineales

Efectos del potencial de Hardy-Leray en problemas elipticos P o
Problemas elipticos casilineales

Summabilidad dependiendo de A\: m > %

Primer resultado.

Si f € L™(Q), m> Y%, incluso si f € L™, entonces u € L'(Q) la solucién
débil de (13), no es acotada.

En efecto, por el principio del maximo se tiene u > 0 y entonces, ademas,

—Au > 0.

Por tanto, por la desigualdad de Harnack, existe > 0 tal que,
u>nen B(0) C Q.
Por el principio de comparacién débil u > v in B,(0), donde v es la
solucién al problema
~Av = )\# en B,(0),
v=0 en 0B(0).

que elementalmente se prueba que no es acotada.
Es decir, ocurre lo contrario que en el caso A\ =0 {

I. Peral Monstruo y amigo
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Problemas elipticos lineales
Problemas elipticos semilineales

Efectos del potencial de Hardy-Leray en problemas elipticos P o
Problemas elipticos casilineales

Summabilidad dependiendo de \: m =1

Segundo resultado.
El hecho de ser el problema lineal y teniendo en cuenta el resultado
previo, permite probar por dualidad que

en general el problema (13), no tiene solucién para f € L'(Q).

Dada f € LY(Q) u € L}(Q) verificando que # € L}(Q), se dice que es una

solucién débil de la ecuacion

u
“Au—A— =f
T
si y solo si
/ u <—A¢ - )\% - f(b) dx =0, para toda ¢ € C5° ().
Q

Se dice que el problema estd bien propuesto en L'(Q) si existe C > 0 tal
que

llulls < C||f|]1, para toda f € L}(Q).

iﬁs
L
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Problemas elipticos lineales
Problemas elipticos semilineales

Efectos del potencial de Hardy-Leray en problemas elipticos P o
Problemas elipticos casilineales

Summabilidad dependiendo de /lambda: m =1

Proposicién.

El problema (13) no esta bien propuesto en L'(Q).

Si, por contradiccién, para cada f € L'(Q) existe u € L'(Q), solucién débil
del problema (13) para g € L°(Q) sea 1) € W,*(Q) la solucién de

NV

/ﬁ/}dx = ‘/gudx
Q Q

Pero entonces, tomando el infimo en f € L*(Q), ||f||1 < 1, se obtiene que

[|9]loo < Cllglloo 5 ,

que es falso en general, como se probé previamente. =

I. Peral Monstruo y amigo

Entonces

< llgllocllulls < Cllglloo [l -




Problemas elipticos lineales
Problemas elipticos semilineales

Efectos del potencial de Hardy-Leray en problemas elipticos : P o
Problemas elipticos casilineales

Summabilidad dependiendo de /lambda: 1 < m < %

Se considera N2> N
0<)\<(T_>:/\N, yfeL’",1<m<§.
Las funciones de truncamiento clasicas son:

Ti(©) G(0)

- - - - —[x
Py [ ——
Q
=~
Q

[

Se tiene que o = Gi(o) + Tk(o)
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Problemas elipticos lineales
Problemas elipticos semilineales

Efectos del potencial de Hardy-Leray en problemas elipticos P o
Problemas elipticos casilineales

Summabilidad dependiendo de /lambda: 1 < m < %

De acuerdo con la sumabilidad del dato se obtendra el valor critico de
A(m).
Se consideran los dos casos naturales:

@ Sumabilidad de soluciones de energia finita, es decir, si

2N N
< < —
Nt2="=7
- . - L 2N
@ Sumabilidad de soluciones débiles, es decir, si 1 < m < N12
Para obtener estimaciones se consideran los problemas de Dirichlet

aproximados,
un € WHA(Q) 1 —Au, = )\% +f,, donde f,(x) = TA(f(x)). (14)

x>+ 4

Recordatorio

Si 1 < p < N el conjugado de Sobolev, p*, de p, es

— NP a ok Np 1 N i
® p" = g5 Por tanto, p* = go (sip<3) ﬁ’;
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Problemas elipticos lineales
Problemas elipticos semilineales

Efectos del potencial de Hardy-Leray en problemas elipticos P o
Problemas elipticos casilineales

Summabilidad soluciones de energia: N+2 <m<¥l

Teorema

Seafel™, ﬁf2§m<f y

N(m —1)(N — 2m) (15)

A<

entonces la solucién de energia u de (13) pertenece a L™ (1),
Nm

“N_2m

0k

IDEA DE LA DEMOSTRACION.
Para cada n € N, u, solucién al problema aproximado (14) verifica

€ L>(Q).
N -2
%. Como m > % se tiene que v > 2.
Como funcién test ( no lineal) en (14) se toma |u,|" " 2uj. ’:ﬁl‘
4 13
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Problemas elipticos lineales
. P Problemas elipticos semilineales
Efectos del potencial de Hardy-Leray en problemas elipticos 'pti o
Problemas elipticos casilineales

Summabilidad soluciones de energia: N+2 <m<¥l

Entonces,

2 1
4(~v —1 5 Nk o\ ™
(’72 )/|V|un|¥|2§)\/ un] Il (/|un|(” 1) ) 7
0l Q Q |x| Q

y por tanto, por la desigualdad de Hardy,

1
7

4(v—-1) . 2 2 22 (y=1)m" \ ™
[ = A(N72)}LJVWA4 summm(énm

Nétese que para obtener una estimacion a priori ha de ser

02052 o

es decir,

(v = (N —2)2 > A2
que es justamente la restriccion (15)
N(m —1)(N —2m)

m? ’ £
4

A<

B oyt

y que la justifica.
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Problemas elipticos lineales
Problemas elipticos semilineales

Efectos del potencial de Hardy-Leray en problemas elipticos P o
Problemas elipticos casilineales

Summabilidad soluciones de energia: N+2 <m<¥l

2
Por calculo aritmético, la definicién de  da 72 =(y—1)m' =m**

Sea S la mejor constante de la inclusion de Sobolev. Resulta

1

S e VAL )7 " < ol

por tanto,

S\2

() [Mm) = A llullmee < ol (17)
N

Tomando limites cuando n — oo se obtiene el resultado pues u, converge

a la solucién u de (13).

iﬁs
L

ot
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Problemas elipticos lineales
Problemas elipticos semilineales

Efectos del potencial de Hardy-Leray en problemas elipticos Sirafiilemes dpies coallines s

Summabilidad soluciones de energia: N+2 <m<¥l

Optimalidad de (15)

Se considera el problema (13) en Q = B;(0) y siendo f(x) = ﬁ, con
V= % En coordenadas radiales,
_ () — (Nr Dy(r )-A@:%, u(1)=0, 0<A<Ay. (18)

Por integracién elemental la solucién de (18), u € W,*(Q) es

u(r) = 1 [rt — P77
C-v1-v)+(N-1)2—-v)+A
y como v = —, los coeficientes son,

! B 1
C-v)1-v)+(IN-D)2-v)+X  2-YHa-HrN-1)2- )+ X
Como A > N(m_l);#
sumabilidad de v es la sumabilidad de r®+ y r** que no pertenecen a e

I. Peral Monstruo y amigo
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Problemas elipticos lineales
Problemas elipticos semilineales

Efectos del potencial de Hardy-Leray en problemas elipticos P o
Problemas elipticos casilineales

Summabilidad de soluciones débiles: 1 < m <

N+2

Teorema.

En la ecuacién (13) se supone f € L™, 1 < m < N+2, y

N(m = 1)(N —2m)

m?

entonces la solucién débil de (13), u, verifica que u € Wol”"* ().

Idea de la demostracion.
Como en el caso anterior sea u, la solucion a (14).
Para ¢ > 0 se considera la funcién test para (14)

ve = [(e+ [ua) ™" = € sgn(un),
(N—=2)m

donde v = N _om "

@
-4
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Problemas elipticos lineales
. P Problemas elipticos semilineales
Efectos del potencial de Hardy-Leray en problemas elipticos 'pti o
Problemas elipticos casilineales

Summabilidad de soluciones débiles: 1 < m <

N +2
Se obtiene

S L e At
< f (e )d+A/|\2 (nve = e+ un)F = €F )

/ favedx .
Q

Por las desigualdades de Hardy y Sobolev se obtiene,

2[4(y —1) _ A e *

S[ 721 /\N]( (e + |unl) 2dx)

<3 [ m (1l T = 73— (e 4l — 3P Yo+ [ v
Fijo n y tomando limite para ¢ — 0 resulta,

32[4(77_ /|u|72dx 22*<||f\|m /\uwl "3.
72 An iﬁ}

ot
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Problemas elipticos lineales
Problemas elipticos semilineales

Efectos del potencial de Hardy-Leray en problemas elipticos P o
Problemas elipticos casilineales

Summabilidad de soluciones débiles: 1 < m < /\/+2

Asi se tiene,

(Z25) (M= D=2 e < il

Es decir, se obtiene la siguiente estimacion a priori:

(55) [7m) = Al < e .

Se prueba a continuacién que {u,} es acotada en Wol’"'* (Q).
Fijo ¢ = R en la funcién test y usando (19), se tiene,

|V un|? _
/W <CA,mN,,S;R)=M.
2 2
2—m*

Usando la desigualdad de Hélder con exponentes - y 5——,
L 2
’ /(R+‘un 2 m* A
O H

m* V™
/ |Vun| < / %(R+|Un
e 2 (R+|ual) 2 0
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Problemas elipticos lineales
Problemas elipticos semilineales

Efectos del potencial de Hardy-Leray en problemas elipticos P o
Problemas elipticos casilineales

Summabilidad de soluciones débiles: 1 < m < /3_/+V2

(2=y)m*

Entonces como -7 = m™*, se deduce que
2—m

2—m*

[ 1wl <M ([ (R+l)™)

que implica la acotacién de la sucesién {u,} en Wol”"* ().
Como m > 1, la reflixividad del espacio implica que existe u € Wol"" ()
tal que para alguna subsucesién,

u, — u, debilmente en Wol’m*(QL en casi todo pundo, y

Unp

u 1
E — FE fuertemente en L' (Q).

Por tanto tomando limites en (14) se prueba que v es una solucién
distribucional de (13).
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Problemas elipticos semilineales

Efectos del potencial de Hardy-Leray en problemas elipticos P o
Problemas elipticos casilineales

Resultados éptimos para problemas elipticos semilineales

Los resultados en este caso aparecen en el articulo

@ H. Brezis, L. Dupaigne, A. Tesei, On a semilinear elliptic equation with inverse-square potential. Selecta
Math. (N.S.) 11, no. 1 (2005), 1-7.

Potencia 6ptima. Sea la ecuacién,

Au
fAu:W+uP, u>0. (20)

Se calculan soluciones radiales positivas, es decir, soluciones positivas a la
ecuacion diferencial ordinaria

—u' = 7(,\/ r_ 1) u - )\r—u2 =uP (21)

donde 0 < A < Ap.

Por razones de homogeneidad se buscan soluciones de la forma,

eass

#(r) = Ar ", donde A, 3> 0. U}

e
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Resultados éptimos para problemas elipticos semilineales

En orden a tener una solucion de la forma anterior, se ha de verificar la

identidad,
A,ﬁ(B+2)(_ B(B+1)+(N—-1)8— )\) _ AP,.*PB’
es decir, )
B+2)= & B=—. 22
(5+2) = ps oo (22)
Y para que A > 0, debe ser,
B—(N=2)B+X1<0
que es equivalente a
a-(A) < B < ar(N) (23)
donde a4 (\) se han definido previamente en (12).
Entonces, dado que se cumple (22),
2 2
—(AN) =14 ——= < A)=1+——. 24
p—(X) +a_(>\)_p<p+() Ay (24)
Es decir, es posible hallar una solucién radial positiva para (20) con {\ﬁ,

ot

X € (0,An) fijo, si p verifica (24).
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Resultados éptimos para problemas elipticos semilineales

Observaciones

0 2" —1= % cuando A — \y
p —
i (9] cuando A — 0,

2 —1= % cuando A — \y,
p-(A)— 19 W

= cuando A — 0.

Ademas p; es decreciente y p_ es creciente, en particular,

p_<2*—1:%<p+si0<)\</\/v. (25)
1+ —2 —p (A <p<piN)=1+—2— (26)
a+()\) = P- P P+ - Oé_()\)

iﬁ }
et
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p+(X)

p—(A)
A Aw

Graficas de los exponentes criticos en funcién de ).

{ﬁf

ot
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Efectos del potencial de Hardy-Leray en problemas elipticos

Resultados éptimos para problemas elipticos semilineales

Observaciones

@ Se observa la continuidad con respecto al caso semilineal con \ = 0.

@ El efecto del potencial de Hardy para A\ € (0, Ay) es que se encuentra
un intervalo acotados de potencias p para las que se hallan
soluciones radiales positivas.

Integrabilidad local de ¢(r)
Como ($+2 < ay +2 < N, se tiene,
0 ¢(|x]) € Lioc(RY),

¢(1x]) N
° |X|2 € L}OC(R )

® ¢P(|x]) € Lic(R").

CONJETURA.- pi() es la barrera para obtener soluciones débiles del problema
de Dirichlet para la equacién (20) in dominios acotados Q C RN tales que ;:ﬁ";
0eq. =
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Resultados éptimos para problemas elipticos semilineales

Condicién suficiente: Existencia

Consideraremos la ecuacion,

A
—Au:ﬁ+up+f(x), u>0enQCR (27)
X
Suponemos Q dominio acotado, f € L},.(Q), f >0 en Q.
El concepto de solucién débil es el natural para dar sentido a la ecuacién
en sentido distribucional, es decir:

u€ L (), u>0 tal que # € Li(Q) y u € L} _(Q) es una super-solution

débil (sub-solution débil) siV¢ € C5°(2), ¢ > 0, se tiene

u
/ﬂ(—Ang)udx > (S)/Q up+>\W + )¢ dx.

Si u subsolucién y supersolucion débil, se dice que u es una solucién débil. {cﬁg
2
A

ot
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De acuerdo con (25) y (26) se clasifican los resultados de existencia en
tres casos:

N+2

0 <\ <Ay, .

(1) <Aw p <
N+ 2
<\ = ==,
Qo< A=An,p<p N_>

Q@ O0<A<Ayp<p’.
Caso 1. El funcional

J _ _ p+1

esta bien definido en el espacio de Sobolev W1 () y sus puntos criticos
son soluciones de energia finita del Problema de Dirichet.
@ Si 0 < p <1, la geometria del funcional y el teorema de Rellich
implican la existencia de un minimo diferente de cero.
@ Sil<p< N+2 , J\ tiene la geometria del paso de montafia. El
Teorema de Ambrosettl Rabinowitz y el Teorema de Rellich implican
que existe un punto critico de J\ para el nivel que da el minimax del ,W‘,
paso de la montana.
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Caso 2. 0 < A=An, p< p’ = % Usando las desigualdades de Hardy con

resto, resulta que
lulfe = [ (196 =225 o

es una norma hilbertiana en C;°(Q).
Definiendo el espacio de Hilbert #(Q2), compleccién de C§°(£2) con tal
norma, se tiene la inclusion compacta
H(Q) — L(Q), for all g < 2".
Entonces se pueden obtener puntos criticos del funcional Jy(u) en H(Q).

2N
En general si N_32~ p por la identidad de Pohozaev no existe solucién

de energia finita distinta de la trivial. En efecto, se tiene

2
N/ Lup+1dx (V= 2)/ uPdx = 1 9u (x,v)do
aptl1 oa OV
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Caso 3.-0< A< Ay, p<pt
El problema a estudiar ahora es,

Au

—Au = +uP +tf,in Q
|x[?
u>0, in Q (28)
u=0, on 012

donde QCRY, N>3talque 0 €, 0< A< Ay, t >0y FfelL®Q),f20.

Teorema

En las hipétesis anteriores si 0 < p < p;()), existe t; > 0 tal que si
to > t > 0 entonces el problema (28) tiene una solucién distribucional.

| \

Nota.

Excluida la solucidn trivial y estando en general fuera del marco
variacional, el método de demostracién que se usa es el de Satinger, -
aprovechando la existencia de supersoluciones radiales. ﬁ}

I. Peral Monstruo y amigo

v




Problemas elipticos lineales
Problemas elipticos semilineales
Problemas elipticos casilineales

Efectos del potencial de Hardy-Leray en problemas elipticos
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Para probar la optimalidad se tienen:

Teorema

En las mismas hipétesis del Teorema anterior el conjunto
Z = {t > 0] el problema (28) tiene solucién},
es un intervalo acotado.

Teorema

Sea 0 < A< Ay yp>p"(\). Supongamos que u € LP(Bg(0) \ {0}), u>0
satisface

—Au— ﬁu > P, en D'(Bx(0) \ {0}).

entonces u = 0.

Ademas la no existencia es el sentido mas fuerte posible.

Teorema

Supongamos que 0 < A < Ay, p > 1y t > 0. Si el problema (28) no tiene ﬁ
solucién débil, entonces hay blow-up completo. e/
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Se considera el problema de Dirichlet,
u
|x[?
donde Q2 es un dominio acotado tal que 0 € 2, A\, c >0y f >0, con

alguna condicién extra de integrabilidad.
Los resultados que se presentan son parte del articulo,

—Au=|VuP+A— +cf,xeQcR", N>3,ue W,?(Q) (29)

@ B. Abdellaoui, I. Peral, The equation —Au — )\ﬁ = |VulP + cf(x): the optimal power. Ann. Sc.
x
Norm. Super. Pisa Cl. Sci. (5) 6, no. 1 (2007), 159-183.
Este tipo de ecuaciones aparece en varios contextos. Por ejemplo,
@ Sip=2,y A=0, el problema (29) es la parte estacionaria del
modelo de crecimiento de Kardar-Parisi-Zhang y de algumos modelos

de propagacion de llamas.

@ La ecuacién (29) puede verse como la ecuacién de Hamilton-Jacobi

\Vu\"+/\i+cf=0
Ix|?

con el término de viscosidad que introduce el Laplaciano.
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EXPONENTE CRiTICO. Como en el caso semilineal se buscan soluciones
radiales del problema en todo el espacio.

Buscamos soluciones positivas de la forma u(x) = A|x|~?; por calculo
directo

p=2=0 e AT -pN-5-2-X ()

el segundo término es positivo si y solo si
a_(A) < B < a;(A) donde a4)(A) estan definidas por (12).
Como se verifica (30), entonces a_(\) < 8 < a4(\) es equivalente a

_2+ar(n) 24+ a_(N)

q-(A) = )+l P a1 q+(A). (31)

Luego el candidato a exponente critico es g ()\).
La demostracién que g () es critico, requiere sutiles argumentos de :ﬁg‘
comparacidn, estimaciones a priori y resultados de compacidad. s
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El resultado principal de no existencia es el siguiente.

Teorema.

Sea f > 0. Sea g+ ()\) = izji;. donde a_()\) definida en (12). Si

p > q+()), entonces la equacion (29) no tiene supersoluciones
distribucionales positivas . Si f = 0, la unica super-solucién débil es u = 0.

Idea de la demostracién en el caso p > g4()). Se argumenta por
contradiccidn: Si la ecuacién (29) tiene una supersolucién débil u, entonces

—Au— X >o0.

[x[2
Por comparacion existe C tal que
u(x) > Clx|*-™ si x € B,(0) c RV
Sea ¢ € C§°(B:(0)), y consideremos como funcién test \¢|", en (29). Por
las desigualdades de Holder y Young y la estimacion inferior de v,
o’ p’ ,
C2/\/ %dxg cl)\/ ulof dxg/ Vol dx
B,(0) [X[>Te- g0 [l (0) ,

Como p > q.()\), se obtiene 2+ a_()\) > p'. @
Contradiccién con la desigualdad de Hardy en W, (B,(0)). -
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El' caso p = q+()\) es especialmente tecnico y dificil.
Se obtiene también el siguiente resultado de blow-up completo.

Teorema

Sea p > g;(\). Si u, € W,"?(Q) es una solucién del problema

—Au, = |Vua|® + Aan(x)u, + af en Q,
up > 0Oen Q,
u, = 0en 09,

con >0, f#0y a,(x) = \x\?% entonces u,(x) — oo, para todo x; € Q.

La suficiencia del exponente ¢.()\) resulta del siguiente resultado.

Teorema

Sea 1 < p < g+(\) donde como antes, g.(\) = ﬁzi:g\‘; Existe ¢ tal que
sic<aqyf(x)< ﬁ entonces existe u solucién débil del problema
—Au = |Vu\p—|—)\i +cfenQ,
xP 5
w = 0en 09, e
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Problemas parabdlicos

Comportamiento de los problemas parabdlicos

@ Un trabajo pionero estudiando la influencia del potencial de Hardy en
la ecuacion del calor, es el siguiente:

@ P. Baras, J.A. Goldstein, The heat equation with a singular potential. Trans. Amer. Math. Soc.
284 (1984), no. 1, 121-139.
@ La extensién a problemas parabolicos lineales de la integrabilidad
dptima es obtenida en el articulo,

@ M.M. Porzio, A. Primo, Summability and existence results for quasilinear parabolic equations

with Hardy potential term. NoDEA Nonlinear Differential Equations Appl. 20 (2013), no. 1,
65-100

Para los problemas parabdlicos no lineales se tienen los mismos
exponentes criticos que en el caso eliptico, es decir,

@ En el caso semilineal p.(\) =1+

@ En el caso casilineal g (\) = fi%i;
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Comportamiento de los problemas parabdlicos

Las referencias para los problemas

U — Au = A|XL2 Tt P+ f (Semilineal),
u—Au = )\W +|Vul?+f (Casilineal,)

son respectivamente los articulos,

@ B. Abdellaoui-I. Peral-A. Primo, Influence of the Hardy potential in a semilinear heat equation,
Proceedings of the Royal Society of Edinburgh, Section A Mathematics, Volume 139, (2009), 5, 897-926.

@ B. Abdellaoui-l. Peral-A. Primo, Optimal results for parabolic problems arising in some physical models

with natural growth in the gradient respect to a Hardy potential, Advances in Mathematics, 225 (2010)
2967-3021.

Las demostraciones son mas complicadas, especialmente en el caso
casilineal.

En los articulos anteriores, ademas, se analiza como el potencial de Hardy
modifica el llamado exponente de Fujita en el problema semilineal en RV (y {%

como hace aparecer un tal exponente de Fujita en el caso casilineal). O

I. Peral Monstruo y amigo



Problemas parabdlicos

Otros resultados

Problemas con difusion no lineal. Como modelo de difusion no lineal se ha
tomado el llamado p-Laplaciano, es decir,

Apu =div(|VulP72Vu), 1<p<N.
Se ha estudiado la ecuacidn,

uP~?
u— Dpu=A——+1
: |x[P
y la correspondiente estacionaria. Las referencias iniciales en este contexto

son

@ J. GARCIA AZORERO, 1. PERAL, Hardy Inequalities and some Critical Elliptic and Parabolic problems Jou.
Diff. Equations, 144 (1998), no 2, pg 441-476.

@ J.A. AGUILAR, 1. PERAL, Global behaviour of the Cauchy Problem for some Critical Nonlinear Parabolic
Equations, SIAM Journal in Mathematical Analysis, 31 (2000), no. 6, 1270-1294.

Después hay cientos de referencias en este tema.
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Otros resultados

Algunos problemas no locales. Se ha estudiado el caso del potencial de
Hardy fraccionario, asociado (por homogeneidad) al Laplaciano
fraccionario:

Definicién 1. (Multiplicador)

Si uc S(RV) y s €(0,1) el Laplaciano fraccionario de u se define por
(—A)Yu=F (g Fu), € €RY,

donde F es la transformada de Fourier clasica.

Una definicién equivalente es la siguiente.

Definicién 2. (Nicleo)
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Otros resultados

Desigualdad de Hardy no local

Para toda v € C5°(R") se verifica

2
Aws / L / €2 72 () e,
rY |X[% RN

r2( NXZS )

r(Ag%)

con

AN,s = 225

An,s es 6ptima y no se alcanza.

De forma equivalente,

2 2
u < s u(x) —u(y)” s
/\/\l,s/Q |x|25 // |x s dxdy, u € Hy ().

@
-4
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Otros resultados

La mejor costante fue obtenida por,

@ I. W. HERBST, Spectral theory of the operator (p2 + mz)l/2 — Zez/r, Commun. Math. Phys. 53

(1977), 285-294.

Puede verse también,

@ ‘W. BECKNER, Pitt's inequality and the uncertainty principle, Proceedings of the American Mathematical
Society, 123, (1995) no. 6, 1897-1905.

@ E. H. LIEB Sharp constants in the Hardy-Littlewood-Sobolev and related inequalities, Annals of
Mathematics, 118 (1983), 349-374.

@ D. YAFAEV, Sharp constants in the Hardy-Rellich inequalities, J. Funct. Anal. 168 (1999) no. 1, 121-144.

La desigualdad de Hardy no local esta motivada, por ejemplo, por el
estudio de la estabilidad de la materia relativista obtenida en un contexto

muy general en el magnifico articulo,

R. Frank, E. H. LIEB, R. SEIRINGER, Hardy-Lieb-Thirring inequalities for fractional Schrédinger
operators, Journal of the American Mathematical Society (2008), Vol. 20, No. 4, 925-950.
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Otros resultados

Referencias para el analisis de la influencia del potencial de Hardy en
problemas para el laplaciano fraccionario o la ecuacién del calor
fraccionaria son las siguientes:

@ B. BARRIOS, M. MEDINA, I. PERAL, Some remarks on the solvability of non local elliptic problems with

the Hardy potential. Commun. Contemp. Math. 16 (2014), no. 4, 1350046, 29 pp. DOI:
10.1142/5S0219199713500466

@ B. ABDELLAOUI, M. MEDINA, I. PERAL, A. PRIMO, Optimal results for the fractional heat equation
involving the Hardy potential, submitted, preprint arXiv:1412.8159.

@ B. ABDELLAOUI, M. MEDINA, I. PERAL, A. PRIMO, The effect of the Hardy potential in some
Calderén-Zygmund properties for the fractional Laplacian, submitted preprint arXiv:1510.08604.
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