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Capitulo 1

Preliminares

1.1. El cuerpo de los nimeros complejos

El cuerpo R de los ntimeros reales tiene el inconveniente de no ser algebraicamente
cerrado; hay polinomios de coeficientes reales, de grado > 1, que no tienen ceros. El
ejemplo més simple es 22 + 1. El dlgebra y el andlisis en el campo complejo arrancan con
la busqueda de un cuerpo algebraicamente cerrado que contenga a R como subcuerpo.

Se supone conocida la construccion usual del cuerpo C de los nimeros complejos a
partir de los pares ordenados de ntimeros reales: Se definen la suma y el producto segin
las reglas:

(a,b) + (¢,d) = (a + ¢, b+ d); (a,b) - (c,d) = (ac — bd, ad + bc);

Cuando el par ordenado de niimeros reales (a,b) se considera como elemento del cuerpo
C se expresa en la forma habitual a + bi donde i := (0, 1).

Aunque el objetivo inicial de esta construcciéon es el de ampliar el cuerpo de los niime-
ros reales a un cuerpo con un elemento i que verifique i? + 1 = 0, es sorprendente que se
consigue mucho mas: C resulta algebraicamente cerrado en virtud del teorema fundamen-
tal del algebra, del cual se darédn distintas pruebas a lo largo del curso.

El cuerpo de los nimeros complejos C queda caracterizado, salvo isomorfismos, como
el minimo cuerpo algebraicamente cerrado, que contiene a R como subcuerpo. (Si K es
un cuerpo algebraicamente cerrado que contiene a R como subcuerpo, debe existir j € IC
con j2+1 =0, y el subcuerpo de K engendrado por RU {j} se identifica con C mediante
el isomorfismo natural a 4+ bj — a + bi).

Aunque se gana mucho al pasar del cuerpo real al cuerpo complejo, también se pierde
bastante: Se pierde el orden. Es importante resaltar que la estructura de cuerpo ordenado
que tenia R no se puede extender a C: Es imposible definir en C una relacién de orden
que sea compatible con las operaciones de cuerpo (pues si a es un elemento no nulo de un
cuerpo ordenado se cumple a® > 0 > —1).

Convenios de notacion. En lo que sigue se reservan las letras z,w para designar ele-
mentos genéricos del cuerpo C y las letras x,y, (resp u,v) para designar la parte real e
imaginaria de z = = + iy (resp. w = u + ).

r=Rez; y=1Imz; u = Rew; v =Imuw;
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Cada nimero complejo se puede representar mediante un punto del plano euclideo, y en
las cuestiones donde no interviene la estructura de cuerpo se identifica C con el espacio
euclideo R? en la forma natural

z+iy < (z,y)

Ahora el eje de abscisas {z € C: Imz = 0} y el eje de ordenadas {z € C: Rez = 0}
reciben el nombre de eje real y eje imaginario respectivamente. El eje real se supone
identificado con la recta real R.

Como C no es un cuerpo ordenado, relaciones tales como z < w no tienen sentido para
nimeros complejos arbitrarios z,w € C. No obstante, a la hora de describir subconjuntos
de C, es cémodo adoptar el siguiente convenio: z < w (resp. z < w) significa que z y w
estan en el eje real y que, considerados como niimeros reales, cumplen la correspondiente
desigualdad. Se hacen convenios analogos para z > w y z > w. Asi el semieje real positivo
(resp. negativo) se describe en la forma:

Rt ={ze€C:2z>0}; (resp. RT={z € C:z<0}).

Conjugado, valor absoluto. El conjugado del nimero complejo z = x+1iy es Z = x —1y.
Las siguientes propiedades son inmediatas:

) z+w=2z+w;, zZwu=zZw, z/w=7%z/wsiw#0:
i) 1/2=7/|z]*si 2 #0

De estas propiedades se sigue que si a, b, ¢, - - - son numeros complejos y w = R(a, b, ¢, - ),
donde R es una expresién racional, entonces @ = R(@, b, ¢, - - - ). Una consecuencia directa
de esta observacion es lo siguiente: Si p(z) es un polinomio con coeficientes reales en la
variable compleja z, y zy es un cero de p, entonces su conjugado Z, también lo es.

El maédulo, o valor absoluto, del nimero complejo z = x + iy es el niimero real

|z| = V2Z = /2% + y?

que coincide con la norma euclidea del correspondiente vector (z,y) € R?. Ademés de las
propiedades caracteristicas de la norma euclidea:

i) |z] > 0 para todo z € C, y |z| =0 si, y s6lo si z = 0;

ii) |z +w| < |z| + |w] ; (desigualdad triangular)
el valor absoluto de los nimeros complejos se comporta respecto al producto de la misma
forma que el valor absoluto de los ntimeros reales:

iii) [zw| = |z]|w].
Asociado al valor absoluto queda definida la distancia d(z,w) = |z — w| que corresponde
a la distancia euclidea de R?.

Argumento. De momento, hasta que no se haya introducido formalmente la funcién
exponencial compleja, manejaremos la expresion e como una abreviatura del nimero
complejo cosf +isenf. Siz#0 y e? =z/|z| se dice que § es un argumento de z.
Se denotard por argz el conjunto de los argumentos de z.
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Cada z € C\ {0} se puede escribir en la llamada forma médulo argumental: z = ret,
donde 7 = |z|, § € argz. Es facil ver que /@9 = ei®e? de donde se sigue que para
dos ntmeros complejos dados en forma médulo argumental z, = 7€'
producto z = 212, se escribe cémodamente en esta forma z = re ya que su médulo r
es el producto de los modulos r = ri75, y uno de sus argumentos 6 se obtiene sumando
argumentos de los factores § = 0; + 0. En particular,(e?)" = ¢’  y resulta la clsica
formula de De Moivre

, 79 = r9e'?? su

(cos@ + isen )" = cosnb + isennd

que resulta muy util para expresar cosnf, y sennfl en términos de senf y cos 6.

Por otra parte, para un nimero complejo fijo a = pe'®, la aplicacién z — az se puede
interpretar geométricamente como la transformacion del plano obtenida componiendo un
giro de amplitud « alrededor del origen con una homotecia de razén p respecto al origen:

¥ — peiaz — peiareiG _ prei(oﬂr@)
El argumento principal de z, denotado Arg z, es el unico argumento de z que verifica
—m < Arg z < m, de modo que

argz = {Argz +2mm :m € Z}

Es claro que para un ntmero complejo z = x + iy del semiplano {z € C : Rez > 0} se
puede calcular su argumento principal mediante la férmula

Arg(x + 1y) = Arctg(y/x)

donde Arctg : R — (—m/2,7/2) es la rama principal de la funcién multivaluada arc tg.
Es facil obtener una férmula para el argumento principal de un nimero complejo
z=1x+1y en el abierto & = C\ {x e R: 2 < 0} ([[7] ejerc. 1.4)

Arg(z +iy) = 2Arctg$
T+ /2?4 y?

Si consideramos Arg como funcién de dos variables reales (z,y) la férmula anterior nos
garantiza que su restriccién a Q; = R?\ {(z,0) : z < 0} es de clase C™.

Raices. Dado un nimero complejo z € C, si n € N la ecuaciéon w"” = z tiene siempre
solucion. Cuando z # 0 la ecuacién tiene exactamente n soluciones distintas, que se llaman
raices n-ésimas de z. Si o = Arg z, se calculan facilmente mediante la formula

21k 2k
wk:|z|1/n<cosu+isenu), F=01.2 . n—1
n n

Geométricamente las n raices wg,ws, - w,_1 son los vértices de un poligono regular
inscrito en la circunferencia de centro el origen y radio |z|*/™. Mientras no se indique
otra cosa el simbolo {/z designara el conjunto finito de las raices n-ésimas de z. Ninguna
tiene preferencia, y cuando sea preciso seleccionar una se debera indicar explicitamente
su argumento.
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1.2. Topologia en el plano complejo

Después de identificar C con R?, el valor absoluto | | con la norma euclidea || ||, y la
distancia d(z, w) = |z—w| con la distancia euclidea ds(z,w) = ||z — w||,, quedan definidas
en el plano complejo todas las nociones geométricas y topoldgicas habituales del espacio
euclideo (R?%,|| ||,). Asi por ejemplo, dados a,b € C, el segmento orientado de origen a y
extremo b es: [a,b] = {(1 —t)a+1tb:0 <t < 1}. En el espacio métrico (C,d) a las bolas
se les acostumbra a llamar discos, y se usan las notaciones

D(a,r)={z:]z—a|l <r}; D*(a,r)={2:0< |z —a| <r};

para el disco abierto y el disco abierto perforado de centro a € C y radio r > 0.

Frecuentemente se reservard la letra D para designar el disco unidad abierto D =
D(0,1), y la letra T para la circunferencia unidad T = {z € C : |z| = 1}. Generalmente,
en lo que sigue {2 denotard un subconjunto abierto de (C, d).

Como es habitual M’ denota el conjunto de los puntos de acumulacion de M C C
(a € M’ si D*(a,7) N M # ) para todo r > 0). Si M C Qy M NQ = se dice que M es
discreto en Q. Esto significa que para cada a € M existe r > 0 tal que D(a, )N M = {a}.

En lo que sigue se suponen conocidas las nociones y los resultados béasicos de topologia,
en el ambito de los espacios métricos. Los recursos basicos requeridos para el curso son
los referentes a conexién y compacidad que, en el contexto del espacio métrico (C,d), se
resumen a continuacion:

- Un abierto 2 C C se dice que es conexo cuando es imposible descomponerlo como
unién Q = AU B de dos abiertos A, B C C no vacios y disjuntos. En ese caso se suele
decir que €2 es un dominio o region.

- Un conjunto X C C se dice que es conexo por caminos cuando para cada par a,b € X
existe una funcién continua 7 : [0, 1] — X tal que v(0) = a y v(1) = b.

- Un conjunto K C C se dice que es compacto cuando de todo cubrimiento de K,
formado por conjuntos abiertos, se puede extraer un subrecubrimiento finito.

Proposicién 1.2.1

i) (C,d) es un espacio métrico conexo, es decir, los inicos subconjuntos de C que son
simultdneamente abiertos y cerrados son C y ().

ii) Todo conjunto X C C conexo por caminos es conexo. El reciproco se cumple si X
es abierto. Mds aun, todo conjunto abierto y conero X C C es conexo por lineas
poligonales (de lados paralelos a los ejes).

ii1) Todo abierto se expresa de modo unico como union disjunta de una familia finita o
numerable de abiertos conexos (sus componentes conexas).

Proposiciéon 1.2.2 Las siguientes propiedades de un conjunto K C C son equivalentes:
i) K es compacto.

ii) Cada sucesion en K posee una subsucesion convergente hacia un punto de K.
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iii) Para cada conjunto infinito M C K se cumple M' N K # 0, e.d. M tiene algin
punto de acumulacion en K.

iv) K es cerrado y acotado.

Corolario 1.2.3 Para una sucesion acotada de nimeros complejos (z,) son equivalentes:
a) (z,) es convergente (hacia z);

b) Todas las subsucesiones convergentes de (z,) tienen el mismo limite (z);

En se exponen algunos resultados concretos de cardcter auxiliar, relativos a la
topologia del plano, que intervienen en la teoria de las funciones de variable compleja.

El plano complejo ampliado.
Para diversas cuestiones conviene ampliar el conjunto de los niimeros complejos introdu-
ciendo un nuevo elemento llamado punto del infinito, denotado oo. El conjunto C,, =
C U {oo} se llama plano complejo ampliado. Si a € Cy b € C, \ {0} se adoptan los
convenios:

a+oco=00+a=00; b-oco=00:-b=00

a/0=00sia#0; b/oo=0slb#00; |oo|=400

(No es posible definir co + 0o, y oo - 0 sin violar las reglas usuales de la aritmética)

En C se introduce una topologia natural G, especificando una base de entornos de
cada punto. Para ello se define en C, el disco abierto de centro a € C, y radio r > 0, en
la siguiente forma:

Si a # oo el disco abierto de centro a y radio r > 0 es el que ya se ha definido en C

D(a,r)={2€Cx:|z—a|<r}={z€C:|z—a| <1}
Cuando a = oo el disco abierto de centro oo y radio r > 0 es
D(co,r)={2€Cyx:|z|>1/r}={2€C:|z| > 1/r} U {oo},

(El disco perforado es D*(c0,r) ={z€ C: |z| > 1/r} ).

Si existe 7 > 0 tal que V D D(a,r) se dice que V C C es entorno de a € Cq.
Se comprueba facilmente que la familia G, formada por los conjuntos G C C, que
son entornos de todos sus puntos forma una topologia Hausdorff. Es facil ver que con
esta topologia (Cy,Gs) es un espacio compacto que induce en C C C,, su topologia
usual y ademds C es un subconjunto denso de C..,. Todo esto significa que (Cy, Goo) s
la compactificacién por un punto del plano complejo C dotado de su topologia usual.

La esfera de Riemann.

Desde un punto de vista geométrico es conveniente considerar un modelo en el cual cada
punto del plano ampliado C,, se represente mediante un punto concreto. Esto se consigue
con el espacio métrico compacto (5, dy) donde

S = {(x1, 79, 73) € R® : 2% + 25 + 23 = 1}
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es la esfera unidad de R3 y d, la restriccién a S de la distancia euclidea de R3.

En la teoria de funciones de variable compleja al espacio compacto (5, ds), se le suele
llamar esfera de Riemann. Su interés se debe a que proporciona un modelo geométrico
util para la compactificacion por un punto del plano complejo.

El plano complejo ampliado C, se identifica con la esfera de Riemann

S = {(x1, 79, 73) € R® : 2% + 25 + 23 = 1}

mediante la proyeccion estereogrdfica W : Co, — S, donde W¥(oco) = (0,0,1) y para
x+1y € C, U(z+iy) es el punto de 9, distinto de (0,0, 1), en el que la recta que pasa
por (z,4,0) y (0,0, 1) corta a la esfera. Un célculo sencillo (realizado en [.5.4) proporciona
las ecuaciones de ¥ y su inversa:

, 2x 2y |22 — 1
\\)) =
@+ ) (|z|2+1’ EEE e

T1 + 122

U@y, a9, 28) = 1 —
— T3

Cuando en S se considera con la topologfa inducida por la topologfa usual de R3, es fécil
ver que la proyeccion estereografica ¥ : C,, — (5, ds) establece un homeomorfismo, de
donde se sigue que la topologia G, de C,, es la asociada a la distancia

dOO(Z’ w) - d2(111(2)7 \Il(w))

La distancia d., por su significado geométrico, recibe el nombre de distancia cordal. Con
un poco de cédlculo (véase [[.5.5) se obtienen las férmulas explicitas

2 —
doo(z,w) = |2 — vl si z,w € C;

VIRVl
2
doo(2,00) = ——= si ze€C.
(2 00) = s
Se obtiene asi que (Cy,ds) es un espacio métrico compacto isométrico (mediante la
proyeccion estereografica) a la esfera de Riemann con la propiedad de que d., induce en
C una distancia es equivalente a la usual (pero no es uniformemente equivalente).

1.3. Circunferencias y simetrias

Las coordenadas cartesianas z,y de un punto del plano se expresan en términos de
z,Z mediante las formulas

1 1
T = 5(2—1—2); y = 2—2,(2—2).
Las cantidades z,Z se llaman las coordenadas conjugadas del punto (x,y).
En algunas cuestiones de geometria analitica plana, en vez de considerar las coordenadas
cartesianas x, y de un punto del plano puede resultar mas cémodo utilizar sus coordenadas
complejas conjugadas z,z.

Es conveniente conocer las expresiones analiticas, en forma compleja, de ciertos con-
ceptos y transformaciones geométricas elementales. En la siguiente proposicion se obtiene
la forma compleja, usando coordenadas conjugadas, de la ecuaciéon de una circunferencia
0 una recta.
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Proposicién 1.3.1 La forma general de la ecuacion de una recta o circunferencia en el
plano complejo es AZz+ Bz+CZ+D =0 donde A y D son reales, B y C' son complejos
conjugados y AD — BC' < 0. (Si A = 0 se obtiene una recta, y si A # 0 resulta una
circunferencia de centro zg = —C'/A y radio p = /BC — AD/|A|).

DEM: [[7] ejerc. 2.5 n

Una notable propiedad de la proyeccién estereografica, es que con ella las rectas y
circunferencias del plano complejo se corresponden con las circunferencias de la esfera de
Riemann (véase [.5.6). Vemos asi que en el plano complejo ampliado C,, = C U {oc}, es
natural considerar a las rectas como un caso particular de circunferencias (las que pasan
por 00). Desde este punto de vista [[:3-]] proporciona la forma general de la ecuacién de
una circunferencia en el plano complejo ampliado.

Usando la condicién de ortogonalidad para circunferencias que indica en [1.5.7] es facil
deducir que la proyeccion estereografica transforma circunferencias ortogonales en circun-

ferencias ortogonales ([[.5.§).

Definicién 1.3.2 Dada la circunferencia S = {z : |z — a] = R}, el simétrico de b € C,
b # a, respecto a S es el unico punto de la semirrecta L(a,b) = {a+t(b—a) : t > 0} que
cumple |b — al|b* — a| = R%. Viene dado por

. R? R?

b _a+l§—d =a+ |b—a|2(b a)
La simetria respecto a una circunferencia S que deja fijos los puntos de S: Cuando b € S
se cumple R?/(b—a) = b— a. Sustituyendo esta expresién en la ecuacién de la simetria se
obtiene que b* = b. Si b € S queda dentro de la circunferencia, su simétrico b* es exterior
a la misma y se puede obtener con la siguiente construccion: Se traza la recta que pasa
por by es perpendicular a la semirrecta L(a,b). Si ¢ es uno de los dos puntos donde esta
perpendicular corta a la circunferencia S entonces b* queda determinado como el punto
en que la tangente a S en c¢ corta a la semirrecta L(a, b):

L(a,b)
b*

C

Efectivamente, por la semejanza de los tridngulos A(a, ¢, b*), A(a, b, ¢), el punto b* asi ob-
tenido verifica |b* — a|/R = R/|b — al. Si b es exterior a la circunferencia su simétrico b*
se obtiene realizando la construccién en sentido inverso.

Entre las diversas motivaciones que justifican la consideracién del punto oo podemos
mencionar ya que al considerarlo podemos completar la definicién de simetria [[.3.9, defi-
niendo a* = oo y o0* = a. Entonces es facil ver que la simetria respecto a la circunferencia
S es un homeomorfismo de C
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Las simetrias respecto a circunferencias desempenan un papel importante en la teoria
de las transformaciones de Mobius que estudia en la siguiente seccién. De momento,
conviene senalar que la transformacién w = 1/z es el resultado de componer una simetria
respecto a la circunferencia unidad |z| = 1 con una simetria respecto al eje real (el
simétrico de z # 0 respecto a esta circunferencia es z* = 1/2).

w=1/z

2 =1/z

La proyeccion estereografica permite interpretar ciertas transformaciones del plano de
modo muy simple. Acabamos de ver que la transformacién z — 1/z, se puede interpretar
geométricamente como la composicion de una simetria respecto al eje real con una simetria
(o inversién) respecto a la circunferencia |z| = 1. Sin embargo la transformacién que
z — 1/z induce en la esfera de Riemann, mediante la proyeccién estereografica, tiene un
significado geométrico mas sencillo: Se trata de un giro de amplitud 7 alrededor del eje
Oz (|7 ejerc. 2.31).

1.4. Transformaciones de Mobius

Estas transformaciones intervienen de modo natural al estudiar algunas funciones ele-
mentales de variable compleja. por lo que es conveniente familiarizarse con sus propiedades
geométricas.

Las transformaciones de Mobius son las transformaciones T' : C,, — C, no constantes,
definidas mediante funciones racionales de la forma:

az+b
T(z) = ——
donde se utilizan los convenios habituales:

T(co)=ajc y T(—d/c)=00 si c#0

T(o0) = o0 si ¢c=0.

donde a,b,c,d € C, ad — bc # 0

Para cada w € C4, la ecuacién T'(z) = w tiene una unica solucién

dw—b

z = T’l(w) S s
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luego T~ ! sigue siendo una transformacién del mismo tipo. La composicién de dos trans-
formaciones de Mobius sigue siendo otra transformacién de Mobius: Dadas

a;z + bz
cz+ dz

Ti(2) = con a;d; —bic; #0, (i=1,2)

es facil comprobar que T' = T} o T, se puede escribir en la forma
az+0b
T(z) —
(2) cz+d

donde sus coeficientes a, b, ¢, d son los elementos de la matriz producto

a b\ (a1 b as by
cd) \a d cy dy

En lo que sigue denotaremos por M el conjunto de todas las transformaciones de Mobius.
Con la operacién de composiciéon M es un grupo de transformaciones de C,, generado por
las transformaciones elementales de los siguientes tipos:

i) Traslaciones: z—a+z (a€C) ii) Giros: z— ez (o € R)
iii) Dilataciones: z — rz, (r > 0) iv) Inversion: 2z — 1/z

Esto es evidente en el caso ¢ = 0. En el caso ¢ # 0 basta escribir una transformacién
genérica T'(z) = (az + b)/(cz 4+ d) en la forma

a bc — ad
T(2)==+ 55—
c A(z+d/c)
Proposicion 1.4.1 Dada una terna zi, 2o, 23 formada por tres puntos distintos de C.,
St w1, Wy, w3 €S otra terna en las mismas condiciones, existe una unica transformacion de

Moébius T que transforma la primera terna en la sequnda, es decir, T(z;) = w;, 1 =1,2,3.

DEM: En el caso particular wy = 0, wy = 1, wg = 0o, T se define asi:

Z — 21729 — X3 Z9 — 23

T(z) = sioz1,20,23€C; T(2) = ; 81z = 00;
2 — 232 — 2 Z—2Z3

T(Z) = 2T Zl, Si 2’2 = 007 T(Z) - c - Zl 5 Si 23 = OQ.
2 — z3 22 — %1

Para obtener la unicidad en este caso basta observar que si S € M también verifica
S(z1) =0, S(z2) = 1y S(23) = oo entonces T o S™! deja fijos los tres puntos 0,1, 00 y
por lo tanto es la identidad, es decir S =T

Consideremos ahora el caso general:
Dados tres puntos distintos w;, i = 1, 2, 3, segiin lo que acabamos de demostrar en el caso
particular, existen M, N € M verificando

M(wq) =0, M(wy) =1, M(ws) =00; N(z1)=0, N(22) =1, N(z3) = 00;

luego T = M~'N cumple la condicién T(z;) = w; para i = 1,2,3. Por otra parte, si
T* € M también verifica esta condicién, se cumple (M o T*)(z) =0, (M o T*)(z9) =1,
(M oT*)(z3) = oo. En virtud de la unicidad establecida en el caso preliminar, se concluye
que MoT*=N,esdecir T* =M 1oN=T ]
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Definicién 1.4.2 Dada una cuaterna ordenada zy, 21, 22, z3 formada por puntos de C.,
donde los tres ultimos zi, za, z3 se suponen distintos, se define la razén doble (zg, z1, 22, 23)
como la 1tmagen de zy mediante la unica transformacion de Mdbius R que verifica

R(z1) =0, R(z2) =1, R(z3) = 00
En las condiciones de la definicién anterior, si los tres puntos 21, 22, 23 son finitos se tiene:

(20 — 21) (22 — 23)
(20 — 23) (22 — 21)

(2’072’1, 22, 23) =

En otro caso:

29 — 23 20 — 21
(207 00722723) = ; (20, 21,090, Z3) = ; (ZO, 21, 22, OO) = .
20 — %3 Z0 — <3 2y — 21

20 — 21

Proposicion 1.4.3 La razon doble es un invariante para las transformaciones de Mobius:
Si T € M y 2,21, 22,23 son puntos de Cy, (donde zy,z5, 23 se suponen distintos) se
cumple: (29, 21, 22, 23) = (T'(20), T(21), T(22), T (23))-

DEM: Con la transformaciéon R(z) = (z, z1, 29, 23) se consigue que R o T~ lleve la ter-
na ordenada T(z1),T(22),T(23) a la terna ordenada (0,1,00), luego (R o T7')(w) =
(w,T(z1),T(22), T(z3)). Sustituyendo w = T'(zg) se obtiene el resultado. |

Dadas dos ternas ordenadas de puntos distintos de Cy,, (21, 22, 23), (w1, we, w3) para
obtener explicitamente la ecuacién de la tnica T" € M que lleva la primera terna a la
segunda basta despejar w en funcién de z, en la igualdad

(2721, 22, 23) = (w,wl,wQ,wg)

En lo que sigue las circunferencias en el plano complejo se consideran siempre en sentido
amplio, es decir, se considera a las rectas como un caso particular de las circunferencias
(las que pasan por oo). Denotaremos por R, la ’circunferencia’ que corresponde al eje
real, es decir R, = RU {oc0}.

Proposicién 1.4.4 Sea C la circunferencia (en sentido amplio) determinada por tres
puntos distintos z1, za, 23 de Cy. Entonces

2€C & (2,21, 22, 23) € Ry

DEM: Sea T'(z) = (az 4+ b)/(cz + d) definida por T(z) = (z, 21, 22, 23). La condicién
T(z) € R significa que z # 23 y T(2) = T(2), es decir

Se obtiene que T'(2) € Ry, si y sdlo si (az+b)(¢z+d) = (cz+d)(az +b), lo que equivale a
i(ac — ca)zz +i(ad — cb)z +i(bc — da)z +i(bd — db) = 0 que es una ecuacién de la forma
AzZ2+ Bz +Cz+D=0con A,DER, B=Cy AD — BC = —|ad — bc|?> < 0, es decir,
es la ecuacion de una circunferencia (véase la proposicion [.3]]) que, evidentemente pasa
por zy, 29,V 23 |
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Proposicién 1.4.5 Las transformaciones de Mobius transforman circunferencias en cir-
cunferencias (en sentido amplio).

DeEM: Sea T' € M y C la circunferencia determinada por los tres puntos zi, 29, z3. Si C*
es la circunferencia determinada por sus imagenes w; = T'(2;), j = 1,2, 3, en virtud de

las proposiciones [.4.4 y [.4.3 se cumple
2€C & (2,21,29,23) €E Ro & (T(2),T(21), T(22),T(23)) € Roo & T'(2) € C*

También se puede dar otra demostracion de esta proposicion utilizando la descomposicién
de T en transformaciones elementales de los tipos i), ii), iii) y iv). Como el resultado es
evidente cuando T' es una traslacion, un giro o una homotecia, basta hacer la demostracion
paraT'(z) = 1/z. En este caso, dada una circunferencia de ecuacién Azz+Bz+CzZ+D = 0,
con A,D € R, B=Cy AD — BC < 0, haciendo la sustituciéon w = 1/z resulta
Dww + Cw + Bw + A = 0, que es la ecuacion de una circunferencia en el plano w. =

Manejando la condicion de ortogonalidad de circunferencias que se muestra en el ejer-
cicio [.5.7, es facil ver que las transformaciones de Mobius transforman circunferencias
ortogonales en circunferencias ortogonales ([[7] ejerc. 2.14).

Conservacién de la simetria. La razén doble permite escribir de manera muy simple
las ecuaciones de simetrias respecto a circunferencias:

Proposicién 1.4.6 Sea C una circunferencia (en sentido amplio) determinada por tres
puntos distintos de la misma z1, 29, 23 € C. Entonces z* es el simétrico de z respecto a la
circunferencia C si, y solo si

(2*72’1, 22, 23) = (2721, 22, 23)

DEM: Supongamos en primer lugar que C = {z : |z — a| = R} es una verdadera circun-
ferencia de centro a y radio R. Utilizando la invariancia de la razén doble frente a las
transformaciones de Mobius (proposicion [[.4.3) resulta:

R? R? R? >

(2,21,20,23) = (2 —a,z1 —a,20 —a,23 —a) = | Z—a, ) )
21— Qa4 Z9—a 23— Q

zZ—a

R2
*
= ( ,21—a,22—&72’3—a) :(Z ,2172’272’3)

donde 2* = a + R%*/(z — a).

Supongamos ahora que C es una recta y sean z, z* puntos simétricos respecto a esta
recta. Si z1, 22, z3 son tres puntos distintos de C, la transformacion T'(z) = (z, 21, 29, 23)
convierte C en R,. Toda circunferencia I' que pase por z y z* es ortogonal a la recta C
luego T'(I") es una circunferencia que corta de modo ortogonal a la recta real. Como todas
las circunferencias que pasan por T'(z) y T'(z*) son ortogonales a la recta real se sigue que
T(z) y T(z*) son simétricos respecto a esta recta, es decir T'(2*) = T'(z) |
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Proposicién 1.4.7 [Principio de simetria] Si a,a* son puntos simétricos respecto a una
circunferencia C y T € M es una transformacion de Mébius entonces T(a) y T(a*) son
simétricos respecto a la circunferencia imagen T'(C).

DEM: Sea z* el simétrico de z respecto a la circunferencia C que suponemos determinada
por tres puntos distintos zj, 23, z3. La circunferencia T'(C) estd determinada por las

imdgenes w; = T'(z;), j = 1,2, 3. Segtin las proposiciones y se cumple

(T(Z*)aw17w27w3) = (2*721722, 23) = (Z, 21, 22, 23) = (T(z)awlaw%w?»)

lo que, segun la proposicién [[.4.6, significa que T'(z*) es el simétrico de T'(z) respecto a
la circunferencia T'(C). n

Conviene observar que 2z y z* son simétricos respecto a una circunferencia C si y sélo
si T(z) = T(z*) para cada (o alguna) 7' € M que cumpla T(C) = R.

El principio de simetria resulta especialmente 1util en las aplicaciones a la hora de
obtener transformaciones de Mobius, con determinadas propiedades. Asi por ejemplo,
para transformar dos circunferencias disjuntas C;, Cy en dos circunferencias concéntricas
basta encontrar dos puntos a, b que sean simétricos respecto a ambas. Entonces T'(z) =
(z —a)/(z — b) transforma C; y Cs en un par de circunferencias respecto a las cuales los
puntos T'(a) = 0 y T'(b) = oo son simétricos, y lo que significa que son concéntricas.

En las demostraciones de las proposiciones [[.4.§, se utiliza de modo sistemético
el principio de simetria.

Proposicion 1.4.8 La forma general de las transformaciones de Mobius T € M que
dejan invariante el disco D(0,1) es

Z—a

——, con |pul=1 y |a] <1.
1—az

T(z) = p

DeM: [[7] ejerc. 2.19 n

Andlogamente, las transformaciones de Mobius que dejan invariante el disco D(0, R)
son las de la forma

z—a
T(Z):Mma con la| <R y |u| =R’

Proposicién 1.4.9 La forma general de las transformaciones de Méobius T € M que
dejan invariante el semiplano P = {z : Imz > 0} es

_az+b
ez +d

T(z)

DEM: [[7] ejerc. 2.20 n

donde a,b,c,d e R, ad—bc >0

Conservacién de la orientacién. Desde el punto de vista de las aplicaciones también es
interesante el principio de conservacion de las orientaciones que se explica a continuacion:
Es bien sabido que una recta se orienta dando un par ordenado de puntos 21,29 de la misma,
o bien dando un vector de direccion u = z3 — 2. De esta forma queda establecido el sentido
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de recorrido de la recta, que corresponde al de la parametrizacion z(t) = z; + t(z2 — 21)
cuando t crece. Después de orientar una recta queda determinado su lado derecho y su
lado izquierdo, que son respectivamente

{Z:Im(z_zl><0}; {Z:Im(z_zl>>0}
29 — 21 22— 2

Segun la definicion, cuando el eje real se orienta en la forma usual su lado izquierdo es
{z:Imz > 0}, y su lado derecho es {z: Imz < 0}.

Analogamente, una genuina circunferencia C se orienta dando una terna ordenada
(21, 22, 23) de puntos distintos de la misma. Con respecto a esta orientacion su lado derecho
(resp. izquierdo) es la regién determinada, respectivamente, por

Im(z, 21, 22, 23) < 0; Im(z, 21, 29, 23) > 0.

Obsérvese que C = {z : Im(z, 21, 22, 2z3) = 0}. Si un punto zy queda dentro de la circunfe-
rencia C y cumple la desigualdad Im(zo, 21, 29, z3) > 0, (resp. < 0) un sencillo argumento
de conexién conduce a que todos los puntos que quedan dentro de la circunferencia veri-
fican la misma desigualdad que zy. Por otra parte, si 2y queda dentro de la circunferencia
C es claro que z; queda fuera de la misma y

(28,21,22723) = (20721722,23)

luego Im(z, 21, 22, 23) = —Im(zo, 21, 29, z3) cumple la desigualdad opuesta. Lo mismo
ocurre con todos los puntos que estan fuera de la circunferencia.
(Obsérvese que la orientacién de una recta mediante un par ordenado de sus puntos
(21, 22), asi como el lado derecho e izquierdo de la recta respecto a esta orientacion,
aparecen como casos particulares de las definiciones para circunferencias, cuando z3 = 00).
Al orientar una circunferencia mediante una terna ordenada de sus puntos (zi, 29, 23)
queda determinado un sentido de recorrido de la misma, a saber, el que corresponde a la
parametrizaciéon z = T~ 1(t), t € R, con T(z) = (z, 21, 29, 23) = L.

e
W

21

0
)

Si un vector tal como 7 = (1,0) apunta hacia el lado izquierdo del eje real, la imagen
T~1(i) debe apuntar hacia el lado izquierdo de la circunferencia. En el caso de la figura
apunta hacia el exterior de la misma porque el dngulo orientado que forma con el vector
tangente en 27 a la circunferencia debe ser +m /2.

El principio de conservacion de las orientaciones asegura que si una circunferencia C
se orienta mediante la terna (z1, 29, 23) y la imagen T'(C) se orienta mediante la terna
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imagen (7'(z1),T(#2),T(#3)) entonces T transforma el lado izquierdo (resp. derecho) de
C en el lado izquierdo (resp. derecho) de T'(C).

Este principio, teéricamente obvio, resulta de gran ayuda en las aplicaciones si se tienen
en cuenta las siguientes consideraciones, que no tienen nada que ver con las matemaéticas,
pero son muy utiles: Con el convenio usual de dibujar el eje real horizontalmente, creciendo
de izquierda a derecha, y el eje imaginario verticalmente, creciendo de abajo hacia arriba,
el lado derecho de las circunferencias orientadas en el sentido las manecillas del reloj
corresponde a su interior y el lado izquierdo a su exterior. En el caso de una recta (23 = 00),
orientada mediante (21, z2,00) el lado derecho corresponde al semiplano que queda a la
derecha cuando avanzamos sobre la recta en la direccion marcada por el vector zo — 27.

1.5. Complementos

1.5.1. Sobre compacidad y conexion

Esta seccion alberga algunos resultados concretos de la topologia del plano que inter-
vienen o tienen relacién con la teoria de las funciones complejas de variable compleja.

Proposicién 1.5.1 5i Q) C C es abierto entonces
K,={z€C:|z| <n, d(z2,C\ Q) >1/n}

es una sucesion de compactos que recubre ) y verifica K, Q[O(nH para cada n € N.

FEsta sucesidon tiene la propiedad de que cada componente conexa de Cy \ K, con-
tiene una componente conera de Cy \ Q. (Una sucesion de compactos que cumple estas
condiciones se dice que es una sucesion fundamental de compactos en €Q.)

DEM: Véase [[[7] ejerc. 2.38 n

Si M es un subconjunto del abierto Q € Cy M’ N = () se dice que M es discreto en
2. Esto significa que para cada a € M existe r > 0 tal que D(a,r) N Q = {a}.

Proposicién 1.5.2 Sea Q C C abierto. St M C Q y M’ N Q = () entonces M es nume-
rable, Q\ M es abierto y si 2 es conexo entonces Q\ M también lo es.

DEM: Véase [[[7] ejerc. 2.39 |

Proposicién 1.5.3 SiT es un espacio compacto y H la familia de los subconjuntos abier-
tos y cerrados de T entonces T, = (\{F : x € F € H} es la componente conexa de v € T

DEM: Véase [[[7] ejerc. 2.43 |
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1.5.2. Sobre geometria y la esfera de Riemann

Los ejercicios que se agrupan en esta seccion conciernen a calculos y resultados de
caracter complementario que han sido comentados a lo largo de este capitulo.

Ejercicio 1.5.4 Obtenga las ecuaciones de la proyeccion estereografica y de su inversa:

2z 2y |22 —1
22+ 17 [P+ 17 |22 +1

T1 + 1T
1—ZL‘3 )

V(x4 iy) = ( ) o U (@, a9, w8) =
SOLUCION Identificando z = x + iy con (z,y,0) € R?, se tiene que ¥(z) = ¥(z + iy) es
el punto, distinto de (0,0, 1), donde la recta que pasa por los puntos (x,y,0) y (0,0,1)
corta a la esfera 2% + 23 + 23 = 1. Si en las ecuaciones de esta recta

x1(t) = ta; xo(t) = ty; x3(t) =1—1t;

se impone la condicién x1(t)* + x5(t)* + x3(t)* = 1 se obtiene la ecuacién de segundo
grado (14 |2]*)t* — 2t = 0 cuyas soluciones son ¢; = 0, t3 = 2/(1+ |2]?). La primera
corresponde al punto (0,0, 1) y la segunda al punto ¥(z), luego

2z 2y |2]2 —1
|22+ 17 |2]2+17 |2]2+1/)

\Il(x—I—iy):(

Por otra parte, si x + 1y = 11171(1'171'2,1'3) se cumple x1 = tox, X9 = toy, x3=1—t9,
luego z = x1 /(1 — x3), y = w2 /(1 — x3), es decir

T1 + 179

\11_1(1’1,1'2,1'3) - 1 T .
— 43

Ejercicio 1.5.5 Obtenga la formula para la distancia cordal

2|z — w)|
— S
V1221 + [w]?

2
doo(2,00) = ——= si z€C.

V1422
SOLUCION Sean z = z + iy, w = u+ v, y V(z) = (21,22, 23), Y(w) = (Y1, Y2, y3) sus
imagenes mediante la proyeccién estereografica. Teniendo en cuenta que 1 = z?+x3+23 =
Y +ys +y3 se obtiene

d00(27w) 1 Z,Ww c C;

doo(2,w)* = (21 = 91)° + (22 — 42)? + (23 — y3)* = 2(1 — 2191 — Tays — T3Y3)
y empleando las ecuaciones de V¥ se llega a la expresion

dru  dyv (|Z|2—1)(|w|2—1))

ooz, )" =2 (1 "~ AB  AB AB
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donde A =1+]z]?, B =1+ |w|? Después de simplificarla se llega a

doo(2,w)* = %(Mz + |w]? — 22u — 2yv) = %Lz —wl|?.
Anélogamente, con un calculo mas corto, que se deja al cuidado del lector, se obtiene la
férmula para do.(z,00).
También se puede obtener la féormula para la distancia cordal con un sencillo razona-
miento geométrico basado en que el tridngulo de vértices N, ®(z), P(w) es semejante al
tridngulo de vértices N, w, z, con N = (0,0, 1).

Ejercicio 1.5.6 Demuestre que, mediante la proyeccion estereogrdfica, las circunferencias
del plano complejo se corresponden con las circunferencias de la esfera de Riemann:

Una recta del plano se transforma en una circunferencia de la esfera que pasa por el
polo de proyeccion (0,0, 1), y una verdadera circunferencia de ecuacion

AZzz+Bz+CzZ+ D =0

donde A,D € R, B =C, AD — BC < 0, A # 0. (vea [[.3.1) se transforma en la

circunferencia de la esfera determinada por el plano de ecuacion
ary +bry +crs+d=0

dondea=B+C, b=i(B—-C), c=A—-D,d=A+D.
(Observe que a, b, ¢, d son reales y que si A es la distancia del origen al plano entonces
A <1 porlo que el plano corta efectivamente a la esfera).

SOLUCION Véase [[7] ejerc. 2.32

Ejercicio 1.5.7 Sean I';, i = 1,2, circunferencias en el plano complejo de ecuaciones
respectivas A;zZz + B;z + C;z + D; = 0, donde A;, D; son reales, B;, C; complejos
conjugados y A;D; — B;C; < 0. Demuestre que I'y y 'y son ortogonales si y sélo si
AlDQ -+ A2D1 - 3102 + BQCl.

SOLUCION Véase [[7)] ejerc. 2.5

Ejercicio 1.5.8 Demuestre que la proyeccion estereogrdfica transforma circunferencias
ortogonales en circunferencias ortogonales.

SOLUCION Véase [I7] ejerc. 2.36
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1.6. Ejercicios
O 1.1 Siz,w € C demuestre, de la forma mds breve posible, la igualdad: |zw| = |z||w|

$ 1.2 Siz,w son numeros complejos demuestre la identidad del paralelogramo:
|2 4+ wl* + [z = w]* = 2(|2[* + [w])

Obtenga el minimo valor de |z — al® + |z — b|?, donde a,b son nimeros complejos fijos y
z varia en C. ([ ejerc. 1.1).

$ 1.3 Sia,b son nimeros complejos demuestre la identidad
[1+ab” = Ja+b]* + (1 — |a|*)(1 — [b]*)
O 1.4 Compruebe las siguientes afirmaciones ([I1] ejerc. 1.2)
i) la—bl <|1—ab| si |a] <1 y |b] <1.
ii) la—0bl=|1—ab| si |la|=1 ¢ |b] =1.

& 1.5 Calcule la parte real y la parte imaginaria de (1 4 1)*"*1,

& 1.6 Calcule el argumento principal de (z —1)/(z + 1) donde |z| =1, z ¢ {1, —1}.

& 1.7 Compruebe que la parte la parte imaginaria de z/(1 + 22) es positiva si y sélo si
|z < 1.

& 1.8 Demuestre que las dos raices cuadradas de z = a+1b, con con b # 0, vienen dadas
por
2| —a

2

va+ib==+ |Z|2+a+i3ign0(b)

& 1.9 Demuestre que el nimero complejo uw = (2 —1)/(2 + i) tiene la propiedad de que
u™ # 1 para todo n € N. (En [9, pdg.33] se puede ver una solucién atribuida a Hurwitz).

$ 110 Siw™ =1, calcule
1 4 wk + w?k 4ot w(nfl)k; 1 — wk + w?k o (_1)nflw(n71)k

& 1.11 Justifique que para 0 < r < 1 se cumple

1—17r2

- 1—2rcosf +r?

a) 14 2rcosf +--- 4 2r"cosnf + - - -

rsind

b O oo trPsinng 4 ... — _
) rsen® + .-+ r"sinnd + T Ty —
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& 1.12 Justifique la igualdad

sen [(2n + 1)6/2]
sen(60/2)

& 1.13 Suponiendo que x = rcosl;y = rsenf demuestre que

r"cosnf = " —()"22 ()xn4y4_...
4
r" sennf = ( > ( )x"4y4+~-

O 1.14 Utilice el producto (5 —i)*(1 +14) para establecer la igualdad de Machin:

14+2cosf +2cos20 +---+2cosnf =

1 1
= 4 arctan — — arctan —
4 5 239

O 1.15 Utilice los niimeros complejos para expresar v + 4 como producto de dos polino-
mios reales de sequndo grado.

& 1.16 Demuestre que cosnt se puede expresar en la forma cosnf = T, (cos ) donde T,
es un polinomio de grado n — 1 (el n-ésimo polinomio de Tchevichev). Calcule Ty, Ty, Ts
y obtenga la relacion de recurrencia

Tn+2(x) = 2$Tn+1($) - Tn(x)

$ 1.17 Dada una circunferencia S = {z : |z — a| = R} demuestre ([L1] ejerc. 2.6):

i) La familia de las circunferencias que pasan por b € S y su simétrico b* coincide con la
familia de las circunferencias ortogonales a S que pasan por b.

it) La simetria transforma circunferencias ortogonales en circunferencias ortogonales y
que las circunferencias ortogonales a S se transforman en si mismas.

& 1.18 Determine geométricamente los siguientes subconjuntos del plano ([I1] ejerc. 2.7)

a:O}, H:{zzlm%>0}, a,beC.
b) R={z:Re(z/b) =1}, H={z:Re(z/b) >1}, beC.
c) {z:]z]*> —2Re(az) +a =0}, a€C, a €R.
d) {z:|z—a|l=plz—-10|}, a,beC, p>0.
e) {z:]z—al=|1—-az|}, |a| < 1.
$ 1.19 La relacion z1 — zo+ 23— z4 = 0 entre los niumeros complejos z1, za, 23, 24 Se puede
escribir de varias formas equivalentes:
a) 21—z = 24 — 23;
b) 21 — 24 = 2 — 235
C) (21 + 23)/2 = (22 + Z4)/2,‘

d) (214 23)/2 = 5 ((21 + 22) /2 + (23 + 22) /2);
Indique la interpretacion geométrica de cada una de ellas.
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& 1.20 Sobre cada lado de un cuadrildtero (arbitrario) se coloca un cuadrado exterior al
mismo de modo que uno de sus lados coincide con el lado del cuadrildatero. Se consideran
los dos segmentos determinados por el centro de cada cuadrado y el centro del cuadrado
opuesto. Utilice los nimeros complejos para demostrar que los dos segmentos tienen la
misma longitud y son perpendiculares.

¢ 1.21 Sea C la circunferencia imagen de |z — 1| = /2 mediante T(z) = (z—1)/(z — 3).
Utilice el principio de simetria para determinar el centro de C. ([L1] ejerc. 2.10)

$ 1.22 Demuestre que el lugar geométrico de los puntos z € C cuyas distancias a dos
puntos distintos a,b € C tienen una razon constante p es una circunferencia respecto
a la cual a y b son simétricos. Determine su centro y su radio cuando p # 1. (Las
circunferencias obtenidas asi reciben el nombre de circunferencias de Apolonio de puntos
limites a,b). ([[1] ejerc. 2.11).

$ 1.23 Sea Cy la familia de las circunferencias del plano que pasan por a,b € C, a # b,
y Co la familia de las circunferencias respecto a las cuales a y b son simétricos. Demuestre
las siguientes afirmaciones ([I7] ejerc. 2.12)

a) Por cada punto del plano, distinto de a y b pasa una unica circunferencia de Cy y
una unica circunferencia de Cs.

b) Las circunferencias de C; son ortogonales a las circunferencias de Cy.

c) Si S es la simetria respecto a Cy € C; entonces S(Cy) = Cy para cada Cy € Cy.
Andlogamente, si S es la simetria respecto a Cy € Co se verifica S(Cy) = Cy  para
cada Cy € Cy.

& 1.24 Demuestre que un par de circunferencias del plano ampliado se pueden transfor-
mar, mediante una simetria (o una transformacion de Mdbius) apropiada, en un par de
circunferencias concéntricas o en un par de lineas rectas. (] ejerc. 2.13)

& 1.25 Demuestre que las transformaciones de Mobius llevan circunferencias ortogonales
a circunferencias ortogonales. Obtenga las circunferencias ortogonales a las dos circunfe-

rencias Cy = {z: |z| =1}, Co = {2 : |z — 1| = 4} ([[7] ejerc. 2.14).
& 1.26 Obtenga una transformacion de Mobius que lleve el abierto
{z:Rez>0,|z—-2] > 1}

a una corona circular de la forma {w : r < |w| < 1}, de modo que el eje imaginario se
transforme en la circunferencia {w : |w| = 1}.

Determine las circunferencias que son ortogonales al eje imaginario y a la circunfe-
rencia {z : |z — 2| = 1}. (andlogo a [I7] ejerc. 2.15)

& 1.27 Obtenga una transformacion de Mébius que transforme la circunferencia |z| = 1
en una recta paralela al eje imaginario, el punto z = 4 en el punto w = 0 y la circunfe-
rencia |z| = 2 en ella misma. ([L1] ejerc. 2.16)
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& 1.28 Utilice el principio de simetria para determinar S(21) y T'(Ss) donde

S(z)=(z—-14)/(z+1), QU ={2:Rez>0,Imz>0};
T(z)=2z/(z—1), Q={2:0<Argz <7}

([ ejerc. 2.17)

& 1.29 En cada caso obtenga una transformacion de Mébius T con T'(Q2) = G:
i) Q={z:|z] <1, Rez >0}, G={z:Rez>0, Imz > 0}.
i) Q={z:]z| >1, Imz >0}, G={z:]z|] <1, Imz>0}.

([L7] ejerc. 2.18)

¢ 1.30 Obtenga la forma general de las transformaciones de Mobius que transforman el

semiplano P = {z : Im(z) > 0} en el disco D(0, R). ([I7] ejerc. 2.21)

$1.31 Si f - Coo — Co es una biyeccion que transforma circunferencias en circunfe-
rencias, demuestre que una de las dos funciones f, f es una transformacion de Mdbius.



Capitulo 2

Series de potencias y derivacion
compleja

Uno de los objetivos de este capitulo es introducir la nocién de derivada en sentido
complejo y demostrar que la funciéon definida por una serie de potencias es derivable en
sentido complejo. Mas adelante las series de potencias desempenaran un papel central
cuando se demuestre la sorprendente validez del reciproco: Toda funciéon derivable en
sentido complejo se puede desarrollar en serie de potencias en cada disco abierto contenido
en su dominio. De momento, las series de potencias, que generalizan a los polinomios, se
utilizaran en este capitulo para introducir las funciones elementales de variable compleja.

2.1. Series de ntimeros complejos

En esta seccion se consideran series de nimeros complejos a las que se extienden
directamente los resultados clasicos referentes a series de numeros reales tales como la
equivalencia entre la convergencia absoluta y la convergencia incondicional. La novedad
de esta seccién aparece en los asuntos que conciernen a la sumacién de series dobles.

Con el fin de dar un tratamiento unificado de la sumacion iterada de series dobles
y del producto de convolucién de series aqui se demuestra el teorema de sumacion por
paquetes del que es consecuencia inmediata la regla para sumar el producto de convo-
lucion de dos series absolutamente convergentes que utilizaremos luego para establecer
facilmente la ecuacién funcional de la funcién exponencial (que lleva implicita toda la
trigonometria). Por otra parte la sumacién por paquetes permitird justificar més adelante
ciertas manipulaciones formales que se suelen hacer con las series de potencias, similares
a las que habitualmente se hacen con los polinomios.

Asociado al valor absoluto se tiene definida la distancia d(z, w) = |z — w| y un primer
resultado fundamental es el hecho de que (C, d) es un espacio métrico completo, e.d. una
sucesion de nimeros complejos (z,,) es convergente si y sélo si verifica la condicion de
Cauchy: Para cada € > 0 existe n(e) € N tal que

p,q €N, p,q=n(e) = d(z,2,) <€

23
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En particular, una serie de nimeros complejos > - | 2z, converge si y s6lo si cumple
p ) pi€e] n=14n g y p

la condicién de Cauchy: Para cada e > 0 existe n(e) € N tal que
q
g>p>nle) =Y | <e
n=p

Si Y07 |za] < 400 se dice que la serie Y |z, es absolutamente convergente.
Una consecuencia directa de la condiciéon de Cauchy es que toda serie absolutamente
convergente Y | z, es convergente y ademds | >~ z,| < > |2,]. Una serie se dice
que es semiconvergente cuando es convergente pero no es absolutamente convergente.

Cambiar el orden de los términos de la serie ) | z, consiste en considerar otra serie
Yoo 1 Zrm) donde 7:N — N es una biyeccién. Una serie se dice que es incondicional-
mente convergente cuando es convergente y cualquier cambio del orden de sus términos
no altera ni la convergencia ni el valor de la suma.

Para series de ntimeros reales es bien conocida la equivalencia entre la convergencia
absoluta y la convergencia incondicional. En particular, si una serie de ntimeros reales
positivos es convergente, sigue siendo convergente, con la misma suma, cuando se modifica
el orden de sus términos. Considerando las dos series reales en que se descompone una
serie compleja se obtiene facilmente que para series de nimeros complejos la convergencia
absoluta y la convergencia incondicional también son equivalentes.

La convergencia incondicional permite dar sentido a sumas de ntimeros complejos del
tipo > jes 7 donde J es un conjunto infinito numerable. Si los elementos de J se ordenan
en sucesién utilizando una biyeccién 7 : N — J es natural considerar la serie >~ | 2r(,).

Para que la suma »_ jes % tenga un sentido independientemente de la biyeccién 7 se
formula la siguiente definicién:

Definicién 2.1.1 Si J es infinito numerable se dice que la suma ), ;z; es conmutati-
vamente convergente con suma S si para cada biyeccion 7 : N — J la serie Y 07 | 2r(n) €S
convergente y su suma es S

Obsérvese que para J = N la convergencia conmutativa no es otra cosa que la
convergencia incondicional.

Proposicion 2.1.2 Si J es infinito numerable una condicion necesaria y suficiente para
que la suma ZjeJ zj sea conmutativamente convergente es que esté acotado superiormente
el conjunto de las sumas finitas

S={)_lzl: F CJ finito}

jEF

DEM: Si ) jes #j es conmutativamente convergente, dada una biyeccion 7: N — J, la
serie Y | Z-(n) €s incondicionalmente convergentes y por lo tanto absolutamente conver-
gente y C':= Y | |2-(n)| es una cota superior del conjunto de las sumas finitas S.
Reciprocamente, si M es una cota superior de S, es cota superior del conjunto de
las sumas parciales Y " | |2y, luego la serie Y ° | z-(,) es absolutamente convergente
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y por lo tanto incondicionalmente convergente, lo que significa que la suma jes % €s
conmutativamente convergente. [ |

Dada una suma conmutativamente convergente » jes %> en virtud de R.1.9, para cada
M C Jlasuma ) . %, es conmutativamente convergente. En lo que sigue su valor
sera denotado Sy;. En el caso J =N, si M C N es infinito, a la hora de calcular la suma
Y men Zm podemos considerar la biyecciéon natural 7 : N — M obtenida ordenando los
elementos de M en sucesién creciente: Si M = {m; < my < ms---} entonces 7(k) = my.
En este caso llamaremos secciones iniciales de M a los conjuntos finitos de la forma C' =
{m1,mgy,---m,} y abreviaremos la notacién escribiendo Y . 2z = lme a1 D, co Zm

en lugar de >y 2m = Hmy, D7) 2,

Teorema 2.1.3 5i ZjeJ a; es conmutativamente convergente entonces vale la formula de
sumacion por paquetes: Si {Jy : k € N} es una particion de J entonces la serie Y ,- | Sy,
es absolutamente convergente y se cumple

Z%:i%:iz%

Jj€J k=1 jeJy

DEM: Fijada una biyeccién 7 : N — J, sea z, = a,4,. Es claro que la serie > 7, 2,
es absolutamente convergente (por ser incondicionalmente convergente). Si J, = 7(Mjy)
sea S = Zne M, Fn = Sy,. La serie 22021 Sk es absolutamente convergente porque A =
> o |zn| es una cota superior de las sumas parciales >, |Si|. Efectivamente, si Cj, es
una seccién inicial de My, es claro que > " | > |z,] < A,y pasando al limite cuando
Cy /" M, se obtiene

neCy

m

SUsI <3S sl <4

k=1 k=1 neM,

SiS" =37, Sy S=> ",z hay que demostrar que S = S’. Para ello, dado € > 0 se
obtiene m € Ntalque > . [z, < eyasi[S—=) ", z,| < e Sip € Nessuficientemente
grande se puede asegurar que

p
|ZSk—S'|<e; y {1,2,3,---m} C My UMy U---U M,y
k=1

Para cada k € {1,2,3,---p} existe una seccién inicial Cj de M), verificando

1Y s =Sl <e/p; y {L,2,3,--m} CCLUC,U---UCy;

neCy
m »
Como todos los sumandos de la suma )" | z, aparecen en la suma » ;> o 2n
m p 0o
g zn—E g 2| < g |zn] < €
n=1 k=1 neCy, n=m-+1

y entonces
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1§ =9 <
m p
<|S - Zzn|—|—|22n ZZzn|+|ZZzn ZSk|+|ZSk—S'|<
k=1 neCy, k=1 neCy,

<e+e+pe/p+e=Ade

Como € > 0 es arbitrario se obtiene que S = 5. ]

El teorema anterior se podra usar para dar fundamento a algunas manipulaciones
formales que se suelen hacer con las series de potencias, similares a las que habitualmente
se hacen con los polinomios. (véanse los ejercicios 4.14 y 5.11 en [I7])

Corolario 2.1.4 Sea {z : (n,k) € N x N} una sucesion doble en C tal que

ZZ |2nk| < +o0

n=1 k=1

Entonces la suma Z(p,q)GNXN Zpq €8 conmutativamente convergente y su suma S se puede
calcular mediante sumas iteradas: Para cada n € N y cada k € N las series Y, | Znk,
> o | Znk son absolutamente convergentes y sus sumas forman series absolutamente con-

vergentes que verifican
o o0 o0 o
)D)IETES B) SRTE

n=1 k=1 k=1 n=1

DEM: Como C' =377, > /7, |znx| es una cota superior de las sumas finitas 3, 1 [2pql,
la suma -, oy Zpg €8 conmutativamente convergente (2.1.2).

J = N x N es unién disjunta de los conjuntos J, = {(n,k) : k € N} y también es
unién disjunta de los conjuntos I = {(n,k) : n € N}. Aplicando dos veces el teorema
de sumacion por paquetes se concluye que la suma S coincide con la de las dos series
iteradas, que son absolutamente convergentes. [ ]

Corolario 2.1.5 Si las series Y~ a,, > .. b, son absolutamente convergentes, su
roducto de convolucién > oo ., ¢, definido por c,, = a1b,, + asb,_1 + - - - a,by, es una serie
n=1 “n, n n n nY1,
absolutamente convergente que verifica

Yo (L) (Z0)

DEeM: Es claro que C' := (377 |an|) (D 4 |bx]) es una cota superior de las sumas finitas

> (paer |apbg| Tuego, en virtud de R.1.3, la suma 33 o, @pbg es conmutativamente
convergente. Formando los paquetes considerados en % se obtiene el valor de la suma

= (Z an)(z br)
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Por otra parte, si se aplica P.1.J con los paquetes J, = {(p,q) : p +q = n + 1} resulta
S =30ty YA que Y apby = Cp. -

El resultado anterior lo completa el siguiente resultado

o o - ’
Teorema 2.1.6 [Mertens| Sean > >~ a,, Y, b, series convergentes de nimeros com-
plejos. Si una de ellas es absolutamente convergente entonces su producto de convolucion
> oo Cn, donde ¢, = a1b, + asb,_1 + - - - a,by, es convergente y

e () ()
n=1 n=1 n=1
DEM: Véase Teor. 8.46 en [P 6 ejerc. 1.18 en [[7]. n

a) Tomando como base la nocién de familia sumable en el apéndice se obtiene el
teorema de sumacién por paquetes P.1.3 junto con la equivalencia entre convergencia
absoluta y convergencia incondicional.

b) El teorema 8.42 del libro de Apostol [P] es una versién del teorema de sumacién por
paquetes para el caso de series dobles absolutamente convergentes. Los teoremas 8.43 y
8.44 del mismo libro aparecen aqui como P.1.4y B.1.5.

c¢) El teorema de reordenacién de Riemann, que se suele incluir en los textos basicos de
calculo, asegura que si una serie de nimeros reales ), x, es convergente pero no es
absolutamente convergente entonces para cada x € R existe una biyeccién o : N — N tal
que la serie reordenada ) | ., es convergente con suma z. El teorema no es cierto
para series de nimeros complejos pero subsiste la siguiente versién (véase [[J pag 30):
Sea Y > | z, una serie de niimeros complejos no absolutamente convergente y L C C el
conjunto de las sumas de sus reordenaciones convergentes. Entonces ocurre una de las tres
alternativas: i) L = (); ii) L es una linea recta en C; iii) L = C.

d) No se puede garantizar que el producto de convolucién de dos series convergentes
produzca una serie convergente, pero se puede asegurar que es sumable Cesaro hacia el
producto de las sumas.

2.2. Series de potencias

Definicién 2.2.1 Una serie de potencias compleja (resp. real) centrada en a € C (resp.
a € R) es una serie de la forma

Z an(z —a)"

n=0

donde los coeficientes a,, son nimeros complejos (resp. reales) y z es una variable compleja
(resp. real).

Los resultados que se exponen a continuacion, salvo mencion expresa de lo contrario,
se refieren siempre a series de potencias complejas. (También son validos para series de
potencias reales, con los cambios de nomenclatura pertinentes: Intervalo de convergencia
en lugar de disco de convergencia, etc..).
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Proposicién 2.2.2 Dada la serie de potencias Y, a,(z —a)" el conjunto
E={r>0: Z lan|r" < +oo}
n=0

es un subintervalo de [0,400] cuyo extremo superior p € [0,400] es el inico nimero que
satisface las dos propiedades siguientes:

i) Yoo gan(z —a)" no converge si |z — al > p;

W) Y oo an(z —a)" converge absolutamente si |z — a| < p;

La serie Y>> jan(z — a)" converge uniformemente sobre cada disco compacto D(a,r) C
D(a, p).

DEM: Es obvio que 0 € E y que si r € E entonces [0,7] C E, por lo que E es un
subintervalo de [0, 4+00]. Sea p := sup £ < +0o0.

i) Si |z — a| > p se obtiene que la serie no converge viendo que la sucesion |a,(z — a)"|
no es acotada: Efectivamente, si estuviese acotada por C' > 0, eligiendo p < r < |z — a]
se tendria |a,|r" = |a,||z — a|"R™, donde R = r/|z — a|] < 1, luego

la,|r" < CR" paratodo n €N

Como la serie de término general C'R" es convergente (pues R < 1) se obtendria que
Yoo lan|r™ < 400 lo que contradice la eleccién de r > p.
ii) Si |z — a|] < p, por la definicién de p = sup E, existe r € F tal que |z —a| <7 <p

luego
oo oo
Z lan||z —a|]™ < Z |a,|r™ < 400
n=0 n=0

Finalmente, si r < p, para todo z € D(a,r) se cumple la desigualdad anterior y aplicando
el criterio de Weierstrass .8.1§ se obtiene la convergencia uniforme sobre D(a, ). n

Definicién 2.2.3 El niamero p € [0, +00] asociado, por la proposicion anterior, a la serie
de potencias Y - ;an(z — a)" se llama radio de convergencia de la serie.

Proposicién 2.2.4 Sip es el radio de convergencia de Y oo an(z—a)” y L = lim, {/|a,|
se verifica:

a) p=1/L (con el convenio habitual 1/0 = +o0, y 1/ + 00 =0).

b) p= lim cuando este limite existe.

n—oo

Ap+t1
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DEM: a) El criterio de la raiz aplicado a la serie de nimeros reales no negativos »_ >~ | a,,r"
con r > 0 dice que si a := lim, {/|a,|r" = rL < 1 (resp. > 1) entonces la serie converge
(resp. no converge). Si L = 0 (resp. L = +00) se sigue que para todo r > 0 es a = 0,
(resp. a = +00) y por lo tanto la serie >~ | |a,|r™ converge (resp. no converge) para
todo r > 0 lo que significa que p = 400 (resp. p = 0).

Por otra parte, si 0 < L < 400 la conclusién es que Y~ | |a,|r™ converge parar < 1/L
y no converge para r > 1/L, luego p = 1/L.

Razonando en forma similar, pero con el criterio del cociente se deduce b). ]

En relacién con las férmulas a) y b) de conviene recordar que si L = 1/p se tiene

< h_mn n\/ |a'n| <L= mn n\/ |a'n| < mn

En general no se puede decir nada acerca de la convergencia de una serie de potencias
sobre los puntos de la frontera del disco de convergencia como se pone de manifiesto con
los siguientes ejemplos

An41 An+1

lim,

n n

Ejemplos 2.2.5 Las siguientes series de potencias tienen radio de convergencia p = 1.

o0 o OOZ

n.
POEEID Di-D Dhes
n

n=1 n=1 n=1

3L\:>| N3

La primera serie no converge en ningtn z con |z| = 1, la segunda converge en todo z con
|z| = 1y la tercera diverge para z = 1 y converge cuando |z| = 1y z # 1. La tdltima
afirmacién se puede justificar con P.8.19 En el ejercicio P-3]] se muestra una serie de po-
tencias, centrada en 0, con radio de convergencia 1, tal que el conjunto de los puntos de la
circunferencia |z| = 1 donde la serie converge (resp. diverge) es denso en la circunferencia.

Si Y o gan(z—a)" es una serie de potencias con radio de convergencia p € (0, +o0],
en virtud de la serie converge uniformemente sobre compactos en D(a, p) y aplicando
el teorema se obtiene que su suma

= Zan(z —a)" para z € D(a,p)

define una funcién continua en el disco de convergencia D(a, p). Este hecho, combinado
con el siguiente teorema, que tiene interés por si mismo, permitird demostrar en B.3.4 la
derivabilidad de la funcién definida por una serie de potencias.

Teorema 2.2.6 Si f(z) = > " jan(z — a)" es la funcion definida en D(a,p) por una
serie de potencias con radio de convergencia p > 0, entonces para cada b € D(a, p) existe
una serie de potencias Y - b,(z—b)", con radio de convergencia p, > p—|b—al, tal que

:an(z—b)" si |z—0b <p—|b—al,
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Los coeficientes b, se pueden obtener, a partir de los a,, como las sumas de las series

absolutamente convergentes
= /m
by = m(b— e
= (0 )ent0 )

m

DEM: Si z € D(a, p), usando la férmula del binomio de Newton

:gam[(z_b) (b—a)™ ZZam( )z—b) (b—a)™ iiaﬂ

m=0 n=0 m=0 n=0

donde Cp,(n) = an (7)) (z = b)"(b—a)™ " si0<n<my Cp(n)=0sin>m.
Si |z —b] < p—|b—al usando que r := |z — b| + |b — a| < p se obtiene

i i |Cn(n)] = i i [ (7:) 2 — b"|b— o™ " =

m=0 n=0 m=0 n=0

—Z|am| |z — 0] +|b—a||™ Z|am|r < 400

Aplicando el corolario m

i i Cm(n) = i Y Cln) = i (Z U (Z‘) (b— a)m—n> (z—b)"

n=0 m=0 n=0 m>n n=0 \m>n

donde todas las series involucradas son absolutamente convergentes. Con esto queda pro-

bado que todas las series
m
bn - m b— men
Z a (n) (b—a)

m>n
son absolutamente convergentes y que en el disco D(b, p— |b—a|) C D(a, p) la funcién f

admite el desarrollo .
= bu(z—b)"
n=0

Por consiguiente el radio de convergencia p;, de esta serie debe cumplir p, > p—|b—al. m

La nueva serie de potencias » - b,(z — b)" obtenida en el teorema anterior se dice
que es una reordenacion de Y an(z — a)" alrededor del punto b. Puede ocurrir que el
radio de convergencia p, de la serie reordenada verifique p, > p — |b — a| de modo que
la nueva serie sea convergente en puntos donde la serie inicial >~ a,(z — a)" no lo era.

(véase el ejemplo P.3.7).
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2.3. Derivacién compleja

Definicién 2.3.1 Una funcion compleja de variable compleja f : Q0 — C, definida en un
abierto 2 C C, se dice que es derivable (en sentido complejo) en a € Q si existe el limite

o 1)~ (@

z—a zZ—a

= f'(a)
en cuyo caso se dice que f'(a) es la derivada de f en a.

Para las funciones complejas de variable compleja se verifican los resultados usuales
del calculo diferencial: La derivabilidad de una funcién en un punto implica su continuidad
en el punto; valen las reglas usuales para el calculo de derivadas de sumas y productos y
la regla de la cadena para la derivada de la composicién de dos funciones derivables, fog,
donde g es de variable real o de variable compleja, con valores en el dominio de f.

Definicién 2.3.2 Si f : Q — C es derivable en todos los puntos de un abierto 2 C C se
dice que f es holomorfa en ). A las funciones definidas y holomorfas en todo C se les
llama funciones enteras.

El conjunto de las funciones holomorfas en €2, denotado H(2), es un algebra sobre el
cuerpo C, contenida en el dlgebra de las funciones continuas C(£2). Se sigue de esto que
los polinomios complejos son funciones enteras y para ellos vale la formula usual de la
derivada: Si p(2) = ag + a1z + azz? + - - - a,2™ entonces p'(z) = a; + 2a2z + - - na, 2" L.

Proposicién 2.3.3 Si f es holomorfa en un abierto conexo 2 y f'(z) = 0 para cada
z € Q) entonces f es constante.

DEM: Basta demostrar que, fijado b € 2, el conjunto no vacio G := {z € Q: f(z) = f(b)}
es abierto y cerrado respecto al espacio conexo 2, pues entonces se tendra que (2 =G, y
con ello que f es constante.

Como f es continua es inmediato que G es cerrado relativo a (2. G también es abierto
relativo a Q: Dado a € G si v > 0 es tal que D(a,r) C Q entonces D(a,r) C G.
Efectivamente, dado z € D(a, ) el segmento o(t) = a+t(z—a), 0 < t < 1, estd contenido
en D(a,r) C 2 luego la funcién compuesta h(t) = f(o(t)) estd definida para t € [0, 1].
Como K (t) = f'(o(t))o’(t) = 0 para todo t € [0, 1] se sigue que h es constante, de modo
que h(1) = h(0), es decir f(z) = f(a) = f(b) luego z € G. u

Teorema 2.3.4 La funcidn definida por una serie de potencias f(z) := >~ a,(z —a)"

con radio de convergencia p > 0 es holomorfa en su disco de convergencia z € D(a, p), y
vale la regla de derivacion término a término:

£(2) =3 nan(z — o)

y el radio de convergencia de la serie derivada sigue siendo p.
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DewMm: Fijado b € D(a,p), si |z —b| <1, = p —|b— a|, en virtud de P.2.9 se tiene

flz) = f(b)
Z_b Zb z—b)"

La serie de potencias g(z) = > o2, by(z — b)"~* converge en D(b, pp) donde define una
funcién continua, luego

lim g(z) =g(b) =b; = Zmamb—a

z — b

lo que prueba que f es derivable en z = b con

= i Mapy, (b —a)™ "
m=1

donde esta serie, en la variable b, converge absolutamente para todo b € D(a,p). Por
lo tanto, su radio de convergencia p’ cumple p < p/. Para demostrar que p = p' basta
ver que r < p' = r < p. Efectivamente, si r < p’ entonces Y - nla,|r" ™' < 400 luego
Yoo an|r™ < aol + >, nfay|r™ < 400 y por consiguiente r < p. n

Corolario 2.3.5 FEn las condiciones del teorema anterior la funcion holomorfa f definida
por la serie de potencias es indefinidamente derivable, sus derivadas sucesivas se obtienen
deriwando sucesivamente la serie término a término y

f"™(a)

n!

ay = para todo n > 0

DEM: En virtud del teorema .34 es f'(a) = a;. Volviendo a aplicar el teorema P.3.4 a la

serie de potencias
oo
= E na,(z —a)"
n=1

resulta
o0
2
E n(n —1a,(z —a)"
n=2

y en particular f”(a) = 2a,. Procediendo de modo recurrente se obtiene f™(a) = nla,
para todo n € N. [

Obsérvese que, en virtud del corolario los coeficientes a,, del desarrollo en se-
rie de potencias de una funciéon f en un punto quedan univocamente determinados por
la restriccion de la funcién a un entorno, tan pequeno como se quiera, del punto. Una
consecuencia inmediata de esta observacion es:

Corolario 2.3.6 Si f(z) = Y .~ a,2", definida en D(0,p) es una funcidn par (resp.
impar) entonces a, = 0 cuando n es impar (resp. par).
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DEM: 2a;2 + 2a32% + - -+ + 209,41 2?1 4 - -+ es el desarrollo en serie de potencias de la
funcién f(z)— f(—z). Cuando f es par, esta funcién es idénticamente nula, y implica
que todos sus coeficientes son nulos. Andlogamente se razona cuando f es impar. [ ]

Ejemplo 2.3.7 Serie geométrica:

El radio de convergencia de la serie geométrica >~ 2" es p = 1. Usando la identidad
(1—2)1+z+22+---+2") =1—2"" se deduce

Zz

La funcién 1/(z — 1) también admite un desarrollo en serie geométrica alrededor de cual-
quier punto b # 1 pues escribiéndola en la forma

1 1 1

1—2 (1—b)1—(1—b)

si|z] <1

y tomando |z — b| < |1 — b| se puede considerar el desarrollo

11 1_|_Z_b+ z—0b 2+ N z—b ”+
11—z 1-0b 1—-b 1—b 1—b

donde el valor absoluto de la razén es < 1. Si b, = (1 — b)~("*V se obtiene

[e.o]

Z (z—=0)"si|z—b <|1-10

n=0

Cuando |b| < 1, en virtud de la unicidad de los coeficientes de un desarrollo en serie
de potencias, la tltima serie debe coincidir con la obtenida reordenando ) > 2" alre-
dedor de b (véase P-2.4). Obsérvese que, de acuerdo con P-3.9, se tiene b, = f™(b)/n!,
donde f(z) = 1/(1—2), y que el radio de convergencia de la serie reordenada es p, = |1—b|.

Es claro que para b ¢ [0,1) se verifica p, > 1 — |b], luego, en este caso, el disco de
convergencia de la serie reordenada no esta contenido en el disco de convergencia de la
serie inicial. Esto significa que z = 1 es el tnico punto singular de la serie geométrica
(en el ejercicio se puede ver la definicién de punto singular). Este hecho se puede
contemplar como caso particular del resultado considerado en el ejercicio .35

Series de Laurent. Estas series, que engloban a las series de potencias, proporcionan
funciones holomorfas en coronas circulares. En lo que sigue

Ala;r,R) ={z€C:r <|z—a| < R}

denotara la corona circular abierta centrada en @ € C de radios r y R, 0 < r < R <
+00. Obsérvese que estas coronas incluyen como caso particular a los discos perforados

D*(a, R) = A(a;0, R), D*(c0,1) = A(0;1/r,4+00).
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Una serie de Laurent centrada en el punto a € C es una serie de la forma

+oo

Z an(z —a)"

n=—oo

donde a, € C para cada n € Z. La serie se considera convergente en aquellos puntos
z € C donde convergen simultdneamente las dos series

“+00 “+00 a
>az=a) Y
n=0 n=1 (Z o OJ)n

Si Ry 1/r son los radios de convergencia de > "~ a,(z —a)" y > 7 a_,w" respectiva-

mente, y se cumple que 0 < r < R < 400 entonces la serie de Laurent converge en la
corona A(a;r, R) = {z :r < |z — a|] < R} llamada corona de convergencia.
La serie de Laurent define en su corona de convergencia una funcién holomorfa

+oo

fz)=) an(z—a)"

n=—oo

que se descompone en suma de dos funciones holomorfas f(z) = f_1(z) 4+ fi(z) donde

+o0
foa(z) = ; (Za_i?;)n es holomorfa en {z : r < |z — al}
+oo
filz) = Zan(z —a)" es holomorfa en {z : |z — a| < R}
n=0

Obsérvese que f_1(z) = h(1/(z —a)) donde h(w) = 37> a_,w", luego f_; es holomorfa
y lim, o f-1(2) = 0. Més adelante se vera que, bajo estas condiciones, la descomposicién
es Unica (véase el lema [(.2.4).

Proposicién 2.3.8 Si f(z) = 3" _a,(z—a)" es una serie de Laurent convergente en

n=—oo

la corona {z :r < |z —a| < R} se verifica

a) La serie converge uniformemente sobre compactos en la corona de convergencia y la
funcion suma f es holomorfa en dicha corona.

b) La derivada f' admite un desarrollo de Laurent, con la misma corona de convergen-
cia, que coincide con el obtenido derivando la serie inicial término a término.

DEM: a) El radio de convergencia de la serie h(w) = Y ", a_,w™ es 1/r y por lo tanto,
para cada p > r, la serie converge uniformemente sobre D(0,1/p) C D(0,1/r). Con la
sustitucién w = 1/(z—a) se deduce que >, a_,(z—a)~™ converge uniformemente sobre
{z :|z—a| > p}. Por otra parte, si p’ < R laserie >~ a,(z—a)" converge uniformemente
sobre {z : |z—a| < p'}. Por consiguiente la serie de Laurent converge uniformemente sobre
la corona compacta {z : p < |z —a| < p'} (también converge uniformemente sobre un
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compacto arbitrario K C {z : r < |z —a| < R}, porque K esta contenido en una de estas
coronas compactas). Es claro que la funcién f(z) = h(1/(z —a)) + > —yan(z — a)" es
holomorfa en {z : r < |z — a| < R}, y asi queda establecido a).

b) La corona de convergencia de la serie derivada sigue siendo la misma como consecuencia

de la ultima afirmacién de B.3.4. Utilizando £.3.4 y la regla de la cadena:

f'z) =1 (Z i a) <(Z :1a)2) + inan(z —a) =

= Z —na_n,(z —a)" !+ Z na,(z —a)" ! = Z na,(z —a)"

n=1 n=1 n=-—00

2.3.1. Las ecuaciones de Cauchy-Riemann.

Las funciones holomorfas que han aparecido hasta ahora han sido definidas mediante
férmulas en términos de la variable independiente z. Las formulas admisibles para producir
funciones holomorfas son aquellas que sélo utilizan la estructura algebraica y topoldgica de
C, como ocurre con las series de potencias. Estas férmulas paradigmaticas son las piezas
con las se construye el edificio tedrico. Veremos en el siguiente capitulo que también se
pueden incorporar a las formulas admisibles nuevos simbolos que designan a las funciones
elementales y a las ramas de sus inversas, como NE Log.

Si una funcién, f :  — C, en vez de venir dada por una féormula de este tipo, en
términos de la variable compleja z, viene dada explicitamente mediante sus componentes
u(z,y) = Re f(x +1iy), v(z,y) = Im f(z + iy) en términos de las dos variables reales z, v,
(p.e. f(z,y) = z cosy+iy?e®) conviene disponer de un criterio cémodo y titil para saber si
f es holomorfa. Suponiendo identificado C con R?, el objetivo es reconocer a las funciones
holomorfas entre las aplicaciones diferenciables f :  — R? donde € es un subconjunto
abierto de R2.

Funciones diferenciables. Toda funcion f : {2 — C, definida en un abierto 2 C C, se
puede contemplar como una funcién de dos variables reales (x,y) con valores en R?| y asj
se puede considerar la nocién de usual de diferenciabilidad (en sentido real): Recuérdese
que f es diferenciable en el punto a € ) si existe una aplicacién lineal L : R? — R? tal
que

fla+h) = f(a) = L(h) + |hle(n)

donde limy,_,g €(h) = 0. En este caso se dice que L es la diferencial de f en a y se escribe
L = df(a). La matriz de la diferencial df (a) respecto de la base canénica de R? es la

matriz jacobiana
Dyu(a) Dsu(a)
Dyv(a) Dsv(a)
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donde u(z,y) = Re f(x +iy) y v(z,y) = Im f(x + iy).

La diferenciabilidad de f en el punto a € () equivale a la diferenciabilidad, en este
punto, de sus dos componentes u, v, siendo du(a), dv(a) las componentes de df (a), es decir,
para todo h = (hy, hy) € R? se tiene df (a)h = du(a)h + idv(a)h.

Como du(a)h = Dyu(a)hy + Dau(a)hs y dv(a)h = Dyv(a)hy + Dev(a)hs resulta

df(a)h = le(a)hl + Dgf(a,)hg
donde D f(a) = Dyu(a) +iDyv(a) y Dyf(a) = Dou(a) + iDsv(a).

Aplicaciones C-lineales. Antes de seguir conviene hacer algunas consideraciones ele-
mentales de tipo algebraico.

Dada una aplicacién lineal L : R? — R? en virtud de la identificacién de R? con C,
si z = = + 1y frecuentemente se escribird L(z) en lugar de L((z,y)). En particular, se
escribird L(1) en vez de L((1,0)) y L(7) en lugar de L((0,1)).

Se dice que una aplicacién lineal L : R? — R? es C-lineal si conmuta con la multipli-
cacion compleja:

L(Az) = AL(z) para todo A\, z € C

Mediante la multiplicacion compleja, a cada p = o + i € C se le puede asociar la
aplicacién lineal L, : R* — R?, dadapor L, (z,y) = (ax—py, ay+Lz) es decir, L, (z) = uz
cuando z = x + 4y se identifica con (z,y). La condicién de que L sea C-lineal significa que
Lo Ly = LyoL para todo A € C.

Proposicién 2.3.9 Si L : R> — R? es una aplicacién R-lineal de matriz ( g g ) con

a, 3,7,0 € R. son equivalentes:
a) L =L, para alguin p € C; b) L es C-lineal; ¢) L(i) =1iL(1); d)a=0yf=—;

DEM: a) = b) = c¢) es inmediato. La implicacién ¢) = d) se obtiene teniendo en cuenta
que iL(1) = iL((1,0)) = i(a, ) = ila + i) = — + i y que L) = L((0, 1)) = (1,6) =
v + 4. Finalmente, para ver que d) = a) basta tomar p = « + i[3. [ ]

Teorema 2.3.10 Dada una funcion f: Q) — C, definida en un abierto Q2 C C, y a € QQ,
son equivalentes:

a) f es derivable en a (en sentido complejo).

b) f es diferenciable en a y df (a) es C-lineal.

c) [ es diferenciable en a y sus componentes u = Re f, v = Im f satisfacen las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann: Dyu(a) = Dyv(a); Dsou(a) = —Djv(a).

Si f es derivable en a, se tiene df(a)(h) = f'(a)h y f'(a) = Dyu(a) 4+ iDyv(a).
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DEM: b) < ¢) en virtud de la proposicién B.3.9.
a) = b) La hip6tesis es que
fla+h) = f(a)

() = LB ()

tiende hacia 0 cuando |h| — 0. Entonces
fla+h) = f(a) = f'(a)h = hé(h) = [hle(h)

donde €(h) = 6(h)h/|h| tiende hacia 0 cuando h — 0. Esto significa que f es diferenciable
en a 'y que su diferencial es la aplicacién C-lineal h — df (a)h = f'(a)h.

b) = a) Ahora se supone que f(a+h) — f(a) — df (a)h = |h|e(h) donde €(h) — 0 cuando
h — 0y que df(a) es de la forma df (a)h = ph para algtin p € C. Entonces

f(a+hi)l_f(a) I/L—F%E(ﬁ)

tiende hacia p cuando h — 0, es decir f es derivable en a y f'(a) = p.
Notese que si se cumple alguna de las condiciones equivalentes del enunciado entonces

f'(a) = df(a)(1,0) = Dyu(a) + iDyv(a) = Dyu(a) — iDyu(a)

Corolario 2.3.11 Sea f : Q2 — C una funcion tal que en un entorno V de a € Q sus
componentes u(z,y) = Re f(z + iy), v(z,y) = Im f(x + iy) poseen derivadas parciales
Dyu(z,y), Dayu(z,y), Div(x,y), Dov(x,y). Si estas derivadas parciales son continuas en
a y verifican las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

Diu(a) = Dav(a); Dyu(a) = —Dyv(a);

Entonces f es derivable (en sentido complejo) en a. En particular si f es de clase C*
en Q y satisface las ecuaciones de Cauchy-Riemann en todo punto a € Q) entonces f es
holomorfa en €.

DEM: Por un resultado bien conocido del cédlculo diferencial la hipdtesis de existencia y
continuidad en a de las derivadas parciales garantiza que u y v son diferenciables en a.
Por lo tanto f es diferenciable en a y basta aplicar u

Después del teorema P.3.10 es facil dar ejemplos de aplicaciones diferenciables no
holomorfas: La funcién f(z + iy) = y? s6lo es derivable en sentido complejo en los puntos
del eje real, y por lo tanto no es holomorfa en ningin abierto del plano complejo.

A las funciones holomorfas en un abierto {2 C C, por ser diferenciables, se les pueden
aplicar los resultados usuales del cédlculo diferencial de funciones de dos variables reales.
Asj por ejemplo, si f es holomorfa en un abierto conexo 2y f'(z) = 0 para cada z € ()
entonces f es constante (resultado que ya ha sido obtenido directamente en P-3.3)
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Funciones anti-holomorfas. Una clase importante de funciones directamente relaciona-
das con las holomorfas son las llamadas anti-holomorfas. Son las de la forma g(z) = f(2)
donde f € H(Q2) es holomorfa. Estas funciones, si no son constantes y su dominio es cone-
xo nunca son holomorfas. Si f € H(f2) entonces f(Z) es holomorfa en Q= ={Z: z € Q},

y por lo tanto f(Z) es anti-holomorfa ([[7] ejerc. 3.26).

Una base adecuada para las aplicaciones lineales. Sea £(R? R) el espacio vectorial
real de las aplicaciones lineales de R? en R. La base candnica de este espacio vectorial es
la formada por las proyecciones

do: (z,y) =z, dy:(z,y) =y,
Las coordenadas de du(a) y dv(a) respecto a esta base son sus derivadas parciales

du(a) = Dyu(a)dx + Dou(a)dy, dv(a) = Dyv(a)dx + Dyv(a)dy,

Por otra parte, el conjunto £(R?) formado por las aplicaciones lineales L : R? — R? es
un espacio vectorial sobre R de dimensién 4, pero aqui conviene considerarlo como un
espacio vectorial de dimensién 2 sobre C, con la ley externa C x L£(R?) — L(R?) dada
por (uL)(h) = p- L(h), (e.d pL =L, 0 L).

Identificando R con un subconjunto de C, se puede considerar que las proyecciones dz
y dy toman valores en C, y con ello que pertenecen al espacio vectorial complejo £(R?)
del cual constituyen una base.

Si la matriz de L € L(R?) es ( g g ) y h=(hy,hy) € R? se tiene
L(h) = (ahy + vha, Bh1 + 6hs)
que en forma compleja se escribe
L(h) = (ahy + vha) +i(Bhy + dh2) = (a+ iB)hy + (7 + i) hy
luego L(h) = (pdz + qdy)(h), donde p=a+if y g=~+id. Es decir,
L = pdz + qdy

donde las coordenadas de L respecto a la base {dz,dy} son los nimeros complejos
p=a+1i8, q=+1id, formados con las columnas de la matriz de L.

Otra base del espacio vectorial complejo £(R?), més adecuada para representar apli-
caciones C-lineales, es la formada por la pareja de aplicaciones lineales

dZ : (x,y) - (.’L’,y); dz: (x,y) - (.’L’, _y);
h h—ﬁ_p—z’q
to = Ty

ig—
P+ qh resulta

h

Como L(h) = phi +qhy =p 5

p—1q _ ptug
s =

raz + saz donde 1 2,y 5
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Es decir, las coordenadas de L respecto a la base {dz, dz} son los niimeros complejos
r=(a+d+if—iv)/2; s=(a—050+iB+iv)/2.

El interés de la base {dz, dz} reside en que L = rdz+ sdz es C lineal siy sélo si s = 0.

La representacién de L = df (a), en términos de la base {dz, dy} es
df(a) = D1 f(a)dz + Dy f(a)dy
y en términos de la base {dz,dz} es

df(a) = Of (a)dz + Of (a)dz

donde
0f(a) = 2SO 101 L5 0) 1 Dyvfa) + iDyo(a) — iDau(w)
df(a) = D1f(a) —;ZDZf(a) = %(Dlu(a) — Dov(a) +iDyv(a) + iDau(a))
Para las coordenadas de df (a) respecto a la base {dz, dz} se suele adoptar la notacién:
of af =

%(a) = 0f(a); = (a) = 0f(a);

y con ella las condiciones de Cauchy-Riemann en el punto a se expresan en forma con-
densada mediante la condicion of

0z
Si f es derivable en a no sélo se cumple que 0f(a) = 0, sino que df(a) = f'(a).

(a) =0

Resulta que una funcién diferenciable f : 2 — C es holomorfa si y sélo si §(a) =0
Z

para todo a € C, lo que se suele interpretar diciendo que f no depende de Z, es decir,
wl =\ z+zZ z—%Z . (z+Z z—2Z
e -5 50 i (55

no depende de Z.

Por otra parte, las funciones anti-holomorfas en () se caracterizan como las funciones

0
f que son diferenciables en ) y cumplen a—f(a) = 0 para todo a € €. Es decir son las
z

funciones que solo dependen de Z.

2.4. Representacion grafica de funciones

En esta seccién se describen algunos procedimientos graficos que se suelen utilizar
en la teoria de las funciones complejas de variable compleja. La grafica de una funcion
compleja de variable compleja w = f(z) es un subconjunto de C?, que tiene dimensién 4
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como espacio vectorial real, y no es posible visualizarla como en el caso de las funciones
reales de una o dos variables reales. Sin embargo se pueden considerar distintas alternativas
para representaciones graficas que permitan visualizar propiedades de la funcion.

Una alternativa, que puede ser 1til para localizar ceros de f consiste en considerar la
grafica de la funcién | f(z + iy)|, llamada superficie modular de f.

Pero la alternativa mas apropiada consiste en considerar dos copias del plano complejo.
En una de ellas, que llamaremos plano z, o plano (z, y), se mueve la variable independiente
z =x + 1y y en la otra, que llamaremos plano w o plano (u,v), varia w = f(z).

Cuando z(t) describe una curva en el primer plano, su imagen w(t) = f(z(t)) describe
otra curva en el segundo plano. Si se interpreta el parametro ¢ como el tiempo, el mo-
vimiento del punto imagen w(t) proporciona una idea del comportamiento de la funcién
a lo largo del camino z(t). Con este método sera posible apreciar cuando el camino z(t)
pasa cerca de un cero de la derivada f’(z).

Considerando diferentes caminos z(t) que barran de modo uniforme el dominio se
puede conseguir una imagen dindmica del comportamiento de la funcién w = f(z). Se
suelen considerar rectas paralelas al eje real, y = cte, y rectas paralelas al eje imaginario,
x = cte, igualmente espaciadas. A veces resulta més adecuado efectuar el barrido del
dominio usando coordenadas polares (r, ) para la variable independiente z = re’?. En
este caso se impone la consideracién de las imagenes de las circunferencias z(t) = re®, y de
las semirrectas z(t) = te'® t > 0, donde r > 0y a € [0,27]. En se vera un ejemplo
sencillo y paradigmético de esta técnica, y mas adelante, en la seccién B.3 se veran otros
ejemplos interesantes.

Para ciertas funciones sencillas como w = az +b, w = 1/z, que admiten interpretacién
geométrica como transformaciones del plano en sj mismo, conviene considerar los planos
2 y w superpuestos. Por ejemplo, si a = re?, ya sabemos que la transformacién w =
az + b es el resultado de efectuar un giro alrededor de 0 (de amplitud 6 ) seguido de una
homotecia (de razén r) respecto al mismo punto, y de una traslaciéon. También sabemos
que la transformaciéon w = 1/z es el resultado de componer una simetria respecto a la
circunferencia unidad con una simetria respecto al eje real.

Otra alternativa para visualizar y apreciar graficamente propiedades de una funcién
compleja de variable compleja consiste en considerar las dos funciones

u(z,y) = Re f(z +iy), v(z,y)=Im f(z +iy)

cuyas graficas son superficies en el espacio euclideo R?, que se pueden representar en el
plano (z,y) mediante un mapa de curvas de nivel:

En el plano (z,y) se suelen dibujar superpuestas las curvas u(z,y) = ¢, v(x,y) = ¢
para diferentes valores de la constante ¢, de modo que, para una funcién biyectiva f, este
procedimiento coincide con el descrito anteriormente aplicado a la inversa f~!. Si f no
es inyectiva el procedimiento puede ayudar a determinar regiones parciales G C €2 sobre
las que f sea inyectiva y a obtener sus imagenes f(G). Serd ttil para encontrar abiertos
donde existan ramas holomorfas de la inversa de una funcién holomorfa dada.

Los procedimientos graficos que acabamos de comentar suelen resultar utiles a la hora
de definir una funcién de variable compleja F' como composicién de otras dos F' = fog
ya que para hacerlo es preciso obtener la imagen de g, y comprobar que esta contenida en
el dominio de f. Pero sobre todo se utilizan para conocer con detalle el comportamiento
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de las funciones elementales consideradas como transformaciones de un plano en otro.

Representacion mediante campos de vectores. Para conseguir una imagen grafica
de las funciones complejas de variable compleja hay una alternativa bastante interesante
desde el punto de vista de las aplicaciones fisicas de la teoria. Consiste en utilizar un solo
plano para representar tanto la variable independiente z como variable dependiente w =
f(z), pero con el siguiente convenio: z se representa mediante un punto y w mediante el
vector w dibujado con origen en este punto (més adelante quedara patente la conveniencia
de considerar el vector w en lugar del vector w ). Es decir, se representa f = u+iv mediante
el campo de vectores A(z,y) = (Ai(z,y), Az2(x,y)) donde A} = u 'y Ay = —v. Asj por
ejemplo, un campo plano de fuerzas, dirigidas radialmente desde desde el origen hacia
afuera, de magnitud inversamente proporcional a la distancia al origen, es una buena
representacion fisica de la funcién 1/z.

Si existe una primitiva F' = U 41V de f en (), utilizando las condiciones de Cauchy-
Riemann, es facil ver que

A(z,y) = VU(z,y); < Az, y)|VV(z,y) > =0.

Esto significa que las curvas de nivel U(z,y) = ¢ (lineas equipotenciales del campo) son
ortogonales al campo y que las curvas de nivel V(x,y) = ¢ (lineas de corriente del campo)
son tangentes al campo A (véanse los ejercicios 3.27 y 3.28 en [[7]).

Para obtener graficamente las curvas de nivel U(x,y) = ¢, V(z,y) = ¢, asociadas a
una funcién holomorfa F, basta considerar el campo A(x,y) = f(x + iy) asociado a su
derivada f = F’ y dibujar (con un programa de ordenador adecuado) las trayectorias de
las ecuaciones diferenciales

Ai(z,y)de + As(z,y)dy = 0; As(z,y)dx — Ay (z,y)dy = 0;

que son respectivamente, las curvas U(z,y) = cte, V(x,y) = cte.

2.5. Aplicaciones conformes

Dado un par ordenado de vectores no nulos (wy,ws) del espacio euclideo R?, (que se
supone identificado con el cuerpo C) se llama dngulo orientado del par (wy, ws) al nimero
real Arg(wy/wy) € (—m, 7).

Definicién 2.5.1 Una funcion f : Q — C definida en un abierto Q0 C C, se dice que
conserva dangulos orientados en a € §) si se cumplen las condiciones siguientes:

a) Para cada w € T existe 6, > 0 tal que D(a,d,) CQ y

fla+tw)—fla) #0 si 0 <t <y

b) Para cada w € T existe, y no depende de w, el ljmite:

1 fla+tw) — f(a)
t—0+ w| f(a + tw) — f(a)|

=C
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La interpretacién geométrica de esta definicion es sencilla: El vector unitario en la direccion
de f(a+tw)— f(a) tiende hacia la posicién limite cw cuando ¢ > 0 tiende hacia 0, luego cw
es un vector tangente, en sentido generalizado, a la curva v, (t) = f(a + tw), 0 < t < Jy,
en su origen 7,(0) = f(a).

Si se consideran dos semirrectas que surgen de a, de ecuaciones paramétricas

21(t) = a + twy; 29(t) = a + twy; t>0
donde |wq| = |wy| = 1, asj como las curvas imagenes
Vl(t) = f(CL + twl); '72(t) = f(a + tw2); 0<t< min{5w1a 51112}

entonces el par ordenado (cwy, cws) es el formado por los vectores unitarios tangentes (en
sentido generalizado) a estas curvas en ¢ = 0 y es claro que el dngulo orientado de este

par coincide con el del par (wy,ws) ya que Arg —2 = Arg 2
CW2 w1
71(t)
4 v
Wo <2 (t>
w1 Z1 (t)
0 v o "

La siguiente proposicion, cuya demostracion es inmediata, revela una notable propie-
dad geométrica de las funciones complejas con derivada no nula. Obsérvese que segun la
definicién de derivada, si f'(a) = re'®, conr > 0 el incremento local A(h) = f(a+h)—f(a),
para valores de h pequefios, se comporta como la transformacién h — re®h cuyo signifi-
cado geométrico ya lo hemos mencionado.

Proposicién 2.5.2 Sea [ : () — C definida en un abierto Q2 C C. Si f es derivable en
a€Qy f'(a) #0 entonces f conserva dngulos orientados en a.

DEM: Se deja al cuidado del lector. ]

El siguiente ejemplo revela el papel esencial que desempena la condicién f'(a) # 0 en
la propiedad de conservacion de angulos orientados.

Ejemplo 2.5.3 Sea f : Q — C una funcién que se puede escribir en la forma f(z) —
fla) = (z —a)™g(z) para todo z € 2 donde m € N, m>2yg:Q — C es continua en a
con g(a) # 0. Entonces f no conserva dngulos orientados en a. Obsérvese que f'(a) = 0.
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DEM: Basta tener en cuenta que para todo w con |w| = 1, en virtud de la continuidad de
g en a se cumple

1 flattw) = fla) _ mo1 glatitw) o g(a)

im = lim " —m—m%= =w
t= 0w lflattw) = fla)] =0 |g(a + tw))| |9(a)
limite que depende de w, en contra de la hipdtesis. [ ]

Obsérvese que en el ejemplo anterior, lo que ocurre realmente, es que en el punto a
el efecto de la transformacion f es el de multiplicar por m la amplitud de los angulos:
Ahora, cuando t > 0 tiende hacia 0, el vector unitario en la direccién de f(a + tw) —
f(a) tiende hacia la posicién limite cw™, con ¢ = g(a)/|g(a)|, luego cw™ es un vector
tangente, en sentido generalizado, a la curva v, (t) = f(a + tw), en su origen 7,,(0) =
f(a). Si consideramos dos semirrectas que surgen de a segun los vectores unitarios wy, wsy
con angulo orientado pequefio o = Arg(wy/wy) < 7/m, entonces (cw(’, cwy’) es el par
ordenado formado por los vectores unitarios tangentes (en sentido generalizado) a las
curvas imagenes

71(t) = fla+ twy); Yo(t) = fla+ twy)

Como wy/w; = € y estamos suponiendo que ma < 7, se cumplird que el dngulo orien-
tado de (cwi, cwi?) vale Arg(wy/wi) = Arg(wy/wy)™ = Arg(e™*) = ma.

Miés adelante se demostrara que toda funcién holomorfa f € H(€2) no es idénticamente
nula en un entorno de a € 2 admite una representacién del tipo considerado en el ejemplo
anterior y con este ejemplo quedard justificado que f € H(2) conserva angulos orientados
en un punto a € ) si y sélo si f'(a) # 0. Por ello, la situacién considerada en el siguiente
ejemplo no se puede presentar cuando f es holomorfa.

Ejemplo 2.5.4 La funcion f(z) = z|z| es diferenciable en z = 0 y conserva dngulos
orientados en a = 0 aunque df(0) = 0.

Proposicién 2.5.5 Para una aplicacion lineal L : R? — R? son equivalentes
a) L conserva dngulos orientados en 0;

b) L conserva dngulos orientados en todos los puntos;

c) L no es singular y para todo par (wy,wsy) con |wy| = |wy| =1 se verifica
L
Arg 2 = Arg H22)
w1 L(wl)

d) L es C-lineal no nula;

DEM: a) < b) es consecuencia inmediata de la linealidad. a) = ¢): Si se cumple a), las
condiciones de aplicadas a L en a = 0 se traducen en la existencia de ¢ € T tal
que para cada w con |w| =1 se cumple 0 # L(w) = ¢|L(w)|w. Por consiguiente L es no
singular y

Arg

11(’(1]2) ‘IJ(UJ2>|’U12 W2 .
=Arg————F— = Arg—  si|wy| = |wy| =1
L(wy) & | L(wy)|w; & wy [or] = |
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c) = d): Si se expresa L en la forma L = rdz + sdz basta probar que si L cumple c)

entonces s = 0. Cuando w recorre la circunferencia |w| = 1, L(w)/w recorre la circun-
ferencia de centro r y radio |s| ya que L(w)/w = r + sw/w = r + sw?. Por otra parte,
L(w)

aplicando ¢) al par (w,1) con |w| = 1 se obtiene que Argw = Arg por lo tanto

y

(1)
existe p > 0 tal que pw = L(w)/L(1). Esto significa que L(w)/w permanece en la recta
{tL(1) : t € R}. Para que las dos condiciones que se han obtenido sean compatibles es

necesario que s = 0. [

Es decir, las aplicaciones lineales L : C — C que conservan angulos orientados son
las de la forma L(z) = re'®z, que tienen una interpretacién geométrica bien sencilla: La
composicién de un giro de amplitud « alrededor de 0, con una homotecia de razén r > 0
respecto al origen.

Teorema 2.5.6 Si f : Q — C es diferenciable en a € Q0 con df(a) # 0 entonces f
conserva dangulos orientados en a si y solo si f es derivable en a.

DEM: Si f es derivable en a es claro que f’(a) # 0y entonces es inmediato comprobar que
f conserva angulos orientados en a. Reciprocamente, si f conserva angulos orientados en
a, y su diferencial L = df(a) no es idénticamente nula, su nicleo {w : L(w) = 0}, o bien
se reduce a {0}, o es una recta que pasa por 0. En cualquier caso, si lw| =1y L(w) # 0,
en virtud de la condicién b) de se verifica

1 fla+tw)— f(a) t 1 L(w)

C = lim =

L= 0t w t fla+tw) = fla)|  w|L(w)|
Se sigue que para todo w con |w| =1 el cociente L(w)/w pertenece a la recta {tc: ¢t € R}
y razonando como en la prueba de .53 se concluye que L = df (a) es C-lineal no nula, lo
que significa que f es derivable en a [ ]

Definicién 2.5.7 Una funcion f : Q) — C se dice que es conforme en el abierto (2 C C st
es holomorfa y f'(a) # 0 para todo a € Q. Un isomorfismo conforme del abierto 3 C C
sobre el abierto Qy C C es una aplicacion biyectiva f : Qy — Qy tal que f y f~! son
conformes.

El calificativo de conforme que se da a las aplicaciones holomorfas con derivada no nu-
la hace alusién a la propiedad de conservacién de angulos orientados que tienen estas
aplicaciones (R.5.2).

Obsérvese que si f : Q1 — €2y es una biyeccién holomorfa con inversa ¢ = f~! holomor-
fa entonces las derivadas de f y g no se anulan nunca, y por lo tanto f es un isomorfismo
conforme. En P.6.1 veremos que para que una aplicacién biyectiva f : € — {2y sea un
isomorfismo conforme basta que f sea holomorfa con derivada no nula y que su inversa
sea continua. Anticipamos que en esta afirmacién se pueden eliminar los requerimientos
de que la derivada no se anule y que la inversa sea continua: Se demostrard mas adelante
(véase [.2:]) que si f € H(S2) es inyectiva entonces f'(z) # 0 para todo z € Q, V = f(Q)
es abierto y la inversa f~! : V' — Q es holomorfa. Es decir, toda funcién holomorfa e inyec-
tiva establece un isomorfismo conforme entre su dominio y su imagen que necesariamente
es abierta.



LECCIONES DE ANALISIS COMPLEJO. G. Vera 45

Proposicién 2.5.8 Un difeomorfismo f : Q1 — Qo (aplicacion biyectiva y diferencia-
ble con inversa diferenciable) es un isomorfismo conforme si y sdlo si conserva dngulos
orientados en todos los puntos.

DEM: Supongamos que f es un difeomorfismo que conserva angulos orientados en cada
punto. Por ser f un difeomorfismo se ha de cumplir que df(z) # 0 para cada z € 0y y
aplicando el teorema se obtiene que f € H(;) y ademds f'(z) # 0 para cada z € ).
Sig= f~!, para cada w = f(z) € Qy, la aplicacién dg(w) es C-lineal porque es la inversa
de la aplicacién C-lineal df(z). Por lo tanto g es holomorfa en {2y, y obviamente ¢'(w) # 0
para cada w € €)y. Asi queda demostrado que f es un isomorfismo conforme.
Reciprocamente, si f es un isomorfismo conforme entonces f y su inversa g son holo-
morfas y ademds f'(z) # 0y ¢'(w) # 0 para cada z € Q; y cada w € Qy, luego, en virtud
de 5.4, f v g conservan angulos orientados en todos los puntos. ]

En lo que sigue I'(€24, ) denotara al conjunto de todos los isomorfismos conformes
de ©; sobre Q. Si I'(€24, £22) es no vacio se dice que los abiertos €y, Q5 son conformemente
equivalentes. Por definicion I'(€2y) = I'(£21, ).

El problema central de la representacién conforme es el de determinar cuando dos
abiertos 2; y €2y son conformemente equivalentes y en su caso describir el conjunto
['(£21,€5). Obsérvese que si se tiene descrito uno de los dos grupos de transformacio-
nes I'(€21) o I'(Q2) y se conoce un elemento particular f € I'(2;,€2s) entonces se puede
determinar I'(€2;, Q) mediante:

L2, Q) ={fop:pel()}={pof:pecl()}
Para los ejemplos que siguen no es preciso recurrir a pues en cada caso es claro que

la imagen de la funcién es abierta y que su inversa es holomorfa.

Ejemplos 2.5.9 Usando transformaciones de Mobius apropiadas T se pueden establecer
isomorfismos conformes entre los abiertos €y y Q2o que se indican en la siguiente tabla:

0 — O,
Semiplano abierto Disco abierto
Cuadrante abierto Semidisco
Region limitada por circunfe- | Regién limitada por dos rectas
rencias tangentes paralelas
Regién limitada por circunfe- | Corona circular A(0,r, R), (*)
rencias que no se cortan

En (*) la relacién de los radios de la corona r/R no es posible prefijarla de antemano.
Con los recursos avanzados del capitulo [J se puede demostrar que una condicién necesaria
y suficiente para que dos coronas circulares sean conformemente equivalentes es que la
razon entre sus radios sea la misma (véase [[] ejerc. 10.16).
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Ejemplo 2.5.10 La transformacién z*

La transformacién f(z) := 2% es conforme sobre cada abierto Q2 C C\ {0}. Cuando se
considera un dominio 2 con una descripcién simple en coordenadas polares z = re'
resulta muy sencillo determinar su imagen mediante la transformacién f(z) := 22. Si

A={z+iy:2>0,y>0}, P.={ax+iy:y >0}y H :={x+iy: x>0} se verifica

f(A)y=P; [f(P)=C\{ze€Rjz>0}; [f(H)=C\{reR:z<0}
Para cada w # 0 la ecuacién z? = w tiene exactamente dos soluciones una opuesta de la
otra. Por lo tanto f(z) := 2?2 es inyectiva sobre cada abierto 2 C C que tenga la propiedad
de no contener parejas de puntos simétricos respecto al origen, es decir z € ) = —z & ().
Una condicién necesaria para esto es que 0 ¢ €). Por otra parte, cuando 0 € €, se aprecia
que la transformacién f(z) = 22 duplica angulos en z = 0, fenémeno que, en un contexto
general, ya se ha comentado en la observacién que sigue al ejemplo B.5.3).

En particular, la transformacién z — 22 establece una biyeccién entre cada uno de
los abiertos A, P, H y su imagen. Obsérvese que mientras que la inversa de f|y es la
rajz cuadrada principal /z sin embargo la inversa de f|p es iy/—z. Es claro que estas
biyecciones son bicontinuas (homeomorfismos) y es facil ver que son difeomorfismos de
clase C* cuando se consideran en el 4&mbito del espacio eucljdeo R2. Veremos pronto que
las biyecciones naturales (las establecidas con funciones derivables en sentido complejo)
son siempre difeomorfismos de clase C'*° con la propiedad de conservar angulos orientados.

Con los procedimientos graficos indicados anteriormente, usando coordenadas carte-
sianas, se puede ver que, para a > 0, la transformaciéon z — 2z2. establece una biyeccién
de H, :== {z +1iy : * > a} sobre U, := {u+iv : v > 4a*(a® — u)} y también de
Vo i={z+iy:2* —y* > a} sobre H, := {u+iv:u>a} (Véase [[7 ejerc. 2.23).

Estas biyecciones, que son realmente isomorfismos conformes, quedan incluidas en el
siguiente cuadro que muestra parejas de abiertos Gy, Gy entre los que la transformacion
2z — 2° establece isomorfismos conformes.

c=ye
A={z+iy:2 >0,y >0} P={u+iv:v>0}
P={xz+iy:y >0} Q1 =C\{uveR:u>0}
H={x+iy:z>0} 0 =C\{ueR:u<0}
{x+iy: x>t} {u+iv:v? > 42 —u)}
{rx+iy:2*—y? >t} {u+iv:u>t}

Obsérvese que en todos los casos, excepto en el segundo, la inversa viene dada por la
rajz cuadrada principal /. [ ]

2.6. Funciones elementales

Las series de potencias que definen las funciones reales e*, sen x, cos x siguen conver-
giendo cuando se sustituye la variable real x por la variable compleja z. Las series de
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potencias complejas que resultan se utilizan para definir en el plano complejo las funcio-
nes elementales de variable compleja que extienden a las correspondientes funciones reales.

Funcién exponencial. La funcion exponencial compleja exp : C — C es la funcion
entera definida en todo el plano mediante la serie de potencias

o0 n

exp(z) = ) %

n=0

cuyo radio de convergencia es +o0o0. Obsérvese que, en virtud de 3.4 su derivada es
exp’(z) = exp(z). Si z,y € R se comprueba facilmente que

exp(x) = e%; exp(iy) = cosy + iseny;
La ecuacién funcional
exp(z + w) = exp(z) exp(w) para cada z,w € C (2.1)

se obtiene usando el producto de convolucién de series absolutamente convergentes (véase
R.1.5) y la férmula del binomio de Newton:

1 ZPwt 1 n
exp(z)exp(w):zﬁ ( Z nl—— ) :Zﬁ(z—i—w) = exp(z + w)
n=0 " \p+g=n Pq: n=0 "

Aplicando (R.1) se obtiene que la funcién ¢ : R — T definida por
c(t) == exp(it) = cost + isent

es un homomorfismo del grupo aditivo (R, +) sobre el grupo multiplicativo (T,-) cuyo
nicleo es 27Z. Como exp(z) exp(—z) = exp(0) = 1 se sigue que exp(z) # 0 para todo
z € C, y usando la sobreyectividad de ¢ se obtiene facilmente que exp(C) = C\ {0}.

En virtud de (BJ]), si z = = + iy se tiene

exp(z) = e*(cosy + iseny) lexp(z)| ="
donde la expresion de la izquierda es la que se suele adoptar como definicién de la expo-
nencial compleja en los textos elementales de calculo. De ella se deduce que exp es una
funcién periédica de periodos 27mmi, m € Z.

Con la ecuacién funcional (B.])) también se obtiene la clésica férmula de De Moivre
muy util para expresar cos na, y sen na en términos de sen o y cos a:

(cos o + isen )™ = cos nav + i sen no

Por paso al cociente del homomorfismo de grupos ¢ : R — T se obtiene un isomorfismo

de grupos
R
c:—— — T
2nZ
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que no soélo efectiia una identificacién algebraica entre el grupo cociente 2% y el grupo

multiplicativo T sino que también los identifica topolégicamente, ya que establece un ho-
R

meomorfismo entre 5—= con la topologia cociente y el espacio compacto T.
272
Una vez introducida la funciéon exponencial compleja mediante la serie de potencias

se podrian introducir las funciones reales sen x y cos z mediante las expresiones:
sen x := Im(exp(ir)); cos z := Re(exp(iz)) :

en cuyo caso, de la ecuacién funcional (P.1]) se deducen facilmente las férmulas usuales de
la trigonometria. A titulo de ejemplo, la relacién sen?t + cos?t = 1 se podria obtener asi:
En virtud de la continuidad de z — Z se tiene que exp(z) = exp(z) luego

cos®t + sen’t = | exp(it)|* = exp(it)exp(it) = exp(it) exp(—it) = exp(0) = 1

Las restantes formulas de la trigonometria, p.e. las férmulas para el seno y el coseno de la
suma, estan implicitas en la ecuacién (R.)). Cuando se sigue este proceso para introducir
las funciones sen x, cosx se comienza definiendo 7 = 2min{t € R : cost = 0}, y luego
se demuestra que ¢ : R — T, ¢(t) := exp(it), es suprayectiva con {t € R : ¢(t) = 1} =
{2n7 : n € Z} (los detalles se pueden ver en [[4]).

Ejemplo 2.6.1 La transformacion z — e*.

La derivada de la funcién exponencial no se anula nunca, luego la transformacién z — e*
es conforme e inyectiva sobre cualquier abierto €2 con la propiedad de no contener parejas
de puntos 21, z5 verificando z; — 2, € 2miZ. La funcién exponencial establece isomorfismos
conformes entre las siguientes parejas de abiertos €2, {25 (donde t — s < 2m):

Q=5 Qy
{r+iy:s<y<t} {re? :r>0,s<0<t}
{r+iy:z<0,s<y<t} {re?:0<r<1,s<0<t}

En particular, cuando t — s = 7, se obtiene un isomorfismo conforme entre una banda y
un semiplano y entre una semibanda y un semidisco. Andlogamente, con t — s = 7/2 se
consigue un isomorfismo conforme de una banda sobre un cuadrante y de una semi-banda
sobre un cuadrante de un disco.

Funciones trigonomeétricas e hiperbdlicas. Las funciones trigonométricas de variable
compleja sen, cos son funciones enteras definidas en términos de la funciéon exponencial
mediante las expresiones

exp(iz) — exp(—iz) exp(iz) + exp(—iz)

5 ; cos z = 5 ;
1

sen z =

de donde se deducen sus desarrollos en serie de potencias:

22 2t S

CcosS z = —5—%1—@—# ......
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que ponen de manifiesto que estas funciones extienden a las correspondientes funciones
de variable real. Se sigue cumpliendo que la derivada de sen z (resp. cos z) es cos z (resp.
—sen z) asi como las relaciones trigonométricas clasicas

2 2 m
sen”z 4+ cos“z =1; senz = cos 5—2 ;

cos z = cos(—z); sen(—z) = —sen z;
sen(z + w) = sen z cos w + Cos z sen w;
cos(z 4+ w) = cos z cos w — sen z sen w.

que se deducen a partir de la ecuacién (2.)).

Las funciones hiperbolicas de variable compleja , son funciones enteras definidas en
términos de la funcion exponencial mediante las expresiones

exp(z) — exp(—=z exp(z) + exp(—=z
bR e en() +exn(=)
2 2

Es claro que estas funciones extienden al plano complejo las correspondientes funciones
reales. Estan directamente relacionadas con las funciones trigonométricas ya que

ch(iz) = cosz; sh(iz) =isenz; cos(iz) =chz; sen(iz) =ishz;

Se comprueba facilmente que ch? z — sh? z = 1, asf como las restantes relaciones cldsicas
entre las funciones hiperbdlicas (teoremas de adicién, etc..). Las derivadas de las funciones
hiperbodlicas siguen siendo formalmente las mismas que en el caso de las correspondientes
funciones de variable real.

Ceros y periodicidad:
Los ceros de cos z estan en el eje real y coinciden con los de la correspondiente funciéon de
variable real cosx

Teniendo en cuenta que senz = cos(m/2 — z) se sigue que todos los ceros de sen z
también estan en el eje real y son los mismos que los de la funcién real sen x

Las funciones sen z, cos z son peridédicas de periodo 27 y sus tnicos periodos son los
del conjunto {2mm : m € Z} (véanse los ejercicios 3.14 y 3.15 en [[[7]).

Por otra parte, con las relaciones ch z = cos(iz), ish z = sen(iz) se obtienen los ceros
y los periodos de las funciones hiperbdlicas sh z, ch z.

Logaritmos, raices y potencias complejas. Puesto que exp(C) = C\ {0}, dado un
ntumero complejo w # 0 existe z € C tal que exp(z) = w y se dice que z es un logaritmo
de w. El conjunto de todos los logaritmos de w, se designa por log w, y viene dado por

logw = {log |w| + ia : @ € arg(w)}

Por definicién, el logaritmo principal de w, denotado Logw, es el que se obtiene con el
argumento principal a = Argw, es decir, es el unico elemento del conjunto logw cuya
parte imaginaria pertenece al intervalo (—, 7].
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La exponenciacion compleja (con base y exponente complejo) se define tomando como
base la funciéon exponencial: Dado un niimero complejo a # 0, para cada z € C se define

a® = {exp(cz) : ¢ € loga}

Noétese que, de acuerdo con las definiciones anterior, sia # 0y z = 1/n resulta al/™ = Ya.

Obsérvese que z — a* no es una funcién uniforme. Es una funcién multiforme (o
multivaluada) ya que la imagen a* de cada z € C es un conjunto (generalmente infinito,
aunque puede ser finito en casos especiales p.e. cuando z = 1/n con n € N). Sin embargo,
fijado ¢ € loga se obtiene una funcién uniforme f.(z) = exp(zc) tal que f.(z) € a® para
cada z € C. Se dice que f. es una rama o determinacion uniforme de a®. Se aprecia una
coleccion numerable de estas ramas, una para cada valor de ¢ € loga. Para ¢ = Loga
queda determinada la llamada determinacion principal de a®.

De acuerdo con la definiciéon que acabamos de formular el simbolo e* designa a
la funcién multivaluada {exp(cz) : ¢ € loge} = {exp((1 + 2mim)z) : m € Z} cuya
determinacién principal es la funcién exponencial exp(z). El uso de la notacién e* para
la funcién exponencial se justifica con el siguiente convenio: La determinacién principal
de a® se denota con el mismo simbolo «*. El tinico problema que ocasiona este convenio
es que, en las raras ocasiones en que se desee considerar la funcion multiforme habra que
decirlo explicitamente. Adoptado este convenio, en lo que sigue e* designara a la funcion
exponencial exp(z) y se escribird z = re’ donde r = |z| y « € arg 2.

Al considerar los argumentos, los logaritmos y la exponenciacion compleja han apareci-
do diversas funciones multiformes, y es conveniente introducir la terminologia pertinente.
Conviene advertir que en la siguiente definicién, asumiendo la identificacién de R con el
eje real, se contempla el caso particular de que T' = [a, b] sea un intervalo de la recta real.

z

Definicién 2.6.2 Sea T un subconjunto del plano complejo y P(C) el conjunto de las
partes de C: Una multifuncion (o funcion multiforme) con dominio T y valores en C es
una aplicacion

G:T — P(C)

Se dice que g es una rama continua o determinacion continua de G si g : T — C es
continua y g(t) € G(t) para cadat € T.

Un problema natural que se plantea en relacién con una multifuncién dada G es el de
determinar o caracterizar los abiertos {2 C C donde existen ramas continuas de la multi-
funcién. De momento sélo se consideraran algunos casos particulares sencillos.

Los ejemplos mas notables de funciones multiformes son arg z, log z, y /z. La mayor
parte de las multifunciones de interés aparecen cuando G(t) = f~!(t) donde f : Q — T
estd definida en un abierto €2 C C. Asi ocurre por ejemplo con las multifunciones arcsen z,
arctg z que se estudiaran mas adelante.

Las ramas continuas de multifunciones de la forma log f(t), arg f(¢) reciben nombres
especiales:

Definicién 2.6.3 Sea f: T — C\ {0} una funcién continua, definida en T C C.

a) Sig:T — C es una funcion continua tal que 9 = f(t) (e.d g(t) € log f(t)) para
todot € T se dice que g es un logaritmo continuo de f en T'.
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b) Sia: T — R es una funcion continua tal que a(t) € arg f(t) para todot € T se
dice que o es un argumento continuo de f en T.

Con la terminologia que acabamos de introducir es claro que el argumento principal Arg z
y el logaritmo principal, Logz = log|z| + ¢ Arg z, son, respectivamente, un argumento
continuo y un logaritmo continuo de la identidad z en el abierto €, = C\ {t € R: ¢ < 0}.

Maés generalmente, para cada b € C\ {0} el abierto Q, = C\ {tb: t € R,t <0} es un
entorno de b en el que hay definido un logaritmo continuo Log, y un argumento continuo
Arg, de z:

Log, z = Log(z/b) + a; Arg, z = Im Log,(z) donde a € logb

Basta observar que Log, z = Log(z/b) 4+ a es una funcién definida y continua en €, que
verifica el°®* = (2/b)b = z para todo z € O, por lo que Im(Log, 2) es un argumento
continuo de z en €.

Si g es un logaritmo continuo de f en T entonces a(t) = Img(t) es un argumento
continuo de f en T. Reciprocamente, si o es un argumento continuo de f en 7" entonces
g(t) =log|f(t)| + ia(t) es un logaritmo continuo de f en T.

Si f: T — C\ {0} es una funcién continua tal que en f(7') existe un logaritmo
continuo L de la identidad z entonces que g(t) = L(f(t)) es un logaritmo continuo de f
en 7. Sin embargo, la existencia de un logaritmo continuo g de f en T no significa que
g se pueda expresar en la forma g(t) = L(f(t)) donde L es un logaritmo continuo de z
definido sobre f(T'). Por ejemplo, si T = [0,27] y f(t) = €, es obvio que g(t) = it es un
logaritmo continuo de f en T que no es posible expresarlo en la forma indicada porque
en f(T) = T no se puede definir un logaritmo continuo de z (véase B.6.13).

Definicién 2.6.4 Sea f: T — C una funcion continua, definida en T'C C. yn € N. St
h:T — C es una funcion continua tal que h(t)” = f(t) (e.d. h(t) € {/f(t)) para todo
t €T se dice que h es una raiz n-ésima continua de f en T.

En las condiciones de la definicion si0 ¢ f(T) y existe en T' un logaritmo continuo
g de f entonces h(t) = en9® es una rafz n-ésima continua de f en T. En particular, si
0¢ f(T) y sobre f(T) se puede definir un logaritmo continuo L de la identidad entonces
la funcién h(t) = enl(F®) s una raiz n-ésima continua de fenT.

Puede ocurrir que para un valor particular de n € N exista en 1" una raiz n-ésima
continua de f aunque no exista un logaritmo continuo. Por ejemplo, f(z) = 2 posee en
T = C\ {0} una raiz cuadrada continua y en el ejercicio 3.4 de [[7] se muestra que no
existe en T un logaritmo continuo de 2?. En P.7.§ se puede ver otro ejemplo donde no
existe un logaritmo continuo de f en T pero existe una raiz cuadrada continua.

Proposicién 2.6.5 Sea f: T — C una funcion continua que no se anula en T' C C, que
se supone conexo. Si Ly, Ly : T — C (resp, Ay, Ay : T — R) son dos logaritmos continuos
(resp. argumentos continuos) de f en T entonces existe m € Z tal que

Ly(t) = Lo(t) + 2mmi; (resp. Ai(t) = As(t) + 2mm ) para todo t € T
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DEM: Como g = L — Ly es continua y ¢/® = 1 para todo ¢t € T resulta que g(7T') es un
subconjunto conexo del conjunto discreto {27ni : n € Z}. Como los tnicos subconjuntos
conexos de los conjuntos discretos son los puntos se obtiene el resultado referente a los
logaritmos. Analogamente se razona con los argumentos. [ ]

Proposicién 2.6.6 Sea f : T — C una funcion continua definida en T" C C, con la
propiedad de que To = {t € T : f(t) # 0} es no vacio y conexo. Si existe en T una raiz
n-ésima continua hg de la funcion f, entonces en'T" existen exactamente n raices n-ésimas
continuas de f, dadas por

hi(t) = wpho(t)  donde  wy, = e*™* /M k' =0,1,2,---n— 1.

DEM: Véase [ ejerc. 3.2 n

En las condiciones de la proposicion si se desea determinar una rama continua h
de la funcién multiforme {/f lo que hay que hacer es fijar un punto a € T tal que f(a) # 0
e indicar cual de los n valores {/f(a) es el que toma h en a. Cada b € {/f(a) determina
la rama hy, que cumple hy(a) = b.

La proposicién P.6.§ se aplicard frecuentemente cuando T = ©Q C C es un abierto
conexo y f una funciéon holomorfa no idénticamente nula en 7', ya que, en estas condiciones
se podra asegurar que 0y = {z € Q: f(z) # 0} es conexo (véase [.1.9 y [[.5.9).

La siguiente proposicién nos dice que si la derivada de una funcién holomorfa g no se
anula entonces toda rama continua de la multifuncién inversa g~!(z) también es holomorfa

Proposicién 2.6.7 Sean Q,V subconjuntos abiertos de C, g € H(V) y f : Q@ — V una
funcion continua tal que g(f(z)) = z para todo z € Q. Si ¢" no se anula sobre f(§2)

entonces f es holomorfa y f' = ——.
g'of

DEM: Sea a € Qy b= f(a). La funcién

—g(b
Aw) = 2090 2 b v A = g0)
es continua en el punto w = b. Para todo w € V se verifica g(w) — g(b) = (w — b)A(w).
Sustituyendo w = f(2) y b = f(a) resulta z—a = (f(z) — f(a))A(f(2)) y tomando limites
cuando z — a se obtiene el resultado:
f(z) — f(a) ) 1 1 1

A e T RGE) T A o)

(Nétese que A(b) = ¢'(b) # 0 por la hipétesis) n

Proposicién 2.6.8 Si L : Q2 — C es un logaritmo continuo de la identidad definido en
un abierto Q C C\ {0} entonces L es holomorfo, con derivada L'(z) = 1/z. En particular,
el logaritmo principal Log es holomorfo en Q3 = C\ {z € R: x < 0}.
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DEM: Basta aplicar .6.7 con ¢g(z) = e* y f(z) = L(z) para concluir que L es holomorfa
en Qyque L'(z) =1/z. n

Proposicién 2.6.9 Sea f € H(Q2) tal que 0 ¢ f( Si h es una raiz m-ésima continua

).
F(2)h(z)

de f en § entonces h es holomorfa y h'(z) = f( T
mf(z

DEM: Si D(a,r) C Qy 0 < |z| < r se tiene

flot2) = fla) _ ot 2" —h(@)" _ hat2) =hla)

z z z

donde A(2) = h(a+2)""t+h(a+2)""2h(a)+- -+ h(a+2z)h(a)™ 2+ h(a)™ tiende hacia
mh(a)™ ! cuando z tiende hacia 0. Como f(a) # 0 también es h(a) # 0 y por lo tanto

existe el limite
oy Mat2) —hla) _ f'@) _ f(@)ha)
z—0 z mh(a)m—l mf(a)

Sig: Q2 — C es un logaritmo continuo de una funcién holomorfa f € H(£2) en general
no es posible expresar globalmente g en la forma ¢ = L o f donde L es un logaritmo
continuo de z, pero se puede asegurar asegurar que existe una descomposicion local de
este tipo.

Lema 2.6.10 Sig: ) — C es un logaritmo continuo de una funcion continua f : 1 — C
entonces g se puede expresar localmente como la composicion de f con un logaritmo
continuo de z: Para cada a € Q) hay un disco D(a,r) C Q y un logaritmo continuo de la
identidad L, definido en un entorno abierto de f(D(a,r)), tal que g(z) = L(f(z)) para
todo z € D(a,r).

DEM: Véase [[7] ejerc. 3.5 u

Proposicién 2.6.11 Si g : Q — C es un logaritmo continuo de una funcion holomorfa
f € H(Q) entonces g € H(Q) y para todo z € Q se cumple ¢'(z) = f'(2)/f(2)

DeEM: Dado a € (2, aplicando el lema se obtiene un disco D(a,r) C Q tal que
f(D(a,r)) C €, donde Q2 es un entorno abierto de b = f(a) # 0 en el que hay definido
un logaritmo continuo de z, Ly(z), que verifica g(z) = L,(f(z)) para todo z € D(a,r).
Teniendo en cuenta que L; es holomorfo (en virtud de P.6.8) y aplicando la regla de la
cadena se obtiene que existe la derivada ¢'(a) = f'(a)/f(a). Como esta afirmacién es
cierta para cada a € (), queda demostrado que g es holomorfa en ). [ ]

Proposicién 2.6.12 Si f € H(Q)) una condicion necesaria y suficiente para que f posea
un logaritmo continuo (< holomorfo) en 2 es que 0 & f(Q) y la funcion f'(2)/f(z)
tenga primitiva en €. Si € es conexo y g es una primitiva de f'/f en Q existe ¢ € C tal
que g(z) — ¢ es un logaritmo holomorfo de f en Q.
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DEM: Para demostrar la primera afirmacién no es restrictivo suponer que ) es conexo.
Si existe g € H(2) con 9 = f entonces 0 ¢ f(€2), y en virtud de la proposicién
g es una primitiva de f’/f. Reciprocamente, si 0 ¢ f(€2) y ¢g es una primitiva de f'/f
en § entonces h(z) = e9*)/f(z) es constante en el abierto conexo € porque su derivada
es idénticamente nula: b’ = e9(g'f — f')/f* = 0. Si h(z) = k para todo z € Q debe ser
k # 0y tomando ¢ € logk se obtiene que para todo z € Q se cumple ¢93) / f(2) = ¢°, e.d.
eIF)=e = f(2). u

Corolario 2.6.13 Si {z : |z| = r} C Q entonces en Q no se puede definir un logaritmo
continuo de la identidad y 1/z no tiene primitiva en ).

DEM: Si existiese una funcién continua L : © — C tal que e*®*) = z para todo z en Q,
aplicando 2.6.5 a las restricciones de L y Log al conjunto conexo T' = {re® : |t| < 7} se
obtendria que la diferencia Log — L es constante en T', con lo cual Log se podria extender
a una funcién continua sobre toda la circunferencia {z : |z| = r}. Esta contradiccién pone
de manifiesto que L no puede existir. En virtud de R.6.13, 1/z no tiene primitiva en Q.
(Véase también el ejercicio 3.4 de [[I7). n

Con recursos avanzados de la teoria de funciones holomorfas se puede demostrar que
en un abierto €2 C C se puede definir un logaritmo continuo de z si y sélo si los dos puntos
0,00 estén en la misma componente conexa de Cy, \ Q (ejercicio p.16).

Corolario 2.6.14 Sea f(z) = 3.7 _a,(z — a)" la funcién holomorfa definida por una

serie de Laurent en su corona de convergencia A(a;r, R). Una condicion necesaria y su-
ficiente para que f tenga primitiva en la corona es que a_; = 0.

DEM: Si a_; = 0 todos los términos de la serie de Laurent tienen primitiva y se pue-
+00

de formar la serie de Laurent Z
n=—oo,n#—1
convergencia A(a;r, R). Su suma F(z) es una funcién holomorfa que, en virtud de E-37§,
verifica F' = f.
Reciprocamente, por lo que se acaba de demostrar f(z) —a_;/(z — a) tiene primitiva
en A(a;r,R), y si se supone que si f tiene primitiva se concluye que también la tiene

a_1/(z — a) luego, en virtud de R.6.13, debe ser a_; = 0. n

a’n
n+1

(z — a)™*! que tiene la misma corona de

2.7. Técnicas de calculo

Ya hemos visto que la funcién definida por una serie de potencias, (resp. serie de
Laurent) es holomorfa en su disco (resp. corona) de convergencia. En el capitulo f se
demostrara que toda funcién holomorfa admite un desarrollo en serie de potencias (resp.
de Laurent) en cada disco (resp corona) contenido de su dominio. Por esta razén los
desarrollos en serie de potencias y en serie de de Laurent desempenan un papel central
en la teoria de las funciones holomorfas.



LECCIONES DE ANALISIS COMPLEJO. G. Vera 55

El objetivo de esta seccién es exponer técnicas tutiles para calcular loa desarrollos de
algunas funciones concretas que vienen dadas por una férmula en términos de las funcio-
nes elementales. La técnica consiste en utilizar los desarrollos conocidos de las funciones
elementales y manipularlos adecuadamente para conseguir el resultado deseado.

Ya conocemos la serie geométrica y los desarrollos en serie de potencias de la funciones
e*, sen z, cos z. A este catalogo de desarrollos conocidos, hay que anadir los que se consi-
deran al comienzo de esta seccién: El desarrollo alrededor de 0 de la funcién Log(1 + 2),
y la serie binomial.

Proposicién 2.7.1 La funcion Log(1 + z), que estd definida en C\ {zx € R : x < —1},
tiene el siguiente desarrollo en serie de potencias en el disco D(0,1):

22 Z3 4

z
Log(1 =, 42 4 1
og(l+2) ==z 5 + T~ 2 + si |z| <

DEM: Sabemos que la funcién Log(1l + z) es holomorfa en C\ {x € R : z < —1} con
derivada 1/(1 + z). La serie de potencias

22 28 A

ST T I

de radio de convergencia 1, define en D(0,1) una funcién holomorfa h cuya derivada se
obtiene derivando la serie término a término:

1
142z

Wiz)=1—z2+2"—2"+--

Las funciones h(z) y Log(1 + z) tienen la misma derivada en el disco D(0, 1), y aplicando
la proposicién se deduce que h(z) — Log(1 + z) es constante en D(0,1). Como
h(0) — Log(1 + 0) = 0 se concluye que Log(1 + z) = h(z) si |z| < 1. u

La serie binomial que se considera a continuacion se puede utilizar para obtener el
desarrollo en serie de potencias, alrededor de 0, de las ramas holomorfas de /1 + z.

En lo que sigue, si o € C se designa por S,(z) la determinacién principal de (1 + 2)%,
definida en Q; := C\ {z € R: 2 < —1} por S,(z) = e*oe(1+2),

En el siguiente teorema el significado de (Z) con a € C, es el habitual

(a) ala—1)(a—2)--(a—n+1)

n n!

Proposicién 2.7.2 (Serie binomial) La determinacion principal de (1 + 2)* admite el
siguiente desarrollo en serie de potencias en D(0,1):

Salz) =Y (2‘) 2 si|z] < 1
n=0

(Si o« = m € N el desarrollo es vdlido en todo el plano pues la serie se reduce al polinomio
que resulta de aplicar la formula del binomio de Newton a (1 + z)™ ).
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n+1

a—n

(2)
(nil)
de la serie es 1 en virtud de R.2.4 La funcién f,(z) = Z (a) 2", definida en D(0,1)
n
n=0

DEM: Si o € N se verifica lim,, = lim,, =1 luego el radio de convergencia

verifica
far1(2) = (L + 2) fa(2); fo(2) = afa-1(2);

La segunda propiedad es inmediata usando y la primera se sigue facilmente de

() -0)+ 65
=(7)+
n n n—1
Estas dos propiedades de f, implican que la derivada de f,(2)S_o(2) es idénticamente
nula en D(0, 1):

fa(2)5-a(2) —

" fa(2)S a(2) = aS () (fa1(2) = farr(2) =0

1+2
Entonces f,(2)S_o(2) es constante en D(0,1) y el valor constante es 1 = f,(0)S_,(0)
luego f.(z) = Sa(z) para todo z € D(0,1) |

Operaciones con series de potencias. Tomando como base los desarrollos conocidos
que se acaban de considerar se pueden calcular desarrollos en serie de potencias, o en serie
de Laurent, de funciones concretas dadas por una férmula en términos de las funciones
elementales. Los siguientes resultados proporcionan el fundamento para los calculos for-
males que se suelen utilizar en la practica para hallar los desarrollos.

A) En primer lugar es facil justificar que las funciones definidas mediante series de po-
tencias se pueden manipular formalmente como las definidas mediante polinomios: Sean

00 00
> an(z—a) > di(z—a)
n=0 n=0

dos series de potencias centradas en el mismo punto a € C, con radios de convergencia
p >0, p" >0ysean f, g, respectivamente, las funciones definidas por su suma en los
correspondientes discos de convergencia. Si p := min{p’, p”}, en el disco D(a,p) estan
definidas la suma f + g y el producto fg.

Es inmediato que f + g es desarrollable en serie de potencias en este disco y mediante
una serie con coeficientes a), + a...

Usando el producto de convolucién de series se obtiene que si |z — a| < p entonces el
producto fg admite el desarrollo en serie de potencias

- (Sete-or) (St o) - St

donde a,, =) alal.

p+g=n "Pq



LECCIONES DE ANALISIS COMPLEJO. G. Vera 57

Conviene advertir que, en las condiciones anteriores, el radio de convergencia de la
serie suma o producto puede ser mayor que p := min{yp’, p"}.

B) Las series de potencias no sélo se pueden sumar y multiplicar y reordenar como los
polinomios sino que también la composicion de funciones definidas mediante series de
potencias admite un desarrollo en serie de potencias que se puede obtener mediante la
sustitucion formal de una serie en otra:

Proposicién 2.7.3 Sean f, g funciones definidas por sendas series de potencias

flw) = Z an(w —a)"; 9(2) = Z bu(z —b)"

n=0

en sus respectivos discos de convergencia D(a, p), D(b, p') donde se supone que g(b) =
Sir > 0 se elige de modo que Y | |b,|r™ < p/ entonces la funcion compuesta f(g(z))
estd definida en el disco D(b,r), donde admite un desarrollo en serie de potencias

a.

flg(2) = ch(z —b)"silz—b<r

n=0

(jel radio de convergencia puede ser mayor que r!).

Los coeficientes c,, de este desarrollo son los que resultan cuando se sustituye formal-
mente la expresion w —a =Y~ b,(z —b)" en la serie Y > a,(w —a)" y se ordena el
resultado segun las sucesivas potencias de (z — b):

Co=ag; YCp= Zbk(n)an, sik>1
n=1

donde
be(n) = Y bibi.b,

t1t+ig+Fin=k

DEM: Para una demostracién directa de este resultado se puede consultar [P, 9.16]. Con
los resultados del capitulo | se puede dar una demostracién més breve basada en el hecho
de que las funciones holomorfas admiten un desarrollo en serie de potencias en cada disco
abierto contenido en su dominio. [ ]

C) Usando el principio de sustitucién se puede obtener facilmente el desarrollo en serie
de potencias de la inversa de una serie de potencias :

Proposicién 2.7.4 Sea g(z) = Y.~ by(z — b)" una funcién definida por una serie de
potencias en su disco de convergencia D(b,p). Si by = 1 y se elige r > 0 de modo que
Yoo by|r™ < 1 entonces g(z) no se anula en D(b,r) y la funcion 1/g(z), que estd definida
en el disco D(b,r), se puede representar mediante una serie de potencias

o0

— = cn(z —b)" para todo z € D(b,r)
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DEM: Basta aplicar el principio de sustitucién P.7.3 para efectuar sustitucién formal de
la serie 1 — g(2z) = > 7, —b,(z — b)" en la serie geométrica

l-—w)'=l+w+w+ - +w"+---

D) En la demostracion de P.7-]] aparece una idea interesante que conviene recoger aqui:
Para calcular el desarrollo en serie de potencias de una funcion holomorfa f puede resul-
tar util comenzar con el calculo del desarrollo de su derivada.

Para el caso de funciones multiformes sencillas como las consideradas aqui, (inversas
de funciones elementales, logaritmos y raices cuadradas de polinomios) merece la pena
determinar dominios y férmulas explicitas para ramas holomorfas de estas multifunciones.

EnB.3.8 y 2.4 se estableceran un criterios ttiles, en términos de integrales curvilineas,
para discutir la existencia de logaritmos y raices n-ésimas holomorfas de funciones holo-
morfas. Con este criterio algunas de las discusiones que siguen se podrian simplificar.

Ejemplo 2.7.5 Ramas holomorfas de arctg z.

1w — g7iw , 1—z
t = "  —T(e*) donde T(z) =31
gw P rpp—— (e**) donde (2) Zl .

luego tgw = z si y sélo si e** = S(z), donde

_1—|—z’z zZ—1

SO =T"0) =1, = 15,

Entonces, para definir en un abierto {2 C C una rama holomorfa de arctg z, basta definir
un logaritmo holomorfo de S(z) y dividirlo luego por 2i. Es facil ver que S(z) es real <0
siysélosize {iy:yeR, |y > 1}, luego en el abierto Q@ = C\ {iy : y € R, |y| > 1}
esta definida la funcién holomorfa

1
f(2) = 5 Log S(2)

que verifica tg f(z) = z para todo z € 2. Como f(0) = 0 podemos afirmar que f(z) es el
tinico logaritmo holomorfo de S(z), definido en €2, que se anula en z = 0.

En los ejercicios B.q y B.7.3 se propone el célculo de las imagenes f(Q2), f(D(0,1) y el
desarrollo en serie de potencias de f en D(0, 1).

Andlogamente, si E' es un arco de circunferencia de extremos i, —i, en el abierto C\ E
se puede definir un logaritmo holomorfo de S(z), y por lo tanto una rama holomorfa de
arctg z (ejercicio 3.19 de [I7]). Un resultado més general se puede ver en el ejercicio p.20.

Ejemplo 2.7.6 Logaritmos holomorfos de z* — 1
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La funcién Log(z% — 1) esté definida en C\ T donde T'= iR U [—1, 1] pues

{2:22-1<0}={2:22<0}u{z:22€[0,1]} =iRU[-1,1]
Si en vez de considerar el logaritmo principal se considera Log_, z := Log(—z) + i,
definido en Q_; = C\ {z € R: x > 0}, se obtiene que
g(2) = Log_,(2* — 1) = Log(1 — 2*) + i

es un logaritmo holomorfo de 22 — 1 definido en el abierto U := C\ {z :€ R : |z| > 1} pues
{z:1-22<0}={x €R:|z| > 1}. Su desarrollo en serie de potencias en D(0,1) C U
se calcula considerando su derivada que, en virtud de 2.6.11), es

1 n 1
z—1 z+1

g'(z) =
Usando las series geométricas de razones z y —z se obtiene
g (2) = =22 —22% — 227 — ... -2 si|z] < 1.
Como ¢(0) = Log_,(—1) = Log 1 + mi = mi resulta
2 2
g(z):m—zz—iz‘l—---—%zzn—---; si|z] < 1.
Si se desea determinar la relaciéon que hay entre las funciones Log(2* — 1) y g(2) en cada
uno de los cuatro cuadrantes

A={z+iy:z>0,y > 0}; B={x+iy:x <0,y >0};
C={z+iy:x <0,y <0} D={x+iy:z>0,y <0}

basta fijar un punto en cada uno de ellos y comparar los valores de las dos funciones en
el punto, con el fin de aplicar .6.3.
En el punto a = e’ € A se cumple g(a) = Logv/2 + %m’ = Log(a® — 1), luego

g(z) = Log(z*> — 1) para todo z € A
En el punto b = e1™ € B se verifica g(b) — Log(b? — 1) = 2mi luego
g(z) — Log(z* — 1) = 27i para todo z € B
Razonando de forma similar en los puntos ¢ = —a € C'y d = —b € D resulta
g(2) = Log(2* — 1) para todo z € C;  g(z) = Log(2* — 1) + 2i para todo z € D.

Se puede demostrar que la funcién 2%2—1 no tiene logaritmo holomorfo en V = C\[—1, 1]

(ejercicio R.3).

A veces se tienen varias expresiones analiticas que proporcionan distintas ramas de la
raiz n-ésima de una funcién holomorfa. Si se desean comparar dos ramas sobre un cierto
abierto conexo A (contenido en la interseccién de sus dominios) basta comparar los valores
de las ramas en un sélo punto a € A y aplicar £.6.6. Esta observacién se aplica varias
veces en los siguientes ejemplos.
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Ejemplo 2.7.7 Raices cuadradas holomorfas de 2> — 1

En lo que sigue, Na designa a la raiz cuadrada principal, definida en C\ {z € R: x < 0}.
Es facil ver que R(z) = iv/1 — 22 es una raiz cuadrada holomorfa de 22 — 1 en U :=

1
C\{z e R: |z[ > 1} y r(z) = 2z4/1 — — una raiz cuadrada holomorfa de 2* — 1 en
z

V = C\ [-1,1] (ejercicio 3.6 de [[7]). La interseccién de los dominios de R(z) y r(z)
tiene dos componentes conexas que son los semiplanos

P={z:Imz > 0}; —P={z:Imz <0}

Como i € Py r(i) = R(i) se sigue que r(z) = R(z) para cada z € P. Por otra parte, como
r(—i) = —R(—1), con —i € —P, podemos afirmar que r(z) = —R(z) para cada z € —P.
También se puede comprobar (ejercicio 3.7 de [[[7]) que con la férmula

z—1
z+1

r(z) = (24 1)

queda definida una raiz cuadrada holomorfa de 22 — 1 en V :=C\ [-1,1] .

Como 7*(2) = /3 = r(2) se sigue que r*(z) = r(z) para todo z € V. Disponemos
de dos férmulas distintas para la misma funcién. La usada en la definicién de r(z) es la
adecuada para obtener inmediatamente el desarrollo de Laurent en |z| > 1.

En el ejercicio se propone el célculo del desarrollo en serie de potencias de R(z)
en D(0,1) y el desarrollo de Laurent de r(z) en {z:|z| > 1} C V.

Si para definir una raiz cuadrada holomorfa de z? — 1 se usa la férmula /22 — 1,
que parece mas natural, se observa que su dominio es C \ 7" donde T' = iR U [—1,1].
Este es un resultado peor que el obtenido anteriormente porque el dominio de /22 — 1,
estrictamente contenido en el de r(z), no es conexo. Tiene dos componentes conexas
A={z:Rez>0}\(0,1]y B={z:Rez <0} \[-1,0). Sobre A la funcién v/22 — 1
coincide con r(z) pues 2 € A y r(2) = v/3 mientras que sobre B coincide con —7(z) pues
r(—2) = —V/3.

Vemos asi que la féormula v/ 22 — 1 no es la mas apropiada para definir una raiz cua-
drada holomorfa de 22 — 1 porque produce una funcién discontinua en los puntos del eje
imaginario, lo que obliga a eliminarlo del dominio. Al atravesar el eje imaginario la funcion
definida por esta férmula da un salto artificial desde la rama continua r(z) a su opuesta.

El dominio de v/22 — 1 al ser un subconjunto propio del dominio de r(z), no es maximal
respecto a la propiedad de existir en ¢l una raiz cuadrada holomorfa de 22 —1. Los dominios
de R(z) y r(z) si son maximales respecto a esta propiedad. Esta afirmacién se puede
justificar con recursos mas avanzados, demostrando que en un abierto €2 existe una raiz
cuadrada holomorfa de 2% — 1 si y sélo si los dos puntos 1y —1, (los ceros se 22 — 1) caen
en la misma componente conexa de Co, \ © (ejercicio p.13).

1 1
Ejemplo 2.7.8 Ramas de la inversa de la transformacion de Joukowski J(z) = 3 (z + —)
z
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Es facil comprobar que en U := C\ {z € R : |z| > 1} se pueden definir dos (y sélo dos)
ramas holomorfas de J~!(z2), que son

) =z4+iV1—22, fo(z) =z —iv1—22.

Andlogamente, en V' = C\ [-1,1] también se pueden definir dos (y sélo dos) ramas
holomorfas de J~!(z), que son

G(2)=z+2y/1—-1/22, gao(2) =2 —2y/1—1/22%

Los detalles se pueden ver en el ejercicio 3.9 de [[7]] donde también se calculan las imagenes
fiU) ={w : Imw > 0}, fo(U) = {w: Imw < 0}.

g (V) =Aw: |w| > 1}, g2 (V) ={{w:0 < |w| < 1}.

Si 2 es una de las dos regiones del plano ampliado limitadas por una circunferencia
I' que pasa por +1 y —1, entonces J es inyectiva sobre ). En particular es inyectiva
sobre D = D(0,1), y sobre P = {z : Imz > 0}. Considerando la descomposicién J(z) =
T HT(2)?) con T(z) = (2 —1)/(z + 1), es facil calcular J(D), J(P), J(Q), y calcular
férmulas explicitas para las inversas de J|p y J|p, y J|q. Por este camino se llega a otras
formulas alternativas para f; y fo:

file) = 2 il [T o) =2 = (s + 1 S
(Véanse los ejercicio 2.26, 2.27, 2.28 y 2.29 de [[7)).
Ejemplo 2.7.9 Ramas holomorfas de arccos z
Para cada z € C el conjunto arccosz := {w : cosw = z} no es vacio. Efectivamente,

cosw = J(e™) donde J(u) = 3(u+ 1/u) luego las soluciones de la ecuacién cosw = z se
obtienen dividiendo por 4 los logaritmos de J~!(z) es decir

1
arccos z = — log J~1(2)
i

Si f € H(Q) es una funcién holomorfa que verifica cos f(z) = z para todo z € Q se dice
que la funcién f(z) es una rama o determinacién holomorfa de arc cos z, definida en €.

Un primer problema que se plantea es el de caracterizar los abiertos sobre los que
existen ramas holomorfas de arc cos z. Con recursos avanzados de la teoria se puede de-
mostrar (ejercicio 7.16 de [[[q]) que estos abiertos son precisamente aquellos para los que
los tres puntos 1, —1, 00 caen en la misma componente conexa de C, \ €2

De momento sélo nos preocuparemos de obtener algunos abiertos sencillos sobre los
que sea posible definir de forma explicita una rama holomorfa de arc cos z.

Si deseamos encontrar abiertos 2 C C en los que se pueda definir una rama holomorfa
de arccos z, es decir, una funcién f € H(2) que cumpla

J(e®) = 2 para todo z € Q
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es natural empezar considerando abiertos en los que se pueda definir una rama holomorfa
de la inversa J~!(z) de la transformacién de Joukowski.
Segtin P.7.8, en U := C\ {z € R: |z| > 1} hay definidas dos de estas ramas,

A)=2+iV1—22, folz) =2 —iV1—22

con imagenes f1(U) = {w : Imw > 0}, fo(U) = {w : Imw < 0}, contenidas en el dominio
del logaritmo principal, luego con la férmula

f(z) = % Log(z +iv1 — 22)

queda definida en U una rama holomorfa de arc cos z. Su desarrollo en serie de potencias
en D(0,1) se propone en el ejercicio R.24.

Ademds de esta rama, en el ejercicio 3.22 de [[[7] se consideran otras, definidas en los
abiertos

Gi=C\{zeR:z>-1}; Go=C\{zeR:2<1}

mediante las férmulas

gi(z) =7+ %Log(—z +2y/1—=1/22), go(2) = %Log(z +z4/1—1/2?)

En la seccién B.J se muestra que el conjunto arc cos z es infinito numerable y se distribuye
en dos rectas paralelas simétricas respecto al eje real, de modo que sobre cada recta sus
puntos estan igualmente espaciados, a distancia 27, siendo los puntos de una recta opues-
tos a los de la otra (cuando z € R, las dos rectas se confunden con el eje real). Segun esto,
cada uno de los abiertos A :=={z:0 < Rez <7}, B:={z:Imz > 0,0 < Rez < 27} sdlo
puede contener, a lo sumo, un punto del conjunto arc cos z, lo que significa que la restric-
cién de la funcién cos z a cada uno de ellos es inyectiva (véase el ejercicio 3.20 de [I7]).
Esto hace posible definir ramas uniformes de arc cos z sobre cos(A) y sobre cos(B). Segin
se muestra en la seccién B.3, y en el ejercicio 3.21 de [[[7] cos(A) = U y cos(B) = Gy, por
lo que las inversas de cos |4 : A — U y cos|p : B — G son, respectivamente, las ramas
f v g1 definidas anteriormente.

Funciones analiticas.

Definicién 2.7.10 Una funcion f : © — C definida en un abierto Q0 C C se dice que
es analitica en a € Q si existe un disco D(a,r) C €, tal que f se puede representar en
D(a,r) mediante una serie de potencias

f(z) = Zan(z —a)"  size D(a,r)
n=0
Cuando f es analitica en cada a € §2 se dice que [ es analitica en ).

Asi por ejemplo, como consecuencia directa del teorema de reordenacién se puede
afirmar que
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Proposicién 2.7.11 La funcion definida por una serie de potencias en su disco de con-
vergencia es analitica.

Conviene advertir que la definicién R.7.10 no exige que D(a, ) sea el disco de convergencia
de la serie de potencias. Puede ocurrir que el disco de convergencia no esté contenido en
2, como sucede en el caso de la funcién analitica definida en 2 = D(0, 1) mediante la
suma de la serie geométrica Z:ﬁ% 2", cuyo desarrollo en serie de potencias alrededor de
be D(0,1)\ [0,1) converge en un disco que no estd contenido en 2 (véase 2.3.7).

Las funciones analiticas no sélo son holomorfas sino que son indefinidamente derivables
en virtud de B.3.5. Uno de los resultados fundamentales y sorprendentes de la teoria de
funciones analiticas de variable compleja que se vera en el préximo capitulo, asegura que
el reciproco también es cierto: Toda funcion holomorfa es analitica.

Mientras que no se establezca este hecho A(2) denotara el conjunto de todas las
funciones analiticas en (). Los resultados sobre series de potencias que se han visto en
este capitulo implican que A(£2) es un espacio vectorial estable frente a la multiplicacion.
Usando el principio de sustitucion se podria dar una demostracién directa de que la
composicién de funciones analiticas sigue siendo analitica. También se podria demostrar,
usando R.7.4, que si f es analitica en Qy Qo = {2 € Q : f(2) # 0} entonces 1/f es
analitica en . Aqui no damos demostraciones directas de estos resultados, porque en
el contexto de las funciones de variable compleja, resultaran obvios una vez que se haya
demostrado que las funciones holomorfas son analiticas.

Weierstrass puso de manifiesto que es posible desarrollar una teoria de funciones
analiticas directamente, a partir de su definicién, sin utilizar este hecho.

El punto de vista de Weierstrass tiene interés en relaciéon con el analisis real: Para
funciones reales de variable real, usando series de potencias reales, se puede definir de
modo andlogo la nocion de funcion analitica real. Estas funciones son indefinidamente
derivables en todos los puntos de su dominio pero existen funciones reales indefinidamente
derivables que no son analiticas. El ejemplo tipico de esta situacién es la funcién

fl@)y=eV"siz£0; f(0)=0

que en un entorno de 0 no se puede representar mediante mediante una serie de potencias
porque f™(0) = 0 para todo n € N.

Anélogamente, para funciones reales de n variables reales de clase C'*° también se
puede definir la nocion de funcién analitica requiriendo que en un entorno de cada punto
de su dominio la funcién se pueda representar mediante su serie de Taylor.

2.8. Complementos

2.8.1. Sobre familias sumables

En algunos temas de Anélisis (como la teorfa de series de potencias) a menudo es
conveniente considerar sumas del tipo »_.; 2; donde (z;)jes es una familia de ntimeros
complejos con indices en un conjunto arbitrario J donde, ni siquiera en el caso de ser
numerable, hay prefijado un orden natural como ocurre en el caso de las series, cuando
J = N. Con la nocién de familia sumable de nimeros complejos se logra dar sentido
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a sumas de este tipo. Cuando J es numerable se demuestra que esta nocién es equivalente
a la convergencia conmutativa (definida en términos de convergencia incondicional
de series P.8.8) lo que permite dar una rapida demostracién de la equivalencia entre la
convergencia absoluta y la convergencia incondicional de series de nimeros complejos
P8I0 (véase el corolario 810 y los teoremas 8.32, 8.33 en [ pdg 239-240).

El resultado central de la teoria de familias sumables es el teorema de sumacion por
paquetes P.8.G, que establece una propiedad asociativa generalizada para las sumas in-
finitas. Este resultado, que se formula y justifica cémodamente con el lenguaje de las
familias sumables, proporciona un tratamiento sencillo y unificado de la sumacion iterada
de series dobles y del producto de convolucién de series. Ademéds permite justificar ciertas
manipulaciones formales que se suelen hacer para calcular desarrollos en serie de potencias.

Dada una familia de nimeros complejos (z;);es, con indices en un conjunto arbitrario
J, la idea para dar sentido a una suma del tipo > jes #j consiste en considerar, para los
subconjuntos finitos H C J, las sumas finitas Sy = > jem #j ¥ luego el limite de estas
sumas finitas, en el sentido que se precisa en la siguiente definicion:

Definicién 2.8.1 La familia (z;);e; es sumable con suma S € C si se verifica:
Para cada € > 0 existe H(e) C J finito, tal que si H C J es finito y H D H(e) entonces
Sy — S| <. En este caso la suma S de la familia se denota ), ; 2;.

Si H(J) es la familia de las partes finitas de J, dirigida por inclusién, el lector que
esté familiarizado con la nocién de red habré reconocido que (Sw)mew(s) s una red y que
en la definicion lo que se hace es requerir que esta red tenga limite S.

En las condiciones de la definicién anterior es inmediato que la suma S es tnica.
Ademas, cuando J es finito, resulta el caso particular de una suma finita.

En lo que sigue, aunque no se sepa que la familia (2;);e es sumable es cémodo adoptar
un abuso de notacién similar al que se usa con las series: El simbolo > il % significa que
se estd considerando la sumabilidad de la familia (z;);c;. En el caso de que sea sumable
se suele decir también que ) | ._; z; es sumable y con el mismo simbolo se designa también
el valor de la suma.

En el caso J = N hay que advertir que la nocién de familia sumable es distinta
de la nocién usual de serie convergente. Dada una sucesién (z,)nen, para la definicién de
convergencia de la serie )~ | z, se tiene en cuenta el orden de N, ya que sélo se consideran
sumas finitas del tipo Syi2,..ny = 21 + 22 + -+ + 2,, y se requiere luego que estas sumas
formen una sucesién convergente. Es decir, en la definicién de suma de una serie > | z,
interviene una suma ordenada y se obtiene la suma total a base de ir anadiendo términos
de acuerdo con el orden usual de N.

Por otra parte, la definicién de familia sumable (z,),en es intrinsecamente una nocién
de suma desordenada donde la suma total se obtiene anadiendo sumandos, en cantidad
finita y en forma completamente arbitraria. Por ello, incluso cuando J = N, aqui conviene
distinguir los dos conceptos usando notaciones distintas, Y - | zy, Y nen Zn, Segln se
considere, respectivamente, una serie en sentido usual o una suma en el sentido de las
familias sumables.

Los resultados elementales recogidos en la siguiente proposiciéon son consecuencia di-
recta de la definiciéon de familia sumable y se dejan al cuidado del lector.

jed



LECCIONES DE ANALISIS COMPLEJO. G. Vera 65

Proposicién 2.8.2 Sean (zj);es, (w;)jes familias de nimeros complejos:

i) Si(25)jes, (W))jes son sumables y A\, € C entonces (A\z; + pw;) ey también lo es
y se cumple: D7 (Azj 4+ pw;) =AY 5525+ Y Wi

i) Si C:={j e J:z #0} entonces (2;)jes es sumable si y solo si (zj);jec es sumable
y en este caso Y .. 2 = ) icc % En particular, si C es finito, la familia (2;) e
es sumable con suma ZjeC ;.

i) Si F:={j e J:z #w;} es finito y la familia (2;)je; es sumable entonces (w;);es
también lo es.

v) SiT:1 — J esuna biyeccion y wj 1= z,(j) entonces (z;)jes, es sumable siy sélo si
(w;)jes es sumable y en este caso las dos sumas valen lo mismo.

Proposicién 2.8.3 Una condicion necesaria y suficiente para que (2;),c; sea sumable es
que se cumpla la siguiente condicion de Cauchy: Para cada € > 0 existe H(e) C J finito,
tal que st H C J es finito y H N H(e) = () entonces |Sy| < e.

DEM: Véase [[[7] ejerc. 1.9 n

Teorema 2.8.4 Para una familia de nimeros complejos (z;)je son equivalentes:
a) Y icslzil es sumable.
b) > jes % es sumable.
¢) El conjunto de las sumas finitas {3 ;. 2+ H € H(J)} es acotado.

d) El conjunto de las sumas finitas {3 _ ey |2l - H € H(J)} es acotado.

DEM: Véase [[[7] ejerc. 1.10 n

Conviene que quede enunciado explicitamente el siguiente hecho que queda implicito
en la ultima parte de la demostracién del teorema B.8.4.

Corolario 2.8.5 Una familia (z;);c; de nimeros reales no negativos es sumable si y solo
si la familia de sumas finitas oy = ZjeH x; es acotada. En este caso
ZZL‘j =sup{oy : H € H(J)}

jed

Usando la condicién de Cauchy se obtiene facilmente que si L C J y la familia (z;),c;
es sumable, entonces (z;);er, también lo es: Dado € > 0, si H(e) es el subconjunto finito
de J que proporciona la condicién de Cauchy para la familia sumable (2;);c; entonces
H(e) N L es un subconjunto finito de L que sirve para ver que la familia (z;),e; cumple
la condicién de Cauchy.
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Teorema 2.8.6 (Sumacién por paquetes) Dada una familia sumable (z;);es y una par-
ticion {J, : a« € A} de J formada por conjuntos no vacios, se verifica:

Todas las familias (2;)jey, son sumables y si S, = ZjeJa zj entonces la familia de las
sumas (Sa)aca €S sumable y se cumple:

2 5= 5= |2

jeJ a€A a€A \jEJu

DEM: Véase [[7] ejerc. 1.11 n

Proposicién 2.8.7 Una familia (2;)je; es sumable siy solo si C:={j € J:z; #0} es
numerable y (z;);ec es sumable. En este caso ZJEJ zj = ZjeC Z;

DEM: Véase [[7] ejerc. 1.12 n

Segtn la proposicién .87 a la hora de estudiar la sumabilidad de una familia concreta
(2j)jes no es restrictivo suponer que J es numerable. Después de este resultado parece
que el estudio de las familias sumables se deberia restringir al de las sucesiones sumables,
es decir al caso J = N. Sin embargo hay dos razones para considerar familias sumables
con indices en un conjunto abstracto J. La primera de ellas es que a la hora de considerar
todas las familias sumables con indices en J, el conjunto numerable C' que aparece en la
proposicion P.8.7 no es comun a todas las familias. La segunda es que, incluso en el caso
de que J sea numerable y se esté considerando una unica familia, no es recomendable
numerar J y reconsiderar la familia con indices en N. En el caso caso de las series dobles,
donde J = N x N, cualquier orden que se imponga en J es completamente artificial y
ajeno a la nocion de familia sumable.

Familias numerables y series dobles

Cuando J es numerable hay otra alternativa para dar sentido a sumas de nimeros com-
plejos del tipo > jes % basada en la nocién de serie incondicionalmente convergente:
Consiste en ordenar los elementos de J utilizando una biyeccién 7: N — J. Esto permite
considerar la serie 220:1 Zr(n) Y €Xigir que esta serie sea incondicionalmente convergente.
De esta manera se logra una definicién de suma, independiente de la biyeccion 7, que
también se puede formular asi:

Definicién 2.8.8 Si J es infinito numerable diremos que la suma ZJEJ Zj €es conmu-

tativamente convergente, con suma S, cuando para cada biyeccion T :N — J, la serie
oo

Y ooy Zr(n) €8 convergente y su suma es S.

Obsérvese que para J = N la convergencia conmutativa no es otra cosa que la conver-
gencia incondicional.

Proposicién 2.8.9 Para una familia de nimeros complejos (z;) ey, indicada en un con-
Junto numerable J, son equivalentes:

a) Y ey % €s sumable (con suma S);
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b) > ey % €s conmutativamente convergente (con suma S).

DEM: Véase [[[7] ejerc. 1.13 n

Corolario 2.8.10 Para series de numeros complejos la convergencia absoluta y la con-
vergencia incondicional son equivalentes.

DEM: Véase [[7] ejerc. 1.14 u

Una vez que ha sido establecida la equivalencia entre sumabilidad y convergencia
conmutativa nos proponemos obtener criterios ttiles con los que sea posible garantizar,
en situaciones concretas, la sumabilidad de una familia dada.

Corolario 2.8.11 Si J es numerable y 0 : N — J es una biyeccion, son equivalentes:

a) 3 icr% es sumable.
b) dnii zo(m | < +oo.

DEM: Véase [[[7] ejerc. 1.15 n

Resultados cléasicos sobre series dobles y producto de series se obtienen facilmente
aplicando los obtenidos anteriormente cuando J = N x N.

Proposicién 2.8.12 Sea {z.; : (n, k) € NxN} una sucesion doble de nimeros complejos
tal que Y 07 S0 [zak] < +oo. Entonces la familia (zn)mxensy €s sumable y su suma
S se puede calcular mediante sumas iteradas:

Para cadan € N y cada k € N las series Zzozl Znk, 22021 Znk Son absolutamente conver-
gentes y sus sumas forman series absolutamente convergentes que verifican

D) DETED 3 SR
n=1 k=1 k=1 n=1
DEM: Véase [[[7] ejerc. 1.16 |

. o0 o0 . e . [e.9]
Corolario 2.8.13 Sean ) >, a,, > ., b, series de numeros complejos y y >, ¢, Su
producto de convolucion definido por ¢, = a1b, + asb,_1 + - - - + a,b;.

. . [o'e) [o'e) . 3
Si las series Y "1 an, >4 by son absolutamente convergentes se verifica:

a) (a;ibj)(i jyenxn es una familia sumable con suma S = (3 .-, a;) <Zj’;1 bj>.

b) La serie Y ., ¢, es absolutamente convergente con suma (3 .~ an)(D> oe by).

DEM: Véase [[7] ejerc. 1.17 n

Familias sumables en espacios normados
Para la nocion de familia sumable de niimeros complejos, el hecho de que en C hay definido
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un producto es irrelevante. La nocion se puede dar para familias en un espacio normado, o
mas generalmente en un conjunto £ dotado de una estructura de grupo con una topologia
separada, lo que permite considerar limites de sumas finitas (véase [ff]). En este contexto
conviene advertir que la suficiencia de la condiciéon de Cauchy y la demostracion del
teorema de sumacion por paquetes .84 requiere que E sea completo.

Asi el teorema de sumacién por paquetes sigue valiendo para familias sumables
en un espacio normado completo y lo mismo ocurre con la proposicién .8.9. Sin embargo
corolario no tiene sentido para familias en un espacio normado. Se deja al cuidado
del lector las posibles extensiones de este corolario para el caso de que una de las dos
series sea de escalares.

El siguiente teorema recoge los resultados que siguen valiendo en el contexto de los
espacios normados

Teorema 2.8.14 Si J es numerable, se consideran las siguientes propiedades de una
familia (x;);e; en un espacio normado completo (E. || ||)

a) 3 ;s x5l es sumable.

b) Para cada biyeccion T : N — J la serie )~ HXT(n)H converge.

¢) Para alguna biyeccion o - N — J la serie Y Hxa(n) H converge.
d) 3 ;c;X;j es sumable (con sumas)

€) > jesX; €s conmutativamente convergente (con sumas)

f) El conjunto de las sumas finitas {3_;c;x; : H € H(J)} es acotado.

Entonces a) < b) < ¢) = d) < e) = f), ysi E es de dimension finita, todas las
propiedades son equivalentes.

NOTA

En [[], pdg.101] se puede ver una demostracion directa, que no utiliza la completitud de
E, de la equivalencia d) < e) en P.8.14. Con recursos avanzados de Andlisis Funcional se
puede probar que e) = a) si y sélo si F es de dimensién finita.

2.8.2. Sobre convergencia uniforme

Sea X un conjunto no vacio, (E, p) un espacio métrico y EX el conjunto de todas las
funciones f: X — E.Si0# K C X y f,g € EX se define

pr(f,g9) =sup{p(f(z),9(r)) : v € K} (< +o0)

Definicién 2.8.15 Una sucesion f, en EX converge puntualmente hacia f € EX si
lim,, p(fn(x), f(z)) = 0 para cada x € X. Si ademds se verifica que lim,, pg(fn, f) =0 se
dice que f, converge hacia f uniformemente sobre K
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Proposicion 2.8.16 Si E es un espacio métrico completo, una condicion necesaria y
suficiente para que la sucesion (f,) sea uniformemente convergente sobre K es que se
cumpla la condicion de Cauchy para la convergencia uniforme:

Para cada € > 0 existe n. € N tal que si ¢ > p > n. entonces p(fpfy) < €.

DEM: La necesidad se sigue de la desigualdad. px(f,, f3) < pr(fp. f) + px(f, f;). Para
probar que la condicién es suficiente obsérvese que para cada x € K es p(f,(z), fy(x)) <
pi (fp, fy) luego (fn(x)) es una sucesién de Cauchy que converge hacia un punto f(z) € E.
Dado ¢ > 0 tomando ¢ > p > n. se cumple que p(f,(z), f,(z)) < € para todo =z € K.
Fijando = € K y pasando al limite en la tltima desigualdad cuando ¢ — 4 oo se obtiene
que para todo x € K y todo p > n(e) se verifica p(f,(x), f(z)) < € es decir p > n(e)

implica px (fp, f) < €. m

Teorema 2.8.17 5i X es un espacio topologico y f, : X — E una sucesion de funciones
continuas que converge hacia f : X — E uniformemente sobre X entonces f es continua.

DEM: La prueba de que f es continua en cualquier punto a € X se basa en la desigualdad
triangular:

p(f(x), f(a)) < p(f(2), fu(2)) + p(ful2), fn(a)) + p(fn(a), f(a)) (2.2)

Dado € > 0 en virtud de la convergencia uniforme existe n € N tal que para todo x € X
es p(fn(x), f(x)) < €/3. Por la continuidad de f,, existe un entorno V, de a tal que para
todo x € V, se cumple p(f,(z), fn(a)) < €/3. Entonces, con la desigualdad R.9 se concluye
que para todo x € V,, se cumple p(f(z), f(a)) <€/3+¢€/3+¢/3=¢ |

Realmente, para obtener la continuidad de la funcién limite de una sucesién de fun-
ciones continuas basta que haya convergencia uniforme local, e.d. cada x € X posee un
entorno V, sobre el que la sucesién converge uniformemente. Cuando X es un espacio
métrico, para obtener la continuidad de la funcién limite f basta que la sucesion sea uni-
formemente convergente sobre cada compacto K C X.

Para funciones con valores reales o complejos (E = R 6 C) se pueden considerar series
de funciones )", f,, donde f, : X — E. La serie se dice que converge puntualmente
(resp. uniformemente) sobre K si la sucesién de sumas parciales S,,(z) = > | fu(2)
tiene la correspondiente propiedad. En ese caso queda definida sobre K la funcién suma

fl@)=>" ful®)

Proposicién 2.8.18 [Criterio de Weierstrass| Una condicion suficiente para que la serie
Y oney fu(z) sea uniformemente convergente sobre K es que exista m € N tal que

D fall < +o0

n>m
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DEM: Para cada z € K la serie numérica » -, f.(z) es absolutamente convergente
porque |fn(z)| < || fullg- S1 f: K — Cessusumay S, =Y ,_, fr, para todo n > my
todo x € K se cumple

@) = Su(@)] = [ D fe(@)] < 1@ <D el

k>n k>n k>n

luego || f — Skl|x < €, donde €, := >, || fellx es una sucesién que tiende hacia 0. Esto
significa que .S,, converge hacia f uniformemente sobre K. [ ]

Al aplicar el criterio de Weierstrass, generalmente no es preciso calcular explicitamen-
te los valores || f,|| . Basta encontrar una serie numérica convergente » M, tal que,
desde un valor de n en adelante, se cumpla |f,(x)| < M, para todo = € K.

Los criterios de Abel y Dirichlet proporcionan condiciones suficientes bastante ttiles
para establecer convergencia uniforme de series de funciones que no son absolutamente
convergentes:

Teorema 2.8.19 (Abel y Dirichlet) Sea f,(2) = a,(2)b,(2) una sucesion de funciones
complejas definidas en un conjunto K. Cada una de las siguientes condiciones es suficiente
para que la serie de funciones Y~ | fn(2) sea uniformemente convergente sobre K :

a) La serie " | a, converge uniformemente sobre K y b, es una sucesion de funciones
reales uniformemente acotada sobre K tal que para cada z € K la sucesion b,(z) es
mondtona.

b) La serie ) -, a, converge uniformemente sobre K y existe C' > 0 tal que para todo
z € K se cumple

01(2)] + Y ba(2) = bua (2)| < €

¢) La sucesion de sumas y - a, estd uniformemente acotada sobre K, la sucesion by,
converge hacia 0 uniformemente sobre K y para cada z € K la sucesion b,(z) es
mondtona.

d) La sucesion de sumas Y, a, estd uniformemente acotada sobre K, la sucesion by,
converge hacia 0 uniformemente sobre K y la serie Y, |by(2) — byt1(2)] converge
uniformemente sobre K.

DEM: La prueba se basa en la formula de sumacion parcial de Abel:

F(2) = b (2) A7 (2) + Z A (2)(0;(2) = bja(2)) [

donde
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Para establecerla se supone, por comodidad, que n = 1:
b (a14ag+- - 4am)+ai(by—be)+(a;+az)(ba—bs)+- - -+ (a1 +as+- - +am_1)(by_1—by) =

= ay(by — by) + az(by — b)) + as(bs — b)) + - - - + @1 (B—1 — b)) 4 b (a1 +ag + - - -+ ap,)
=aby +azby + -+ apbyn = fr+ fot o+ [ ="

Utilizando [*] se va a demostrar si se cumple b) o ¢) entonces se cumple la condicién de
Cauchy para la convergencia uniforme sobre K: Para ello se introducen las sucesiones

e(n) = sup AR 5 é(n) = sup [Py

b) La condicién de Cauchy para la convergencia uniforme sobre K de la serie ) a,(2) se
traduce en que lim, ¢(n) = 0. Por otra parte, para todo z € K y todo m € N se verifica

[bm (2)] < [01(2)| + [bm(2) = bu(2)] < [ba(2)] + Z [biva(2) = bi(2)| < C

Para cada j > n y todo z € K se cumple |AJ (z)| < e(n) y aplicando [*] se obtiene

m—1

[F(2)] < e(n)C +e(n) Y [bi(2) = bja(2)] < 2Ce(n)

j=1

luego 0(n) < 2Ce(n) y por lo tanto lim, dn) = 0, lo que significa que la serie ) f,.(2)
cumple la condiciéon de Cauchy para la convergencia uniforme sobre K.

d) Segun la hipétesis existe R > 0 tal que para todo z € K y todo m € N se cumple
|AT'(2)| < R, luego |A7(z)| < 2R para todo z € K y todo m > n. Utilizando [*] se
obtiene que para z € K y m > n se verifica:

|E ()] < 2R (HmeIK + > 1bi(z) - bj+1(2)|>

j=n

luego §(n) < 2C(a(n) + F(n)) donde las sucesiones

= supz ;(2) = bjr1(2)], B(n) = Sup [r

zEK

convergen hacia 0 en virtud de las hipétesis. Se sigue que lim, 6(n) = 0 y se concluye
como antes que la serie ) f,(z) cumple la condicién de Cauchy para la convergencia
uniforme sobre K.

Para terminar basta ver que a) = b) y que ¢) = d): Si se cumple a) y |b,(2)] < M
para todo n € Ny todo z € K como la sucesién b,(z) es decreciente se tiene:

m

D 1ba(2) = basa(2)] = ba(2) = ba(2) + ba(2) = b3(2) + -+ 4 b (2) = b (2) =
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=01(2) — bps1(2) <2M

luego |bi(2)| + D21 |bn(2) — bpga(2)] < M +2M = 3M para todo z € K.

Por otra parte, si se cumple ¢) y la sucesién b,(z) es decreciente para cada z € K,
entonces la sucesion Y " |b,(2) — byt1(2)] = b1(2) — bmt1(2) converge uniformemente
sobre K hacia b;(z) y por lo tanto se verifica d). |

NOTA: El apartado a) del teorema proporciona el cldsico criterio de Abel, [P,
Ejer.9.13]; y el apartado b) es una ligera mejora de este. El apartado ¢) es el clésico
criterio de Dirichlet, [, teo. 9.15], y el apartado d) es una versién algo més general del
mismo.
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2.9. Ejercicios

¢ 2.1 Obtenga las imdgenes, mediante la funcion exponencial, de los conjuntos
{z:|Imz| <7}; {z:Rez>0,|Imz| <}

& 2.2 Compruebe que las formulas

1—=2 z—1

() = (e Dy

o(2) = —i(z+1)

definen, respectivamente, raices cuadradas continuas de z> — 1 en los abiertos
U=C\{zeR:|z|>1}; V=C\{zeR:|z| <1}

Obtenga su relacion con las obtenidas en el ejemplo B_7_7 [l ejerc. 3.7).

& 2.3 Demuestre que la funcién z* — 1 no tiene logaritmo holomorfo en V = C\ [-1,1]

([L7] ejerc. 3.10).

$ 2.4 Se considera el polinomio p(z) = 2> — 22+ 2, con cerosa=1+1i,a=1—1.
Compruebe que las siguientes formulas definen ramas continuas de la raiz cuadrada
del polinomio p(z).

1 zZ—a

a) fi(z) =(z—-1) 1+(z—1)2 b) fa(2) = (2 —7q)

Z—a

o) f3(2)=V2/1—z/a\/1—z/a d) fiz)=2/1—a/z\/1—-T/z

Determine el dominio de cada una y estudie la relacion entre cada dos ramas en la inter-
seccion de sus dominios ([[[]] ejerc. 3.11).

& 2.5 Justifique que en U = C\{x e R: 1 < |z|} y V = C\ [-1,1] existen raices
cuadradas continuas f : U — C, g : V — C de la funcion ¢(z) = 22/(1 — 2%) y obtenga
formulas para las determinadas por f(i) = g(i) = i/v/2. Compruebe que f y g coinciden
y son inyectivas en el semiplano P = {z : Im z > 0}, calcule la imagen A = f(P) = g(P)
y una férmula para la inversa de f|p ([[4] ejerc. 3.13).

& 2.6 Compruebe que la funcidn tg z es inyectiva sobe Q = {x+iy : |x| < w/4} y obtenga
la imagen tg(Q) ([LA] ejerc. 3.17).

O 2.7 Compruebe que en Q = C\{iy : y € R, |y| > 1} se pueden definir ramas continuas
de arctgz. Si f es la rama determinada por f(0) =0, obtenga f(Q) y f(D(0,1))

([T ejerc. 3.18).

O 2.8 SiQ es conexo y f € H(Q) verifica Im(f) = Re(f)? demuestre que f es constante.
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O 2.9 Sea f = u+iv es holomorfa en un abierto conexo 0 y o, 3 € R con o® + 32 # 0.
Demuestre que cada una de las siguientes condiciones implica que f es constante:
a) au+ [v es constante. b) wu es constante. c) v es constante.

d) f es holomorfa. e) |f| es holomorfa. f) |f| es constante.
([L7] ejerc. 3.25)

¢ 2.10 Se supone que la sucesion f, : K — C converge uniformemente sobre K hacia
una funcion f = u+1iv cuya parte real u estd acotada superiormente sobre K. Demuestre
que la sucesion /) converge uniformemente sobre K ([I] ejerc. 4.1).

¢ 2.11 Para cada w € C\ {0} sea fu(z) la determinacion principal de (1 + z/w)",
definida para |z| < |w|. Demuestre que lim,_. fu(2) = €%, y que el limite es uniforme
sobre compactos (1] ejerc. 4.3).

& 2.12 Demuestre que lim, o tgnz = —i, y que para cada € > 0 el limite es uniforme
sobre el semiplano H. == {z : Im z < —e} ([[1] ejerc. 4.4).

$ 2.13 Demuestre que la serie de potencias Y~ a,z" converge uniformemente en cada

conjunto donde la serie derivada Y . na,z""' es uniformemente convergente.

([T ejerc. 4.6).

¢ 2.14 Sea a, € R una sucesion decreciente que converge hacia cero. Demuestre que la
serie de potencias Y - a,z" converge uniformemente sobre

As={z:|2| <1, |z=1]>6d}, 0<di<1

y que la convergencia no es uniforme sobre Bs = {z : |z| < 1, 0 < |z — 1| < ¢} cuando

Yoo o an = +oo ([ ejerc. 4.7).

$ 2.15 Sila serie Y- an,2" converge uniformemente sobre E C {z : |z| = 1}, demues-
tre que también converge uniformemente sobre H = {tz : 0 <t <1, z € E}. Deduzca el
teorema de Abel: Si la serie )~ a, converge entonces

o o

g a, = lim g a,r”
T’—)l

n=0 n=0

Como aplicacion caleule Yo7 (=1)""'/n ([[7] ejerc. 4.8).

$ 2.16 Demuestre que la serie de potenciasy ., (17/12)2" converge absoluta y uniforme-
mente sobre {z : |z| < 1}. Deduzca de ello que existe una sucesion de polinomios reales
que converge hacia |z| uniformemente sobre [—1,1] ([[7] ejerc. 4.10).

$ 2.17 Obtenga la region de convergencia y la suma f(z) de la serie > oo n~H(1—z*)"
Estudie la convergencia uniforme sobre compactos y obtenga el desarrollo en serie de

potencias de f(z) alrededor de z =1 ([[7] ejerc. 4.12).
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O 2.18 Sea f(2) = D07, a,z™, definida para |z| < p < 1. Demuestre que la serie

n=1
Yoo f(2™)  converge uniformemente sobre compactos en D(0, p) y que su suma

g(z) = f(=")

es desarrollable en serie de potencias en D(0, p). Obtenga los coeficientes del desarrollo
en términos de los coeficientes a,, (7] ejerc. 4.13).

$ 2.19 Demuestre que la serie Yy o 22/(n? — 2%) converge uniformemente sobre com-
pactos en el disco D(0,1), y que su suma f(z) es desarrollable en serie de potencias en
este disco, f(z) =Y oo agz®®, con coeficientes ag, = > oo n~ k.

& 2.20 Demuestre que la serie

Z
Zl—l—z%

n=1

converge uniformemente sobre compactos en {z : |z| # 1} y que su suma admite un
desarrollo en serie de potencias en D(0,1). Obtenga el desarrollo ([I1] ejerc. 4.14).

& 2.21 Obtenga, mediante un desarrollo en serie de potencias, un logaritmo holomorfo
de f(z) =1+ ¢€* definido en un disco D(0,7) (L[] ejerc. 4.15).

O 2.22 Sea 2 =C\ [a,b], con 0 ¢ [a,b]. Justifique la existencia de una iunica f € H(S2)
verificando

el = 2 _Z para todo z € €1, lim f(z)=0.

z — z —> o0

Sea r = min{|z| : z € [a,b]} y R = max{|al, |b|}. Obtenga el desarrollo en serie de
potencias de [ en |z| <1 y el desarrollo de Laurent de f en |z| > R.

Estudie el mismo problema cuando Q = C\ S, donde S es un arco de circunferencia de
extremos a y b que no pasa por 0. ([I7] ejerc. 4.17).

$ 223 Sea Q =C\{iy:y € R, |yl > 1} y f(2) la rama de arctgz definida en €,
determinada por la condicion f(0) = 0 (véase el ejercicio 2. ]). Obtenga su desarrollo en
serie de potencias (L[] ejerc. 4.18).

& 2.24 Sea f(z) la rama de arccos z definida en U = C\ {x € R : |x| > 1}, determinada
por la condicion f(0) = w/2 (véase el ejemplo [2.7.9). Obtenga su desarrollo en serie de
potencias en D(0,1) ([I77] ejerc. 4.19).

1
& 2.25 Obtenga los desarrollos de Laurent de f(z) = en las coronas
2(z—=1)(z—2)
i) {z:0< |z <1}; {z:1<|2| < 2}; {z:2 < ||}

i) {z:0<]z—=1|<1}; {z:1<|z—1]}
iii) {z:0<]z=2|<1}; {z:1<|z2—-2|<2}; {z:2<|z-2]}.
sEn qué coronas tiene primitiva la funcion f?. ([I7] ejerc. 4.21).
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$ 2.26 Sean f(2), g(2) las ramas de la raiz cuadrada de 22 —1 definidas, respectivamente,
enU=C\{z€R:|z|>1} yV =C\[~1,+1], determinadas por f(0) =1, g(2) = V3
(véase el ejemplo [2.7.7). Obtenga el desarrollo en serie de potencias de f en {z:|z| < 1}
y el desarrollo en serie de Laurent de g en {z : 1 < |z|} (LA ejerc. 4.22).

& 2.27 Obtenga el desarrollo de Laurent de e en {z:]z| > 1} (T ejerc. 4.23).

$ 2.28 Obtenga el desarrollo de Laurent en A = {z : |z| > 1} (resp. en serie de potencias
en B={z:|z—1| < 1}) de una raiz cibica holomorfa de 1 + z3 (L[] ejerc. 4.24).

& 2.29 Compruebe que p(z) = 22—22+2 tiene raices cuadradas holomorfas en Q = C\T,
donde T'= {1+t : |t| < 1}. Si f € H(Q) es la raiz cuadrada de p determinada por
f(0) = V2, obtenga su desarrollo en serie de potencias en D(0,1) y calcule el radio de
convergencia ([I1] ejerc. 4.25).

$ 2.30 Sea Q@ =C\T, donde T ={1+it:|t| <1} y f € H(Q) la raiz cuadrada de
p(z) = 22 —22+2 considerada en el ejercicio 2.29. Calcule los desarrollos de Laurent de

fen A={z:]z| >V2} yen B={z:|z—1]| > 1} ([IU ejerc. 4.26).

& 2.31 Se considera la serie de potencias

53 23 o L3% 230 .

1 1 n n
Sim e N yk € Z es par (resp. impar) compruebe que la serie converge (resp. no converge)
en z = ™37 Por consiguiente el radio de convergencia es 1 y el conjunto de puntos de

la circunferencia {z : |z| = 1} donde la serie converge (resp. no converge) es denso en la
circunferencia ([[74] ejerc. 4.29).

¢ 2.32 Obtenga la suma de la serie Y~ n*z" ([[1] ejerc. 4.30).

$ 233 Seaag=0,a; =1y ayyo = apny1 + a, para n > 0. Obtenga el radio de con-
vergencia de la serie de potencias Yy . an,z", la funcion suma y una formula para el
término general a, m ([} ejerc. 4.32).

$ 2.34 Sea 0 < p < +oo el radio de convergencia de Y " a,(z —a)™. Un punto s de
la circunferencia |z — al = p, se llama singular cuando para cada b en el segmento [a, s)
el radio de convergencia de la serie reordenada en b vale p — |b — a|. Demuestre que los
puntos singulares forman un subconjunto cerrado de {z : |z — a| = p} ({4 ejerc. 4.54)

$ 2.35 Silos coeficientes de la serie Y, a,z" son reales no negativos y 0 < p < 400
es su radio de convergencia, demuestre que z = p es un punto singular de la serie de
potencias. (para la definicion de punto singular véase el ejercicio [2.34), ([LA] ejerc. 4.55)



Capitulo 3

Integracion compleja

3.1. Integracion de funciones de variable real

Como la integral curvilinea, que desempenarda un papel central en la teoria de las
funciones holomorfas, se define en términos de la integral de una funcién compleja de
variable real, conviene revisar brevemente esta nocion.

Una funcién acotada f : [a,b] — C se dice que es integrable Riemann en el intervalo
la, b] si sus componentes u(t) = Re f(t), v(t) = Im f(t) son integrables Riemann en [a, b],

en cuyo caso se define
b b b
/ ftdt = / u(t)dt + 2/ v(t)dt

Las propiedades usuales de la integral se siguen verificando para el caso de funciones con
valores complejos: La integral es aditiva respecto al intervalo de integracion; las sumas,
los productos y las combinaciones lineales (con coeficientes complejos) de funciones in-

tegrables siguen siendo integrables y la integral I(f) = fab f(t)dt es una forma C-lineal
sobre el espacio vectorial complejo de las funciones integrables: Si p = o + i se tiene

I(uf) = I((cu — Bv) + ifaw + Bu)) = aI(u) — BI(v) + il (v) + iBI(u) =
= (a+ Bi)(I(u) +iI(v)) = uI(f)

Proposicién 3.1.1 Si f : [a,b] — C es integrable entonces |f| también lo es y

/f dt' /|f )t

DEM: Recuérdese que una funcién real de variable real ¢ : [a,b] — R es integrable Rie-
mann si y s6lo si el conjunto de sus puntos de discontinuidad D(y) es de medida nula.
Si f es integrable entonces D(u) y D(v) tienen medida nula y lo mismo le ocurre a
D(|f]) € D(u) U D(v), de modo que |f| también es integrable. Sea w = I(f) = ff f(t)dt
Si w = 0 la desigualdad |I(f)| < I(|f]) es trivial. En caso contrario, siw # 0y u = |w|/w
como la integral es C-lineal se tiene:

10| = w] = = pI(f) = 1(1f)

7
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Como I(pf) > 0 es Rel(pf) > 0y ImI(uf) = 0 luego [I(f)] = I(uf) = [I(Re(uf))l.
Puesto que la desigualdad del enunciado se verifica para funciones con valores reales

resulta
[L(f)] = [T(Re(uf))] < I(|Re(uf)]) < I(|ufl) = I(] f])

Son integrables todas las funciones con un conjunto finito de puntos de discontinuidad,
y siguen valiendo los teoremas fundamentales del calculo y sus consecuencias: Regla de
Barrow, cambio de variable, integracién por partes etc... El siguiente resultado elemental
se aplica frecuentemente a lo largo del curso:

Proposicién 3.1.2 Si f, : [a,b] — C es una sucesion de funciones integrables que con-
verge uniformemente hacia f : [a,b] — C entonces f es integrable y

/abf(t)dt = lim /ab Fat)dt

DEM: En virtud del resultado para funciones con valores reales la funcién f es integrable
(porque u(t) = Re f(t) y v(t) = Im f(t) son limites uniformes de las sucesiones de funcio-
nes integrables u,(t) = Re f,(t), v,(t) = Im f,(¢)) y se verifica que lim,, I(|f, — f]) = 0.
Segtin se tiene |I(f) — I(fa)l = [I(f — fu)l < I(|fo — fI) luego I(f) = lim, I(f,). m

3.2. Formas diferenciales e integracion compleja

Formas diferenciales: Una forma diferencial real (de grado 1) sobre un abierto 2 C R?
es una aplicacion

w:Q — LR R)

donde L£(R? R) es el espacio vectorial de las aplicaciones lineales L : R?> — R. Si en este
espacio vectorial se considera la base formada por las proyecciones

dz : (z,y) — ; dy : (z,y) = y;
la forma diferencial w se representa en la forma

w(z,y) = P(x,y)dr + Q(z,y)dy

donde P, @ son funciones reales definidas en (2. Si estas funciones son continuas (resp. de
clase C™) en (2 se dice que w es continua (resp. de clase C™) (esta definicién es intrinseca,
e.d. no depende de la base considerada en £(R? R)).

Andélogamente, una forma diferencial compleja (de grado 1) sobre el abierto €2, es una
aplicacién w : Q — L(R?), donde L(R?) es el espacio vectorial de las aplicaciones lineales
L : R? — R?, considerado como espacio vectorial de dimensién 2 sobre el cuerpo C.

En lo que sigue sélo se consideraran formas diferenciales de grado 1, por lo que, a
partir de ahora forma diferencial sera sinénimo de forma diferencial de grado 1.



LECCIONES DE ANALISIS COMPLEJO. G. Vera 79

Respecto a la base {dz,dy} del espacio vectorial complejo £(IR?), la forma diferencial
compleja w se expresa en la forma

w(z,y) = P(x,y)dr + Q(z,y)dy

donde ahora las funciones coordenadas P, (), definidas en 2, son funciones con valores
complejos. En términos de la base {dz,dz} la forma diferencial compleja w se representa
en la forma

w(z,y) = R(z,y)dz + S(x,y)dz
donde R= (P —1iQ)/2y S=(P+iQ)/2.

Igual que en el caso real, la forma diferencial compleja w se dice que es continua o
de clase C™ si las funciones coordenadas P, @ (equiv. R,S) son continuas o de clase
C™, respectivamente. Obsérvese que una forma diferencial compleja w no es mas que
una pareja de formas diferenciales reales, pues si para cada (x,y) € Q se consideran
las componentes wi(z,y), ws(z,y) de la aplicacién lineal w(x,y) se obtiene una pareja de
formas diferenciales reales wy, wy tales que

w(z,y) = wi(x,y) + iws (2, y)

Se dird que w; = Rew, (resp. wy = Imw) es la parte real (resp. imaginaria) de w.

Si u, v, son las componentes de una funcién diferenciable f : Q — R? entonces df =
du +tdv, es decir, las formas diferenciales reales du, dv son, respectivamente, la parte real
e imaginaria de la forma diferencial compleja df, y se tiene

du(z,y) = Dyu(x,y)dx + Dou(x,y)dy
dv(z,y) = Div(x,y)dz + Dyv(z,y)dy
df (z,y) = Dif(z,y)dx + Dy f (2, y)dy
donde
Dy f(z,y) = Diu(z,y) + iDyv(z,y), v Daof(x,y) = Dou(x,y) + iDyv(x,y).
En términos de la base {dz, dz}, se tiene df(z) = 0f(z)dz + 0f(z)dz donde

_ Duf(z) —iDaf(2)) _ Duf(2) +iDaf(2)

5 ; Of(2) 5

0f(z)

Definicién 3.2.1 Si w es una forma diferencial real (resp. compleja), definida en un
abierto Q C C y existe una funcidn diferenciable F : Q — R, (resp. F' : Q — C) tal que
w = dF se dice que F' es una primitiva de w y que w es una forma diferencial exacta. Si
para cada a € ) existe D(a,r) C 2 tal que la restriccion w|p(,r) es ezacta se dice que w
es una forma diferencial cerrada.

Es obvio que una forma diferencial compleja w = w; + iw, es cerrada (resp. exacta) si
y so6lo si sus dos componentes wy, wy son cerradas (resp. exactas). Aunque el estudio de
formas diferenciales complejas se reduce al de una pareja de formas diferenciales reales,
en la teoria de funciones holomorfas intervienen de modo esencial cierto tipo de formas
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diferenciales que resulta mas cémodo y natural considerar como formas diferenciales com-
plejas que como parejas de formas diferenciales reales. Nos estamos refiriendo a las formas
diferenciales del tipo w(z) = f(2)dz donde f es una funcién continua en €. Para este tipo
de formas diferenciales se cumple:

Proposicién 3.2.2 Si f(z)dz es una forma diferencial ezacta en Q entonces existe una
funcion holomorfa F : Q@ — C tal que F' = f.

DEM: Por hipétesis existe una funcién diferenciable F' : Q — C tal que dF'(2) = f(2)d=
para todo z € Q. Entonces 0F(z) = f(z) y 0F(z) = 0. Esto significa que dF'(z) es C-lineal
y que existe la derivada compleja F'(z) = f(z) para todo z € C. [ ]

El siguiente ejemplo desempena un papel fundamental en la teoria de Cauchy.

d
Ejemplo 3.2.3 La forma diferencial %% es cerrada en C\ {0}, pero no es exacta.
z

d
En virtud de y B-6.13 la forma diferencial % 1o es exacta en C \ {0}. Sin embargo,

es exacta sobre cada abierto V' C €2 donde exis’?a un logaritmo holomorfo L(z) de z ya
que en este caso L'(z) = 1/z y por lo tanto dL(z) = dz/z. Como cada punto b # 0 posee
un entorno D(b, |b]) en el que existe un logaritmo holomorfo de z resulta que dz/z es una
forma diferencial cerrada en C\ {0}.

Estas propiedades de la forma diferencial dz/z se han obtenido sin considerar por se-
parado su parte real y su parte imaginaria, es decir, considerando dz/z como una genuina
forma diferencial compleja. Esta es la forma adecuada de proceder, evitando las expresio-
nes engorrosas que aparecen cuando se hacen explicitas la parte real y la parte imaginaria
de la forma diferencial, que en este caso serian

dz z x oy
= = —1
vy 4y

P

) (dx + idy) = w1 (1, ) + s, y)
donde

Y _dr + ———dy

Y
d
T+ :L-2_|_y2 :L-2_|_y2

d
x2+y2 x2+y2

wl(xay) = dya WQ(xay) =

En este caso, la parte real wy(z,y) es exacta en C\ {0} porque es la diferencial de la
funcién log |z| = log /2% + y2. Se sigue que en C\ {0} la forma diferencial real ws(x,y)
es cerrada pero no es exacta. u

Después de B.2.9, dada una funcién continua f : Q — C para obtener una primitiva F
de f en sentido complejo (e.d. F' € H(S2) tal que F’ = f) basta obtener una primitiva de
la forma diferencial compleja f(z)dz. Como la integral curvilinea es la herramienta para
obtener primitivas de formas diferenciales complejas en particular lo serd también para
obtener primitivas, en sentido complejo, de funciones complejas f : 2 — C. Con ella se
podran abordar algunos de los problemas que ya se han planteado como por ejemplo el
de determinar los abiertos V' C 2 donde existe un logaritmo holomorfo de f € H(2) con
0 & f(Q) ya que este problema equivale al de determinar los abiertos V' C € donde f'/f
tiene primitiva.
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Pero la integral curvilinea de formas diferenciales del tipo f(z)dz no sélo es la herra-
mienta para resolver estos problemas, sino que toda la teorfa de Cauchy (y en particular
la demostracién de que cada f € H(£2) admite un desarrollo en serie de potencias en
cada disco D(a,r) C Q) requiere el uso de integrales curvilineas de formas diferenciales
complejas del tipo f(z)dz. El resultado fundamental, en el que se basa toda la teoria
de Cauchy es el que asegura que si f € H(f2) entonces f(z)dz es una forma diferencial
cerrada. Su prueba usa una caracterizacién adecuada de las formas diferenciales cerradas
en términos de integral curvilinea.

Estos comentarios son suficiente motivacién para justificar un estudio preliminar de la
integral curvilinea de formas diferenciales complejas.

Integracion de formas diferenciales: En lo que sigue si 7 : [a,b] — € es una funcién
continua se dird que 7 es un camino en 2 de origen y(a) y extremo v(b). Si y(a) = y(b)
se dird que v es un camino cerrado. Se designara por ~ v el camino opuesto, de origen
v(b) y extremo ~y(a), definido en [—b, —a] por (~ v)(t) = ~(—t). Dados dos caminos
7 o la, ] — C,y v o [ag,be] — C tales que by = ag, si el extremo del primero
coincide con el origen del segundo, su yuxtaposicion , denotada v = 71 V 7, es el camino
v @ a1, be] — C definido por v(t) = v (t) si t € [a1,b1] v y(t) = 7=(t) si t € [ag,by].
Analogamente se define la yuxtaposicién de un nimero finito de caminos.

Dos caminos v; : [a;,b;] — C, i = 1,2, se dice que son topoldgicamente equivalentes
(resp. topoldgicamente equivalentes con la misma orientacion) cuando existe una biyeccién
(resp. biyeccién creciente) continua o : [ay, b1] — [ag, by] tal que 3 =y, 0 0.

Un camino 7 : [a,b] — C se dice que es de clase C' cuando es derivable en todo punto
(derivable por la derecha en a y derivable por la izquierda en b) con derivada continua.

Un camino 7 : [a, b] — C se dice que es regular a trozos si se puede expresar como yux-
taposicién de un nimero finito de caminos de clase C*, es decir, si existe una subdivisién
de su dominio [a, 0]

a=xg< T <Xy -<Tp,=20b

tal que cada restriccion |, , 4, es de clase C!. Nétese que si v es regular a trozos su
derivada +/(t) existe excepto para un conjunto finito de valores del pardmetro ¢ donde sélo
se puede asegurar la existencia de las derivadas laterales. A los correspondientes puntos
de la imagen se les suele llamar vértices del camino.

Dos caminos de clase C!, 7; : [a;,b;] — C, i = 1,2, se dice que son C'-equivalentes
(resp. C''-equivalentes con la misma orientacion) si uno se obtiene del otro mediante un
cambio de parametro de clase C'' con derivada no nula (resp. > 0).

Dos caminos regulares a trozos 7; : [a;, b;] — C, i = 1,2, se dice que son equivalentes
como caminos requlares a trozos (resp. equivalentes como caminos requlares a trozos con
la misma orientacion) cuando se pueden descomponer en la forma

V=% VANV VAT

donde, los caminos ”y{,’yé, son de clase C', y C'-equivalentes (resp. C''-equivalentes con
la misma orientacién).

La equivalencia de caminos regulares a trozos con la misma orientacion es una relacién
de equivalencia; se suele decir que cada clase de equivalencia es un arco reqular a trozos
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orientado y que cada representante de la clase es una representacion paramétrica del
mismo. El origen (resp. extremo) de un arco orientado es el origen (resp. extremo) comun
de todas sus representaciones paramétricas.

Definicién 3.2.4 Siw(x,y) = P(z,y)dx+ Q(x,y)dy es una forma diferencial real (resp.
compleja) definida y continua en un abierto Q C C, y vy : [a,b] — Q es un camino reqular
a trozos en ), se define la integral de w a lo largo de v mediante la formula

/ o / (t))dt = / (P)4(1) + Qr()a(t))dt

donde 1,72 son las componentes del camino .
Cuando w se expresa en la forma w(z,y) = R(x,y)dz+S(z,y)dz, su integral a lo largo
de v viene dada por

b
/ w= / (t))dt = / (RO () + Sy ()7 (1))t

Obsérvese que v es derivable en [a, b] excepto en un conjunto finito de puntos de (a, b),
r1 < x9 < ---Ty_1, en los que existen las derivadas laterales. La funcién

f(@) =w(@) (Y (1) = P(y(t)n(8) + Q(y(1))(1)

aunque no estd definida en estos puntos coincide en cada intervalo abierto (z;_1,z;) con
la restriccién de una funcién continua definida en [x;_i1,z;]. Por lo tanto, si se define f
de modo arbitrario en x1, s, ..z, _1, resulta una funcién integrable Riemann cuya integral
no depende de los valores asignados a f en estos puntos. (Recuérdese que si los valores
de una funcién integrable se modifican en un conjunto finito de puntos se obtiene otra
funcién integrable con el mismo valor de la integral).

Es inmediato que si w = w; + iws es una forma diferencial compleja de componentes
w1, Ws, entonces f7 w = fv wy +1 f7 ws, por lo que la integracion de una forma diferencial
compleja se reduce a la de de una pareja de formas diferenciales reales. Cuando w sea una
forma diferencial compleja del tipo w(z) = f(2)dz, no es conveniente expresar la integral
mediante las integrales de sus componentes

/ f(2)dz = / (ule, y)dz — v(z, y)dy) + i / (v(z, y)d + u(z, y)dy)

pues en este caso la integral se expresa directamente en términos de f:

[ = [ F 0 @

Las siguientes propiedades de la integral curvilinea son bien conocidas para el caso de
formas diferenciales reales. La prueba para formas diferenciales complejas es similar (o
puede reducirse al caso real considerando las componentes w; y wy de w).

Proposicién 3.2.5 Si wy,ws son formas diferenciales (reales o complejas) definidas y
continuas en un abierto Q2 C C, y v, 71,72 son caminos requlares a trozos en ) se verifica:
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i) fw(wl +wy) = f7 wy + f7 Wo
i) fw=[ wt+ [ wsiv=nVr
iii) fww = —fww
iv) RS fw W St Y1, Y2 son equivalentes con la misma orientacion.

NoTA: En virtud de la propiedad B:2. iv) los caminos equivalentes con la misma orienta-
cién se pueden identificar desde el punto de vista de la integracion de formas diferenciales
y se puede considerar que la integral curvilinea esta definida sobre arcos regulares a trozos
orientados, y esto es lo que se hace habitualmente aunque no se advierta de modo explicito.
Puesto que cualquier camino regular a trozos es equivalente (con la misma orientacién) a
otro cuyo dominio es un intervalo prefijado, no sera restrictivo suponer que el camino que
interviene en una integral curvilinea esta definido en el intervalo [0,1]. Por esta razén se
suele considerar la yuxtaposicion de dos caminos, aunque no estén definidos en intervalos
contiguos, siempre que el extremo del primero coincida con el origen del segundo.

Proposicién 3.2.6 Sea v un camino reqular a trozos en el abierto Q y f, f, : @ — C
funciones continuas en €2, (n € N).

i) Si|f(2)| < M para cada z € Imagen(vy) se tiene ‘fv f(z)dz| < M Long(7).

ii) Si f, converge hacia f uniformemente sobre Imagen(y) entonces

lim fn(z)dz:/f(z)dz

n—oo

DEM: i)

[, F)dz] < [N (0t < [ My (8)ldt = MLong(y).
i) [ [, fa(z)dz — [, f(2)dz] < MyLong(y) donde My = sup{|fa(2) — f(2)] : = € ([a, B},

en virtud de la hipdtesis, es una sucesion que tiende hacia 0.

El siguiente resultado es bien conocido para el caso de las formas diferenciales reales y
su extension al caso de formas diferenciales complejas es inmediata considerando sus dos
componentes. No obstante, por el papel fundamental que desempenara merece la pena
recordar la prueba.

Teorema 3.2.7 Si w es una forma diferencial (real o compleja) definida y continua en
un abierto 2 C C, son equivalentes

a) w es exacta;
b) f7 w = 0 para cada camino v en §2, cerrado y reqular a trozos;

Si se cumple b) y  es conexo, se obtiene una primitiva F de w fijando un punto a € Q y
definiendo F(z) = f'Yz w donde vy, es cualquier camino en §2, reqular a trozos, con origen
en a y extremo en z € Q. (Si Q2 no es conexo se obtiene la primitiva procediendo como se
acaba de indicar en cada una de sus componentes conezras).
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DEM: a) = b): Si w = dF donde F' : Q — C es diferenciable y si a = 29 < 21 < x5 <
-+ < &, = b es una subdivisién de [a, b] tal que 7|y, , ] es de clase C' se tiene:

A o= A AF(2)dz — En; / AF (4 () (£)dt =

n iy n
= Z/ (Fon)(t)dt = (F(y(z;) = F(y(z;-1))) = F(y(a)) = F(y(b)) =0
j=1v%i-1 j=1
pues v es un camino cerrado.

b) = a): No es restrictivo suponer que €) es conexo (si no es asi se aplica el siguiente
razonamiento sobre cada una de sus componentes conexas) y por lo tanto conexo por
poligonales. Fijado a € (), para cada z € () se considera un camino regular a trozos
7. : [0,1] — Q de origen a = v,(0) y extremo z = ,(1) y se define

La definicién de F'(z) sélo depende del extremo z del camino: Si o, es otro camino regular
a trozos en 2 de origen a y extremo z entonces v := 1, V (~ 0,) es un camino cerrado y

por hipdtesis
O:/w:/ w—/ w
Y Yz Oz

Seguidamente se prueba que F es diferenciable en €2 y que dF'(z) = w(z) para todo z € €.
Hay que demostrar que lim, — g€e(h)/|h] = 0 donde €(h) = F(z + h) — F(z) — w(2)h.
Considerando el segmento o(t) = z + th, t € [0,1] y la definicién de F, en virtud de las
propiedades de la integral curvilinea se tiene que

F(z—i—h)—F(z):/ngw—/%w:/aw

e(h) = /w (k= /0 (o ()h — w(z)h]dt
Si w = Pdx + Qdy se tiene
jw(w)h—w(z)h| = [(P(w)—P(2))hi+(Q(w)—Q(2))ha| < (|P(w)—P(2))|+]Q(w)—Q(2)|)|h|

En virtud de la continuidad de Py @ fijado z € Q2 existe D(z,r) C Qtal quesiw € D(z,7)
entonces |P(w) — P(2)] < ¢/2 y |Q(w) — Q(2)| < €/2, luego |w(w)h — w(z)h| < €|hl.

Si |h| < r el segmento o(t) = z+th estd contenido en D(z, 1) luego |w(o(t))h—w(2)h| <
¢|h| para todo ¢ € [0, 1]. Entonces

luego

(b)) < / w(o(t))h — w(z)hldt < |h]

es decir €(h)/|h| < e si |h| <7,y con esto queda probado que lim, — ge(h)/|h|=0. m
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Utilizando B.2.7 se puede ver facilmente que la forma diferencial dz/z no es exacta
en C\ {0}, sin acudir a P.6.13. Basta observar que con el camino cerrado C,(t) = re',

t € [0,27] se cumple
d 27 . it 27
/-ﬁ:i/ Widﬁ:/ idt = 2mi # 0
2 o Teéet 0

Obsérvese que con esto se tiene otra demostracién de la imposibilidad de definir un loga-
ritmo continuo de z en un abierto Q D {z: |z| =r}.

Seguidamente se considera una clase particular de abiertos, que contiene a los discos,
sobre los que toda forma diferencial cerrada es siempre exacta.

En lo que sigue cuando se hable de rectangulos en el plano complejo siempre se su-
pondra que son cerrados y tienen los lados paralelos a los ejes, es decir que son de la forma
R={z+1iy:x € [a,bl,y € [c,d]}. En este caso se denotard por R el camino poligonal
cerrado formado por los cuatro lados que componen su frontera, recorrido en el sentido
a+ic—b+ic—b+1id— a+id — a+ic.

Diremos que €2 es un abierto especial si existe z € () tal que para cada w € € el
rectdngulo R, ,, con vértices opuestos z, w estd contenido en €2 (Nétese que R, ,, puede
degenerar en un segmento si Rez = Rew o si Imz = Imw). Son abiertos especiales los
discos, los semiplanos abiertos determinados por rectas paralelas a uno de los ejes y los
cuadrantes abiertos. Para este tipo de abiertos se verifica

Teorema 3.2.8 Si w es una forma diferencial (real o compleja) definida y continua en
un abierto especial 2 C C son equivalentes

a) w es exacta;
b) faRw = 0 para cada rectangulo R C €;

DEM: a) = b) ya estd probado en B.2.7.

b) = a): Sea a € 2 un punto tal que para todo z € Q el rectangulo R,. estd contenido
en Q. Dos de los lados de R,, forman un camino poligonal v} de origen a y extremo z
y los otros dos lados forman otro camino poligonal «? de origen a y extremo z tales que
OR =~ Vv (~~?). Si se cumple b) entonces

OZ/w:/w—/w
OR 7 72

Para cada z € Q sea F(z) = | _w donde 7; es uno de los dos caminos vL~2% que se acaban

N
de considerar. Si w = Pdx 4+ Qdy se probara que para todo z € Q es D1F(z) = P(z) y

DyF(z) = Q(z). De aqui se seguird, usando la continuidad de Py @, que F es diferenciable
con dF = w.

Fijado z € €, en virtud de la continuidad de P en z existe r > 0 tal que D(z,7) C Qy
|P(w) — P(2)| < € para todo w € D(z,r). Si |z| < r el segmento 0,(t) = z+tx, 0 <t <1,
estd contenido en D(z,r). Como

F(z+2) — F(z) 1/

T T

1 M
w:—/ P(z + tx)xdt
0
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resulta
F _F 1 1
)= FE)_ pey| = / (P(2 + tz) — P(z)dt' < / |P(2 + tz) — P(2)|dt < e
z 0 0
Anélogamente se demuestra que Do F' = Q). [

Obsérvese que la definicién de forma diferencial cerrada sélo exige que fijado un punto
a € {2 haya un disco suficientemente pequeno D(a,r) C € sobre el que la forma diferencial
sea exacta. Con el siguiente resultado se prueba que lo mismo ocurre si el disco se
toma todo lo grande que se pueda y que en los abiertos especiales las formas diferenciales
cerradas son exactas.

Proposicién 3.2.9 Siw es una forma diferencial real o compleja definida y continua en
un abierto 2 C C, son equivalentes:

a) w es cerrada
b) faRw = 0 para cada rectaingulo R C 2

c) w posee primitiva en cada abierto especial V- C Q (y en particular en cada disco

D(a,r) C Q)

DEM: b) = c¢) en virtud de B.2.§, y es evidente que ¢) = a).

a) = b): Se probara por reduccién al absurdo, suponiendo que faRw # 0 para algin
rectangulo cerrado R C 2. Sea A = didmetro(R). Trazando los segmentos que unen los
puntos medios de los lados opuestos se descompone R en cuatro rectangulos congruentes
R'.R? R3 R*. Teniendo en cuenta las cancelaciones de la integral sobre segmentos opuestos

resulta:
4

07 aRw:Z/aij

j=1
luego [yp w # 0 para algin i € {1,2,3,4}. Si Ry = R’ se tiene que didmetro(Ry) = A/2.
Repitiendo con R; el razonamiento que se acaba de hacer con R se obtiene un rectangulo

cerrado Ry C R tal que didmetro(Ry) = A/2y [, w # 0. De modo recurrente se obtiene
una sucesion decreciente de rectangulos cerrados R, tal que para todo n € N se cumple

didmetro(R,) = A/2" y / w#0
ORn
La interseccion de la sucesién decreciente de compactos R, no es vacia (de hecho se
reduce a un punto). Si a € (), oy R, por la hipdtesis w tiene primitiva en algin disco
D(a,r) C Q. Sin embargo para n suficientemente grande es R, C Qy faRn w # 0. Con
esta contradiccion se termina la prueba. [ ]

A titulo de referencia conviene recordar que hay una clase de abiertos, mas general que
la de los abiertos especiales, para los que que se pueden dar caracterizaciones tutiles de las
formas diferenciales exactas. Se trata de la clase de los abiertos estrellados. Un abierto 2
de C se dice que es estrellado si hay un punto zy € € tal que para cada z € € el segmento
20, 2] estd contenido en €.
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Teorema 3.2.10 Si w(z,y) = P(z,y)dr + Q(z,y)dy es una forma diferencial (real o
compleja) de clase C' definida en un abierto estrellado 2 C C, son equivalentes:

i) w es eracta
ii) DoP(x,y) = D1Q(x,y) para cada (z,y) € .

Se puede probar que si 2 es un disco siguen siendo equivalentes las condiciones 7) y i) del
teorema anterior, bajo la hipétesis de la existencia y continuidad de las dos derivadas par-
ciales Dy P(x,y), D1Q(z,y). Por lo tanto, si las derivadas parciales DyP(z,y), D1Q(z,y)
existen y son continuas en todos los puntos de €2, la condicién i) es necesaria y suficiente
para que w sea cerrada.

Aplicando B.2.I7) se obtiene que en los abiertos estrellados las formas diferenciales ce-
rradas de clase C! son exactas. Sin embargo [5.2.9 muestra que en los abiertos especiales,
y en particular en los discos, las formas diferenciales continuas y cerradas son exactas.

Los resultados que siguen revelan el papel que desempena la integral de curvilinea
como herramienta para determinar si una funcién holomorfa tiene primitiva en sentido
complejo
Corolario 3.2.11 Si f : Q — C es continua, son equivalentes

a) Erxiste F € H(Y) tal que F' = f;

b) f7 f(2)dz = 0 para cada camino cerrado reqular a trozos vy en Q.

DEM: Es consecuencia inmediata de B.2.7, teniendo en cuenta B.2.9. u

Corolario 3.2.12 5i Q) C C es un abierto especial y f : Q0 — C es continua, son equiva-
lentes

a) Ezxiste F € H(Y) tal que F' = f;
b) [,n f(2)dz =0 para cada rectingulo cerrado R C Q (de lados paralelos a los ejes).
DEM: Es consecuencia inmediata de B.2.9, teniendo en cuenta B.2.17]. n

Segtn el corolario P.6.14 los desarrollos de Laurent sirven para determinar si una

funcién holomorfa tiene primitiva en una corona. Los ejercicios B.2, B4, B.6, B.7, B.9,

se pueden resolver mediante este corolario reformulado en los siguientes términos

Corolario 3.2.13 Sea f(2) =Y.' _a,(z —a)" una serie de Laurent convergente en la

n=—oo

corona A ={z:r < |z—a| < R}. Siy es un camino cerrado y reqular a trozos en A se

verifica
— a-1
/Vf(z)dz*—/vz_adz

En particular, aplicando este resultado a la funcion f(z)/(z —a)
C,(t)=a+ pe', (0<t<2rm) conr<p<R, resulta
1 f(z)

4m = omi c, (z —a)ymt!

mtl oy a la circunferencia

dz
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3.3. Versiones locales de los teoremas de Cauchy

Usando y las condiciones de Cauchy-Riemann es facil comprobar que si f es
derivable con derivada continua entonces la forma diferencial f(z)dz es cerrada. Esta es
la razén por la que inicialmente se definian las funciones holomorfas como aquellas que
eran derivables con derivada continua. La contribucion de Goursat a la teoria de funciones
holomorfas consistié en demostrar que f(z)dz es una forma diferencial cerrada suponiendo
solamente que f es derivable en todos los puntos.

La demostracién de este resultado, clave para el desarrollo de la teoria de las funciones
holomorfas, utiliza la caracterizacion de las formas diferenciales cerradas en vez de

la clasica B.2.10]

Teorema 3.3.1 [Cauchy-Goursat] Si f € H(Q) entonces [,, f(z)dz = 0 para cada
rectangulo cerrado R C . Por lo tanto f tiene primitiva en cada abierto especial (y
en particular en cada disco) contenido en Q.

DEM: En virtud de basta demostrar que si R C 2 es un rectangulo cerrado entonces
I(R) = 0 donde

I(R) := aRf(Z>dZ

Con los segmentos que unen los puntos medios de cada pareja de lados opuestos se des-
compone R en cuatro rectangulos congruentes R',R* R R*. Al considerar los bordes
orientados de estos rectangulos se observa que los lados que son comunes a dos de ellos
intervienen dos veces pero con orientaciones opuestas. Por consiguiente las integrales cur-
vilineas sobre estos lados se cancelan y resulta

En virtud de la desigualdad triangular para algin j € {1,2,3,4} se cumple
, 1
(R = 7 ()]

Se define entonces R; := R’. Aplicando a R; el razonamiento anterior se obtiene un
rectdngulo cerrado Ry C Ry tal que |[I(Rp)| > |I(R1)|- Repitiendo sucesivamente el
mismo razonamiento se obtiene una sucesion decreciente de rectangulos cerrados R,, que
cumple

. 1 1 1

1 1
ii) diam(R,) = adiam(Rn_l) == 2—ndiam(R);

La sucesién decreciente de compactos R, tiene intersecciéon no vacia, que en virtud de
ii) se reduce a un punto {a}, donde por hipédtesis f es derivable. Usando la definicién de
derivada resulta que para cada ¢ > 0 existe un disco D(a,d) C Q tal que

2 € D(a,8) = |f(2) - f(a) - (= — a)f'(a)] < e]z —a]
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Como p(z) = f(a)+(z—a)f'(a) tiene primitiva en C se verifica que [,, p(2)dz = 0 para
todo n € N luego

I(R,) = /a () = f@) = (=) ()i

Como a € R, para todo n € N, en virtud de ii) para n suficientemente grande es R,, C
D(a,d) y entonces para cada z € R, se cumple

1(2) = f(a) = (z = a) f'(a)] < €|z — a] < e diam(Ry)
Aplicando B.2.q se obtiene

1 1
|II(R,)| < e diam(R,) long(0R,) = € diam(R)Q—n long(OR)

Entonces, teniendo en cuenta i) y que 2 x 2 = 4 resulta
1 1
TR < 1H(R)| < e diam(R) long(R)

Es decir |[I(R)| < e diam(R) long(R). Como € > 0 es arbitrario se concluye que I(R) = 0.
|

Un abierto 2 C C se dice que es holomdrficamente conexo si es conexo y para cada
f € H(Q) existe F' € H(Q?) tal que F' = f. En virtud de los abiertos especiales son
holomodrficamente conexos pero el reciproco es falso. En el ejercicio se propone una
técnica 1til para demostrar, con recursos elementales, que ciertos abiertos concretos son
holomoérficamente conexos.

La demostracion de la formula integral de Cauchy requerird la siguiente mejora
del teorema B.3.1]. La mejora sélo es aparente, porque cuando se hayan obtenido las pri-
meras consecuencias de esta férmula se podrd demostrar facilmente (véase B.3.9) que si g
cumple las hipdtesis de B-3.9 entonces existe la derivada ¢'(a).

Lema 3.3.2 Sig:Q — C es continua en a € Q y derivable en cada z € Q\ {a} entonces
g(z)dz es una forma diferencial cerrada en Q.

DEM: En virtud de basta demostrar que para cada rectangulo cerrado R C (2 es
I(R) =0 donde I(R) := [,,9(z)dz. Sia & R el resultado es consecuencia de B3], pues
RcC Q,=C\{a}y g es holomorfa en Q,. Si a € R, como g es continua en a, dado € > 0
existe D(a,d) C Q tal que |g(z) —g(a)| < € para todo z € D(a, ). El rectangulo cerrado R
se puede descomponer en un ntimero finito de rectdngulos cerrados R, R?--- R™ (m < 9)
que no se solapan, de modo que a € R' C D(a,d). Considerando los bordes orientados
de estos rectdangulos, y teniendo en cuenta las cancelaciones de la integral curvilinea que
se producen sobre los lados que intervienen dos veces pero con orientaciones opuestas, se
obtiene que I(R) = Z?:1 I(RY). Por lo probado al principio, todos los sumandos de esta
suma, excepto el primero, son nulos luego

1R =1R) = [ o= [ (gl - glaa:

0
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Como R' C D(a,d) se cumple que [g(z) — g(a)| < € para todo z € OR! y aplicando la
desigualdad i) resulta

[I(R)| < € long(OR") < € long(dR)

Como € > 0 es arbitrario, se concluye que I(R) = 0. n

Lema 3.3.3 Si v : [0,1] — C es un camino reqular a trozos y ¢ : K — C es continua
sobre el compacto K = ~([0,1]) entonces la funcion

h(z) = ! Pw) dw

271 S W —2Z

definida en Q@ = C\ K, verifica lim, ., h(z) = 0 y es desarrollable en serie de potencias
en cada disco D(a,r) C Q:

h(z) = Zan(z —a)" si|lz—al<r

n=0

donde )
2mi J., (w — a)
DEM: Fijado un disco D(a,r) C Qsi z € D(a,r) para cada w € K se verifica

z—a |z — al
<

=a<l1

w—al|

z—a
donde d = dist(a, K). Considerando la serie geométrica de razén se obtiene el

zf(iU)z B lf(fzb (1 - (z—;)/(w—a)) B
(e G ) e ) )

donde la serie converge uniformemente sobre K en virtud del criterio de Weierstrass: Si
M = max{|p(w)| : w € K}, para cada w € K se verifica

2 ()

Aplicando ii) se concluye que

desarrollo en serie

< n
—Q
d

o0

1 w =1 w
o : %dw = % 2—m/w (wgi(a;wrl (z —a)"dw = Zan(z —a)"

n=0
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1 p(w)
n=5=[ 74
U= o /7 (w — a)"tt v

Obsérvese que este desarrollo es vélido para todo z € D(a,r).
Por otra parte, si |z| > R := méax{|w| : w € K} para todo w € K se verifica

donde

p(w) M _ M
w—=z| 7 [z = w] T[] = R
y en virtud de B.3:4 i) resulta
[2(2)] < long(7)
2] = R
luego lim, — - h(z) =0. |

NOTA: El lema anterior nos dice que la funcién h es analitica en €2, lo que significa que para
cada a €  existe r > 0 tal que h admite en D(a,r) un desarrollo en serie de potencias.
Merece la pena resaltar que el lema nos dice algo mas: El disco D(a,r) se puede tomar
todo lo grande que permite el abierto () es decir, el radio de convergencia p del desarrollo
cumple:

p > dist(a, K)

Esta observacion conviene tenerla presente en todos los resultados que se obtengan apli-
cando este lema, en particular en el teorema B.3.6

Corolario 3.3.4 Seaa € C y C,(t) = a+re™, t € [0,27]. Entonces para todo z € D(a,r)
se verifica
/ dw _
= 27
C, w—z

DEM: Aplicando cuando ¢ es la funcién constante 277 y v = C,. se obtiene

1 o
/O w_Zdw:Zan(z—a)":ao

n=0

d 1
pues a, = / ﬁ = (0 para todo n > 1 debido a que la funciéon ﬁ tiene
o, (w—a)" w—a)”

primitiva en C \ {a}. Para terminar la prueba basta calcular
dw T jrett
ag = / dw = / — = 271
c,W—a o ret

La siguiente version preliminar de la férmula integral de Cauchy basta para establecer
los primeros resultados fundamentales de este capitulo:
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Teorema 3.3.5 [Férmula integral de Cauchy] Si f € H(Q) y D(a,r) C Q, para cada
z € D(a,r) se verifica:

-,

donde C,.(t) = a+re™,t € [0, 27].
DEM: Como D(a,r) C , existe R > r tal que D(a, R) C Q. Fijado z € D(a,r) la funcién
g : 2 — C definida por

fw) = f(2)

w—z

g(w) = siw # 2,y g(2) = f'(2)

es holomorfa en Q \ {z} y continua en z. En virtud del lema g(w)dw es una forma
diferencial cerrada en €). Entonces el corolario asegura que ¢ tiene primitiva en
D(a, R) y por consiguiente 0 = [, g(w)dw. Cuando |w —a| =r es w # z luego

c. WwW—=z2 ¢, W—=x c, W—= c,W—=2
donde la tltima igualdad es consecuencia de B.3.4 n

El siguiente resultado es bastante sorprendente: Dice que en el contexto de las funciones
de variable compleja la nocién de funcién derivable coincide con el de funcién analitica.

Teorema 3.3.6 Si f € H(2) entonces f es analitica y ademds admite un desarrollo en
serie de potencias en cada disco D(a, R) C §):

f(z) = Zan(z—a)”, si|z—al <R

n=0

Los coeficientes del desarrollo vienen dados por

_ ! f(w)
=5 ], o

donde C,.(t) = a+re®, t € [0,27], con 0 <r < R.

DEM: Consecuencia inmediata de B:3.9 y B.3.3 n

Corolario 3.3.7 La derivada f" de cualquier funcion holomorfa f = u + iv sigue sien-
do holomorfa. Por lo tanto las funciones holomorfas son indefinidamente derivables en
sentido complejo, y sus componentes u,v son de clase C°.

DEM: Sabemos que las afirmaciones del enunciado son ciertas para funciones definidas
por series de potencias. Por lo tanto también lo son, en virtud del teorema anterior, para
funciones holomorfas. ]



LECCIONES DE ANALISIS COMPLEJO. G. Vera 93

OBSERVACION: El teorema no sélo establece que toda funcién holomorfa f € H(2)
es analitica (y por tanto indefinidamente derivable) sino que fijado un punto a € €2 de su
dominio, el radio de convergencia p de su desarrollo en serie de potencias alrededor de a
es tan grande como lo permite el abierto 2, es decir: p > d(a,C\ Q). (Este hecho, que
1no es evidente a partir de la definicién de funcién analitica dada en P.7.10, puede resultar
util para calcular radios de convergencia de series de potencias. Esto se puede aplicar para
resolver los ejercicios 10, 17, 13, y b-I4). resueltos en 5.20, 5.21 5.22 y 7.9 de [I7)].

Por otra parte, segtin B.3.6, para cada 0 < r < d(a,C \ ), las sucesivas derivadas de
f en el punto a vienen dadas por

n! w
f(")(a) — %/C ﬁdw

donde C,(t) = a+re®, t € [0,27].

Dada una funcién holomorfa f € H(G), la caracterizaciéon obtenida en de los
abiertos 2 C G en los que f posee logaritmo holomorfo se puede completar ahora con la
siguiente:

Proposicién 3.3.8 Si f € H(Q2) y 0 ¢& f(R2), son equivalentes
a) Existe g € H(S?) tal que f =e9;

f'(2)
f(2)

b) Existe F € H(Q) tal que F'(z) =

/
c) ') dz =0 para cada camino cerrado v en §, reqular a trozos.
X S

2)

DEM: a) < b) es B-6.13. Como ya sabemos que las derivadas de las funciones holomorfas
son holomorfas podemos asegurar que f’/f es continua y entonces basta aplicar B.2.11]
para obtener b) & c). |

NOTA: Conviene recordar que, en las condiciones de B.3.9, si 2 es conexo se obtiene una
primitiva F' de f’/f en 2 mediante la integral

F(z) = ];,((;) dz

donde 7, es un camino en 2, regular a trozos, con origen fijo a € 2 y extremo variable
z € Q. En este caso, para cada ¢ € log f(a) la funcién g(z) = F(z) + ¢ es un logaritmo
holomorfo de f en €.

El siguiente teorema proporciona un criterio 1til para demostrar, en ciertas situaciones,
la holomorfia de una funcién continua

Teorema 3.3.9 [Morera] Si f : Q — C es continua y faRf(z)dz = 0 para cada rectangu-
lo cerrado R C 2, entonces f € H(Q).
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DEM: En virtud de B.2.19 fijado un disco D(a, R) C Q existe F' € H(D(a, R)) tal que
F'(z) = f(z) para todo z € D(a, R). Segun la derivada F' = f|p(e,r es holomorfa
en D(a, R). Como esto es cierto para cada D(a, R) C €2 se concluye que f € H(2) =

NOTA: Obsérvese que, en virtud del teorema de Morera, toda funcién g : €2 — C que
verifique las hipdtesis de es holomorfa en €.

Teorema 3.3.10 [Desigualdades de Cauchy] Si f € H(Q2) y D(a,r) C Q entonces para
cada n > 0 se verifica

donde M(r) = sup{|f(2)|: |z —a|] <r}.

DEM: Es claro que existe R > 0 tal que D(a, R) C Q y basta aplicar la desigualdad B.2.9
i) a la integral que aparece en B.3.4:

‘f(”’(a) L[ )< LM, )
C

n! 21 Jo, (w — a)"t! = 21 rrtl rm

NOTA: Es el momento de anunciar que como consecuencia del teorema del médulo méaximo
(véase B.2.9) se puede asegurar que se cumple la igualdad

mi{[ f(2)] : |z — a] =} = méx{| f(2)] : |z — o] <1}

Por otra parte, en las condiciones de B-3.10 si p := dist (a, C\ ), la mejor cota de | f™ (a)
que proporcionan las desigualdades de Cauchy se consigue con el extremo inferior de la
funcién r — M(r)r=™ sobre (0,p). Si M := sup{|f(2)| : |z — a| < p} < +o0 como la
funcién creciente M (r) verifica lim, — , M(r) = M también se cumple

f"(a)

n!

M
< —
pTL

Una consecuencia inmediata de las desigualdades de Cauchy es
Teorema 3.3.11 [Liouville] Toda funcion entera y acotada es constante.

DeEM: En virtud de f admite un desarrollo en serie de potencias convergente en
todo el plano f(z) = > " anz". Si M > 0 es una cota superior de |f| utilizando las
desigualdades de Cauchy, para todo r > 0 se verifica
M(r)y M

<
T-TL - ,rn

|an| <

Sir — + oo se sigue que a, = 0 para todo n > 1 y por lo tanto f es constante. [

Como aplicacion del teorema de Liouville se puede dar una prueba réapida del teorema
fundamental del algebra.
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Corolario 3.3.12 Si p(2) es un polinomio complejo no constante entonces Z(p) # 0.

DEM: Por reduccién al absurdo: Si p(z) no se anula nunca f(z) = 1/p(z) es una funcién
entera. La condicién lim, — , f(z) = 0 implica que f es acotada (existe R > 0 tal que
|f(2)] < 1si|z| > Ry porlotanto |f(2)] <1+ méx{|f(2)|: |z| < R} para todo z € C).
Aplicando B.3.T]] se obtiene que f es constante lo que lleva consigo que p también, y con
esta contradiccion concluye la prueba. [ ]

Combinando el teorema de Morera con la férmula integral de Cauchy, se obtiene

Teorema 3.3.13 [Weierstrass] Si f, es una sucesion de funciones holomorfas en un
abierto ) que converge, uniformemente sobre compactos, hacia una funcion f : € — C,
entonces f es holomorfa en Q y la sucesion de las derivadas f], converge, uniformemente
sobre compactos, hacia la derivada f.

DEM: La convergencia uniforme sobre compactos garantiza que f es continua. Entonces,
teniendo en cuenta el teorema de Morera, para demostrar que f es holomorfa basta ver
que para cada rectangulo cerrado R C 2 se cumple |, or J(2)dz = 0. En virtud del teorema
de Cauchy-Goursat B3] [, op fn(2)dz = 0 para cada n € N. Como la sucesién f,, converge
hacia f uniformemente sobre el compacto OR se puede aplicar ii) para concluir.

f(z)dz=1im [ f,(2)dz=0
OR " Jor
Con esto queda demostrado que f es holomorfa en ).

A continuacién se va a demostrar que si D(a,r) C € entonces f; converge hacia f’
uniformemente sobre D(a,r/2). (esto implica que f; converge hacia f’ uniformemente
sobre compactos porque cada compacto se puede cubrir con un ntmero finito de discos
sobre los que hay convergencia uniforme).

Por hipétesis la sucesion My = max{|f(z) — fr(2)| : |z — a] < r} tiende hacia 0.
Si0 < |z—a|l <r/2 lafuncién fp — f admite un desarrollo en serie de potencias en
D(z,7/2) C D(a,r) C €, cuyo coeficiente a; viene dado por la férmula en B.3.6:

[ fw) = fw)

2

/ / _ _
donde C(t) = z + %e", 0 < t < 27. Como la circunferencia C'([0, 27]) estd contenida en
D(a,r) se tiene que |fi(w) — f(w)| < My para cada w € C([0,27]). Por otra parte, para
todo w € C([0,27]) se cumple que |w — z| = r/2 y aplicando i) se obtiene que
1 My

——=27(r/2) = %Mk

|f/;(z) - f,(Z)| < %(T/2)2

Como la desigualdad obtenida es cierta para todo z € D(a,r/2) y M} converge hacia 0y
se sigue que f/ converge hacia f’ uniformemente sobre D(a,r/2). [ ]
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Corolario 3.3.14 Sea f(z) = > -, fr(2) una serie de funciones holomorfas en § que
converge uniformemente sobre compactos y

o0

filz) =) af(z—a)"

n=0

el desarrollo en serie de potencias de fr(z) en D(a,r) C . Entonces todas las series
numéricas Y oo, ak = a, son convergentes y el desarrollo en serie de potencias de f en

D(a,r) es N
= Z an(z —a)"

DEM: En virtud de f es holomorfa en 2 y

'(2) =) fi(2)
k=1

donde la serie de las derivadas sigue convergiendo uniformemente sobre compactos. Por

lo tanto ag = f(0) = D222, fu(0) = D252, ag y ap = f'(0) = > Jo(0) = 3002 af.

Volviendo a aplicar el teorema de Weierstrass

2= fil)
k=1

donde la serie de las derivadas segundas sigue convergiendo uniformemente sobre com-
pactos. Particularizando en z = ( se obtiene Y ., a5 = as y razonando por induccién se
concluye la prueba. ]

Teorema 3.3.15 Sea F : [o, 3] x Q — C una funcién continua tal que las funciones
parciales z — F(t,z) son holomorfas en ), con derivada Dy F(t, z). Entonces se verifica:

B
i) La integral f(z) = / F(t, z)dt define una funcién holomorfa en S).

ii) Para cada z € Q, la funcion t — DyF(t, z), es continua en [o, 5] y

/D2 tZ

DEM: Fijado a € €, para cada z € ), z # a, consideremos el cociente

F(t,z) — F(t,a)

zZ—a

zZ—a

A(z) = [&) = fle) _ /ﬁA(t,z)dt, donde A(t, 2) =

Si demostramos que el limite lim, — , A(¢,z) = DoF(t,a) es uniforme respecto de t €
[a, B], vy utilizando B-8.I7 obtendremos la continuidad de t — Dy F(t,a). Ademas la con-
vergencia uniforme justifica la posibilidad de sacar el limite bajo la integral:

B B B
/ DgF(t,a)dt:/ lim A(t, z)dt = lim A(t,z)dt = lim A(z)

zZ — a z—>aa z — a
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donde la existencia del ultimo limite es parte de la conclusién. Asi quedara demostrada
asi la existencia de la derivada

B
f’(a):/ Do F(t,a)dt

Sea C,.(t) = a+re (t € [0,27]). Aplicando la férmula integral de Cauchy a las funciones
z — F(t, z), cuando |z — a| < r podemos escribir

Az - L /OT(F(t,w)_F(t,w)>dw_ 1 Ftbw)

2miz — a w—z w—a T omi o (w—2)(w—a)

Para demostrar que el limite lim, — , A(¢,2) = DyF(t,a) es uniforme respecto de t €
[, 3] se puede razonar asi: El coeficiente de (z — a) en el desarrollo en serie de potencias
de z — F\(t, z) alrededor de a es

DoF(t,a) = L de
211 Jo (w — a)?

Entonces, cuando |z — a| < r, para todo t € [a, 3] se cumple

/ F(t,w)(z —a) dw
c (

(w0 —2)(w— a)?

A(f,2) — DyF(ta)] = —

2T

Si |z — a|] < r/2, sobre la circunferencia |w — a| = r se verifica
lw—2z|>|w—a|—|z—a|>r—r/2=1/2
luego, para todo t € [a, 3], vale la desigualdad

|z —a| M

|A(t, z) — DoF(t,a)|] < 2 770 2)

2
27r = T—Q\z —al

con M = max{[F(t,z)| : « <t < B,|lw—a| = r}. De aqui se sigue que el limite
lim, — ,A(t,z) = DyF(t,a) es uniforme respecto de t € [«, 5]. Con un razonamiento
similar se puede resolver el ejercicio B.19 n

NOTA: Se puede ver una demostracién alternativa del teorema anterior en [[[7] ejerc. 5.48.
Si sélo se desea probar la parte i) se puede emplear un razonamiento mas breve basado
en el teorema de Morera. En primer lugar se obtiene la continuidad de f en cada a €
(usando la continuidad uniforme de F sobre [« 5] x D(a,r), con D(a,r) C ). En segundo
lugar se utiliza el teorema de Fubini para demostrar que si R C €2 es un rectangulo cerrado
se verifica

aRf(z)dz:/aR (/jF(t,z)dt) dz:/j (/BRF(t,z)dz) dt:/det:O

(Las integrales [, F'(t, z)dz son nulas en virtud del teorema de Cauchy).
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3.4. Ejercicios

& 3.1 Sea f e H(Q) yvy un camino cerrado reqular a trozos en 2. Demuestre que

Re/f(z)f’(z)dz =0

([L7] ejerc. 5.2)

$ 3.2 8 f: Q— C es continua en el abierto Q C C y vy : [a,b] — Q es un camino
reqular a trozos, se define

= | F) D

Sea P(z) un polinomio complejo y Cr la circunferencia |z —a| = R, (R > 0), con la
orientacion habitual. Demuestre que

/ P(2)dz = —2miR*P’(a)
Cr

([ ejerc. 5.3)

O 3.3 Sea f € H(Q) tal que |f(2) —1] <1 para cada z € Q. Si vy es un camino cerrado
reqular a trozos en ) demuestre que

/
([ ejerc. 5.4)

& 3.4 Demuestre la funcion T(z) = z/(z + 1) tiene raiz cuadrada holomorfa en Q =
C\ [~1,0]. Si g € H(Q) es la raiz cuadrada de T determinada por g(1) = 1/4/2 obtenga
el valor de la integral I = [, g(2)dz, donde C(t) = 2¢", t € [0, 27]

([ ejerc. 5.6).

O 3.5 Sea Q ={z:|z| > 1} yn € N. Demuestre que existe f, € H(Q) tal que

[z,
) dz=0

fu(2)" = (2" 4+ 1)* para todo z €
Sir>1yC.(t) =re", t €0,2n], obtenga los valores de n € N para los que

fn—(z)dz#(]

c. <

([L7] ejerc. 5.7)

& 3.6 Calcule /2261/(Z1)dz, donde ~(t) =1+¢€", te|0,2n] ([ ejerc. 5.8).

o
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& 3.7 Compruebe que 1 — 22 posee raiz cuadrada holomorfa en C\ [—1,1]. Si f(2) es la
raiz cuadrada holomorfa de 1 — 2% en C\ [~1,1], determinada por f(2) = —/3i, obtenga

el valor de la integral
[(2e1)
C, \? 23 ) f(2)

donde p > 1, y C,(t) = pe,t € 0,2n] ([L1] ejerc. 5.9).

& 3.8 Sean ry,1m9 > 0, los radios de convergencia de las series de potencias

f(z) = Z anz", g(z) = anz".

n=0

(e 9]

Demuestre que la serie h(z) = E a,b,z" tiene radio de convergencia > riry Y que Si
n=0
|z| < rre, con 0 <r <1, se verifica

1 ‘
h(z) = 57 /Or wg (5) dw, donde C,(t) =re", te0,2n]

([ ejerc. 5.10)

$ 3.9 Obtenga el desarrollo de Laurent de e**/* en {z: 0 < |z|} y deduzca que

1 [ > 1

€25t cosntdt = Z

o [ l
27 Jo «ml(n +m)!

([L7] ejerc. 5.11)

& 3.10 Si f es holomorfa en D(0,3), demuestre que
1

QM_/Of(z)Logzi_1dz:/_1f(x)dx

donde C(t) = 2¢", t € [0,27] ([T ejerc. 5.12).

¢ 3.11 Sea f(z) =Y .0 gan2", definida en D(0,7) y 0 < p < r. Calcule, en términos de
los coeficientes a,,, el valor de la integral

1
L[ el
21 Je, z

donde C,(t) = pe',t € [0, 27].

& 3.12 Un abierto 2 C C se dice que es holomdrficamente conexo cuando es conexo y
cada [ € H(QQ) tiene primitiva (existe F € H(Q) tal que F' = f).
Demuesre las siguientes afirmaciones
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i) Si dos abiertos Q1,9 C C son conformemente equivalentes y uno es holomdrfica-
mente conexo, el otro también lo es.

ii) Son holomdrficamente conexos
Q={z:Im(z —a)/u>0}, a,ueC, u#0.
O =C\{reR:z<0}.
Qy={pc":r<p<Ra<t<f}, B—a<?2r.

ii1) Si los abiertos €21, Qs C C son holomdrficamente conexos y 1Ny es conexo en-
tonces 2 = Q1 UQy también es holomorficamente conexo. Muestre que este resultado
es falso cuando la interseccion no es conexa.

([ ejerc. 5.13)

& 3.13 Demuestre que la integral fj;o e~ @9 4y no depende de a € R y obtenga

+o0
/ e cos(2az)dx = /e ™

o0

(Indicacion: Considere la integral de e alo largo del borde del rectangulo R = [—r,r] X

0,a], y utilice que fjozo e de = /7) ([ ejerc. 5.14)

& 3.14 Usando la integral de €*° sobre el borde de S = {re" : 0 <r < R,0 <t < m/4}
obtenga la convergencia y el valor de las integrales

+00 +oo
/ sen z2dx, / cos x2dz.
0 0

(Indicacion: [ e Pdt == y senz>2z/m si 0<az<m/2) ([ ejerc. 5.15).

& 3.15 Si f € H(D(0,1)) y |2| < r <1 demuestre que f(z) = lim, . fn(2) donde

B L f(w) Wt — pntl
fn(Z) /Cr wntl ( w—z ) dw

~ 2mi
con C.(t) =re", t €0,2n] ([[7] ejerc. 5.26).
& 3.16 Obtenga el valor de la integral

) ),
Iala,b) = /c GoaG-b"

donde f es una funcidn entera, |a| < R, |b] < R y Cgr(t) = Re",t € [0,2n]. Utilice el
resultado para demostrar el teorema de Liouville ([[]] ejerc. 5.30).
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$ 317 Sea f(2) => - anz™" definida en {z : |z| > p}, con 0 < p < 1. Calcule
I(a) = L / ) dz
c 2(

T omi z—a)
donde |a| # 1, y C(t) =e", t €(0,2n] ([ ejerc. 5.31).
& 3.18 Obtenga el valor de la integral

1 P
L PE

270 Jo 2" (a — 2)
donde P es un polinomio complejo de grado n y C(t) = €, t € [0,2x] ([T ejerc. 5.32).
& 3.19 Si f € H(SY) demuestre que el limite

o FGHR) — £(2)
h—0 h

= f'(2)

es uniforme, respecto de z, en cada disco compacto D(a,r) C Q ([T ejerc. 5.536).
$ 3.20 sEmiste f € H(D(0,1)), tal que f™(5) = nly/n2" para cada n € N?.

& 3.21 Sea f € H(D(0,1)) tal que |f(z)| < 1/(1—|z|) para cada z € D(0,1). Demuestre
que para todo n € N se cumple

o< e (14 1)

([L7] ejerc. 5.38)

$ 3.22 ;Eziste una funcion f € H(D(a, R)) tal que |f™(a)| > n™n! para todo n € N?
([ ejerc. 5.39).

& 3.23 Sea f € H(C) una funcion entera para la que existen n € N y p > 0 verificando
[f ()] < [2]" si]z] =2 p
Demuestre que f es un polinomio de grado menor o igual que n ([I7] ejerc. 5.40)

$ 3.24 Sea p > 0 el radio de convergencia de la serie de potencias Yy .~ a,z". Demuestre
que g(z) = > 7 J(a,/n!)z" es una funcién entera que verifica:

(P) Existen A >0 ya > 1/p tales que |g(z)| < Ae?? para todo z € C.

Reciprocamente, si g(z) =Y~ b,2" esuna funcién entera que cumple (P) y a,, = nlb,,
demuestre que la serie de potencias » - an,z" tiene radio de convergencia p > 1/a

([ ejerc. 5.43).

& 3.25 Si f € H(Q) y Re f(2) <0 para todo z € C, demuestre que f es constante.
([L7] ejerc. 5.46)

& 3.26 Si f € H(C) tiene los periodos 1,1, demuestre que es constante.



Capitulo 4

Ceros y singularidades aisladas

El hecho de que una funciéon holomorfa sea analitica hace que en una situacién natural
sus ceros tengan propiedades similares a los de los polinomios: Son aislados y tienen
multiplicidad. Si f € H(£2) no es idénticamente nula en un abierto conexo §2 C C entonces
el conjunto de sus ceros, Z(f) :={z € Q: f(z) = 0} verifica la condicién Z(f) NQ = 0.
Esto implica Z(f) es numerable y el principio de identidad [[.T.4 fundamental para las
cuestiones de prolongacién analitica.

4.1. Ceros y principio de identidad

Teorema 4.1.1 Si Q) C C es un abierto conexo, a € Q y f € H(Q), son equivalentes:
a) f™(a) =0 para todo n > 0;
b) Eziste V, C Q, entorno de a, tal que f|y, es idénticamente nula.

c) f es idénticamente nula en todo €.

DEM: Es evidente que ¢) = b) = a).

a) = c): La condicién a) significa que G := {z € Q : f®(z) = 0, ¥n > 0} no es
vacio. Para probar c) basta ver que G = Q. Esto se obtendra viendo que G es abierto
y cerrado respecto al conexo €. Como las derivadas sucesivas f™ son continuas, cada
G, = {z € Q: f™(z) = 0} es cerrado relativo a Q y por lo tanto G = N,>eGy
también lo es. Por otra parte, si zg € GG, el desarrollo en serie de potencias de f alrededor
de z es idénticamente nulo, lo que significa que existe D(zo,7) C Q tal que f|p(q,n
es idénticamente nula. Esto implica que D(zp,7) C G y queda probado que G es un
subconjunto abierto de €2. [ ]

Corolario 4.1.2 Si f es una funcion holomorfa no idénticamente nula en un abierto
conezo Q) entonces todos los ceros de f son aislados y QNZ(f) =0 (e.d Z(f) es discreto
en ) Por consiguiente Z(f) es numerable y Z(f) C 0.

102
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DEM: Si a € Z(f) es un cero de f, segin [L1.1] existe n > 1 con f™(a) # 0. Si m :=
min{n € N : f(a) # 0}, en un cierto disco D(a,7), la funcién f admite un desarrollo
en serie de potencias del tipo:

1) =Y anlz — )" = (= — a)"g(2)

n>m

donde ¢(2) = am + ami1(z — a) + amy2(z — a)> + -+ es continua en D(a,r) y verifica
g(a) = a,, # 0. Entonces existe 0 < § < r tal que g(z) # 0 si |z — a| < d y por lo tanto
D(a,0) N Z(f) = {a}, es decir a es un punto aislado de Z(f).

Se demuestra que 2 N Z(f)" = () por reduccién al absurdo: Si existe a € QN Z(f)
debe existir una sucesién a,, € Z(f) convergente hacia a con a, # a para todo n € N.
Como f(a) = lim, f(a,) = 0 se obtendria que a es un cero no aislado de f.

Obsérvese que Z(f) ha de ser numerable en virtud de [.5.2. Por otra parte, teniendo
en cuenta que Z(f) C Q=QUIN, como Z(f) NQ =0, resulta Z(f) C 9. m.

En la demostracion de se ha puesto de manifiesto que cada cero aislado a € Z(f)
tiene una multiplicidad que se define de forma similar a la de los ceros de polinomios:

Definicién 4.1.3 Si a es un cero aislado de una funcion holomorfa f € H(QY) se define
v(f,a) =min{n € N: f™(a) # 0}

Sim = v(f,a) se dice que a es un cero de f de multiplicidad m, o que f presenta en a
un cero de orden m. (Los ceros de multiplicidad 1,2.. se suele decir que son ceros simples,
dobles . . .).

En las condiciones de la definicion .1.3 m = v(f, a) es el unico nimero natural para
el que existe una funcién ¢ € H(Q2) tal que f(2) = (z — a)™p(2) v ¢(a) # 0: En efecto,
aunque la funcién holomorfa g que interviene en la demostracién del corolario f.1.9 sélo
estd definida en el disco D(a,r) mediante una serie de potencias, también la podemos
suponer definida en todo 2, usando a férmula g(z) = f(z)/(z — a)™ para los puntos
z € Q\ {a}.

Si f € H(f2) no es idénticamente nula y ) es conexo entonces todos los ceros de f
tienen multiplicidad ya que todos ellos son aislados en virtud de f.1.9

Si f € H(£2) no es constante y 2 es conexo entonces cada a € €2 es un cero aislado de
la funcién f(z) — f(a). En lo que sigue, aunque a no sea cero de f se denotara también
por v(f,a) a la multiplicidad de a como cero de f(z) — f(a). Nétese que en este caso

también es v(f,a) = min{n € N: f™(a) # 0}.

Corolario 4.1.4 (Principio de identidad) Sea Q C C abierto conexo y M C Q tal que
QNM #£0. 8 f,g € H(Q) y f(2) = g(z) para cada z € M entonces f = g.

DEM: Basta aplicar a la funcién f — g que cumple QN Z(f —¢g) DQNM #(. m

NOTA: Conviene advertir que los resultados [.1.1], £.1.3 y .1.4 son falsos cuando €2 no se
supone conexo: Basta considerar el abierto 2 = {z : Rez # 0} y la funcién f(z) = 0 si
Rez <0y f(z) =1si Rez > 0.

Una consecuencia inmediata del teorema .14 es:
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Corolario 4.1.5 Si Q) es conexo el anillo H(2) no tiene divisores de 0, es decir, siempre
que el producto de dos funciones holomorfas f,g € H(Y) es idénticamente nulo, una de
las dos funciones, f o g, debe ser idénticamente nula.

DEM: Si f no es idénticamente nula existe D(a,r) C Q\ Z(f) luego g|p(a, es idéntica-
mente nula y en virtud del principio de identidad ¢ es idénticamente nula. ]

El principio de identidad también se suele llamar principio de prolongacion analitica
porque se puede formular, de modo obvio, en los siguientes términos: Si g es holomorfa
en un abierto U C C y si f € H(2) es una prolongacién holomorfa de g a algin abierto
conexo {2 D U entonces f es la inica prolongacién analitica posible de g al abierto €.

Ejemplo 4.1.6 Prolongacion analitica de una serie de potencias

Sea f € H(U) la funcién holomorfa que define una serie de potencias » -, a,(z —a)" en
su disco de convergencia U := D(a, p). Se supone que el radio de convergencia p, de la
serie reordenada en b € D(a, p) verifica p, > p — |b — a| (véase :3.7).

Consideremos la funcién holomorfa g(z) = >, b,(z — b)" definida en D(b, p,) me-
diante la suma de la serie reordenada. La intersecciéon de los discos de convergencia
G = D(a,p) N D(b,pp) es un abierto conexo. Si v = p — |b — a] > 0, el teorema de
reordenacion P.2.§ asegura que f y ¢ coinciden sobre D(b,r) C G y aplicando el principio
de identidad se sigue que f y g coinciden sobre G.

Entonces, sobre el abierto Q := D(a, p) U D(b, p,) podemos definir una funcién holo-
morfa F' poniendo F(z) = f(z) si z € D(a,p), y F(2) = g(z) si z € D(b, pp). En virtud
del principio de identidad esta es la tinica prolongacién analitica de f al abierto 2.

NOTA: Se puede demostrar que para cada abierto conexo U & C existe una funcién
f e HU) tal que Z(f)" = 0U. Esta funcién es imposible prolongarla analiticamente a un
abierto conexo 2 D U, Q # U. En efecto, si existiese F' € H(S2) tal que F'(z) = f(z) para
todo z € U entonces teniendo en cuenta [LI.3y que ) # QNoU C QN Z(F) se deduciria
que F' es idénticamente nula, lo cual es imposible porque f no lo es.

La siguiente proposiciéon muestra que la teoria de las funciones analiticas de una va-
riable real queda englobada en el de las funciones analiticas de una variable compleja.

Proposicién 4.1.7 Si f es una funcion analitica real, definida en un abierto V- C R
entonces existe un abierto Q C C y una funcion F € H(Q), tal que V. = QN R y
f(z) = F(zx) para todo x € V.

DEM: Véase [[7] ejerc. 4.48 n

4.2. Comportamiento local de una funcién holomorfa

El comportamiento local de una funcién holomorfa f € H(Q2) en el entorno de un
punto a € 2 con f'(a) # 0 es muy simple:
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Teorema 4.2.1 [Funcién inversal] Sea Q@ C C abierto y f € H(2). Sia € Q y f'(a) #0
existe un entorno abierto de a, U, C Q) tal que se cumple a), b) y c):

a) flu, es inyectiva,

b) Vi = f(U,) es un entorno abierto de b= f(a)

¢) La inversa g = (f|y,)" : Vs — U, es holomorfa.

Por lo tanto f establece un isomorfismo conforme entre un entorno abierto U, de a y un
entorno abierto Vi, de b.

DEeEM: En virtud del teorema de la funcién inversa para funciones de vectoriales de varias
variables reales que se explica en Andlisis Matemético 1T (véase [H]) existen U, C ,
entorno abierto de a, y V;, C C, entorno abierto de b = f(a) tales que f(U,) = V, v
flu, : Uy — Vj es un difeomorfismo (una biyeccién diferenciable con inversa diferenciable).
Esto lleva consigo que la aplicacién C-lineal h — df (z)h = f'(z)h es no singular, luego
f'(2) # 0 para cada z € U,. Anélogamente la inversa g = (f|y,)”" es diferenciable
en cada w € V, y su diferencial ha de ser la aplicacién C-lineal: dg(w)k = ¢'(w)k con
g'(w) =1/f(g(w)), luego ¢'(w) # 0. Es decir, f|y, : Uy — V4 es un isomorfismo conforme.
|

A continuacién nos ocupamos del comportamiento local de una funcién holomorfa
f € H(Q) en el entorno de un punto a € €2 donde f’(a) = 0. Es natural suponer que
a es un cero aislado de f’ (en otro caso f’ serfa idénticamente nula en la componente
conexa de a y f serfa constante en esta componente). Supongamos pues que a es cero de
f’ de multiplicidad n > 1. Entonces a es un cero aislado de f(z) — f(a) de multiplicidad
m =n-+12> 2, ysegin la observacién que sigue al ejemplo R.5.3, f transforma un dngulo
orientado de valor 6 en el punto a en un dngulo orientado de valor m# en el punto f(a).
Asi por ejemplo, cuando m = 2 los angulos se duplican, hecho que se aprecia claramente
con la funcién 2% en el punto a = 0.

La siguiente proposicién proporciona una descripcion bastante precisa del comporta-
miento local de una funcién holomorfa en el entorno de un punto donde se puede anular
la derivada:

Proposicién 4.2.2 Sea f € H(Q) y a un cero aislado de f(z)— f(a) de multiplicidad m.
Entonces existe un entorno abierto U, C Q un disco D(0,0) y un isomorfismo conforme
v : U, — D(0,9) tales que

f(z) = f(a) +o(2)™ para todo z € U,

DEeM: La funcién f(z) — f(a), que tiene en z = a un cero aislado de multiplicidad m € N,
se puede escribir en la forma f(2) — f(a) = (2 — a)™g(z) donde g es holomorfa en Q y
g(a) # 0. Por continuidad, existe un disco D(a,r) C 2 tal que g(D(a,r)) C D(b,|b]).

En este disco g posee una raiz m-ésima holomorfa, es decir hay una funcién ¢ €
H(D(a,r)) que verifica ¥(2)™ = g(z) para todo z € D(a,r). (Si Log, : D(b,|b]) — C es
un logaritmo holomorfo de z podemos tomar 1(z) = em Logs9()).

La funcién ¢(z) = (z —a)y(z) cumple que f(z) — f(a) = ¢(2)™ para todo z € D(a,r)
y ademads ¢'(a) = ¢ (a) # 0.

Como ¢(a) =0y ¢'(a) # 0, aplicando el teorema de la funcién inversa se obtiene un
entorno abierto de a, W, C D(a,r) tal que ¢ establece un isomorfismo conforme entre
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W, y su imagen Vy = ¢(W,) € C. Como Vj es un entorno de 0 podemos considerar
un disco D(0,p) C Vi, v su preimagen U, = ¢~ 1(D(0, p)). Entonces , con § = p™, se
cumplen los requisitos del enunciado, ya que la imagen de D(0, p) mediante la funcién 2™

es D(0,p™) = D(0,9). |

En las condiciones de la proposicién anterior, en un entorno de z = a la funcién f
se descompone en una aplicacién ¢ que conserva angulos orientados en a, seguida de la
funcién 2™ y de una traslacion. Para valores pequenos de z — a la funcién ¢ se comporta
como z — ¢'(a)(z — a) cuya interpretacién geométrica es obvia. El comportamiento de
z™ en z = 0 es bien conocido. En definitiva, en un entorno suficientemente pequeno de a
la funcién f(z) — f(a) se comporta como (z — a)™.

Consecuencia directa de la descripcién local proporcionada por 2.3 es el teorema
de la aplicaciéon abierta. Es este uno de los resultados basicos de la teoria de funciones
holomorfas, cuya repercusién en los problemas de representacién conforme se pone de
manifiesto con su corolario [£.2.4. (en b.5.9 se veré otra demostracién de este teorema, con
técnicas genuinas de variable compleja, basada en el principio del argumento).

Teorema 4.2.3 [Aplicacién abierta] Si f € H(S2) no es constante en un abierto conexo
Q) C C entonces f es abierta. Mds concretamente, st a € €2 y m es la multiplicidad de
a como cero de f(z) — f(a), existe un entorno abierto de a, U, C Q tal que V, = f(U,)
es un entorno abierto de b = f(a) con la siguiente propiedad: Para cada w € Vy, \ {b} la
funcion z — f(z) —w posee m ceros distintos en U,, todos simples.

DEM: Como f no es constante en el abierto conexo 2 cada a € €2 es un cero aislado de
f(2) — f(a), con una cierta multiplicidad m > 1. Usando la proposicién [[.2.7 se obtiene
la primera afirmacién, tomando V;, = D(b, §™). Obsérvese que la aplicacién f|y, se puede
descomponer asi

U, 2 D(0,6) = D(0,6™) & D(b,6™) =V,

y todas las aplicaciones involucradas son biyectivas excepto z — z™ que, como es bien
sabido, tiene la propiedad de que cada w € D(0,0™)\ {0} tiene exactamente m preimage-
nes distintas en D(0, ). Por otra parte, hay que hacer notar que al ser ¢ un isomorfismo
conforme se cumple que ¢'(z) # 0 para todo z € U,, luego f'(z) = mp(2)™ 1¢/(2) # 0
para todo z € U, \ {a}. Esto lleva consigo que para cada w € V, \ {b} los m ceros que
tiene la funcién f(z) —w en U, \ {a} son todos simples. n

Corolario 4.2.4 Si Q C C es abierto y f € H(QY) es inyectiva entonces f'(a) # 0 para
cada a € Q, G = f(Q) es abierto y la inversa g = f~' : G — Q es holomorfa, con
g (w) # 0 para todo w € G. Por lo tanto f establece un isomorfismo conforme entre ) y
su 1magen G.

DEM: No es restrictivo suponer que €2 es conexo. Si f es inyectiva en virtud del teorema
cada a € Q es un cero simple de la funcién f(z) — f(a) y por consiguiente f’(a) # 0.
También se sigue de .23 que G = f(2) es abierto y que la transformacién inversa
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' G — Q es continua. Como f’ no se anula en €2, usando la proposicién 2.6.1 se
obtiene que f~! es holomorfa. [

Una consecuencia inmediata del corolario anterior es que una funcién holomorfa in-
yectiva sélo puede tener un cero, y éste debe ser simple.

Usando el teorema de la aplicaciéon abierta se puede dar una breve demostracion del

teorema fundamental del dlgebra:
Segun todo polinomio complejo p de grado > 1 transforma abiertos en abiertos. De-
mostrando que p transforma cerrados en cerrados se obtendra que p(C) es un subconjunto
abierto y cerrado de C. Como los tinicos subconjuntos abiertos y cerrados de C son () y C
se tendra que p(C) = C y en particular 0 € p(C).

Para ver que p transforma cerrados en cerrados usaremos que lim, — ., p(z) = oo (la
comprobacién de esto es rutinaria y se deja al cuidado del lector). Si F' es un subconjunto
cerrado de C y w € p(F) existe una sucesién z, € F tal que w, = p(z,) converge hacia
w. La sucesién z, es acotada pues en caso contrario existirfa una subsucesion z,, — oo
y se seguirfa que w = limy w,, = limy p(z,, ) = co. La sucesién acotada z, posee una
subsucesién convergente hacia un punto z € F' que cumple p(z) = w. Queda demostrado
que w € p(F') y con ello que p(F') es cerrado. [ ]

4.3. Singularidades aisladas

En esta seccion se considera el comportamiento de una funcién holomorfa en el entorno
perforado de un punto que no pertenece a su dominio. Cuando ocurre esto se dice que el
punto es una singularidad aislada de la funcion.

Definicién 4.3.1 Sea f € H(QY). Sia & Q y D*(a,r) C Q para algin r > 0 se dice que
a es una singularidad aislada de f.

Si existe el limite lim, ., f(z) = b € C se dice que a es una singularidad evitable de f.
Si existe el limite lim,_, f(2) = oo se dice que a es un polo de f.

Finalmente, cuando en Cy, no existe el limite lim,_., f(2) se dice que a es una singularidad
esencial de f.

Proposicién 4.3.2 Sia & Q) es una singularidad aislada de f € H(S2), son equivalentes:

a) a es singularidad evitable de f;
b) f estd acotada en algin disco D*(a,r) C §);

c) f admite una extension holomorfa al abierto Q, = QU {a};

DEM: Es inmediato que ¢) = a) = b) y basta demostrar b) = c).

Si se cumple b) sea g(z) = f(z)(z — a)?. Definiendo g(a) = 0 es inmediato que g es
derivable en a con ¢'(a) = 0, luego g es holomorfa en QU {a} y su desarrollo en serie de
potencias en D(a,r) C €2 es de la forma

9(2) = ) _an(z —a)" = (2 — a)*h(2)

n=2
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donde h(z) = as + az(z —a) + -+ -+ apy2(2 — a)" + - - - converge en D(a,r).
Si se define f(a) = h(a) = ay se obtiene una extensiéon de f que es holomorfa en
QU {a} (pues f(z) = h(z) para todo z € D(a,r)). u

La proposicion anterior justifica el nombre de singularidad evitable dado al tipo de sin-
gularidad aislada considerado en ella. Siempre que una funcién holomorfa f presente una
singularidad evitable en un punto a, aunque no se diga explicitamente, se supondra que a
la funcidn se le ha asignado en este punto el valor f(a) = lim,_., f(z) con el que se obtiene
una extensién holomorfa de f al abierto Q, = QU {a}, que resultard comodo designarla
igual.

Ejemplos 4.3.3

sen z

a) La funciéon f(z) =

z
definiendo f(0) = 1.

presenta una singularidad evitable en z = 0 que se elimina

1
b) La funcién f(z) = - presenta una singularidad evitable en z = 0 pues
e — z
1) 14+ 2—¢€° 22/ + 23 /3 + - - 1/2+4z/3+---
Z) = = — = —
z(er — 1) 224 2320+ - 1+z/214---

La singularidad se elimina definiendo f(0) = —1/2.

Proposicién 4.3.4 Sia ¢ Q es una singularidad aislada de f € H(Y), son equivalentes
a) a es polo de f.

b) Existe D*(a,d) C Q y una funcion F € H(D(a,d)) tal que a es cero aislado de F,
y f(z)=1/F(z) para todo z € D*(a,d)

c) Ezxiste m € N tal que (z — a)™ f(z) tiene limite finito no nulo cuando z — a.

DEM: a) = b): Como lim, — , f(2) = oo existe D*(a,d) C 2 tal que |f(z)| > 1 para
todo z € D*(a,0). La funcién F(z) = 1/f(z) estd definida y es holomorfa en D*(a,d) y
obviamente |F| < 1.

En virtud de F' tiene una singularidad evitable en el punto a que se elimina
definiendo F'(a) = 0. Se obtiene asi una funcién F' € H(D(a,d)) con un cero aislado en
z = a que cumple b).

b) = ¢): Si se cumple b) y m = v(F,a) es la multiplicidad de a como cero de F' es claro

que el cociente
F(2) 1

(z—a)m  (z—a)"f(2)
tiene limite finito no nulo cuando z — a. Lo mismo le ocurre a la funcién (z —a)™ f(2) y
por lo tanto se cumple c).
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c) = a): Sise cumple ¢) la funcién h(z) = (z — a)™ f(z) presenta en a una singularidad
evitable que se elimina definiendo h(a) = lim, — ,(z —a)™ f(2) # 0. Entonces
h
lim f(z) = lim Nz =00

z —™ a z—>a(2’—a)n
luego a es un polo de f. [

El ntmero natural m que hace que se cumpla [[.3.4 ¢) es tnico lo que permite dar la
siguiente

Definicién 4.3.5 En las condiciones de la proposicion se dice que el polo a de la
funcion f tiene multiplicidad m € N.

Conviene tener siempre presente que, segin se ha visto en la demostracién de 3.4, a
es un polo de f con multiplicidad m si y sélo si a es un cero de la funciéon F' que interviene

en b) con la misma multiplicidad.

Proposicién 4.3.6 Sia ¢ ) es una singularidad aislada de f € H(SY) son equivalentes
a) a es polo de f de multiplicidad m.

b) Eziste un unico polinomio P(z) de grado m con P(0) =0 tal que a es singularidad
evitable de la diferencia f(z) — P(1/(z — a)).

DEM: b) = a) Basta ver que se verifica la condicién c) de [£.3.4: Como existe y no es nulo
el limite lim, — ,(z —a)™P(1/(z — a)) # 0, teniendo en cuenta que
i (2 — )" (J(z) ~ P(1/(z — @))) = 0
se obtiene que también existe y no es nulo el limite lim, — ,(z —a)™f(2) # 0.
a) = b): Sea D*(a,r) C Q. Segin .34 ¢) la funcién g(z) = (z — a)™f(z) presenta en a
una singularidad evitable que se elimina definiendo g(a) = by # 0 donde
b= lim (= - a)" ()

Ahora g es holomorfa en el abierto QU{a} D D(a,r) y admite en D(a,r) un desarrollo en
serie de potencias g(z) = >~ b,(z — a)". Por consiguiente, si 0 < |z — a| < r se verifica

flz) = (zg—(za))m e —boa)m e —b;)m—l et 2R

donde h(z) = by + by (2 — @) + <+ bi(z — ) + -+
El polinomio P(w) = byw™ + byw™ ' + -+ + b,,_1w hace que se cumpla b) pues

lim [f(z) — P(1/(z —a)] = lim h(z) = h(a) = by,

zZ — a zZ — a
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La condicién P(0) = 0 garantiza que el polinomio P es tnico: Si Q(z) es otro polinomio
que cumple b) entonces a es singularidad evitable de

R(z) = [P(1/(z —a)) = Q(1/(z —a))] = [f(2) = Q(1/(z — a))] = [f(2) = P(1/(z — a)]

Eliminando la singularidad se puede considerar que R es una funcién entera. Como P(0) =
Q(0) = 0 se sigue que lim, — . R(z) = 0 y por lo tanto R es acotada. El teorema de
Liouville implica que R es constante. Obviamente el valor constante es 0, luego P = (). m

Definicién 4.3.7 En las condiciones de la proposicion |4.5.6, si P es el inico polinomio
que hace que se cumpla[[.3-Q b) se dice que S,(z) = P(1/(z — a)) es la parte principal (o
singular) de f en a . La parte reqular de f en a es la funcion Ry(z) = f(2) — Sa(2) , que
es holomorfa en QU {a}, después de eliminar la singularidad evitable en z = a.

Dada una funcién holomorfa f € H(Q2) si D*(a,r) C 2 si a es polo de f de multiplicidad
m, la parte principal de f en a se suele escribir en la forma

A_m A—(m-1) o a_q
(z—a)™ (z—a)™! z—a

Sa(2) =

Por otra parte, si
R.(2) = Z an(z —a)"
n=0

es el desarrollo en serie de potencias de R, en D(a,r) se obtiene

o0

flz) = Z an(z—a)"si0<|z—a|] <r

n=—m

Notese que, en virtud de la unicidad de los desarrollos de Laurent, lo que se acaba de
obtener es el desarrollo de Laurent de f en D*(a,r), que sdlo tiene un nimero finito de
potencias negativas de (z — a).

Ejemplos 4.3.8

a) Si {2 C C es un abierto conexo, dadas f, g € H(2) donde g no es idénticamente nula
el cociente f/g define una funcién holomorfa en el abierto G = Q\ Z(g). Puesto que
los ceros de g son aislados, cada cero de g es una singularidad aislada de cociente
f(2)/g(2). La singularidad es evitable si y sélo si a € Z(f) y v(f,a) > v(g,a). En
este caso, después de eliminar la singularidad, si v(f,a) > v(g,a) se tiene que a es
un cero de f(z)/g(z) de multiplicidad v(f,a) — v(g, a).

Si f(a) # 0 entonces a es un polo de f/g con multiplicidad m = v(g,a). pero si a
es un cero de f de multiplicidad p = v(f,a) entonces a es un polo de f/g si y sélo
sim —p > 0, y en este caso su multiplicidad es m — p.
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sen z
b) La funcién f(z) = —— tiene en z = 0 un polo doble con parte principal — pues
z z
1.3, 1.5
senz _ zZ— g2 + 527 = :i_l+lz2_...
z3 23 22 3l 5l

c) La funcién f(z) =

principal en z = 0 es 1/z. Efectivamente, los polos de f coinciden con los ceros de
e* — 1 que son todos simples. Por el método de los coeficientes indeterminados se
calculan facilmente los dos primeros términos del desarrollo en serie de potencias

] presenta polos simples los puntos 2n7i, n € Z. La parte
ez —

z 1 1 1 b 4
= et —_ =2 ao 2 . e
et —1 1+2z/20422/31+--- 2" T2
luego
1 1 1+ n
= - — — az .« .
ee—1 =z 2 2

Se obtiene asi que la parte principal de f en z = 0 es 1/z. Claramente R(z) =
f(z) — 1/z presenta en z = 0 una singularidad evitable que desaparece definiendo

R(0) = —1/2.

Teorema 4.3.9 (Casorati-Weierstrass) Si a ¢ Q es una singularidad aislada de f €
H(S2), son equivalentes

a) a es singularidad esencial;
b) f(D*(a,¢€)) es denso en C para cada D*(a,€) C Q;

DEM: b) = a) es inmediato y basta demostrar a) = b).
Si no se cumple b) existe € > 0 tal que f(D*(a,€)) # C, luego existe D(b, R), con
R >0, tal que D(b, R) N f(D*(a,e€)) = 0, es decir |f(z) — b| > R para todo z € D*(a,€).
La funcién h(z) = 1/(f(z) — b) es holomorfa y acotada en D*(a,€) y por lo tanto
presenta una singularidad evitable en a (f.3.9), es decir existe lim, — ,h(z) = p € C.
Como f(z) =b+ 1/h(z) para todo z € D*(a,¢€) se sigue que en el plano ampliado C,
existe el limite lim, — , f(2) (si u # 0 su valor es b+ 1/u, y en otro caso vale 0o) luego
no se cumple a). u

Si f € H(Q)) presenta una singularidad aislada en a y conocemos el desarrollo de
Laurent de f en D*(a,r) C ), podemos utilizarlo para clasificar la singularidad.

Proposicién 4.3.10 Sea a ¢ ) una singularidad aislada de f € H(Y). Se supone que
conocemos el desarrollo de Laurent de f en D*(a, R) C §.

+oo

f(z) = Z an(z—a)" si0<|z—a| <R

n=—oo

Sea M ={n €Z:a,#0}. Entonces se verifica:
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a) a es singularidad evitable si y sélo siinf M > 0;
b) a es polo (de multiplicidad m) si y solo si inf M = —m < 0;
¢) a es singularidad esencial si y solo si inf M = —o0;.

DEM: a) Es inmediato, porque en este caso, después de eliminar la singularidad, f es
holomorfa en D(a, R) y el desarrollo de Laurent es un desarrollo en serie de potencias.
Segun lo que se ha visto después de la definicién [£.3.7 se cumple b). La condicién c) se
cumple por exclusion. [ ]

Mas adelante se demostrara que toda funciéon holomorfa en una corona, y en particular
en un disco perforado D*(a, r) admite un desarrollo de Laurent en el mismo. Obsérvese que
la proposicién anterior no asume este teorema. Asume como hipdtesis que disponemos del
desarrollo de Laurent. En la practica la podremos aplicar en situaciones concretas cuando
conozcamos el desarrollo que puede haber sido calculado explicitamente con las técnicas
explicadas en el capitulo P

Corolario 4.3.11 Si g € H(C) es una funcion entera entonces a es singularidad esencial
de f(z) = g(1/(z — a)) si y sélo si g no es un polinomio.

DEM: Basta utilizar c). n

Ejemplo 4.3.12 0 es una singularidad esencial de e'/*

Aunque es un caso particular de [.3.11], se puede ver directamente que no existe lim, — ¢ e'/?

en Co. Efectivamente, €'/ tiende hacia 0 cuando z = = < 0 tiende hacia 0, mientras que
e'/# tiende hacia oo cuando z = z > 0 tiende hacia 0. [

Un resultado més general que el corolario [L.3.11] lo proporciona la proposicién [.3.17

Singularidades aisladas en co. Ahora se considera el comportamiento local de una
funcién holomorfa definida en D*(co,7) = {z : + < |z| < +o0}.

Definicién 4.3.13 Si f € H(Q) y D*(oo,r) C Q se dice que 0o es singularidad aislada
de f. En este caso se dice oo es singularidad evitable, polo o singularidad esencial de f
si 0 es, respectivamente, singularidad evitable, polo, o singularidad esencial de f(1/z). Si
oo es polo de f se define su multiplicidad como la del polo que tiene f(1/z) en 0.

En las condiciones de la definicién anterior, aplicando [.3.1( a la funcién f(1/z), podemos
afirmar que si conocemos el desarrollo de Laurent de f en D*(oco,7): f(2) =37 _a,z"
y consideramos el conjunto M = {n € Z : a,, # 0} entonces:

a) oo es singularidad evitable de f si y s6lo si sup M < 0.

b) oo es polo de f, de multiplicidad m, si y sélo si sup M =m > 0.

¢) oo es singularidad esencial de f si y s6lo si sup M = +o00.
Singularidad evitable en co. La nociéon de funcion holomorfa se puede extender de modo

natural al caso de funciones definidas en un abierto 2 C C,, tal que oo € ).
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Se dice que f : 2 — C es derivable en oo si la funcién auxiliar F'(z) := f(1/z), definida
en un entorno de 0, es derivable en z = 0 (se usa el convenio habitual 1/0 = oo, 1/00 = 0).
En este caso se conviene en definir f'(c0) = F'(0).

Obsérvese que si f es derivable en co entonces f es continua en este punto porque la
funcién auxiliar F'(z) = f(1/z) es continua en 0 y la transformacién 7(z) = 1/z es una
isometria de (Cu, doo)-

La definicién de derivada en oo tendra interés en las cuestiones de transformaciones
conformes, pues la condicién f’(co) # 0 tiene una interpretacion geométrica clara sobre
la esfera de Riemann. Desde el punto del cdlculo carece de interés el valor de f’(co) pues
puede ocurrir que f/'(c0) # lim, — « f'(z) (considérese f(z) = 1/z).

Si f: — C es derivable en todos los puntos de un abierto 2 C C, se sigue diciendo
que f es holomorfa en Q, f € H(Q).

Por otra parte, si oo es una singularidad evitable de f € H()) entonces existe y es
finito el limite L = lim, —  f(z). En este caso, definiendo f(co) = L se extiende f a
una funcién holomorfa en Q = Qy U {oco} (basta aplicar a la funcién F(z) = f(1/2)
en el punto z = 0). En lo que sigue, siempre que oo sea una singularidad evitable la
supondremos eliminada de esta manera.

Si f es holomorfa en un abierto 2 C Cy, con oo € 2, dado D(oco,r) C €, si conside-
ramos el desarrollo en serie de potencias de F/(z) = f(1/z) alrededor de z = 0 se obtiene
que f se puede desarrollar en D(oo,r) en serie de potencias de 1/z

a_ a_ A_n . 1
f(z):a0+—1+—22++—n+81|2|>_
z z z r

es decir, el desarrollo de Laurent de f en |z| > 1/r no contiene potencias positivas de z.

Si ag = 0 entonces oo es un cero de f que sera aislado si y solo si 0 es un cero aislado
de F, es decir si y sélo si existe n € N, con a_,, # 0. En este caso si m := min{n :
a_, # 0} es la multiplicidad del cero que tiene F en z = 0, se dice que oo es un cero
de f de multiplicidad m. Notese que m es el inico niimero natural para el cual el limite
lim, — o 2™ f(2) existe y es finito no nulo. Por lo tanto, existe F' € H(Q2) con F(co0) # 0

tal que f(z) = F(z)/2™.
Ejemplos 4.3.14

a) Si Q(z) = by + b1z + -+ + by,2™ es un polinomio de grado m entonces la funcién
f(z) =1/Q(z) es holomorfa en C, \ Z(Q) (se supone definido f(co) = 0). Es fécil

comprobar directamente que f es derivable en oco. Basta observar que

Zm

1 =

donde b, # 0. Ademas, co es un cero aislado de f de multiplicidad m.

b) Maés generalmente, si P, son polinomios complejos sin ceros comunes, entonces la
funcién racional f = P/Q es holomorfa en C\ Z(Q), y presenta una singularidad
aislada en co. La singularidad es evitable si y sélo si m := grado (Q)—grado (P) > 0.
Si se elimina la singularidad y ademés m > 1 entonces co es un cero de f de
multiplicidad m.
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c) Si f € H(C) entonces oo es singularidad evitable de f si y sélo si f es constante.
Esto es consecuencia inmediata del teorema de Liouville.

Polo en co. Si f € H(Q) y D*(co,7) C € entonces oo es polo de f € H() si y sélo
si lim, — « f(2) = oco. Su multiplicidad es (la multiplicidad de 0 como polo de F(z) =
f(1/2)) es el tinico m € N para el que el que existe el limite lim, — , f(z)/2z™ y es finito
no nulo.

Noétese que si 0o es polo de f, de multiplicidad m, entonces oo es singularidad evitable
de 1/f. En este caso, después de eliminar la singularidad, se puede considerar que 1/f es
holomorfa en D(oo, ) con un cero en oo de multiplicidad m. Nétese que oo es polo de f
de multiplicidad m si y sélo si 1/f(1/z) tiene en z = 0 un cero de multiplicidad m.

Por otra parte, si oo es un polo de f con multiplicidad m, existe un tnico polinomio
de grado m

S(2) = a1z + apz® + - + 2™

con S(0) = 0, tal que oo es singularidad evitable de f(z) — S(z). (Basta considerar la
parte principal de f(1/z) en z = 0).

Se dice que este polinomio S es la parte principal o singular de f en co y que R(z) :=
f(z) — S(z) es la parte regular, que se puede suponer definida y holomorfa en Q U {oo}.
Se sigue que oo es polo de f con multiplicidad m si y sélo si el desarrollo de Laurent de
f en un disco D*(o0,7) C Q es de la forma

Ejemplos 4.3.15

a) Para una funcién entera f € H(C) se cumple que oo es polo de f (de multiplicidad
m) siy sélo si f es un polinomio (de grado m).

b) Si P, son polinomios complejos sin ceros comunes, la funcién racional f = P/Q),
que es es holomorfa en C\ Z(Q), presenta un polo en oo si y s6lo si m := grado (P)—
grado (@) > 0. En este caso su multiplicidad es m.

Singularidad esencial en 0co. Si f € H(S)) y oo es una singularidad esencial de f, aplicando
f:3.9 a la funcién F(z) = f(1/z) en z = 0 se obtiene que f(D*(c0,¢€)) es denso en C para
cada D*(o0,€) C Q.

Ejemplo 4.3.16 oo es singularidad esencial de f € H(C) si y sélo si f no es un polino-
mio.

Proposicién 4.3.17 Si a es una singularidad aislada no evitable de f € H(Q) y g €
H(C) no es un polinomio entonces a es singularidad esencial de la composicion g o f.

DEM: Véase [[[7] ejerc. 6.10 n
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Proposicién 4.3.18 Si f € H(Q2) es inyectiva entonces f presenta, a lo mds, una sin-
gularidad aislada no evitable que solo puede ser un polo simple.

DEM: Véase [[7] ejerc. 6.9 u

NOTA: Si f no es globalmente inyectiva, puede tener varias singularidades aisladas no
evitables. Después de la proposicion anterior, se puede afirmar es que si a es una singu-
laridad aislada de f y f|p«(,) es inyectiva para algin D*(a,e) C ) entonces a es una
singularidad evitable o un polo simple.

Corolario 4.3.19 Si f € H(C) es inyectiva entonces f es un polinomio de primer grado.

DEM: Véase [[[7] ejerc. 6.10 n

4.4. Funciones meromorfas

Definicién 4.4.1 Una funcion f : Q — C., definida en un abierto 2 C C., se dice que
es meromorfa si es continua y verifica

a) Los puntos de P(f) ={z€ Q: f(z) = oo} son aislados (e.d. QN P(f) =10).
b) La restriccion de [ al abierto Qg := Q\ P(f) es holomortfa.

En lo que sigue M(2) designa al conjunto de las funciones meromorfas en SQ.

En las condiciones de la definicién anterior los puntos de P(f) son singularidades aisladas,
de tipo polo, de la funcién holomorfa fl|g,. Se dice que P(f) es el conjunto de los polos
de f. Reciprocamente, si fy es una funcién holomorfa en un abierto €2y y S C 0,2 es
un conjunto de singularidades aisladas de f de tipo polo y se define f(a) = oo para cada
a € S se obtiene una extensién meromorfa, de f, definida en Q2 := Qy U S con P(f) = S.

Ejemplos 4.4.2

a) Si R(z) = P(z)/Q(z) es una funcién racional donde P y () son polinomios sin ceros
comunes de grados n y m respectivamente y se define R(a) = oo si Q(a) = 0y
R(0) = lim, — o R(z) € C4 se obtiene una funcién meromorfa R € M(Cy,).
Noétese que si n > m entonces R tiene un polo en oo de multiplicidad n — m.

b ) Si f,g son funciones holomorfas en un abierto conexo 2 C C., donde g no es
idénticamente nula y Z(f) N Z(g) = 0 entonces el cociente F(z) = f(z)/g(z) define
en {2 una funciéon meromorfa (usando el convenio habitual ¢/0 = oo si ¢ # 0).
P(F) = Z(g) y sia € P(F), la multiplicidad de a como polo de F' coincide con la
multiplicidad de a como cero de g.
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NOTA: En la segunda parte del curso se demostrard que para cada F' € M(£2) existen
f,9 € H(Q) tales que g no es idénticamente nula, Z(f) N Z(g) =0y F(2) = f(2)/g9(2)
para todo z € €.

Operaciones con funciones meromorfas. Si f € M(Q2) es meromorfa en un abierto
Q2 C Cy, y P(f) es el conjunto de sus polos, la restriccién de f al abierto G = Q\ P(f)
es una funcién holomorfa tal que cada a € P(f) es una singularidad aislada de tipo polo.
Dada otra funcién meromorfa g € M(Q), la funcién suma f(z) + g(z) esta definida y
es holomorfa en el abierto Q \ (P(f) UP(g)), vy cada a € P(f) U P(g) es una singulari-
dad aislada de f + g. Generalmente a serd un polo de f(z) 4+ g(z), pero puede ser una
singularidad evitable en el caso de que a sea polo de las dos funciones f, g y las partes
singulares de f y g en a se cancelen al sumar. Queda definida asi la funcién meromorfa
suma f + g € M(Q) (Obsérvese que en cada uno de sus polos la parte singular de f + g
es la suma de las correspondientes partes singulares de f y g).

De manera similar se procede para definir la funcién meromorfa producto fg € M(Q).
Dado a € P(f) U P(g), si a es polo de f de multiplicidad m entonces el producto fg,
inicialmente definido en ©Q \ (P(f) U P(g)), presenta en a un polo o una singularidad
evitable (esto ltimo ocurre cuando a es cero de g de multiplicidad mayor o igual que m).

Para poder definir la funcién meromorfa cociente f/g hay que requerir que todos los
ceros de g sean aislados. En este caso se obtiene f/g € M(2) con polos contenidos en
P(f)U Z(g). Nétese que cuando a € (P(f)NP(g)) U(Z(f) N Z(g)) puede ocurrir que a
sea una singularidad evitable de f/g.

Si Q C Cy es abierto conexo entonces M (£2) es un cuerpo con la suma y el producto
que se acaban de definir. En la segunda parte del curso se probara que si €2 # C,, es conexo
entonces M (€2) es el cuerpo de fracciones del anillo H(S2), es decir, cada F' € M(Q) se
puede obtener como un cociente F' = f/g de dos funciones holomorfas f,g € H().
Cuando 2 = C, se verifica:

Teorema 4.4.3 Las tunicas funciones meromorfas en Co son las funciones racionales.
Toda funcion racional R(z) se representa de modo unico en la forma

R<z>=P0<z>+in (z—laj)

donde Pj, 0 < j < m son polinomios y P;(0) =0 si1 < j<m.

DEM: Véase [[7] ejerc. 6.24 n

Corolario 4.4.4 Si f € M(Cy) es inyectiva entonces

az+b
f(z)_cz+d donde ad — be # 0

DEM: Véase [[7] ejerc. 6.25 n
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4.5. Ejercicios

O 4.1 Sea f € H(Q) donde el abierto Q2 es conexo y 0 € Q. Si |f(1/n)] < 1/2"™ para todo
n > m, demuestre que f es idénticamente nula ([T7] ejerc. 4.38).

& 4.2 En cada caso justifique que no existe una funcion f: D(0,2) — C desarrollable en
serie de potencias, con la propiedad indicada

i) sup{|f(2)| : |z| =r} =772, si 0<r<2;
f(2)

||

([L7] ejerc. 4.39).

=1;

Y

7,7,) h,mzﬂo

& 4.3 En cada uno de los siquientes casos justifique que no existe f € H(D(0,2)) con la
propiedad indicada

i) f(1/n) = f(=1/n) = 1/n® para todo n € N.
i) (—=1)"/n 4 ef0/™) =1 para todo n € N.
([L7] ejerc. 4.40).

& 4.4 Demuestre que eziste una unica funcion entera f € H(C) tal que f(0) = 1, y
f(2=*DY = £/(27") para todo n € N.

& 4.5 Sea Q C C un abierto conexo y a, € Q una sucesion que converge hacia a € Q2 tal
que a, # a para todo n € N. Si f,g € H(2) cumplen f(an)g' (a,) = g(an)f' (a,) para todo
n € N, y g no es idénticamente nula, demuestre que existe c € C tal que f =c- g.

4.6 Sea Q) C C abierto conexo y f,g € H(Q) funciones holomorfas que cumplen
cos f(z) = cosg(z) para todo z € ). Demuestre que existe m € 7 tal que, o bien

f+g=2mm o bien f —g=2mm ([[A ejerc. 4.44).

& 4.7 Sea f holomorfa en Q) = {z : Rez > 0} tal que f(2) eR siz € QN{z:|z| =1}.
Demuestre que f(z) = f(1/Z) para cada z € Q ([I] ejerc. 4.45).

O 4.8 Si f es holomorfa en A ={z:a <Rez<b, 0<Imz < ¢} ylim, ., f(z)=0
para todo x € (a,b), demuestre que [ es idénticamente nula ([L7] ejerc. 5.18).

& 4.9 Se supone que f i D(0,1) — C es continua y que su restriccion a D(0,1) es
holomorfa. Si f(e") = 0 para cada t € [0,€] (¢ > 0), demuestre que f es idénticamente

nula ([IA] ejerc. 5.19).

¢ 4.10 Sea v € C\ N. Calcule el radio de convergencia de la reordenacion de la serie

binomial Y " (%)2" alrededor de ib, con 0 < b <1 ([I7] ejerc. 5.20).

n
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$ 4.11 Demuestre que la funcion f(z) = > o2 n~2z", definida en D(0,1), admite una
prolongacion analitica F al abierto Q@ = C—[1,400). Calcule el radio de convergencia del
desarrollo en serie de potencias de F alrededor de a = 2+ 1 ([} ejerc. 5.21).

& 4.12 Sea B, la sucesion de los nimeros de Bernoulli, definida por recurrencia:

BQZ]_, n Bo—f— " Bl+ n Bg—f-—f- n Bn_lzo Si TLZQ
0 1 2 n—1

i) Obtenga, en términos de la sucesion B, el desarrollo en serie de potencias, alrededor

de 0, de la funcion
z

o)== si =40, f0)=1

Justifique que el radio de convergencia es 2m, que la sucesion B, no es acotada, y que
Bsoyy1 =0 para todo n > 1. Obtenga B,, para 0 <n < 14.
it) Calcule el desarrollo en serie de potencias, alrededor de 0, de la funcion

F(z)=mzcotmz si z#0, F(0)=1

Obtenga su radio de convergencia y los coeficientes del desarrollo en términos de los
nimeros de Bernoulli ([T]] ejerc. 5.22).

¢ 4.13 Sea f(z) =Yo7 a,(z—a)™ una serie de potencias convergente en el disco D(a,r)

(con a,, # 0 para alginn € N). Si w es un punto de acumulacion de ceros de f demuestre
que |w —a| = r. ;Cual es el radio de convergencia de la serie de potencias reordenada en
b= (a+w)/27.

& 4.14 Si f € H(D(0,1) es inyectiva en D*(0, 1), demuestre que también lo es en D(0,1).
& 4.15 Obtenga la relacion que hay entre dos funciones enteras f, g que verifican
lf(2)| <lg(2)| para todo =z e C
([ ejerc. 6.1)
& 4.16 Determine f € H(C) sabiendo que f(1) =1 y |23 < |f(2)] para todo z € C.
O 4.17 Sea f € H(Y), con QD {z:|z| >r}. Demuestre que la condicion

lim zf(2) =0

zZ—00

implica que {2*f(z) : |z| > R} es acotado para algin R > r ([L4] ejerc. 6.2).

1
& 4.18 Calcule la parte principal y la parte regular de 7 en z =0 (7] ejerc. 6.3).

62’

™

2
& 4.19 Caleule la parte principal y la parte regular de ( ) en cada uno de sus
sen mz

polos. ;Cudl es el valor de la parte reqular en el polo correspondiente?([I] ejerc. 6.4)
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O 4.20 Sea Q = D(0,7) \ {a} con |a| =1 < r. Si a es polo simple de f € H(Y), y
Yo ganz™ es el desarrollo en serie de potencias de f en D(0,1) demuestre que

Qn

lim
n—00 (41

= a.

([T ejerc. 6.5)
O 4.21 Sea f € H(Y) donde Q2 = D*(0,R), yn € {0,1,2,---}. Se consideran la integrales

J(f) = [ Jo f (@ +iy)|dedy < +oo;

I(f) = [ Jo1f(z 4+ iy) P (2® + y?)"dady < 400

Demuestre las siguientes afirmaciones:

i) Si J(f) < +oo entonces 0 es singularidad evitable o polo simple.
i) St Iy(f) < oo entonces 0 es singularidad evitable.

iii) Si I, (f) < oo conn >0 entonces 0 es polo de multiplicidad < n.

([T ejerc. 6.8)

O 4.22 Si f € H(D*(a,r)) no es idénticamente nula y a € Cy es un punto de acumula-
cion de Z(f), demuestre que a es una singularidad esencial de f ([} ejerc. 6.11).

& 4.23 Sea g € H(D*(0,1)) y A ={z € D*(0,1) : g(z2) = z}. Si 0 es punto de acumu-
lacion de A y g(1/2) = 0, demuestre que 0 es una singularidad esencial de g (f[7] ejerc.
6.12).

& 4.24 Demuestre que f € H(D*(0,2)) tiene en z = 0 una singularidad esencial si
cumple las condiciones que se indican en cada caso

i) f(1/2) =0y f(1/n) =1/n, para cada n > 3.
ii) f(1/n) =n", para cada n € N.

iii) f(1/4/n) = /n, para cada n € N.
([L7] ejerc. 6.13)

& 4.25 Una funcion f es holomorfa en {z : |z| > R} y verifica f(n) = (—=1)"/n cuando
n €N yn> R. ;Qué tipo de singularidad presenta en co? ([L1] ejerc. 6.14).

< 4.26 Determine las singularidades aisladas de las siguientes funciones, indicando el
tipo de singularidad:

az 1
a) ﬁ; b) cos (627_1) ;. ¢) cos (ezgz_ 1) . d) VD),

& 4.27 Sea a una singularidad aislada no evitable de f € H(SY). Demuestre que para
cada D*(a,€) C Q la imagen f(D*(a,¢€)) corta al eje real ([I7]] ejerc. 6.15).

O 4.28 (Mejora del teorema de Casorati-Weierstrass) Si a es singularidad esencial de
f € H(Q) y D(a,d) C Q, demuestre que el conjunto de los w € C tales que f(z) = w
tiene infinitas soluciones en D*(a,d) es denso en C ([I4] ejerc. 6.16).



Capitulo 5

Version general de los teoremas de
Cauchy

Este capitulo comienza con la nocién de indice de un camino cerrado respecto a un
punto, que se extiende luego al caso de los ciclos (familias finitas de caminos cerrados).
Esta es la nocion clave que interviene en la formulacion homolégica de los teoremas de
Cauchy de los que se ofrece la moderna demostracion basada en una ingeniosa combinacién
de los teoremas de Morera y Liouville. Se obtiene luego la clasica version homotdpica de
estos teoremas y la caracterizacién analitica de los abiertos simplemente conexos.

5.1. Indice de un camino cerrado respecto a un punto

Proposicién 5.1.1 Todo camino continuo 7 : [0,1] — C\ {0} posee un logaritmo conti-
nuo.

DEM: La siguiente observacion se aplicara varias veces: Si0 < z < y < z < 1y los caminos
Y@ V]iy,2] Poseen logaritmo continuo entonces 7|}, . también posee logaritmo continuo.
Efectivamente, si g1 : [z,y] — C es un logaritmo continuo de ¥|jz 4 ¥ 92 : [y, 2] = C es un
logaritmo continuo de «|y, . se verifica que g1(y), g2(y) € logv(y) luego g1(y) — g2(y) =
2mmi para algin m € Z. La funcién g : [z, z] — C definida por g(t) = g1(t) si t € [z, y],
g(t) = g2(t) + 2mmi si t € [y, 2] es un logaritmo continuo de 7| ..

Sea X C [0, 1] el conjunto de los puntos x € [0,1] tales que 7|4 posee un logaritmo
continuo. Basta probar que 1 € X. Para ello se empezard viendo que X no es vacio y que
si a =sup X entonces a € X y o = 1.

Por la continuidad de 7 en 0 existe 6 > 0 tal que v([0,0]) € D(v(0),|y(0)]). En el
disco D(7(0),|v(0)]) hay definido un logaritmo continuo de la identidad y por lo tanto
existe un logaritmo continuo de 7|4, es decir, [0,6] C X, luego X # 0 y o = sup X > 0.

Por la continuidad de v en « existe 0 < ¢ < « tal que y([c,a]) C D(y(«), |y(@)]) ¥
razonando como antes se obtiene que 7| posee un logaritmo continuo. Por definicién
de supremo, a = sup X, existe x € X tal que ¢ < z < a. Como Y|4 ¥ V|z,a] POSCEN
logaritmo continuo utilizando la observacion preliminar se obtiene que v € X. La prueba
se concluye demostrando, por reduccién al absurdo, que o = 1. Si fuese o < 1, razonando
como antes se encontrarfa d € (a, 1] tal que 7|ja,q posee logaritmo continuo. Como ya
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hemos visto que v|jp posee logaritmo continuo, usando la observacién preliminar se
obtendria que 7|jq también lo tiene, es decir d € X, lo que contradice la definicién de
a=sup X. [

Cuando v es un camino regular a trozos se puede dar una férmula explicita para un
logaritmo continuo de 7:

Lema 5.1.2 Si vy : [0,1] — C\ {0} es un camino regular a trozos y a € log~v(0), la
funcion

g(t):a—i—/otz((j))ds, 0<t<1,

es un logaritmo continuo de .

DEM: En virtud del teorema fundamental del célculo integral la funcién g es continua en
[0,1] y existe un conjunto finito H C [0, 1] tal que g es derivable en cada t € [0,1] \ H
con derivada ¢'(t) = +'(t)/v(t). Puesto que la derivada de y(t)e 9" existe y es nula para
cada t € [0,1]\ H, se sigue que la funcién v(t)e~9¢) permanece constante entre cada par
de puntos consecutivos de H. En virtud de la continuidad esta funcién es constante en
[0, 1] con valor constante (0)e 9 = 4(0)e™® = 1. Se obtiene asi que y(t) = ¢/® para
todo ¢ € [0, 1]. u

En lo que sigue se supone que v : [0, 1] — C\ {0} es un camino continuo y cerrado. En
este caso, si g : [0,1] — C es un logaritmo continuo de v se verifica que g(0) y g(1) son
logaritmos de v(0) = (1) por lo que existe m € N tal que g(1) — g(0) = 2mmi. Nétese
que si h : [0,1] — C es otro logaritmo continuo de 7, en virtud de existe n € Z tal
que h(t) = g(t) + 2nmi, luego h(1) —h(0) = g(1) — g(0). Por consiguiente el niimero entero
m no depende del logaritmo continuo de v que se haya considerado. La interpretacion
geométrica de este nimero entero se obtiene teniendo en cuenta que ¢(t) = Im g(¢) es un
argumento continuo de «y definido en [0, 1], de modo que

m = (o(1) ~ 9(0)) = 5-(e(1) ~ #(0))

" 2mi

indica el nimero de vueltas, en sentido positivo, que da el camino (t) alrededor de 0
cuando t recorre, de modo creciente, el intervalo [0, 1]. En general, el nimero de vueltas
que da un camino cerrado continuo 7, alrededor de un punto a ¢ ([0, 1]), se obtiene
contando las vueltas que da alrededor del origen el camino trasladado 7(t) — a.

Definicién 5.1.3 Si v : [0,1] — C es un camino cerrado continuo y a ¢ ([0, 1]), se
define el indice ( o nimero de vueltas) del camino ~y respecto al punto a como el nimero
entero

1
Ind = —(g(1) —g(0
nd(y,a) = o(g(1) ~ 9(0)
donde g : [0,1] — C es un logaritmo continuo del camino v(t) — a.

Si v es un camino cerrado regular a trozos, utilizando el logaritmo continuo dado en

se obtiene _

1 1 d
Ind(y,a) = —/ ﬂds = — &
21 Jo v

(s)—a 2mi ),z —a
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Proposicién 5.1.4 Sivy, 7 : [a,b] — C\{0} son caminos cerrados continuos, se verifica:
a) Ind(voy1,0) = Ind(vy,0) 4+ Ind(y1,0);
b) Ind(v1,0) = Ind(vo,0) si |vo(t) — 11 ()| < |n(t)| para todo t € [a,b].
DEM: a) Ind(7;,0) = 5= (gi(1) — ¢;(0)) donde g; es un logaritmo continuo de ~; en [0, 1],
1=1,2. Como g = gp + g1 es un logaritmo continuo de v = 77y, se tiene

1

Ind(v,0) = o—(g(1) — g(0)) = Ind(70, 0) + Ind(1, 0)

b) En virtud de la desigualdad |yo—~1| < |71| el camino cerrado v = 7o /71 esta contenido
en {z:]z—1] <1}\ {0} C {z: Rez > 0}. En el semiplano {z : Rez > 0} esta definido el
logaritmo principal luego g(t) = Log~(t) que es un logaritmo continuo de 7(¢) que verifica
g(1) = g(0). Entonces Ind(y,0) = 0 y aplicando a) al producto 79 = 77y se obtiene b). m

Proposicién 5.1.5 Sea~ : [0,1] — C un camino cerrado continuo. La funcion z — Ind(7y, z)
definida en el abierto V := C\ ([0, 1]) permanece constante en cada componente conezxa
de V' y vale 0 en la componente conexa no acotada.

DEM: Si z € V existe D(z,r) C V lo que significa que |y(t) — z| > r para todo t € [0, 1].
Entonces para cada w € D(z,r) los caminos y(t) — z y 7(t) — w verifican

[(y(t) = 2) = (7(t) —w)| < |z —w[ <r < |9(t) = 2]

y aplicando p.I.4 b) se deduce que Ind(y,w) = Ind(y,2) para cada w € D(z,r). Esto
prueba que la funcién z — Ind(7y,z) es localmente constante sobre V' y por lo tanto
constante en cada componente conexa de V.

Sea V,, la componente conexa no acotada de V' 'y b € V tal que |b] > max{|y(¢)] :
t € [0,1]}. El par de caminos o(t) = —b, 71(t) = v(t) — b verifican

[70(t) =71 (@) = [y < [b] = [v0(t)]
y aplicando otra vez p.I.4 b) se concluye que Ind(v,b) = Ind(y1,0) = Ind(7,0) =0 =
Definicién 5.1.6 Una cadena I' en el plano complejo es una sucesion finita de caminos
que se acostumbra a denotar como una suma formal
F=1®7®... 0%

St todos los caminos que componen la cadena son cerrados se dice que la cadena es un
ciclo.

Se llama cadena opuesta de I' a la cadena ~ I' = (~ 71) @& (~ 72) & ... ® (~ V). Si
A =Ymi1 D Yma2 D . D Ymark €s otra cadena, se define la suma formal

FreA=y®7®...8%m P Ym+1 @ Ymt2 D .- B Vmtk
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y la diferencia I' @ (~ A), que se designa més brevemente I' ~ A. Si m € N, resulta
conveniente definir mI' =@ I'g .. @'y (—m)[' =~ (ml).

Se llama imagen de la cadena I' = v, &y, ® .... & ¥,, a la unién de las imagenes de sus
componentes,

Imagen(T") = U{Imagen(yj) 1< j<m}

Si a ¢ Imagen(I") se dird que la cadena I' no pasa por el punto a, y si Imagen(I') C Q
se dird que I' es una cadena en ). Una cadena I' se dice que es regular a trozos si los
caminos que la componen son regulares a trozos.

Definicién 5.1.7 Si f € H(Q) y ' =% @7 D .... B Y €s una cadena reqular a trozos

en (), se define
/f(z)dz = Z f(2)dz.
r =17

Definicién 5.1.8 Si ' es un ciclo reqular a trozos que no pasa por el punto z € C, se
define el indice de I respecto al punto z como la suma de los indices de los caminos
cerrados que componen el ciclo:

= 1 d
Ind(T, z) = Z[nd(”yj, z) = — / -
i=1 r

ot Jpw — 2z

Se sigue de la proposicion p.I.] que para cada z ¢ Imagen(I') el indice Ind(I", z) es un
nimero entero, que permanece constante en cada componente conexa de C \ Imagen (I")
y vale 0 en la componente conexa no acotada.

Definicién 5.1.9 Dos ciclos I'; A en el abierto Q) C C se dice que son 2-homdlogos si
Ind(T, z) = Ind(A, 2) para cada z & §)
Un ciclo T' en Q se dice que es Q-homdlogo a 0 si Ind(T', z) = 0 para cada z & €.

Evidentemente, los ciclos I'; A son £2-homoélogos si y sélo si I' ~ A es 2-homdlogo a 0.

5.2. Version homolégica de los teoremas de Cauchy

Dos cadenas ', A, regulares a trozos en {2 C C, diremos que son §2-equivalentes si para
cada f € H(Q) se verifica [, f(2)dz = [, f(2)dz.

Dada una cadena regular a trozos I' = v @ v9 @ .... @ ¥,,, es facil comprobar que las
siguientes operaciones la transforman en otra cadena {2-equivalente, independientemente
del abierto © D Imagen(I") que se considere:

a) Permutar dos de los caminos que componen I;
b) Reemplazar uno de los caminos 7; de I' por v} & ~2, cuando v; = v} V 77;

c¢) Eliminar dos de los caminos v;, v;, de I', cuando v; =~ ;;
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d) Reemplazar alguno de los caminos que forman I" por caminos equivalentes con la
misma orientacion.

Con la version homoldgica del teorema de Cauchy se va a demostrar que dos ciclos I'; A
en €2 son {2-equivalentes si y sélo si son {2-homélogos. Esto significa que son equivalentes:

i) /Ff(z)dz = /Af(z)dz para cada f € H();

d d
ii) / : :/ : para cada a &
rz—a AZ—a

Es decir, el subconjunto de H(2) formado por las funciones

con a ¢ () basta
z—a
para decidir si dos ciclos I', A proporcionan la misma integral para todas las funciones

holomorfas en €.
Lema 5.2.1 Si f € H(R2), la funcion g : Q x Q — C definida por
f(z) — f(w)

zZ—Ww

g(Z,w) = st 2 # w; 9(272) :f,(Z)

es continua en £ x §Q.

DEM: Basta demostrar que g es continua en los puntos de la forma (a,a) € 2 x Q. Como
f' es continua, dado € > 0 existe D(a,r) C Q tal que |f'(b) — f'(a)] < € para todo
b € D(a,r). Entonces para cada par de puntos z,w € D(a,r) el segmento que los une

o(t) = (1—t)z+tw, t € [0, 1] esta contenido en D(a,r) y por lo tanto | f'(o(t)) — f'(a)| < €
para todo t € [0, 1]. Como

f(w) — f(2) = / Fo(®)o (t)dt = (w - 2) / F(o(t))dt
resulta

|g(z,w) - g(a’a)| =

[ wew - rana] < [[1760) - i< [ =

(Nétese que cuando z = w se tiene |g(z,z) — g(a,a)| = |f'(z) — f'(a)| < ¢). n

Teorema 5.2.2 [Versién homoldgica de la férmula integral de Cauchy] Si I' es un ciclo
reqular a trozos en el abierto Q@ C C, Q-homdlogo a 0 (e.d. Ind(T';a) = 0 para cada a & 2)
entonces para cada f € H(S) y cada z € Q\ Imagen(I") se verifica:

f(w) dw.
w—z

Ind(T, 2)f(z) = QLm/p
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DEM: Obsérvese en primer lugar que V := {z ¢ Imagen(I") : Ind(, z) = 0} es la unién de
una familia de componentes conexas de C\ Imagen(I'), entre las que figura la no acotada.
Por lo tanto V' es abierto y existe R > 0 tal que {z : |z] > R} C V. En virtud del lema

la integral
/ f
2712 — Z

define en V' una funcién holomorfa G € H(V') que verifica lim, — -, G(2) = 0.
Por otra parte, si g : 2 x 2 — C es la funcién continua del lema y se define
F: ) — C mediante la integral

1
— d
L e

se tiene que F es holomorfa en Q. (Basta aplicar B:3.19 teniendo en cuenta que [, ¢(z, w)dw

F(z) =

es una suma finita de integrales del tipo fol (z,7(t))7'(t)dt, donde v es de clase C').
Si z € VN Q entonces Ind(T', z) = 0 luego

):%/Fii”z 2m/ f_z :ﬁﬁ%dw—lnd(ﬂz)ﬂz):G(z)

La condicion de que I' es 2-homélogo a 0 significa que C = V US2. Como F' y G coinciden
en 2NV se puede definir una funcién entera h € H(C) tal que h(z) = F(z) si z € Q
vy h(z) = G(z) si z € V. Teniendo en cuenta que h(z) = G(z) si |z| > R se sigue que
lim, — o h(z) =lim, — o G(2) = 0y por lo tanto h es acotada. Aplicando el teorema
de Liouville se concluye que h es es constante. El valor constante de h es 0, pues
lim, — o h(z) =0.

Puesto que F' es idénticamente nula en 2, para todo z € © \ Imagen(I") se verifica

/f - / T gy ma(r, 2) 52

Teorema 5.2.3 [Versién homoldgica del Teorema de Cauchy] Sil', A son ciclos requlares
a trozos §-homdlogos en un abierto ) C C y f € H(Q) se verifica

/f(z)dz:/f(z)dz

En particular, si T' es Q2-homalogo a 0 se cumple fr z)dz = 0.

DEM: Como I' ~ A es un ciclo 2-homélogo a 0 basta demostrar la segunda afirmacion.
Sea pues I' un ciclo 2-homélogo a 0 en el abierto 2. Fijado a € Q \ Imagen(I"), aplicando
a la funcién g(z) = (z — a) f(2) se obtiene

0 = g(a)Ind(T, a) = 7”/f

El siguiente teorema contiene una caracterizacién topoldgica de los abiertos holomérfi-
camente conexos:
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Teorema 5.2.4 Las siguientes propiedades de un abierto conexo €2 C C son equivalentes:
a) Cx \ Q es conexo;
b) Cada ciclo regular a trozos en 2 es Q2-homdlogo a 0;

¢) Para cada ciclo regular a trozos T' en 2, cada z € Q\ Imagen(T') y cada f € H()
se cumple:
f(w)

w—z

dw;

f(2)Ind(T, z) = %/r

d) Para cada ciclo reqular a trozos T en Q, y cada [ € H(Q) se cumple [, f(z)dz = 0;

e) 0 es holomdrficamente conezo, e.d. para cada f € H(SQ) existe F' € H(Y) con
F=f;

f) Para cada f € H() con 0 & f(Q) eziste g € H(Y) tal que e? = f;

DEM: a) = b): Si C, \ 2 es conexo y I' es un ciclo en € entonces C, \ €2 estd contenido en
la componente conexa de 0o en C,\ Imagen(I") lo que significa que C\ {2 es un subconjunto
de la componente conexa no acotada de C \ Imagen(I") y por lo tanto Ind(I', a) = 0 para
todo a & 2, es decir, se cumple b).

b) = ¢) es el teorema p.2.9. La prueba de muestra que ¢) = d). En se
prob6 que d) = e).

e) =1). 51 feH() con0 & f(£2), entonces f'/f es holomorfa en €2, y en virtud de
se cumple f).

g) = b): Para cada a ¢ 2 la funcién z—a no se anula en 2 y por hipétesis existe g € H(€2)
tal que e9*) = » — a para todo z € Q. Entonces g es una primitiva de 1/(z —a) en Q y
por lo tanto para cada ciclo regular a trozos I' en €2 se cumple

1 dz
Ind(P,G)ZQ—m\/I;z_a:O

es decir, se cumple b).

b) = a): Demostraremos que [no a)] = [no b)]. Supongamos que a) es falso. Esto significa
que Co,\Q = AUB donde A # () y B # () son conjuntos cerrados (en C,,\ ) y disjuntos.
Como € es abierto en C, también es abierto en C, por lo que C, \ Q es cerrado de C,.
Esto garantiza que A y B son subconjuntos cerrados de C,, y por lo tanto compactos.
Si 0o € B podemos afirmar que A = ANC # () es un subconjunto compacto de C, y
que C := B\ {o0} = BN C es un subconjunto cerrado de C. Como A y C son disjuntos,
elegido un punto a € A es posible construir un ciclo I' en C\ (AU C) = €, regular a
trozos, tal que Ind(I", a) = 1, luego no se cumple b). |

Lema 5.2.5 Sean A,C C C conjuntos disjuntos donde A es compacto no vacio y C es
cerrado. Para cada a € A eziste un ciclo ' en C\ (AU C) tal que Ind(I',a) = 1.
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DEM: Véase [[7] ejerc. 7.6 u

Combinando la versién homolégica de la férmula integral de Cauchy con el lema se
demuestra a continuacion que toda funcion holomorfa en una corona admite un desarrollo
de Laurent en la corona.

Lema 5.2.6 Sea f una funcidn holomorfa en la corona A :={z:r < |z —a|] < R}. Una
condicion necesaria y suficiente para que f admita un desarrollo de Laurent en A es que
exista una funcion fi holomorfa en {z : |z — a| < R} y una funcién f_; holomorfa en
{z:|z—a|>r} conlim, — o f1(2) =0, de modo que

f(2) = [1(2) + fi(z) sir <]z —a| <R
Las funciones fi, f_1 son unicas bajo las condiciones anteriores

DEM: Suficiencia: Si f admite una descomposiciéon f = f_1 + f; del tipo indicado en el
enunciado, la funcién g(w) = f_1(a + 1/w) si w # 0 tiene una singularidad evitable en
w = 0 que se elimina definiendo ¢(0) = 0. Asi, como g es holomorfa en el disco D(0,1/r),
admite en el mismo un desarrollo en serie de potencias g(w) = >~ a,w™ si |w| < 1/r.
Sustituyendo w = (z — a)~! resulta

fa(@) =gz —a) ) = aa(z—a) " si|z—a| >

n=1

Combinando esta serie con la serie de potencias

fi(z) = Zan(z —a)"si{z:|z—a| < R}

se obtiene el desarrollo de Laurent de f en (2.

Necesidad: Se ha visto en el capitulo 2.

Unicidad: Sea f = g_; + g1 otra descomposicién similar. f_1(2) — g_1(2) = ¢1(2) — f1(2)
sir < |z—al < Ry se puede definir h € H(C) por h(z) = f_1(z) —g-1(2) si |z—a| > 7Ty
h(z) = g1(2)— f1(2) si |z—a|] < R. Como lim, — « h(z) =1lim, — (f-1(2)—g-1(2)) =0
resulta que h es acotada, y por lo tanto constante en virtud del teorema de Liouville B.3.11].
Claramente el valor constante de h es 0, lo que significa que fi =¢; yque f.1=¢g_1. ®

Teorema 5.2.7 Si f € H(QY) y A={z:r <|z—a|] < R} CQ, entonces f admite un
desarrollo de Laurent en A:

+o0

f(z) = Z an(z —a)" sir<|z—a| <R

n=—oo
cuyos coeficientes vienen dados por

1 f(2)

- [ 1y
= o c, (z —a)™t y

donde C,(t) = a+ pe, t € [0,27] conr < p < R.



LECCIONES DE ANALISIS COMPLEJO. G. Vera 128

DEM: Dado z € A se eligen 7 y R tales que r < r’ < |z —a|] < R' < R. Con las
circunferencias Cr/(t) = a + R'e y Cu(t) = a + r'e" (¢t € [0,27]) se forma el ciclo
I' = Cr ~ C, que es A-homoélogo a 0 y verifica Ind(I', z) = Ind(Cr/, z) — Ind(C,, 2) =
1 —0=1. Aplicando la férmula integral de Cauchy, se obtiene

f(z)z%/rf(w)zdw:% @) gy - L[ L)y,

w— T Jo,, W= 2 2m Jo, w—z

Luego f(2) = f1(2) + f-1(z) donde

! ) dw; f(z) = ~ L W)

2m Jo,, w— 2 2m Jo, w— %

dw

fi(z) =

Obsérvese que cuando |z —a| < R' < R el valor de la integral fi(z) no depende de R’
(Esto es consecuencia del teorema de Cauchy porque si |z —a| < R" < R los ciclos
Cr y Cpr son homdlogos en el abierto A\ {z} donde w — f(w)/(w — z) es holomorfa).
Andlogamente, cuando r < 1’ < |z — al, el valor de la integral f_; no depende de 7.

Aplicando el Lema B.3.3 se obtiene que fi(z) es holomorfa en {z : |z — a| < R}, que
f-1 es holomorfaen {z : r < |z —al} y que lim, — o f_1(2) = 0. Utilizando el lema
se concluye que f admite un desarrollo de Laurent en A:

[e.e]

f(z) = Z an(z—2)" si r<|z—a|<R
y f(2) an . -
Para cada n € Z la funcién — tiene primitiva en A luego

(z—a)"  z-—a

f(z)dz / an ,
_ S\ = 2ria,
/Cp (z —a)t! c, 2 —a a

NOTA: Si f es holomorfa en A := {2z : 7 < |z —a| < R}y f(2) = 372 _a,(z — a)"

n=—00
. . a—1 . .
es su desarrollo de Laurent entonces la diferencia f(z) — tiene primitiva en A. Por
zZ—a

consiguiente, si v es un camino cerrado regular a trozos en A se verifica

/f(z)dz :/ 91 g = a_12miInd(7, a)

zZ—a

Por otra parte, segiin los coeficientes del desarrollo estan univocamente determinados
por la funcién f. Utilizando este hecho se prueba facilmente

Proposicién 5.2.8 Si f es una funcién par holomorfa en A := {z : r < |z|] < R}
entonces f tiene primitiva en A.

5.3. Teorema de los residuos

Proposicién 5.3.1 Si f € H(Q) y a € C es una singularidad aislada de f eziste un

o
inico a € C tal que la funcion f(z) — —— tiene primitiva en cada D*(a,r) C Q.
z2—a
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DEM: Sea C,(t) = a+ pe', t € [0,2x]. En virtud de la versién homoldgica del teorema de
Cauchy, cuando {z: 0 < |z —a| < p} C Q todas las integrales fcp f(2)dz tienen el mismo
valor. Sea «a el valor comun de estas integrales. Bastard probar que si 7 es un camino
cerrado regular a trozos en D*(a,r) entonces I(y) = 0 donde

10) =5 [ (10— 725 ) &

Efectivamente, si m = Ind(v,a) y 0 < p < r los ciclos mC, y v son D*(a,r)-homdlogos
luego

I(fy):[(me):L,/mC f(z)dz—i/m © dz=ma—ma=0

2mi 270 Jie, 2 — @
. . . . . . . a— 3
La unicidad de « es inmediata: Si § € C tiene la misma propiedad que « entonces
z—a
tiene primitiva en D*(a,r) y esto ocurre si y sélo si a — 3 = 0. [ ]

Definicién 5.3.2 Si f € H(Q) y a € C es una singularidad aislada de f, el residuo
a

de f en a, denotado Res(f,a), es el unico o € C que hace que la funcion f(z) —
z—a
tenga primitiva en cada D*(a,p) C Q. Si oo es singularidad aislada de f se define

Res(f,00) = Res(g,0) donde g(z) = —f(1/z)/2%.

El residuo se puede calcular acudiendo al desarrollo de Laurent de la funcién f alrededor
de la singularidad:

+oo

f(z) = Zan(z—a)" O0<|z—al<r

n=—oo

En virtud de los resultados que ya se han visto para las series de Laurent se tiene que
Res(f,a) = a_y. Sia € C es un polo simple de f entonces

Res(f,a) = lim(z —a) f(2)

zZ—a

Cuando a € C es un polo de multiplicidad m > 1 se tiene que a es singularidad evitable
de h(z) = (== @)" /() ¥ -
Rl
Res(f,a) = lim (2)

o (m— 1))

En efecto, basta observar que si

A_m a_
f(z):m+~-+z_1a+ao+a1(z—a)+'~

es el desarrollo de Laurent en D*(a, ) entonces

(2 —Cl)mf(z) — a_m‘f‘a,(m,l)(z—a) + ... +a_1(2 _a)m—l 4.
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Si 0o es singularidad aislada de f y se considera el desarrollo de Laurent de f en
D*(c0,1) C Q
+oo
- 3w

n=—oo

se comprueba facilmente que Res(f,a) = —a_;.

Teorema 5.3.3 [de los residuos| Sea Q2 C C abierto y S C Q, con S'NQ =0, el conjunto
de las singularidades aisladas de una funcion f € H(Q\ S). Si ' es un ciclo en Q\ S
reqular a trozos y C2-homaologo a 0 se verifica

27?2/f dz—Z[ndFaResf, a)

a€sS

donde la suma contiene sélo una cantidad finita de sumandos no nulos.

DEM: Como I' es homélogo a cero C\ 2 C V = {z € C\ Imagen(T") : Ind(T", z) = 0}.
Como V es unién de algunas de las componentes conexas de C \ Imagen(I"), entre las que
figura la no acotada, se tiene que K := C\ V es cerrado y acotado. Puesto que K es un
subconjunto compacto de Q y S’ N Q) = () se obtiene que

KnS={aecS:Ind(T,a)#0}

es finito (véase [.2.9). Si {a1,a2,---a,} = {a € S : Ind(I',a) # 0} eligiendo r; > 0
1 < j < p suficientemente pequenos se consigue que todos los discos perforados D*(a;,r;)
estén contenidos en €2\ S y sean disjuntos dos a dos.

Para j = 1,2---p se consideran las circunferencias C;(t) = a; + pje', ¢ € [0, 27, con
0 < p; <r;y con ellas se forma el ciclo

A:=mCy @ meCy® - - ®m,C,

donde m; = Ind(T',a;). Es claro que Ind(A,a) = Ind(I',a) para cada a € S y que
Ind(A,z) = 0 = Ind(T', 2) para cada z € C\ Q. Resulta asi que los ciclos I' y A son
'\ S-homologos y aplicando el teorema de Cauchy

2m/f 2m/ fz)dz =52 Zm]/ f(z

Con esto termina la demostracién ya que Res(f,a;) = 27” I f c; ]

Corolario 5.3.4 Si f es una funcion holomorfa en Q := C\ S, donde S es finito, se
verifica

Z Res(f,a) + Res(f,00) =0

a€sS

DEM: Véase [[7 ejerc. 7.23 n

El ejercicio p.27 puede resolverse facilmente usando este corolario, que resulta ttil a
la hora de calcular residuos.
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5.4. Principio del argumento y sus aplicaciones

Si f es una funcién meromorfa no idénticamente nula en un abierto conexo entonces
los ceros y los polos de f singularidades aisladas del cociente f'(z)/f(z). Si a es un cero
o un polo de f se denotard por v(f,a) su multiplicidad.

Teorema 5.4.1 [Principio del Argumento] Sea f € M(Q) una funcién meromorfa no
idénticamente nula en un abierto conexo Q@ C C, y S = P(f)U Z(f). Si ' es un ciclo
reqular a trozos en Q2 \ S, que es Q-homdlogo a 0 se verifica

LG
2mi Jp f(2)

d—ZIndFa (f,a) — Z]ndfa(fa)

acZ(f) acP(f)

donde sélo hay una cantidad finita de sumandos no nulos.

DEM: Como Q es conexo y P(f) NQ = () entonces Qp = Q '\ P(f) también es conexo.
Como f es una funcién holomorfa, no idénticamente nula, en el abierto conexo £y, sus
ceros son aislados. Se sigue que todos los puntos de S son aislados, por lo que la funciéon
f'(2)/ f(2) es holomorfa en ©\ S con singularidades aisladas en los puntos de S. Si a € S
existe D*(a,r) C Q y una funcién F' € H(D(a,r)) tal que 0 ¢ F(D(a,r)) verificando
f(2) = (z—a)™F(z) para todo z € D*(a,r) donde m = v(f,a)sia € Z(f) ym = —v(f,a)
sia € P(f). Se sigue que

J}/((j)) - ZTa - Z((,:)) para todo z € D*(a,7)

Como F'/F tiene primitiva en D(a,r) (porque es holomorfa en D(a,r)) se tiene que
Res(f'/f,a) = m y aplicando el teorema de los residuos se obtiene el resultado. [ ]

La integral que aparece el principio del argumento se puede interpretar como el indice
respecto al origen del ciclo imagen I'* = f(I"), por lo que el principio del argumento resulta
muy util para el calculo de indices de ciclos.

Proposicién 5.4.2 Sea v un camino cerrado en C\ {0} de la forma v(t) = f(e®),
t € [0,27] donde f € M(Q) no tiene ceros ni polos sobre la circunferencia {z : |z| = 1}
y{z :|z| < 1} C Q. Entonces Ind(v,0) = n — m donde n y m son, respectivamente,
el niumero de ceros y el numero de polos de f en D(0,1) (con el convenio habitual de
contarlos repetidos segun sus multiplicidades)

DEM: Si C(t) = e, t € [0, 2], aplicando resulta

L7 fet)iet 1 f'(2)
MO0 =55 | ren " 5 ) 7o)

dz=n—m
||

El principio del argumento proporciona un método muy eficaz para el calculo de las
integrales involucradas en la proposicién B.3.8. con lo cual se simplifica el estudio de las
regiones del plano donde una cierta funcién holomorfa tiene logaritmo holomorfo.
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De manera similar, el principio del argumento junto con la siguiente proposicion,
permite averiguar en qué regiones del plano una cierta funciéon holomorfa tiene tiene
raices m-ésimas holomorfas:

Proposicién 5.4.3 Dada una funcion holomorfa f € H(Q2) y m € N, son equivalentes:
i) Existe g € H(Q) tal que ¢ = f.

ii) Para cada camino cerrado regular a trozos v en Q\ Z(f) se cumple

1 [fG)
2mi )., f(2)

DEM: Véase [[7 ejerc. 7.36 n

dz € mZ

Teorema 5.4.4 [Rouché] Sean f,g € M(Q) funciones meromorfas no idénticamente
nulas en un abierto conexo Q C C y sea S = Z(f)U Z(g) UP(f)UP(g). Se supone que
[ es un ciclo reqular a trozos en Q\ S que es Q-homdlogo a 0. Si

F(2) + 9(2)| < |f(2)| + 9(2)] para todo z € Imag(T)

entonces
Z Ind(T, a)v(f,a)— Z Ind(T, a)v Z Ind(T",a)v(g, a Z Ind(T,a)v(g,a)
a€Z(f) a€P(f) ac€Z(g a€P(g

donde en cada sumatorio solo interviene una cantzdad finita de sumandos no nulos.

DEM: Como €2\ P(f) es un abierto conexo no vacio (véase [[.5.3) sobre el que f es
holomorfa y no idénticamente nula se sigue que todos los ceros de f son aislados. Anélo-
gamente los ceros de g son aislados luego cada a € S es una singularidad aislada de
F := f/g. En virtud de la hipétesis para todo w € Imagen(I") es |F(w) 4+ 1| < 1+ |F(w)]
luego F'(w) no puede ser real positivo. Esto significa que F' transforma el ciclo I' en un
ciclo A = F(I") que no pasa por el semieje real positivo, lo que garantiza que 0 pertenece
a la componente conexa no acotada de Imagen(A). Entonces

L IPG L PG, 1[40
= Ind(A dy = — dy — — d
0=Ind(A,0) = 27Tz/p F(z) “ 7 o r f(2) “ 7 omi r 9(2) :
Aplicando el principio del argumento se obtiene el resultado. [

NOTA: Si un ciclo I" verifica que Ind(I",a) € {0,1} para todo a € Imagen(I") diremos que
es un ciclo simple. En este caso diremos que a estd rodeado por I' si Ind(T', a) = 1.

En las condiciones del teorema de Rouché, si el ciclo I' es simple, y se denota por
Z(f,T) (resp. P(f,T")) el nimero de ceros (resp. polos) de f rodeados por I', la conclusién
del teorema de Rouché es la igualdad

Este resultado es muy 1til para localizar ceros y polos de funciones meromorfas.
Frecuentemente se aplica el teorema de Rouché comprobando la desigualdad

|f(2) +g(2)| <|f(2)] para todo z € Imagen(I")
la cual implica la desigualdad que aparece del enunciado de (.4.4].
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5.5. Complementos

5.5.1. Version homotopica de los teoremas de Cauchy

Teorema 5.5.1 Siy es un camino cerrado en ), reqular a trozos y (2-homotdpico a un
camino constante, para cada f € H(S2) se verifica
1 (2) :
f(z)dz=0; Ind(y,a)f(a) ==— [ —=dz si a ¢ Imagen(y)
”

271 yZ—a

Si Y0, 71 son caminos requlares a trozos en §2, con los mismos extremos, y S2-homotdpicos
como caminos con extremos fijos, para cada f € cH(S) se cumple

/W1 f(z)dz = /72 f(z)dz

DEM: Las afirmaciones referentes al camino cerrado v son consecuencia del lema P33 y
de la versiéon homoldgica de los teoremas de Cauchy (5.2.9 y f.2.3). Para demostrar la

afirmacién relativa a los caminos 7g, 1 basta ver que el camino cerrado
Y=(~7)Vn:[-1,1 —Q

definido por 4(t) = yo(—t) si =1 <t <0, () = 11(t) si 0 <t <1 es Q-homotdpico a un
camino constante. La €-homotopia requerida se puede conseguir en dos etapas, aplicando
dos homotopias sucesivas: En la primera etapa el trozo (~ 7y) no cambia, mientras que
el segundo trozo 7, se deforma continuamente en vy. Con esta primera {2-homotopia de
caminos cerrados 7 se transforma en I' = (~ 7g) V 7. En la segunda etapa, la homotopia
de caminos cerrados (s,t) — ['(st) transforma I" en un camino constante. |

NOTA: La versiéon homotoépica de los teoremas de Cauchy también se puede obtener utili-
zando los siguientes resultados de integracion curvilinea vistos en la asignatura Analisis
Matematico II:

Sea w : Q — L(R?,R) una forma diferencial cerrada, definida y continua en un abierto
Q C R2% Siv,7 2 [0,1] — Q son caminos regulares a trozos con los mismos extremos
Q-homotdpicos como caminos con los extremos fijos (o caminos cerrados requlares a trozos
Q-homotdpicos como caminos cerrados) se cumple f% w = fm w.

Basta tener en cuenta que para una funcién holomorfa f € H(Q), f = u + iv, la
forma diferencial compleja f(z)dz = [u(z,y)dzr — v(z, y)dy] + i[v(z,y)dx + u(x, y)dy] es
cerrada y por lo tanto las formas diferenciales reales wy(z,y) = u(x,y)dx — v(x,y)dy,
wa(x,y) = v(z,y)dr + u(z, y)dy también lo son, luego segin el teorema anterior, para

1 =1,2, se cumple fn w; = fw Wi, fw w; = 0.

5.5.2. Aplicaciones abiertas y funciones inversas

Usando las propiedades del indice de un camino respecto a un punto y el principio del
argumento se puede dar una demostracién alternativa, con técnicas de variable compleja
del teorema de la aplicacion abierta y de la funcion inversa
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Teorema 5.5.2 [Aplicacién abierta] Sea Q@ C C., un abierto conexo, f € H(Q) una
funcion holomorfa no constante. y a € ).

Sib= f(a) ym es la multiplicidad de a como cero de f(z) — b, entonces un entorno
abierto de a, U, C Q tal que V, = f(U,) es un entorno abierto de b que verifica: Para
cada w € Vy \ {b} la funcion z — f(z) — w posee m ceros distintos en U,, y todos son
simples. Por consiguiente f es una transformacion abierta.

DEM: Basta hacer la prueba en el caso a # oo pues el caso a = oo € {2 se reduce al
anterior considerando la funcién auxiliar F'(z) = f(1/z) y el punto z = 0.

En virtud de las hipétesis las funciones f(z) — f(a) y f'(z) no son idénticamente nulas
en el abierto conexo €2 por lo que sus ceros son aislados (.1.9) y existe D(a,2r) C Q tal
que

z € D*(a,2r) = f(2) = fla) #0,y f'(2) #0
Entonces el camino y(t) = f(a + re'), t € [0,27] no pasa por b y en virtud de f-4.7 se
tiene Ind (7, b) = m, pues si C,.(t) = a+re’, t € [0,27] se verifica:

Ind(~,b) = Ind(y — 0,0) = QLM/O %dz =m

Si Vj, es la componente conexa de b en C \ Imagen(y), entonces U, = f~1(V;) N D(a,r)
es un entorno abierto de a que cumple las condiciones del enunciado. Efectivamente, en
virtud de p-I.9 si w € V, también se cumple que Ind(y,w) = m y aplicando otra vez
se obtiene que la funcién f(z) — w tiene m ceros en D(a,r), luego w = f(z) para
algin z € D(a,r). Queda probado que para cada w € V;, existe z € f~1(V;) N D(a,r) con
f(z) = w, luego V,, C f(U,). Como la inclusién f(U,) C V, es obvia resulta f(U,) = Vj.
Notese que si w € V, y w # b entonces los m ceros que la funcién f(z) — w tiene en
U, \ {a} son simples porque f'(z) # 0 para todo z € D*(a,r).

Por lo que se acaba de probar f(2) abierto. Por la misma razén f(D(a,r)) es abierto
para cada D(a,r) C Q y se sigue de esto que f(G) es abierto para cada abierto G C ). m

NOTA: En las condiciones del teorema p.5.2 cuando a # oo y m = 1, la prueba de p.5.9 pone
de manifiesto que cuando r es pequetio los caminos cerrados v, (t) = f(a+re), t € [0, 27]
son simples, e.d. Ind(y,,w) € {0,1} para todo w € C\ Imagen(v,). Mds concretamente,
si p es el supremo de los valores de r > 0 tales que f es inyectiva en D(a, ) entonces 7, es
simple si r < p y no es simple si r > p. Por ejemplo, para f(z) =e* ya=0es p=m. Si
2m > r > m se aprecia que los puntos del bucle sombreado son imégenes de dos puntos de
D(a,r) (uno en cada uno de los dos segmentos circulares sombreados). Con este ejemplo
se aprecia claramente la necesidad de considerar U, = D(a,r) N f~!(V,) para conseguir
la inyectividad de f.
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Teorema 5.5.3 [Funcién inversa] Si Q C C es abierto, f € H(2), a € Q y f'(a) # 0,
entonces eziste un entorno abierto de a, U, C Q, tal que f|U, es inyectiva, V = f(U,) es
abierto y la transformacion inversa g = (f|U,)™* : V — U, es holomorfa.

DEM: Sea €2, la componente conexa de a en €. La hipdtesis f’'(a) # 0 implica que f no
es constante sobre €2, y que a es un cero aislado de f(z) — f(a) con multiplicidad m = 1.
Aplicando a la restriccién de f al abierto conexo {2, se obtiene que existe un entorno
abierto de a, U, C €, tal que f|U, es inyectiva. La prueba se concluye acudiendo a [[.2.4.
]
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5.6. Ejercicios

& 5.1 Siy es un camino cerrado y reqular a trozos en A = {z :r < |z| < R} y la funcion

fe€H(A) es par (f(z) = f(—2) para cada z € A) demuestre que fw f(z)dz = 0.
([L3] ejerc. 5.5).

& 5.2 Sea a un polo simple de f € H(Q2) y g es holomorfa en un entorno de a, compruebe
que Res(fg,a) = g(a)Res(f,a).

& 5.3 Sean f,g € H(Q) ya € Q tal que f(a) # 0 = g(a). Justifique las siguientes
formulas para el cdlculo de Res(f/g,a)

f(a)

g'(a)

6f'(a)g"(a) —2f(a)g"(a)
3g/l(a)2 ’

i) Sia es cero simple de g, Res(f/g,a) =

ii) Sia es cero doble de g, Res(f/g,a) =

([L3] ejerc. 6.17)

& 5.4 Sea Q) C C un abierto simétrico respecto al origen y f € H(Y) una funcion par. Si
D*(a,r) C Q ya es polo (resp. singularidad esencial) de f demuestre que —a también es
polo (resp. singularidad esencial) de f y que Res(f,a)+ Res(f,—a) =0 ([I]] ejerc. 6.18).

1
1—V2—2

& 5.5 Determine el tipo de singularidad que f(z) = tiene en z = 1 y calcule

el residuo (L] ejerc. 6.19).

& 5.6 Determine el tipo de singularidad presentan en z = 0 las funciones

1 esenz _ etg z

y calcule el correspondiente residuo ([L1] ejerc. 6.20).

& 5.7 Determine las singularidades aisladas de las siguientes funciones. Indique en cada
caso el tipo de singularidad y calcule el residuo.

([T ejerc. 6.22).

$ 5.8 Parar > 0 sea C.(t) = a+re, t € [0,2r]. Demuestre que Ind(C,,z) = 1 si
|z —a| <7y IndC,,z) =0 si|z—a|l >r. Demuestre también que si a es interior al
rectdngulo cerrado R entonces Ind(OR,a) = 1. (7] ejerc. 7.1).
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$ 5.9 Sea vy la parametrizacion usual de la elipse x?/a® + y*/b* = 1.

d 2 dt
Utilice la integral /—Z para calcular T :/ 5
4 2 o a?cos?t+b%sen?t

([L7] ejerc. 7.3).

d
¢ 5.10 Calcule / 5 °_ donde v(t) = rcost+i(1+r)sent, t € [0,2x], con 0 <71 #1.
z

Y +1

& 5.11 Calcule / dz

_ it
=Dz —zy donde CO) =3¢, L€ [0, 2m).

& 5.12 Estudie la ezistencia de un logaritmo holomorfo de f(z) = S A en

(z—1)(2—2)

cada una de las coronas A; = {z:j < |z| <j+1}, j=0,1,2 ([ ejerc. 7.7).

& 5.13 Se supone que T C C es un conjunto compacto y conexo con {1,—1,1/2} C T.
Justifique que la funcion

22 -1
(22 —1)2
posee un logaritmo holomorfo en C\ T. Obtenga el desarrollo de Laurent de un logaritmo
holomorfo de f en {z : |z| > R}, con R = méx{|z| : z € T} ([ ejerc. 7.8).

f(z) =

& 5.14 Justifique que la funcion entera

22 2t S

[y =1= Gt =t

posee un logaritmo holomorfo en Q@ = C\ {z € R : |z| > 7}. Obtenga su desarrollo en
serie de potencias alrededor de 0 y el radio de convergencia del desarrollo ([I1] ejerc. 7.9).

& 5.15 Demuestre que una condicion necesaria y suficiente para que la funcion

1
f(z):m (a,be C, a#b)

tenga primitiva en un abierto Q0 C C es que a y b estén en la misma componente conexa
de Coo \ Q ([L7] ejerc. 7.10).

$ 5.16 5i Q) C C es abierto, demuestre que son equivalentes
a) En Q) se puede definir un logaritmo holomorfo de z.
b) oo y 0 estdn en la misma componente conexa de Cy, \ .

([7] ejerc. 7.11).

& 5.17 Justifique que el polinomio (z — 1)(z — 2) no posee raiz cuadrada continua en el

abierto Q = {z : 1 < |z| < 2} ([L7] ejerc. 7.12).

& 5.18 Demuestrese que las siquientes propiedades de un abierto Q0 C C son equivalentes
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i) Los dos puntos —1,1 estdn en la misma componente conexa de Cy, \ Q.
i) 2% — 1 tiene raiz cuadrada holomorfa en ).

([ ejerc. 7.13).

$5.19 Sea Q ={z:]z—1| > 1/2,|z+ 1| > 1/2}. Segin la posicion de a,b en C\ Q,
determine los valores de n para los que f(z) = (z — a)®*(z — b)" posee una raiz n-ésima
holomorfa en Q ([T} ejerc. 7.14).

& 5.20 Demuestre que son equivalentes las siguientes propiedades de un abierto Q0 C C

a) Ezxiste f € H(Q) tal que tg f(2) = z para cada z € Q.

b) La funcion

T tiene primitiva en Q.
z

¢) La funcion S(z) = Z:L—Z posee logaritmo holomorfo en €.
i+ 2z

d) Los puntos i,—i estdn en la misma componente conezxa de Cy \ €.

([ ejerc. 7.15).

& 5.21 Demuestre que para un abierto conexo 2 C C son equivalentes:

a) Eziste f € H(R?) tal que sen f(z) = z para todo z € Q (e.d. se puede definir en §)
una rama holomorfa de arcsen z).

b) Los tres puntos oo, 1, —1 estdn en la misma componente conexa de Cy, \ €

([T7] ejerc. 7.16).

O 5.22 Sea Q =C\T donde T C {z: |z| < R} es cerrado y conexo. Demuestre que si
[ € H(Q) tiene primitiva en A = {z : |z| > R} también la tiene en Q. Obtenga que la
funcion g(z) = e/** /(2> — 1) tiene primitiva en C\ [—1,1] (fTA] ejerc. 7.17).

& 5.23 Si f es holomorfa en Q D {z: |z| > p} y existe el limite lim,_., f(2) = «, calcule

1 (2) @

2mi Jo, 2 —a

donde |a| # p, y C,(t) = pe', t € [0,2x] (andlogo a [L1] ejerc. 7.18).
& 5.24 Si f es holomorfa en C\ {0,1} y Y= % a,2", S'= % b, (2 — 1) son sus desa-

n=—oo n=—oo

rrollos de Laurent en {z : |z| > 1} y{z: |z — 1| > 1}, demuestre que a_y = b_;.

$ 5.25 Sea f(2) la raiz cibica holomorfa de (z — 1)(z + 1)%, en A = {z : |2| > 1},
determinada por f(3) = 2v/4 Calcule el valor de la integral

RIS
C, z—3

donde 1 < p# 3y C,(t) = pe', t € [0,2n] ([ ejerc. 7.19).
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& 5.26 i) Justifique que en el abierto Q@ = C\ [—1,41] queda determinada una raiz
ciibica holomorfa f del polinomio p(z) = (z — 1)(z + 1) que verifica f(2) = v/9.

ii) Calcule las integrales I = /f(z)dz, J = f(z)gdz donde I es el camino indicado
r<—
en la figura !

TN

iii) Justifique que lim, 7"_”/ 2" Uf(2)dz = 0 donde C,(t) = pe, t € [0,27], y
Cp

p>r>1.
([L7] ejerc. 7.20)

1 1
& 5.27 Se considera la funcion f(z) = bP donde b # a y P es un polinomio
z— z—a

de grado n > 1 con P(0) = 0. Calcule el residuo Res(f,a) ([[1] ejerc. 7.25).

& 5.28 Sean ::::OO anz", Y ::::OO bn,2" los desarrollos de Laurent de la funcion

f(z) =1/(senz) en A={z:0<|z| <7} yB={z:7<|z| <2m}.

i) Demuestre que el desarrollo de f en A es de la forma

1 1 1

Sinz:;—i—éz—l—%zg—f—---%—anz”—i—--- donde a, =0 sin es par

ii) Obtenga b, en términos de a,,.

1 .
iii) Calcule I, = 5 2"f(2)dz, conn € N, m <r <27, y C.(t) =re*, t € [0,27].
T C,

([L7] ejerc. 7.28)

& 5.29 Obtenga el desarrollo de Laurent de wcotmwz en las coronas
A={z:0<z| <1}, B={z:1<|z| <2}
([L] ejerc. 7.29)

& 5.30 Demuestre que, para todo n € N la funcion

1
J(z) = Zsenmz

no tiene primitiva en la corona A, ={z:n+1/2 <|z—1/2| <n+3/2}

([ ejerc. 7.30)
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¢ 5.31 Se supone que |a| # 1 y que f € H(Y) con Q D D(0,1). Calcule el valor de

/)

crR—a

I(a) = dz , donde C(t) = €, t € [0, 27]

([ ejerc. 7.31)

& 5.32 Sea Q2 C C abierto, f € H(Q) ya € Q con f'(a) # 0. Entonces eziste D(a,r) C Q
tal que f|p(ar) es inyectiva y su funcion inversa g : f(D(a,r)) — D(a,r) viene dada por

la integral )
1 z2f'(z
g(w) = 270 /Or f(z) — wdz

donde C,.(t) = a+re”, t € 0,2n] ([L] ejerc. 7.33).
$ 5.33 Calcule Ind(y,0) donde (t) = € /(1 + 2¢™), t € [0, 4n].

& 5.34 Sea f una funcion holomorfa e inyectiva en el disco D(0,1), con f(0) = 0 y
> v, ag2® el desarrollo en serie de potencias, alrededor de 0, de su inversa. Pruébese que

1 z2f'(2) 1 / dz 1 7
= dz = = —lim D"V (———
“ o Jo Fm T 2mmi Jo, F)m T nl a0 YOR

donde 0 <r <1y C.(t)=re",0<t<n ([ ejerc. 7.35).

senmz

& 5.35 Demuestre que la funcion f(z) = 37 Posee un logaritmo holomorfo en la
Z J—

corona {z : 1 < |z| < 2} y una raiz cuadrada holomorfa en la corona {z : 2 < |z| < 3}.

([L7] ejerc. 7.37).

& 5.36 Calcule la integral I = f7 f(2)dz donde

261'1‘,

— 52 — _
f(2) = z° cos [T 20t

v(t)

— t € |0,2m|.
z—1 0, 2]

([ ejerc. 7.38)

$ 5.37 Demuestre que el camino y(t) = cos(3e), t € [0,27], no pasa por z = 2 y calcule
el valor de la integral
/(z — 1)V
y

$ 5.38 Demuestre que la funcidn (2> — 1)71(z — 3)™! posee una raiz cibica holomorfa
g(z) en {z:1 < |2| < 3}. Calcule [, g(z)dz donde C(t) = 2¢", t € [0,2n].

$ 5.39 Sea T C C compacto conexo y a,b,c € T tres puntos distintos. Obtenga una
condicion necesaria y suficiente para que la funcion (z —a)P(z —b)4(z —c)™, (m,p,q € Z)
posea un logaritmo holomorfo en C\ T.
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¢ 5.40 Sea f € H(D(0,r)) conr > 1. Si|f(z)| <1 cuando |z| =1 demuestre que existe
a € D(0,1) tal que f(a) =a y f'(a) #1 ([I4] ejerc. 7.46).

O 5.41 Sea f € H(Q) donde D(0,1) C Q. Se supone que |f(z) — z| < |z| cuando |z| = 1.
Demuestre que f tiene un cero en D(0,1) y |f'(3)] < 4

& 5.42 Determinacion del nimero de ceros que tiene cada uno de los siguientes polino-
mios en el abierto indicado:

a) 2® —42° + 22 —1 en D(0,1);

b) 2° —z+16 en {z:1 < |z| <2},

¢) 2t +26z4+2en{z:2<|z| <3},
([ ejerc. 7.47)

& 5.43 Determine el numero de ceros que cada uno de los siguientes polinomios tiene en
los abiertos que se indican:

a) 28 —52° =22+ 1 en D(0,1);
b) 22 +1322 415 en {z:1<|z|<2} wyen {z:2<]z|<5/2}.
& 5.44 ;Cuantas soluciones tiene la ecuacion e — 42" =1 en el disco D(0,1)?

O 5.45 Si |a| > e y n €N, determine el numero de soluciones de la ecuacion e* = az",
en el disco D(0,1) y en el rectangulo {x + iy : |x| < u,|y| < p}, donde 1 < p <loglal, y
1 <p.

$ 5.46 Sia €R ya>1 entonces la ecuacion e * + z = « tiene una unica solucion en
el semiplano {z : Rez > 0} ([ ejerc. 7.49).

O 5.47 Silal <1 ypeN demuestre que la ecuacion (z — 1)Pe* = a tiene exactamente p
soluciones en {z : Re z > 0}, y que todas ellas estan en el disco D(1,1).

([L7] ejerc. 7.50).

& 5.48 Demuestre que desde un valor de n en adelante el polinomio

1, 1,
l+2+—2"4+...+ —2
21 n!

no tiene ceros en el disco D(0, R).



Capitulo 6

Aplicaciones

6.1. Calculo de integrales

El teorema de los residuos se puede aplicar para calcular el valor de ciertas integrales.
Se exponen a continuacién algunos tipos de integrales que se pueden evaluar utilizando
este teorema:

Proposicién 6.1.1 Sea p(t) = R(cost,sent) continua en [0,27], donde R(z,w) es una
funcion racional. St la funcion racional

1) =R (5412 56— 1) &

2 12

no tiene polos en la circunferencia C(t) = e, t € [0, 27|, se verifica

Tt = [ 1z = Y Res(f.a)
|| etoa= |

la]<1
Utilizando este resultado se pueden calcular las integrales de los ejercicios [6.1] y 6.9

Proposicién 6.1.2 Sean P, Q) polinomios con grado(Q) — grado(P) > 2. Si f = P/Q no
tiene polos en el eje real, la siguiente integral impropia es convergente y

+oo

f(z)dr = 2mi Z Res(f,a)

Ima>0

DEM: En virtud de la hipétesis, z2f(z) tiene limite finito cuando z — oo y se sigue de
esto que existen p > 0y M > 0 tales que [2%f(2)] < M si |z] > p.

Como |f(x)| < M/z? si |z| > p, la convergencia de la integral se obtiene por el
criterio de comparacion teniendo en cuenta la convergencia de las integrales f:o’; x2dx,
f:oo x2dz.

Cuando R > p todos los polos de f estan contenidos en D(0, R) y si I'g es el borde de
{#:]2| < R,Imz > 0} recorrido en sentido positivo, aplicando el teorema de los residuos
se obtiene

270 Z Res(f,a) = /r f(z)dz=I1(R)+ J(R)

Ima>0

142
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donde _
I(R) = f(z)dz, J(R)= / f(Re™)iRe"dt
R 0

Como |f(Re™)| < M/R? resulta |J(R)| < tM/R, luego limg — o J(R) =0y asf
+oo

f(x)de= lim I(R)= lim /f Z—QMZResf,

R — +oo R — 4o
Ima>0

Proposicién 6.1.3 Sean P,Q polinomios con grado(Q) — grado(P) > 1. Si f = P/Q no
tiene polos en el eje real, la siguiente integral impropia converge y su valor es

+OO f(x)e™dr = 2mi Z Res(f(2)e'*, a)

Ima>0

DEM: Por hipétesis z f(2) tiene limite finito cuando 2 — oo. Lo mismo le ocurre a 2% f/(2),
vaque f' = (PQ —QP')/Q?* con grado(PQ' — QP’) — grado(Q?) > 2. Por lo tanto existen
p >0y M >0 tales que

[ = p= [2f(2)| <M, |*f(2)| <M

La desigualdad | f’(x)| < M/x? valida para |z| > p garantiza la convergencia absoluta de
la integral impropia f:oo f'(z)e™dx. Efectuando una integraciéon por partes, y teniendo
en cuenta que lim, — ., f(y) =0, se obtiene que la integral

[ H@letds = if(p)e - ifty / F(@)eda
p

tiene limite cuando y — + o0o. Esto prueba que la integral f:oo f(x)edz es convergente.
Andlogamente se prueba la convergencia de [~” f(x)e*dx. Teniendo en cuenta que f(z)e™
es continua en [—p, p] se concluye que fj;o f(x)e™dz es convergente.

Todos los polos de f(z)e”* estdn contenidos en D(0,R) y si I'g es el borde de del
semidisco {z : |z] < R, Imz > 0} recorrido en sentido positivo, en virtud del teorema de
los residuos

27i Z Res(f / f(2)e*dz = I(R) + J(R)

Ima>0

donde
+R

I(R) = f(x)e™dz, J(R) = /07r f(Re™)exp(iRe™)iRe" dt

Cuando 0 <t < 7 se verifica | f(Re')exp(iRe)iRe™| < Me 71t luego

|J(R)| < M/ e fsentqt = a(R)
0
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Basta probar que a(R) tiende hacia 0 cuando R — oo para deducir que

“+00

- (x)edx = . gm%o I(R) = 27er2>0 Res(f(z)e*”, a)

Para demostrar que «(R) tiende hacia 0 basta observar que cuando 0 < § < /2 el mayor
valor de e %"t en el intervalo 6 <t <7 — 4 ese f%"% con lo cual

s T—4
/ e—Rsentdt S 25+/ e—Rsenédt < 25+ ﬂ_e—Rsené
0 1)

Dado € > 0y 0 < 6§ < min{e/4,7/2}, existe C > 0 tal que R > C' = me Bsnd < ¢/2
luego

R>C= / e fsentagr <25 +€/2 <e€/2+¢/2=c¢
0

Las integrales del ejercicio se pueden calcular usando la proposiciéon anterior.
En las condiciones de la proposicién f.1.3, si se permite que f tenga polos simples en
el eje real, se puede obtiene un resultado similar usando el siguiente

Lema 6.1.4 Sea a un polo simple de [ y C(t) = a + ec”, a < t < 8, un arco de
circunferencia de amplitud 3 — o < 2w, centrado en a. Entonces se verifica

lim f(2)dz =i(B — a)Res(f,a)
Ce

e — 0

En el caso particular de que en el eje real hay un sélo polo simple, situado en el origen,
se tiene:

Proposicién 6.1.5 Sean P, Q) polinomios tales que grado(Q) — grado(P) > 1. Se supone
que [ = P/Q no tiene polos en el eje real, excepto en el origen, donde puede tener un
polo simple. Entonces, para todo € > 0, las integrales

—€ +o0
/ f(x)e“dx, (z)e“dx

son convergentes y su suma converge, cuando € — 0, hacia

li_r)no f(x)ede = 2mi Z Res(f(2)e”,a) + miRes(f(2)e",0)
‘ e > e =,

NOTA Puede ocurrir que fj;o f(x)e®dx no sea convergente pero que exista el limite an-

terior, llamado valor principal de la integral, denotado v. p. fj;o f(x)edz.
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DEM: El razonamiento efectuado en la proposicién sirve para demostrar que para
cada € > 0 son convergentes las integrales

/_Ef(x)e””dx, +OO f(z)e“dx.

Cuando R > 0 es suficientemente grande y € > 0 suficientemente pequeno todos los polos
que tiene f(z)e”* en el semiplano Rez > 0 estdn contenidos en {z : € < |2| < R}. Si . p
es el borde de {z : ¢ < |z| < R, Imz > 0} recorrido en sentido positivo, y S,.(t) = re’,
t € [0, 7], aplicando el teorema de los residuos se obtiene

27 Z Res(f,a) / f(2)e*dz = I(e,R) + J(R / f(2)e”dz

Ima>0
donde . "
I(e, R) = / S / f@e, IR = [ peed:

Razonando como en la proposicién se obtiene que limg — o J(R) = 0 luego

/ f(x)e™dr + +OO f(z)e“dr = 2mi Z Res(f,a) / f(z)e”dz
Se

Ima>0

Si f(z)e*” tiene un polo simple en z = 0 con residuo u, en virtud del lema

lim f(2)e”dz = Tip

e — 0

(lo mismo ocurre si 0 no es polo de f, pues en ese caso p = 0). Se obtiene asi que

“+00
6lgno (/ / > dy = 2mi Z Res(f,a) + mip

Ima>0

Con el método expuesto en la proposicion p.1.9 se puede calcular la integral del ejercicio

i

Proposicién 6.1.6 Sean P,Q son polinomios tales que grado(Q) — grado(P) > 2. Se
supone que f = P/Q no tiene polos en el eje real positivo, aunque puede tener un polo
simple en el origen. Entonces, si 0 < a < 1, la siguiente integral converge y su valor es

“+00

flz)z“dx = T oo Z Res(f(2%)2**™, a)

0 Ima>0

NOTA: Se puede probar que la suma de los residuos de 22> f(2%) en el semiplano Tm z > 0
coincide con la suma de los residuos de z* f(z) en todo el plano (véase ejerc. 7.22).
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DEM: En virtud de la hipétesis 22 f(z) tiene limite finito cuando z — oo, luego existen
p>0y M >0tales que |z| > p = |22f(z)] < M. La convergencia absoluta de la integral
se obtiene comparandola con f:oo 1% 2dr < +00. Con el cambio de variable z = #? la
integral del enunciado se transforma en

oo

I=2 (A2t dt
0

Consideremos la rama holomorfa de 22! definida en Q = C\ {yi : y < 0} por e*FVLE)

donde L € H(f2) es la rama de log z determinada por —% < Im L(z) < 2.

Cuando R > 0 es suficientemente grande y € > 0 es suficientemente pequeno, todos
los polos que tiene g(z) = f(22)e*VL() en el semiplano Im 2z > 0 estdn contenidos en
el recinto {z : ¢ < |2] < R, Imz > 0}. Si S, denota la semicircunferencia S,(t) = re’,
t € [0, 7], aplicando el teorema de los residuos se obtiene

2mi Y Res(g,a _/ 6 (:c)dx+/€Rg(x)dx+/SRg(z)dz—/Seg(z)dz (6.1)

Ima>0

Las integrales J(R) = [, g Sn 2)dz, J(e) = [4 g 5.9 z)dz tienden hacia 0 cuando R — + o0y
e — 0. En efecto, cuando R2 > p, sobre la i 1magen de Sg se verifica

9(2)] = [£(2)eC 0] < 2

luego |J(R)| < #M/R**~2 con 2a — 2 < 0 y se obtiene limg — ;o J(R) = 0.

Por otra parte, teniendo en cuenta que f es holomorfa o presenta un polo simple en
z = 0, se puede asegurar que existen r,C' > 0 tales que 0 < |z| <r = |zf(2)| < C. Si
0 < €2 < r, sobre la imagen de S, se cumple

R2a+1 MR2a73

C
|g(z)| — |f(2’2)22a+1‘ S 6_2€2a+1 — 0620[71

luego |J(€)| < meCe?**~ ! = 7C'e®™ y se obtiene que lim, — o J(€) = 0.
Cuando € — 0y R — 4 oo la suma de integrales

e R . R
/ g(z)dx ‘1”/ g(z)dr = / f(2?)|z > LePatm gy —I—/ ¥z dx
—R € R .

— (1 o eQm‘a) /Rf(xQ)xMde

I/2 y pasando al limite en la igualdad [.1] se obtiene

+oo
/ flz)z“dx = T oorei Z Res(f(2%)z**t! a)
0

Ima>0

converge hacia (1 — e?™)

Con el método expuesto en la tdltima proposicién [.1.5 se puede calcular la integral

del ejercicio p.6.
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6.2. Sumacion de series

El teorema de los residuos se puede utilizar para sumar series. Se exponen a continua-
cién algunos tipos de series cuyas sumas se pueden calcular con este método.

Llamaremos funcion sumadora a una funcién meromorfa o € M(C) con polos P(«a) =
Z, todos simples, que permanece acotada sobre U,en{z : |2| = R,}, donde R, es una
sucesion que verifica n < R,, < n + 1 para todo n € N.

Con el siguiente lema se justifica que las funciones a(z) = mcotmz y f(2) = 7/sennz
cumplen las condiciones anteriores con R, =n + 1/2 siendo Res(a, k) = 1y Res(3, k) =
(—=1)!* para todo k € Z.

Lema 6.2.1 Sea A, es el complementario en C de la union de los discos D(nm,€), n € Z,
donde se supone 0 < € < 1. Entonces existe una constante C. > 0 tal que |senz| > C,, y
|tg z| > C¢ para todo z € A..

DEM: Véase el ejercicio 3.16 de [[[7] n

En la demostracién del apartado b) de la proposicién se usa el siguiente resultado,
ya considerado en el ejercicio p.4

Lema 6.2.2 Sea Q C C un abierto simétrico respecto al origen y f € H(Q2) una funcidn
par. Si D*(a,7) C Q y a es polo (resp. singularidad esencial) de f entonces —a también
es polo (resp. singularidad esencial) de f y se cumple Res(f,a)+ Res(f,—a) = 0.

DEM: Véase el ejercicio 6.18 de [[I7]. n

Proposicién 6.2.3 Sea a € M(C) una funcion sumadora y oy, = Res(a, k), k € Z.
Si P, Q son polinomios y f = P/Q no tiene polos en Z, cada una de las condiciones

a) grado(Q) — grado(P) > 2;
b) grado(Q) — grado(P) =1 y la funcion o es impar;

implica

hm Z Oékf Z RGS O‘fa

|k|<n a€P(f

Si se cumple a) y la sucesion ay, es acotada entonces la serie >, °° __ayf(k) es absoluta-
mente convergente.

NOTA: Puede ocurrir que exista lim, >~ . ayf(k) aungue la serie ST apf(k) no sea
convergente. En ese caso se define el valor principal de la suma:

v.p. Z af(k) = li;n Z . f (k)

k=—o0 |k|<n

que coincide con la suma de la serie convergente apf(0) + 32 (an f (k) + a_p f(—k)).
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DEM: La funcién meromorfa «f tiene polos en los polos de f y en los enteros que no
son ceros de f. Cada k € Z es polo simple (o singularidad evitable) de af con residuo
Res(af, k) = oy f(k) (es singularidad evitable cuando f(k) = 0).

Si n es suficientemente grande P(f) C {z : |z] < R,} y la circunferencia C,,(t) = R,e",
t € [0, 27] no pasa por los polos de a.f. Aplicando el teorema de los residuos

1
271 Ch

a(z)f(z)dz = Z apf(k) + Z Res(af, a)
)

|k|<n a€P(f

Bastara probar que si se cumple una de las dos condiciones del enunciado entonces la
integral [, a(z)f(z)dz tiende hacia 0 cuando n — co. Por hipétesis existe una constante
M > 0 tal que para cada n € N se verifica

2| = R, = |a(z)| <M

Cuando se cumple a) existe y es finito el limite lim, — ., 2%f(2) luego existen C' > 0 y
R > 0 tales que
s[> R = [°f()] <C

Por lo tanto, cuando R, > R se verifica

MC
f =R = la()f(2)] < o
y se obtiene
MC MC
/ a(z)f(z)dz| < 27R, 2 =27 7 luego lim [ «(z)f(z) =0.
n n n n Cn

Si B = supj.z |ak| < oo entonces |ay f(k)| < BC/|k|? cuando |k| > R luego > ;> axf(k)
es absolutamente convergente.

Cuando se cumple b) el desarrollo de Laurent de f en un entorno de oo es de la forma

Sig(z) = f(z)— 971 o5 claro que existen A > 0y p > 0 tales que
z

2] > p = [g(2)| < A/l

y razonando como antes se obtiene que lim, [, a(z)g(z) = 0. Como la funcién a(z)/z
es par, segun el lema se cumple

Res(a(z)/z, k) + Res(a(z)/z, —k) = Res(a(z)/2,0) =0

luego, en virtud del teorema de los residuos, para todo n € N se cumple

/n a(2)f(2)dz — / a(2)g(2)dz = a_, / a2) . — g

z




LECCIONES DE ANALISIS COMPLEJO. G. Vera 149
y se concluye que

liTEn a(z)f(z) =0.
Ch

Ejemplo 6.2.4 Utilizando la funcién sumadora a(z) = wcot mz y la funcion racional

a
(2) = a? + 47?222
se obtiene la suma de la serie
> 2z 1 1 1
S -]
— 224+ 4n2n? er—1 2z 2

DEM: Los polos, simples, de R son {p, —p}, donde p = ia/(27). Ademés

Res(aR.p) = lim (= — p)R()a() = 1o — = —P)a

cotmz =
2= p z—>p(z—p)(z—l—p)47r27T 4

_acotwp  cot(ia/2) = 14e”
O 2p4m 4 4(1 —e9)
Es facil ver que Res(aR, —p) = Res(aR, p) luego, en virtud de la proposicién

e’ +1 1 1
]./ = —2 = —_—— = — —
fm k§|< R(n) Res(aR, p) e —1) 2 + pra—

es decir

1 > a 1 1
) I
a+ ;47T2n2—|—a2 2+ea—1

Se obtiene asi la suma de la serie

S
22+47rn2—2 e?—1 =z

n=1

Utilizando el método expuesto en la proposicién p.2.3, se pueden calcular las sumas
consideradas en ejercicio f.19. En el ejercicio .20 se indica como se puede utilizar el
teorema de los residuos para calcular las sumas de las series

=1
oo, m=1,234-.
k:lk

(véase [[[1] ejerc. 8.21).
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6.3. Ejercicios

B d
¢ 6.1 Calcule la mtegml/o mﬁ donde a > 0. ([I7] ejerc. 8.1).
2 dr
& 6.2 Caleule la integml/o T T — donde |a| # 1 ([[1] ejerc. 8.2).

& 6.3 Justifique la convergencia de la siguiente integral impropia y calcule su valor:

[ i et

([T ejerc. 8.3)

+oo $2—33'+2
6.4 Calcul
< arente /Oo (2 + 1022 + 9)°

dz ([I7] ejerc. 8.4),

too 22da
¢ 6.5 Calcule /0 @t a) donde a >0 (fI7] ejerc. 8.5).
+o0 a
& 6.6 Justifique la convergencia y calcule el valor de la integral / T bdx, donde
0 T

—1<a<0,b>0 (fI7 ejerc. 8.6).

& 6.7 Justifique la convergencia y calcule el valor de la integral

T sen z
dx
0 T

([ ejerc. 8.7).

oo bt T tsent
& 6.8 Calcule las integrales / %dt, J = / %dt, donde a,b > 0
0 a 0 a
([ ejerc. 8.8).
$ 6.9 Compruebe que la integral impropia
14 q ) prop
/+°° cos ax —QCObedx a.beR
0 T

es convergente y calcule su valor ([I1] ejerc. 8.9).

& 6.10 Considerando el camino T indicado en la figura
, T dx
calcule la integral ———
0 1 + "
donde n €N, n>1 ([[l ejerc. 8.10).
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& 6.11 Aplicando el teorema de los residuos a la funcion (e** —1)/2% calcule
+00 2
/ <sen x) dr
0 T
([ ejerc. 8.11)

¢ 6.12 Compruebe que la integral impropia

/+°° log =
————dx
o (14 22)2

es convergente y calcule su valor utilizando el teorema de los residuos ([[]] ejerc. 8.12).

¢ 6.13 Compruebe que es convergente la integral impropia
T p —senxw
————d > 0
/0 3 (2% + a?) v (a>0)
y calcule su valor considerando f(z) = [z +i(e”* — 1)]/[23(2* + a*)] ([[] ejerc. 8.13).

& 6.14 Aplicando el teorema de los residuos a la funcion f(z) = (1—e*™*)272(22+a?)"!
obtenga la igualdad

T sen?ma e~2em 4 9am — 1
202 gydr =7 3 )
o 2%(z? + a?) 4a
([LA] ejerc. 8.14)

& 6.15 Justifique la converjencia de la integral impropia

+o0 ey
/ dr, con 0<a<l,
oo L €%

donde a >0, m > 0.

[e.9]

y calcule su valor aplicando el teorema de los residuos a una integral sobre el borde del
rectangulo [—R, R] x [0, 2w (fL7] ejerc. 8.15).

$ 6.16 Aplicando el teorema de los residuos a la integral de f(z) = € /(e* + e™*) sobre
el borde del rectingulo A = {z +iy: |z| < R, 0 < |y| < 7} calcule el valor de

/ cos T d
oo €T FETT
([L7] ejerc. 8.16)
& 6.17 Justifique la convergencia de la integral impropia

“+o0o

/ sen x dr

0 shx
y calcule su valor aplicando el teorema de los residuos a la integral de €/ shz sobre el
borde del recinto

{z=zx+iy:|z| <R, O0<y<2m |z|>¢€ |z—2m>¢€}

([ ejerc. 8.17)
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$ 6.18 Aplicando el teorema de los residuos a la integral de f(z) = z/(a — e™*%) sobre el
borde de A = {x +iy : |z| <7, 0 <y < R}, calcule el valor de

T rsen T
dr, con(0<a#1
/0 1 —2acosx + a? 7

([L] ejerc. 8.18)

& 6.19 Utilice las funciones sumadoras weotmz y w/senwz para calcular las siguientes
sumas, donde a ¢ Z.

G 1 = (=)
%) ZOO (a+mn)?’ n:zoo (a+mn)?’
% 1)
b) Zn2+a2’ Zé +>a2;

=0

I (_1)nl
c) V.. Z %

(IL7] ejerc. 8.20)
& 6.20 Considerando el ejercicio [2.19 y la integral

t .
| TEE e con Cu(t) = (n+ 1/, t € 0,2

~2m
N L .
calcule las sumas de las series Z T M= 1,2,3,4 (4] ejerc. 8.21).
k=1

$ 6.21 Demuestre que

+o0
w2 1
sen? z Z (z —n)?
n=—oo
2 o0

1
y deduzca de ello que % = Z — (véase [ ejerc. 8.22).

n=1

$ 6.22 Este problema muestra como se puede aplicar el teorema de los residuos para
sumar una serie de Fourier :L“iofoo f(n)et donde f es una funcion racional con un cero

de orden > 2 en el infinito, sin polos en 7.

i) Sea a(z) = 2mie’®? /(e*™* — 1), con 0 < £ <27, y Qp = [—Tp, 7] X [=T0,7m] donde
rn = n + 1/2. Demuestre que existe M > 0 tal que |a(2)] < M para todo z en la
union de los bordes de @Q,, n € N.

ii) See f € M(C), con P(f) finito y disjunto de Z, una funcion meromorfa tal que
eziste lim, .. 22 f(2) € C. Considerando la integral de f(z)a(z) sobre el borde de
Q. establezca la igualdad

+oo
Z f(n)e™ = Z Res(af,a)

n=-—00 a€P(f
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cos né

—=  cona€R.
n? + a2’

iii) Como aplicacion, calcule la suma de la serie g

n=1
& 6.23 Aplicando el teorema de los residuos a la integral de la funcion

sen z

(z—a)cos?z

sobre el borde del cuadrado [—mm, mz| x [—mn, mm|, establezca la igualadad

¢ 6.24 Considerando la integral de la funcion

Tsenaz
————— conac[-m,n
23 senmz

a lo largo del borde del cuadrado [—r.,, rm] X [=Tm, Tm], Tm = m + 1/2, demuestre que

<= senan  a
§ (=" 3 = —(a* — 7?)
n 12
n=1
; s _ 1 1 1 1
y en particular 35 =15 — 35tz —m .

& 6.25 Sea f € M(C) una funcion meromorfa impar cuyos polos, todos simples son
P(f) = {£a, : n € N}, donde a,, > 0 es una sucesion estrictamente creciente no acotada.

Se supone que hay una sucesion T, a, < v, < Gni1, tal que lim, o M(r,)/r, = 0,
donde M (ry,) = sup{|f(z)| : |z| = rn}. Demuestre

i) f(z) = 222% si 0 & P(f);

n

Rest Z a2 sia; =0¢€ P(f).

=2 TL

i) f(z) =



Capitulo 7

Representacion de funciones

7.1. Desarrollos de Mittag-Leffler

Segtn el teorema [[.4.3 toda funcién meromorfa f € M(Cy) es racional y admite una

Unica representacion
- 1
— P,
f(2) =p(2) + ;:1 (Z — aﬂ)

donde p es un polinomio (constante cuando co no es polo de f) y cada P, es un polinomio
con P,(0) = 0. Esta es la llamada descomposicion en fracciones simples de la funcién
racional f cuyo interés reside en que hace explicitos los polos {a, : 1 < n < m} y las
correspondientes partes principales P, (1/(z—a,)). Cuando p(z) no es constante, p(z)—p(0)
es la parte principal de f en oo.

Andalogamente, si f es meromorfa en un abierto (2 C C,, y tiene un ntimero finito de
polos, podemos considerar el conjunto de sus polos finitos P(f) N C = {aj,as---an}ty
las correspondientes partes principales P,(1/(z —a,)), donde cada P, es un polinomio no
idénticamente nulo con P,(0) = 0. Razonando como en el teorema se obtiene que
existe una funcién holomorfa g € H(2) que hace vélida la descomposicién

f(z) =g(2) +§;P" (Z—lan)

El objetivo de esta seccion es el de conseguir una descomposiciéon analoga para una funcion
meromorfa f € M(C) con infinitos polos {a, : n € N}. En esta situacién parece natural
que intervenga la serie de las partes principales

>r(a)

n=1

pero se presenta el problema de que una serie de este tipo en general no es convergente.
El problema se resolvera demostrando que es posible elegir polinomios @, (z) tales que la

serie modificada
= 1
P —
(e (=) e

154
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converge segun la definicién que se formula a continuacién.

Definicién 7.1.1 Una serie Y ., f, de funciones meromorfas f, € M(2) en un
abierto (1 C C, se dice que converge uniformemente sobre compactos cuando para cada
compacto K C Q existe m € N que verifica

i) P(f,) N K =0 para cada n > m.

i) La serie ), .. fn converge uniformemente sobre K.

Dada una serie de funciones meromorfas que cumple la definicién [7.1.1], para definir su
suma conviene hacer algunas observaciones preliminares. La primera de ellas es que el
conjunto M = |J,~, P(f,) no tiene puntos de acumulacién en . Para justificar esta
afirmacién basta ver que M N K es finito para cada compacto K C (2: Efectivamente,
segun la definicién de funcién meromorfa, para cadan € Nes P(f,) NQ =10 luego, en
virtud de [:23 iii) los conjuntos P(f,) N K son finitos. Segin la condicién [[.I7]] i), para
alginm e Nes MNK =J'_, P(f,) N K,y por lo tanto M N K es finito.

Por otra parte, como las funciones f,, son holomorfas en el abierto 2 = Q\ M y la
serie »_° | fn(2) converge uniformemente sobre cada compacto K C €, el teorema de
Weierstrass nos asegura que la suma f(z) = Y 2| f,(2) esta definida y es holomorfa
en {1y, presentando una singularidad aislada en punto de M. Fijada una de ellas a € M,
podemos encontrar r > 0 tal que {z:0 < |z —a| <71} C Q.

El compacto K = {z : |z — a| < r} estd contenido en € y segin [[-I.]i) existe m € N
tal que n >m = P(f,) N K = luego, sobre el disco D(a,r), hay una descomposicién

f(z) = fi(z) + fo(2) + -+ fi(2) + Rn(2), 2z € D*(a,r)

donde R, (2) = ) .., fa(2) es holomorfa en D(a,r) y las funciones fi, fa,--- fm son
holomorfas en D*(a, ), siendo a polo de algunas de ellas. En virtud de esta descomposicién
podemos asegurar que a es polo o singularidad evitable de f (lo dltimo ocurrird cuando
se anule la suma de las partes principales de las funciones fi, fo- - - f;, en el punto a).
En definitiva, en cada a € M existe el limite lim, — , f(2) € Cw y queda definida la
funcién meromorfa suma

f(z) = an(z) con polos P(f) C U P(f,)

Adem4s, cuando se cumpla la condicién n # m = P(f,) N P(fn) = 0 se podré asegurar
que se da la igualdad P(f) =, —, P(f.) y que la parte principal de f en a € P(f) es la
suma (necesariamente finita) de las partes principales de los sumandos.

En lo que sigue, dada una serie de funciones meromorfas que converge uniformemente
sobre compactos, la funcién meromorfa suma es la que queda definida mediante el proceso
que acabamos de describir.

El primer problema que debemos abordar para obtener una generalizacion adecuada de
la descomposicién en fracciones simples de una funcién racional es el de fabricar funciones
meromorfas con polos y partes principales prefijados de antemano. En general una serie de
partes principales no es convergente. El siguiente teorema muestra que es posible corregir
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las partes principales mediante polinomios adecuados (), que provoquen la convergencia
uniforme sobre compactos de la serie

2|7 (=5)-e0]

n=1

consiguiendo con su suma una funcién meromorfa f € M(C) con los polos y partes
principales prefijados.

Teorema 7.1.2 [Mittag-Leffler] Sea P, una sucesion de polinomios con P,(0) = 0 y
a, € C una sucesion de puntos distintos dos a dos, tal que

a1| < lag| < ag| < -+ -lag| <+ y liTlfﬂ|an| = +00

Entonces existe una sucesion de polinomios ), tal que la serie

2|7 (=5)-e0]

n=1

converge uniformemente sobre compactos y define una funcion f € M(C) con polos
P(f)={an:n € N}, tal que la parte principal de f en cada a, es P,(1/(z — ay)).

DEM: Suponemos en primer lugar que a; # 0. Entonces, para cada n > 1 la funcién
fn(2) = P,(1/(z — ay)) es holomorfa en el disco D(0, |a,|) donde tiene un desarrollo en

serie de potencias
o.0]
falz) = apz*
k=0

Segun las propiedades generales de las series de potencias, este desarrollo converge uni-
formemente sobre cada compacto contenido en el disco de convergencia. En particular
converge uniformemente sobre D,, = {z : |z| < %]a,|}, luego existe k(n) € N tal que la

suma parcial Q,(z) = l,z(:”g apz* cumple

|fn(2) — Qn(z)| < 27" paratodo z€ D,

La serie Y 7 (fn — Q) converge en C uniformemente sobre compactos (véase [.1.1):
Efectivamente, si K C C es compacto y R = max{|z| : z € K}, existe m € N tal que
la,| > 2R para todo n > m, luego K C D,, y se cumple

) P(fo —Qu)NK={a,}NK=0sin>m
i) |fu(z) — Qn(z)| < 27" para todo z € K

En virtud del criterio de Weierstass, la condicién ii) asegura que la serie ) . (f, — Qy)
converge uniformemente sobre K. Segun lo indicado después de la definicién [[.1.]], la
funcién suma f(z) = > 07 (fu(2) — Qn(2)) es meromorfa en C y cumple las condiciones
requeridas.

Finalmente, si a; = 0, tomamos (); = 0 y aplicamos el razonamiento anterior a la
sucesion {a, : n > 2} para obtener los polinomios @, con n > 2. n
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Corolario 7.1.3 Sea M C C sin puntos de acumulacion finitos (e.d. (M'NC =10) y
para cada a € M sea P,(z) un polinomio con P,(0) = 0. Entonces existe f € M(C) con
polos P(f) = M, tal que en cada polo a € P(f) la parte principal de f es P,(1/(z — a)).

DEM: Si M es finito el asunto queda resuelto con la suma f(z) = > .\, Pa(1/(2z — a).
La condicion M’ N C = () implica que cada disco compacto D(0, R) s6lo contiene una
cantidad finita de puntos de M. Por lo tanto M es numerable y sus elementos se pueden
ordenar en sucesion M = {a, : n € N}, de modo que sus médulos formen una sucesiéon
creciente:

ja1] <lao| < - <Han| < ap| < -+

que necesariamente cumple lim,, |a,| = +oo. Entonces invocando el teorema [[.1.9 con,
P, = P, , se obtiene el resultado. [

Corolario 7.1.4 Sea f € M(C) con infinitos polos P(f) = {a, : n € N} que se suponen
ordenados segun mddulos crecientes |ai| < |ag| < -+ < lan| < |aps1] < ---. Para cada
n € N sea P,(1/(z — ay)) la parte principal de f en a,,.

Entonces eziste una funcion entera g € H(C) y una sucesion de polinomios @, tales
que f admite un desarrollo de la forma

10 =90+ Y- [P ()~

uniformemente convergente sobre compactos.

DEM: Segtn el teorema existe una sucesién de polinomios @,, tal que la serie

2|7 (=5) -]

n=1

converge uniformemente sobre compactos y define una funcién meromorfa F' € M(C)

con los mismos polos y partes principales que f. La diferencia g := f — F' presenta
singularidades evitables en cada a,, y eliminando estas singularidades evitables se obtiene
la funcién entera g € H(C) que figura en el enunciado. [ ]

Los polinomios @Q,, que intervienen en el teorema y en el corolario no estan
univocamente determinados y en cada caso particular convendrd elegirlos del minimo
grado posible. Cuando una serie de partes principales >~ P,(1/(z — a,)) ya converge
uniformemente sobre compactos no es necesaria la intervencion de los polinomios @),, para
conseguir una funcién meromorfa f € M(2) con polos P(f) = {a, : n € N} y partes
principales P, (1/(z — a,)). Es lo que ocurre en la serie considerada en el ejercicio [-]).

El resultado que se ha obtenido en el corolario es valido para funciones mero-
morfas en un abierto arbitrario:

Teorema 7.1.5 Sea 2 C C abierto y M C 2 un subconjunto sin puntos de acumulacion
en Q (e.d. (M'NQ = 0) y para cada a € M sea P,(z) un polinomio con P,(0) = 0.
Entonces existe una funcién meromorfa f € M(Q) tal que P(f) = M y la parte principal
de f y en cada polo a € P(f) es P,(1/(z — a)).
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DeEM: La demostracién habitual, que usa un teorema de Runge sobre aproximacion de
funciones holomorfas mediante funciones racionales, queda fuera del alcance de los resul-
tados expuestos hasta ahora. Se puede ver en [[4] Teorema 13.10. n

Aunque las dos proposiciones que siguen se pueden demostrar con la técnica de suma-
cién de series expuesta en (.9 (véanse los apartados a) y ¢) del ejercicio f.19) merece la
pena volverlas a considerar enmarcadas en la teoria de los desarrollos de Mittag-LefHer
[[-I.4. Los dos puntos de vista son opuestos: Mientras que en [6.] el objetivo era calcular
la suma de cierto tipo de series, ahora nos ocupamos del problema inverso consistente en
obtener el desarrollo de Mittag-Leffler una funcién meromorfa dada.

Proposicién 7.1.6

+o00
s 2 1
= 7.1
<sen 7rz> nz_oo (z —n)? (7.1)
donde la serie que interviene,
1 1 1 1 1

R PR | PR N R P A P A

converge uniformemente sobre compactos.

DEM: Véase [[[7] ejerc. 8.22 n

. . . o] . 400 1
NOTA: La serie considerada en [.1.6 se puede escribir en la forma > > i Cuya

suma se puede calcular directamente usando la técnica de sumacion de series expuesta en
(véase el ejercicio [6.19).

La proposicion [(.1.6 se puede aplicar para calcular la suma de la serie armoénica:
S=3,(1/n?): La funcién h(z) = f(z) — % tiene una singularidad evitable en z = 0,
que se elimina definiendo h(0) = 72/3. Segtn la férmula [ se tiene

o= Y ﬁ

luego 25 = h(0) = 72/3.

Proposicién 7.1.7

(7.2)
+oo
1 1 1 1 z 1 2z
t = — —l— — = — _ = —
TeormE = Z (z—n+n) Z+Zn(z—n) Z+222—n2
0#n€Z 0#n€Z n=1
y la serie converge uniformemente sobre compactos.
DEM: Véase [[7] ejerc. 8.23 n
NOTA: La serie que interviene en [[.1.7 también se puede escribir en la forma
1 SNV 1 SN =1
— + lim + = lim =v.p.
z m;(z—n z+n) mnz_mz—n pnz_ooz—n

cuya suma se puede calcular con las técnicas expuestas en .9 (véase el ejercicio c))
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7.2. Productos infinitos de funciones holomorfas

Todo polinomio complejo p admite una tnica representacion en la forma
p(2) = k(2 — a1)™ ) (2 — ag)™) ... (2 — q5,)™ @) (7.3)

donde £ es una constante no nula. Esta representacion, al hacer explicitos los ceros y las
correspondientes multiplicidades, revela mas informacién que la representacion habitual.

El objetivo de esta seccion es conseguir una representacién andloga para funciones
holomorfas en un abierto {2 C C y en particular para funciones enteras.

Si f € H(S2) no es idénticamente nula en un abierto conexo 2 C C se sabe que el
conjunto de sus ceros Z(f) = {z € Q: f(z) = 0} no tiene puntos de acumulacién en 2
(luego es finito o numerable) y ademds cada a € Z(f) tiene una multiplicidad m(a) € N.
La primera tarea que se aborda es la de resolver el problema inverso: Dado un conjunto
M c Q tal que M'NQ = @ y una funcién m : M — N que asigna a cada a € M un
ntmero natural, se demuestra que existe f € H(Q2) tal que Z(f) = M y cada a € M es
un cero de f con multiplicidad m(a). (Corolario (2213 y teorema [[.2.17).

Si el conjunto M = {ay,as,---ax} es finito, la solucién trivial de este problema la
proporciona el polinomio (F.3). Si f € H(Q) tiene un nimero finito de ceros Z(f) =
{a1,as - -a;} con multiplicidades m; = m(a;), 1 < j <k, podemos formar el polinomio
p(2) = (2 — ay)™) (z — ag)™2) ... (z — az,)™®) que tiene los ceros de f con las mismas
multiplicidades. De este modo el cociente g(z) = f(z)/p(z) presenta singularidades evita-
bles en cada a € Z(f), y al eliminarlas se consigue una funcién G € H(f2), sin ceros, que
hace valida la factorizacion

£(2) = Gz — )™z = ag) "0 - (2 = a0

El objetivo de esta seccion es conseguir una factorizacion andloga para funciones holo-
morfas con infinitos ceros {a, : n € N}, reemplazando el polinomio p por un producto
infinito que haga explicitos los ceros y las multiplicidades. En general un producto infinito
de la forma [ (z — ax)™ no es convergente. La convergencia se consigue considerando
productos [[;-, Ax(z) de factores especiales Ay(z), donde cada A, tiene un tnico cero

simple en a,, (teorema [(2.12).

Productos infinitos de niimeros complejos. Comenzaremos definiendo la nocién de
convergencia de un producto infinito de niimeros complejos adecuada para los fines que
se persiguen. Dada una sucesiéon z, € C, si la sucesion de los productos parciales p, =
2129 - - Zp s convergente hacia un valor no nulo, lim,, p,, = p # 0, diremos que el producto
infinito [[ 2, z, es estrictamente convergente hacia p. En este caso el simbolo [[’, z,
denota también el valor p.

La razén de excluir el valor p = 0 se debe a dos motivos: En primer lugar, sin esa
exigencia cualquier producto infinito con un factor nulo seria convergente hacia 0 y la
convergencia no dependeria del los restantes factores. En segundo lugar, para los proble-
mas de factorizacién de funciones que se van a estudiar debemos excluir la consideracién
productos infinitos como [[, %, cuyos factores no se anulan, pero lim, p, = 0.

La siguiente definiciéon de convergencia de un producto infinito, que no es tan radical
como la convergencia estricta, es la adecuada para los problemas de factorizacién
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(o)
n=m+1
Zn €S COH’U@TQ@TLt@ hacia

Definicién 7.2.1 Si existe m € N tal que el producto []

vergente se dice que el producto [,

zZ, €es estrictamente con-

oo
P =z122" " 2m || Zn
n=m-+1

Es facil ver que en esta definicion el valor de p no depende de m. Igual que antes, cuando
el producto infinito sea convergente, el simbolo [, 2, designa también su valor. Segin
la definicién, un producto infinito convergente se puede anular pero, en ese caso, algin
factor debe ser nulo y sélo puede haber una cantidad finita de factores nulos.

00
n=1

Proposicién 7.2.2 Si el producto infinito [[°_, z, es convergente hacia p, se cumple:
i) Sin >1 el producto Hzoan 2 converge y su valor R, cumple z125--- 2, R,, = p.
i) lim, R, =1 y lim,, z, = 1.

DEM: Segiin la definicién [-2.] existe m € N tal que el producto [~ .., 2 = Rm # 0 s
estrictamente convergente. Cuando 1 < n < m es clara la convergencia del producto

R, = h]in(szrlszrQ T Zm>zm+1zm+2 T ZmA4k = Zn4lin427 0 2P,

que cumple 2129 -2, R, = 2120 -+ 2 Ry = p.
Para n > m también es inmediata la convergencia estricta del producto

[e.9]

, z 1% 9 Zn)Z 1 Znak R
R, = H 2, = lim (212 n)n ntt = L (7.4)
ke=n+1 k Bm412m42 " A Zm41 """ Zn

que también cumple 2129 - - - 2 2Zma1 - 2 Ry = 2122 - 2 Ry = D
Pasando al limite en [(.4 cuando n — + oo se obtiene que lim, R, = 1, de donde se
sigue que lim,, 2z, = lim,(R,,_1/R,) =1 [ ]

En la siguiente proposicién Log z denota el logaritmo principal de z # 0 determinado
por —7m < Im(Log z) < 7.
Proposicién 7.2.3 Una condicion necesaria y suficiente para que el producto [0, z,
sea estrictamente convergente es que z, # 0 para a cadan € N y la serie Y -, Log 2,
sea convergente.

DEM: Véase [[[7] ejerc. 11.1 ]

Proposicién 7.2.4 Dado un producto infinito de nimeros complejos [[°—,(1 + a,), se
verifica a) < b) < ¢) = d):

a) Y ey lan] < +oo.

b) Eziste m € N tal que > _ | Log(l+ a,)| < +00.

n>m
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¢) El producto T])~ (14 |an|) converge.

d) El producto [[,~,(1+ a,) converge.

DEM: Cada una de las propiedades a), b), ¢) implica que lim, a,, = 0, (véase [[.2.9) v
asi podemos suponer en lo que sigue que se cumple esta condicion.
a) < b): Para |z| < 1 vale el desarrollo en serie de potencias

22 23
Log(1 — L, 4z ...
og(l+2z2) == 5+ 3
Log(1
luego h’_r)n0 M = 1. Por la definicién de limite existe m € N tal que
z z
Log(1 + a, 1
n>m = _ggg_jlg;l__jl < 5
Qn

Entonces para n > m se cumplen las desigualdades
1 3
§|an| < [Log(1 +a,)| < §|an|

con las que se obtiene la equivalencia a) < b).
a) < ¢): Segtn lo que acabamos de demostrar, a) equivale a la convergencia de la serie

> [Log(1 + laq))| = Y Log(1 + |an|)

n>1 n>1

y esto, en virtud de la proposicién [7.2.3, equivale a la condicién c).
b) = d): Basta tener en cuenta que toda serie absolutamente convergente es convergente,

y la proposicién [.2.3 u

Definicién 7.2.5 El producto infinito [[)— (1 + a,) se dice que es absolutamente con-
vergente cuando se cumple alguna de las condiciones equivalentes a) < b) < c) que
intervienen en la proposicion [7.2..

Después de la proposicion podemos afirmar que todo producto infinito absoluta-
mente convergente es convergente.

Productos infinitos de funciones.

Definicién 7.2.6 Dada una sucesion de funciones f, : Q@ — C, si el producto [[77, fu(2)
converge para cada z € §, se dice que converge puntualmente en 2. St ademads la sucesion
Rn(2) = [[izni1 fr(2) converge hacia 1 uniformemente sobre cada compacto K C € se
dice que el producto converge uniformemente sobre compactos.

La siguiente proposiciéon proporciona una condicion suficiente para la convergencia uni-
forme sobre compactos de un producto infinito.
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Proposicién 7.2.7 Dada una sucesion de funciones a, : 2 — C y un compacto K C )
se verifica a) < b) = c):

[e.e]
a) La serie Z la,(2)| converge uniformemente sobre K
n=1

b) El producto H(l + |an(2)|) converge uniformemente sobre K.
n=1

¢) El producto H(l + a,(2)) converge uniformemente sobre K.

n=1

DEM: Sea z; > 0 para m < j < n. Multiplicando miembro a miembro las desigualdades

1 +x; <e% resulta
H (1+z;) <exp ( Z 9@)

j=m+1 j=m+1

Aplicando esta desigualdad, con z; = |a;(z)[, resulta la desigualdad de la derecha:

n

Yo i< I @+la=) -1 SeXP( >, |aj(z)\> -1 (7.5)

(la desigualdad de la izquierda se obtiene observando que al desarrollar el producto del
centro ademds de los sumandos > 7 ., [a;(2)| aparecen otros sumandos positivos).

a) = b): Si se cumple a), en virtud de la proposicién el producto que interviene en
b) converge puntualmente en 2. Entonces, para cada z € Q y cada n € N estdn definidas
las funciones R (z) = [[72,,,(1 + |a;(2)|) ¥ tenemos que demostrar la sucesién I;,(z)
converge hacia 1 uniformemente sobre K: Dado ¢ > 0 sea § > 0 tal que 0 < ¢’ — 1 < e.
Por cumplirse a) existe m(d) € N tal que para todo m > m(d) y todo z € K se verifica
> e mi1 lai(2)] < 4,y usando la desigualdad de la derecha en [. se obtiene que para todo
m > m(d) y todo z € K se cumple

H (14 |a;(2)]) —1 §exp< Z |aj(z)|> 1< —1<e

j=m+1 Jj=m+1

y pasando al limite cuando n — + oo se llega a que para todo m > m(d) y todo z € K
se verifica
0<R (z)—1<e

b) = a): Si se cumple b) en virtud de la proposicion [.2.4 la serie que interviene en a)
converge puntualmente en (). Pasando al limite, cuando n — + oo, en la desigualdad
de la izquierda de [ se obtiene >°7° . ]a;(2)] < Ry,(z) — 1 y utilizando que R} (z)
converge hacia 1 uniformemente sobre K se obtiene que » 72 ., |a;(2)| converge hacia 0
uniformemente sobre K, lo que significa que se cumple a).
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b) = ¢): Si se cumple b) el producto [[° (1 + a,(z)) converge absolutamente para cada
z € Q y por lo tanto converge puntualmente en €2. Utilizando la desigualdad

n

I @ +a)-1

j=m+1

n

< [ (+laz)) -1

j=m+1

(obtenida aplicando la desigualdad triangular a las sumas que resultan al desarrollar el

producto [[;_,, (1 +a;(z)) — 1) y pasando al limite cuando n — + oo se obtiene que
las funciones R, (2) = [[;Z,,,,(1 + a;(z)) cumplen la desigualdad

[Rm(2) = 1] < [R;,(2) — 1

para todo m € Ny todo z € K. Como R, (z) converge hacia 1 uniformemente sobre K se
concluye que R,,(z) converge hacia 1 uniformemente sobre K, es decir, se cumple ¢). =

Aplicando la proposicion anterior en cada compacto K C €2 se obtiene que la conver-
. . . o0 « e .
gencia uniforme sobre compactos de la serie > >~ | | f.(2) — 1| es condicién suficiente para

la convergencia uniforme sobre compactos del producto [[)", f,(z).

Proposicién 7.2.8 Sea f(z) = [, fu(2) un producto infinito de funciones continuas
fn € C(Q2) que converge uniformemente sobre cada compacto K C €. Entonces la su-
cesion de los productos parciales m,(z) = fi1(z)fa(2) - fu(z) converge uniformemente
sobre compactos hacia f, y para cada compacto K C Q existe m € N tal que el producto

Ry(2) = I e in f(2) no se anula en K.

DEM: Si K C § es compacto, por la hipétesis R, (2) = [[,—, .1 fr(2) es una sucesién de
funciones que converge hacia 1 uniformemente sobre K, luego existe m € N tal que para
cadan > m y cada z € K se cumple |R,(2) — 1| < 1/2, luego 1/2 < |R,(z)| < 3/2, y en
particular 0 ¢ R,,(K). Por otra parte, para cada n > m y cada z € K, se cumple

i | R(2) 3/2
I ne) = |75 < 25 -
luego
ma(2)] = lmm (|| [ fx(2)] <3Cn

donde C, = méx{|m,(2)| : z € K}. Se obtiene asi la desigualdad
70 (2) = [(2)] = [ma(2)[|1 = Bn(2)] < 3Cn|1 = Ru(2)]

vélida para todo n > m y todo z € K, con la que se obtiene que 7,(2) converge hacia
f(2) uniformemente sobre K. |

Teorema 7.2.9 Sea f(z) = [, fu(2) un producto de funciones holomorfas f, € H(S2)
que converge uniformemente sobre compactos. Entonces f € H(QY) y Z(f) =U,, Z(fn)-
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Si los ceros de cada factor f, son aislados, los ceros de f también son aislados y para
cada a € Z(f) el conjunto {n € N: f,(a) = 0} es finito y tiene multiplicidad

v(f,a) = Z V(fn,a) (hay un ndmero finito de sumandos no nulos)

n=1

DEM: Segun [.2.§, las funciones holomorfas 7, = fifs--- f, convergen uniformemente
sobre compactos hacia f, luego f es holomorfa en virtud del teorema B.3.13.

La inclusion Z(f) D U,, Z(f,) es inmediata. Reciprocamente, dado a € Z(f) sea e > 0
tal que K = D(a,e) C €. Segin la proposicién [[.2.8, para el compacto K existe m € N
tal que 0 € R,,(K) y teniendo en cuenta el producto finito

f(2) = fi(2) fa(2) - - - fn(2) B (2)

se obtiene que

{1,2,---m}>{neN: f,(a) =0} #0

Si los ceros de cada f; son aislados, con el producto finito anterior también se obtiene que
f tiene un ntmero finito de ceros en el compacto K = D(a,€) y por lo tanto a es cero
aislado de f, con multiplicidad v(f,a) = Y, v(fn(a). |

Lema 7.2.10 Las funciones

2 n
Eo() =1- 2 En<z>=<1—z>exp(z+%+---+%), G n>1

(llamadas factores de Weierstrass) verifican las desigualdades:
2] 1= |Eu(2) = 1] < |2

DEM: El resultado es inmediato para n = 0. La demostraciéon para n > 1 se basa en la
consideracién del desarrollo en serie de potencias

E.(z)=1+ Z apz*
k=1

Se comprueba facilmente que

E!(2) 2"exp | z + z + Zn
— ey 44
" P 2 n

Usando esta expresién se deduce que E!(z) tiene en z = 0 un cero de multiplicidad n y
que las derivadas sucesivas de E,, en z = 0 cumplen Egk)((]) < 0. Por otra parte,

E!(2) = a1 + 2a92 + 3a32® + -+ -na, 2"+ (n 4+ Vap 12" + - -
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luego 0 =a; =as =--- =a, y a, < 0 para todo k£ > n. Con esta informaciéon sobre los
coeficientes aj, se obtiene

0=E,(1) =1+ > ap=1- > |a
k=n+1 k=n+1
Si |z| < 1, usando esta igualdad se establece la desigualdad

oo o0 o0
Ba(z) =1 < D anllzl* = [ Y Jaullo* "7 < 2™ Y Jan] = |2

Lema 7.2.11 Dada una sucesion a; € C\ {0} con limy, |ax| = 400, existe una sucesion
ne € NU {0} tal que para todo R > 0 se cumple

P— < 400
> (1)

DEM: La sucesion ny = k — 1 cumple los requisitos del enunciado pues dado R > 0, para
k € N suficientemente grande se cumple |a;x| > 2R y y por lo tanto

(o) =)

En las condiciones del lema diremos que ny € NU{0} es una sucesién adaptada
a la sucesién de nimeros complejos ay.

Teorema 7.2.12 Sea a;, € C\ {0} una sucesion tal que limy |ax| = +00 y np € NU {0}
una sucesion adaptada a ella (p.e. n, =k —1). Entonces el producto

f(2) = 1] B z/an)

converge uniformemente sobre compactos y define una funcion entera f € H(C) tal que
Z(f) = {ar : k € N}. Para cada a € Z(f) la multiplicidad v(f,a) es el nimero de
elementos del conjunto {k : a;, = a}.

DEM: Cada funcién fi(z) = E,, (2/a)) tiene un tnico cero simple para z = a5, y después
del teorema [:2.9 basta demostrar que el producto infinito f(z) = [[,—, fx(z) converge
uniformemente sobre compactos. En virtud de la proposicién basta ver que la serie
Y rey | fe(z) — 1] converge uniformemente sobre compactos. Esto es una sencilla conse-
cuencia del lema que desempena un papel esencial en este asunto:
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Dado un compacto K C D(0, R) existe kg € N tal que k > ko = |ax| > R luego
|z/ax| <1 para todo z € K. Entonces para k > ko y todo z € K se cumple

R

Qg

’I’Lk+1
<

TLkJrl

|fiu(2) = 1 = | By (2/ar) — 1] < "

Por hipétesis >, -, pr < +00 y aplicando el criterio de Weierstrass se concluye que la
serie >~ | fe(z) — 1| converge uniformemente sobre K. |

NOTA: A la hora de aplicar el teorema anterior conviene elegir la sucesién nyg lo més
sencilla posible. A veces sirve una sucesion constante, ny = p para todo k € N, y en ese
caso convendra tomar la constante p todo lo pequena que se pueda. Asi por ejemplo, si
> on(1/]ag|) < +o00 se puede tomar p =0, y si >, (1/|ax|) = 400 pero Y, (1/]ax|*) < +o00
se puede tomar p = 1.

Corolario 7.2.13 Sea M C C un conjunto sin puntos de acumulacion (M' = () y
m : M — N wuna aplicacion que asigna a cada a € M un nimero natural m(a) € N.
Entonces existe una funcion entera f € H(C) tal que Z(f) = M y la multiplicidad de
cada a € Z(f) es v(f,a) = m(a).

DEM: El resultado es trivial si M es finito. Suponemos en lo que sigue que M es infinito.
Consideremos primero el caso 0 ¢ M. Segtin [.5.3 M es numerable y lo podemos ordenar
formando una sucesién {z, : n € N} tal que 0 < |z1] < |z9| < |z3] < ---. Esta sucesion,
al no tener puntos de acumulacion, cumple lim,, |z,| = +00. Sea (a) la sucesiéon obtenida
a partir de (z,) repitiendo términos de acuerdo con la funcién m (el término z; se repite
m(z;) veces). La sucesion a; también cumple que limy |ax| = +o00 y aplicando el teorema
se obtiene una funcién entera de la forma f(z) = [[,—, En,(2/ax) que tiene las
propiedades requeridas.

El caso 0 € M, se reduce al anterior considerando My = M \ {0}. Ahora se obtiene
una funcién entera de la forma f(z) = 2 [[,2, E,, (2/a)) donde p = m(0). |

Teorema 7.2.14 Sea f € H(C) una funcion entera no idénticamente nula con infinitos
ceros y a € C\ {0} la sucesion de sus ceros no nulos, repetidos segin multiplicidades.
Entonces eziste una sucesion ny € NU{0} y una funcion entera g € H(C) tal que

f(z) = es®) P H E, (z/ay)
k=1
donde p =0 si f(0) #0, p=v(f,0) si f(0) =0, y el producto infinito converge unifor-
memente sobre compactos.

DEM: Por el principio de identidad, los ceros de f no tienen puntos de acumulacion y
por lo tanto limy, |a;y| = +00. Sea n;, € NU {0} una sucesiéon adaptada a la sucesién ay
(p.e. nj, = k —1). Segun el teorema [[.2.17 la funcién F(z) = 2P [[,—, En,(2/ax) tiene
los mismos ceros que f, con las mismas multiplicidades, luego G = f/F presenta una
singularidad evitables en cada a € Z(f).

Eliminando estas singularidades evitables podemos considerar que GG es una funcién
entera sin ceros, luego existe g € H(C) tal que G = €9 (véase p-2.7). n
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Proposicién 7.2.15 Sea f(z) = [, fu(2) un producto infinito de funciones holomor-
fas f, € H(Q) que converge uniformemente sobre compactos. Se supone que los ceros de
todas las funciones f, son aislados. Entonces

MO SV AC)

f(z) 4= fal2)

donde la serie de funciones meromorfas converge uniformemente sobre compactos.

DEM: Como los ceros de cada f,, son aislados, el cociente f]/f, es una funcién meromorfa
en €, cuyos polos (todos simples) son los ceros de f,,. Para cada n € N se cumple

f(2) = fi(2) fa(2) - - ful2) R (2)

donde Ry (z) = [, .1 fn(2) La derivada logaritmica de un producto finito es la suma de
las derivadas logaritmicas, luego
PE)_RE) L BE L RE) | R

suma vélida para todo z € Q\ Z(f) que se puede considerar como suma de funciones
meromorfas en el espacio M(£2). Como la sucesién R, (z) converge hacia 1 uniformemente
sobre compactos, dado un compacto K C ) existe m € N tal que para cada n > m y
cada z € K se cumple |R,,(z) — 1| < 1/2, y por lo tanto |R,(z)| > 1/2. Esto nos asegura
que para todo n > m se cumple P(f,/f,) N K = Z(f,) N K = 0.

Por otra parte, segin el teorema de Weierstrass (B.3.13) la sucesiéon de derivadas
R/ (z) converge hacia 0 uniformemente sobre compactos luego |R,(z)/R,(z)| < 2|R. (z)],
converge hacia 0 uniformemente sobre K.

Se obtiene asi que la serie de funciones meromorfas Y>> (f!/f,) converge, segin la
definicién [/.1.1), hacia la funcién meromorfa f'/f. n

Proposicién 7.2.16

y el producto converge uniformemente sobre compactos. En particular, para z = 1/2

2 ﬁ .
T An?
n=1
DEM: Véase [[[7] ejerc. 11.2 u

Teorema 7.2.17 Sea 2 & C, un abierto conexo no vacio, M C € un subconjunto sin
puntos de acumulacién en Q (M'NQ =0). Dada una aplicacion m : M — N que asigna
a cada a € M un nimero natural m(a) € N eziste una funcion holomorfa f € H(Q) tal
que Z(f) = M y la multiplicidad de cada a € Z(f) es m(a).
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DEM: Véase [[7] ejerc. 11.4 n

Corolario 7.2.18 S5i Q ¢ C, es abierto conezo, cada F € M()) admite una represen-
tacion F' = f/g como cociente funciones holomorfas f,g € H({2).

DEM: Denotemos por m(a) la multiplicidad del polo a € P(F). Segtn el teorema [(.2.17]
existe g € H(2) tal que cada a € P(F) es cero de g con multiplicidad m(a). La funcién
f = gF presenta singularidades evitables en los puntos a € P(F') y elimindndolas se
obtiene la funcién f € H(2) con la que se consigue la representacién F = f/g. ]

7.3. La funciéon [' de Euler

La funcién I'(z), introducida por Euler, es una funcién meromorfa en C que extiende
a la funcién de n € N definida por f(n) = (n — 1)!. Esta funcién f : N — N queda
caracterizada por la ecuacion funcional f(n + 1) = nf(n) y el valor inicial f(1) = 1.
Como motivacién para la definicién de la funcién I' planteamos el problema de buscar
una funcién de variable compleja f(z) que satisfaga

fy=1; f(z+1)==z2f(2)siz#0 (7.6)

Es natural buscar soluciones con el mayor grado de regularidad posible, y la condicién
f(1) = 1 sugiere que impongamos la condicién de que f sea holomorfas en un entorno
de 1. Este requisito, junto con la condicién f(z 4+ 1) = zf(z) para z # 0 lleva consigo
que lim, — ¢zf(2) = f(1) = 1 luego f debe tener en z = 0 un polo simple con residuo
Res(f,1) = 1. Anadlogamente, la igualdad f(z +2) = (2 +1)f(z +1) = (z + 1)2f(2) lleva

consigo que f debe tener en z = —1 otro polo simple con residuo
o o fe+2) _
Res(f, 1) = lim (= + 1)f(z) =t 1502 = —py = 1
En general, para cada n € N, la igualdad f(z +n+1) =2(2+1)--- (2 +n)f(2) nos dice
que la solucién que buscamos debe tener un polo simple en z = —n con residuo
Res(f,—n)= lim (z+4n)f(z) = (=1)"
’ z = —n n!

Estas consideraciones preliminares justifican que busquemos una solucion del problema
entre las funciones meromorfas f € M(C) con polos simples en los enteros m < 0,

P(f)y={meZ:m <0}

Toda funcién meromorfa sin ceros y con estos polos simples es de la forma f = 1/F donde
F € H(C) tiene ceros simples Z(F) = {m € Z : m < 0}. Segun el corolario [(.2.1] la
forma general de una funcién F' € H(C) con estos ceros es

F(z) = €99z ﬁ <1 + %) e /m (7.7)

n=1
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donde g € H(C) es una funcién entera arbitraria (segin [[.2.19, se puede usar la sucesién
constante ny = 1, que estd adaptada a la sucesién {—1,—-2,---  —m---}).

Después de esta consideraciones preliminares el problema queda planteado en los siguientes
términos: Encontrar una funcién entera g, lo mas sencilla posible, que haga que la funcion
entera F' cumpla las condiciones:

F(1)=1;, F(z)=2F(z+1)si2#0 (7.8)

Considerando F' como limite de los productos parciales

F(z) = e9¥ H <1 + E) e /m
n

n=1

la condicién F(z) = zF(z + 1) se escribe asi:

Fo.(z+1)
1 = lim 22
m o Fo(z2)

Con un cédlculo sencillo la sucesion anterior se escribe en la forma:

E, 1
Flz+1)

_ DeloGH)—g()—m]
F. (%) (z4+m+1e

donde S,, = > ,(1/n). En los cursos de cdlculo de una variable se demuestra que la
sucesion v, = 5, —log m es convergente. Su limite v = lim,, v, es la célebre constante de
Euler (ain no se sabe si es irracional) cuyo valor aproximado es 0,5772 - - -. Multiplicando
y dividiendo por m el término general de la sucesion anterior se escribe en la forma

ZFm(Z + 1) _ 7 +m+ 1e[g(z+1)

Fo.(z) m

—g(2)—vm]

luego la funcién f = 1/F cumple la condicién f(z + 1) = zf(2) si y sélo si
PR VAN 171 G ) B S R
m Fn(z)
Con un calculo similar al realizado anteriormente se obtiene
Sen 1l m+ 1
Fo(1) = edO T2 emtim — Dels®=Sml — M1 lg(1)—m]
(1)=e H p_— (m+1)e e

m
n=1

luego F (1) = el9M=1 de modo que f cumple f(1) =1 si y sélo si 1 = elsM=1,
La funcién entera mas sencilla que satisface las condiciones requeridas

1 = el9GzHD)—g(2)—l.

.1 = eloM]

es g(z) = vz.
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Definicién 7.3.1 Sea F' € H(C) la funcién entera definida por el producto

o0 m 1
n m n

n=1 n=1

La funcion I' de Euler es la funcion meromorfa I' € M(C) definida por

Plz) = Fzz) - ﬁ (niz) a4

n=1

Los razonamientos y calculos preliminares que han motivado la definicién de la funcién I’
sirven como demostracion de la siguiente proposicién que recoge sus propiedades basicas.

Proposicién 7.3.2 La funcion ' satisface la ecuacion funcional
I'l)=1; T(z+1)=2I(2) siz#0 (7.9)
No tiene ceros y tiene polos simples en {0, —1,—=2,-+-—n,---} con Res(I', —n) = (—1)"/n!.

NOTA: La funcién I' no es la tnica solucién meromorfa de la ecuacién funcional 7. pues si
g € H(C) es una funcién entera periddica de periodo 1 que cumple g(1) =1 (p.e. cos(27z))
es facil comprobar que f(z) = g(2)['(2) también satisface esta ecuacién funcional.

Considerando el limite de los productos parciales del producto infinito con el que se
ha definido la funcién I' se llega a la formula de Gauss en la que no interviene la constante
de Euler ~:

Proposicién 7.3.3 [Férmula de Gauss| Si z ¢ {0, —1,—-2,--- —n,---} se verifica

n! n®
F(z):11711112(2_’_1)(2_’_2)...(24—71)

DEM: Basta tener en cuenta que I'(z) = lim,, I',,(2) donde

e

"o (80 —)
) =1 ( - ) e nle
z o \k+z 2(z+1)(z+2)---(2+n)

donde S,, = >",_,(1/k). Multiplicando y dividiendo por e*!°¢" se llega a

n! n?
(z+1)(z+2)---(2+mn)

(Sn—logn—7)

[(2) = >

y teniendo en cuenta que lim, (S, —logn —7) = 0 se obtiene el resultado

i T, (2) = Ii n! n*
imI',(z) = lim
n n z2(z+1)(z+2)--(2+n)
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Proposicién 7.3.4 [Férmula de los complementos| Si z & Z se cumple:

™

Fz)ra-=z) =

sen mz
DEM: Utilizando la ecuacién funcional [/.g se obtiene:
—z
'1—2I(z2) =—=2I'(—2)'(2) = =—————
(1= AP = ~T-A0E) = Fryps
donde F' es la funcién entera que interviene en la definicién [.3.1]

F(z) =lim F,,(2) donde F,,(2) = ze"* H <1 + E) e #m
m n
n=1

Teniendo en cuenta que

y la férmula de la proposicién se obtiene

F(2)F(=2) = lim Fyy(2) Fu(—2) = =27 i (1 N 2_2) __senmz

luego

I'1—-2TI(z) = =
|

Con la férmula [7.34 se obtiene I'(1/2)? = 7 y teniendo en cuenta que I'(x) > 0 si
x > 0 resulta I'(1/2) = /7. Con la ecuacién funcional .9 se obtienen los valores
1-3-5---(2n — 1)
on

I'n+1/2) = V7 para n €N

Nuestro siguiente objetivo es demostrar que en el semiplano Rez > 0 la funcién I es
holomorfa y admite la representacion integral clasica:

+oo
I'(2) :/ et si Rez>0
0

Para obtenerla conviene recordar algunas cuestiones basicas sobre integrales impropias
dependientes de un pardmetro complejo.

Funciones definidas mediante integrales impropias. El resultado obtenido en el
teorema B.3.15 se extiende facilmente al caso de integrales impropias que convergen uni-
formemente sobre compactos. Si 2 C C es abierto y F' : [a, +00) x 2 — C es continua, se
dice que la integral impropia

400
flz) = / F(t,z)dt
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converge uniformemente sobre compactos en €2 cuando para cada cada compacto K C 0y
cada sucesion 3, > a convergente hacia oo la sucesién de funciones f,,(z) = | aﬁ " F(t, z)dt
converge hacia f(z) uniformemente sobre K. |

Proposicién 7.3.5 Si Q C C es abierto y F : [o,400) x Q2 — C es continua la siguiente
condicion es suficiente para que la integral itmpropia

+o0
flz) = / F(t,z)dt

sea uniformemente convergente sobre cada subconjunto compacto de €):

Para cada compacto K C Q hay una funcion @i : [a,+00) — [0,+00), con a > «,
integrable Riemann en sentido impropio, fjoo v (t)dt < 400, tal que |F(t,z)| < pk(t)
para cada z € K y cadat > a.

DEM: Véase [[[7] ejerc. 5.49 n

Proposicién 7.3.6 Sea Q) C C abierto y F : [a, +00) X Q — C una funcién continua tal
que todas las funciones parciales z — F(t,z), (t > 0) son holomorfas en Q. Si integral

+o0
flz) = / F(t,z)dt

converge uniformemente sobre los subconjuntos compactos de Q entonces f € H(S).
Ademdas, para cada z € Q la funcion t — F'(t,z) es continua en (o, +00) ¥y

+oo
f'(2) :/ F'(t, z)dt
donde la integral sigue siendo uniformemente convergente sobre compactos de ).

DEM: Véase [[[7] ejerc. 5.50 u

NOTA: Cuando el intervalo [a, +00) se reemplaza por un intervalo acotado [« 3) hay
versiones analogas de las proposiciones y relativas a integrales impropias de
segunda especie de la forma

ﬂ_
f(z) = / F(t,z)d

y también hay versiones similares para integrales impropias de la forma

/i F(t, 2)dz /: F(t, 2)dz

Estas versiones, aunque no han sido enunciadas explicitamente, se usan frecuentemente
en lo que sigue.
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Lema 7.3.7 La integral impropia fo(z) = fol e~ t*~1dt converge uniformemente sobre
compactos en el semiplano {z : Rez > 0} donde define una funcidn holomorfa y la

integral impropia f1(z) = 1+oo e "*7Ldt converge uniformemente sobre compactos en C

donde define una funcion entera.

DEM: Véase [[7 ejerc. 5.52 n

Teorema 7.3.8 [Representacion integral]
+o0
['(z) = / e”t*1dt si Rez >0
0
DEM: En virtud del lema [/.3.7 la integral impropia

f(z) = folz) + fi(2) = /o h et dt

define en el semiplano {z : Rez > 0}, una funcién holomorfa. Segin el principio de
identidad basta demostrar que I'(z) = f(z) para todo x € [1+00). Esto se obtendra como
consecuencia directa de lo siguiente:

a) lim, [ (1 —t/n)"t*"1dt = T(x).
b) lim, [ [ e "t dt — [' (1 —t/n)" t*"dt] = 0.

La integral que interviene en a) se puede calcular realizando primero el cambio de variable
s = t/n y luego sucesivas integrales por partes:

" l " rz—1 n’ ! n—1_x n’ ! n—2 x+1
1——) t*7Hdt=— [ n(l—=s)""s"ds=————— [ nn—1)(1-s)""s""ds=
0 n z Jo z(z+1) Jo

z | 1 z |
L n® n! / gl gg _ n® n!
zz+1)---(x+n-1) J z(z+1)---(x+n)

Utilizando la férmula de Gauss se obtiene a).
Por otra parte, para obtener b) consideramos la desigualdad 1 + = < e valida para
todo x € R de la que se sigue que para todo ¢t € R y todo n € N valen las desigualdades

(L+t/n)" < ey (1—t/n)" < e
con las que se obtiene que para t € [0,n] vale la desigualdad
0<e'—(1—t/n)"=c [l —€(1—-t/n)"] <

<e'"[l—(1+t/n)"(1—t/n)"]=e"" [1 - (1- (t/n)Q)”}

Para los valores de t € [0, n] que intervienen en las integrales se cumple (1—(t/n)?) =a < 1
luego

l—a"=1-a)(l+a+a®+---+a" ') <n(l —a)=n(t/n)?=1t*/n
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y se llega a la desigualdad
0<e'—(1—t/n)"<e't?/n

con la que se obtiene

3

n n 1 +o0 1
/ et dt —/ (1— t/n)"tm_ldt' < —/ e " dt = — f(z +2)
0 0 0 n

7.4. La funcién ( de Riemann

Comenzamos definiendo la funcién ¢ de Riemann en el semiplano Q = {z : Rez > 1}
mediante la suma de la serie

o0

C(z):Z% si Rez >1

n=1

Con el criterio de Weierstrass se comprueba facilmente que la serie converge uniforme-
mente sobre cada compacto K C €: Obsérvese que &« = min{Rez : z € K} > 1y que
para todo n € Ny todo z € K se cumple

1

< — < —
ne|

= no

Como hay convergencia uniforme sobre compactos, segin el teorema de Weierstrass, la
suma de la serie define una funcién holomorfa en el semiplano €.

Nuestro principal objetivo es demostrar que ( se puede prolongar analiticamente a
una funcién meromorfa en C con un tnico polo (simple) en z = 0 y que sus ceros fuera
de la banda critica B ={z:0 < Rez < 1} (los llamados ceros triviales) son

Z()\B={-2n:neZ}

En 1859 Riemann afirmé que la funcién ( tiene infinitos ceros en la banda critica y que
el nimero de ceros N(T) en BN {z:Imz € [0,T]} verifica

1 1+log2
irlogim O(logT)
m

N(T) = 27TTlogT
La primera a afirmacion fué demostrada por Hadamard en 1859 y la segunda por Mangolet
en 1905. Riemann también formulé la conjetura de que todos los ceros de ¢ en la banda
critica quedan en la recta Rez = 1/2.

En 1914 Hardy logré demostrar que habia infinitos ceros en esta recta y en 1938
Tichmarch demostré que en el rectangulo {z + iy : 0 < x < 1,0 < y < 1648} habia
exactamente 1041 ceros, todos ellos en la recta Re z = 1/2. En 1975 Levison demostré que
esta recta contenia asintéticamente mas de 1/3 de los ceros que tiene ¢ en la banda B.
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Posteriormente, con ayuda de las computadoras se han extendido los calculos que siguen
avalando la conjetura de Riemann que afirma que los infinitos ceros de ( en la banda
critica estan en la recta Rez = 1/2. Este es uno de los problemas abiertos mas celebres
de las matematicas y su solucién positiva tendria importantes repercusiones en la teoria
de niimeros.

La relacién de la funcién ¢ de Riemann con la teoria de niimeros se pone de manifiesto
con el siguiente teorema que sirve, entre otras cosas, para demostrar que ¢ no tiene ceros
en el semiplano Re z > 1.

Teorema 7.4.1 [Euler| Si (p,) es la sucesion de los nimeros primos (2,3,5,7,--+) y
Rez > 1 se verifica

O |
¢(2) = H T
donde el producto converge uniformemente sobre cada compacto K C {z : Rez > 1}.

DEM: Véase [[7] ejerc. 11.10 n

Corolario 7.4.2 ((z) #0 si Rez > 1.
DEM: Es consecuencia inmediata de [74.]] n

El siguiente lema, analogo al lema [[.3.7 proporciona una funcién F' holomorfa en el
semiplano {z : Rez > 1} que serd utilizada para lograr la prolongacién analitica de la
funcién ¢

Lema 7.4.3 La integral

“+00 tzfl
F(z) = / - dt
0 e — ]_

define una funcion holomorfa en el semiplano Q0 = {z : Rez > 1}. Mds concretamente:

i) La integral Fy(z) = fol t>=1/(e* — 1) dt converge uniformemente sobre compactos en
donde define una funcion holomorfa.

i1) La integral Fy(z) = 1+oo t>=1/(et — 1) dt converge uniformemente sobre compactos en
C donde define una funcion entera.

DEM: Véase [[7] ejerc. 5.53 n

Proposicién 7.4.4 Si Rez > 1 se verifica ((2)['(z2) = F(z) donde F es la funcion
considerada en el lema [7.4-3.

DEM: Véase [[7] ejerc. 11.11 n

Proposicion 7.4.5 La funcion

+oo tz—l
F(z) = dt
(2) /0 et —1

definida y holomorfa en 4y = {z : Rez > 1} (lema [TZ.3) se puede prolongar a una
(unica) funcion F € M(C) con polos simples en {1,0,—1,—-3,—=5,-+-— (2n+1),---}.
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DEM: Consideremos la descomposicion F'(z) = Fy(z)+ Fi(z) donde Fy y Fi son las funcio-
nes definidas por las integrales que intervienen en el lema [[.4.3. Como F} est4 definida en
todo el plano para conseguir la prolongacién meromorfa de F' basta obtener una prolon-
gacién meromorfa de Fy. En el ejercicio 6.33 de [[7] se muestra como obtenerla mediante
una serie de funciones meromorfas, sin polos en €2y, que converge uniformemente sobre
compactos en todo el plano. [

Combinando las dos ultimas proposiciones se obtiene

Teorema 7.4.6 La funcion ( se puede prolongar analiticamente a una funcion meromor-
fa en C con un inico polo simple en z =1 y ceros en los puntos {—2n : n € N}

DEM: Si F es la prolongacién meromorfa de F obtenida la proposicién [.4.9, en virtud de
la proposicién [-4:4 la funcién meromorfa F'/I" es una prolongacion de ¢ a todo el plano

complejo. Obsérvese que los polos simples que tiene F en {0,—1,-3,---— (2n+1),---}
se cancelan con los polos simples de I' en los mismos puntos. Los polos de I' que no se
han cancelado {—2n : n € N} dan lugar a ceros de la funcién ¢ ]

Nuestro tltimo objetivo es demostrar que en el semiplano {z : Re z < 0} la funcién ¢
no tiene méas ceros que los que se han obtenido con el teorema [7.4.4. Esto es consecuencia
de la ecuaciéon funcional de Riemann cuya demostraciéon requiere, entre otras cosas,
el siguiente lema.

Lema 7.4.7 Sea F' € M(C) la prolongacién meromorfa de

+00 tz—l
F(z) = dt, Rez>1
0 1

et —

obtenida en la proposicion [74-J. Si Rez € (—1,0) se verifica

R +oo 1 1 1
F(z) = — 4+ tat
(Z) /0 (et —1 t * 2)

donde la integral converge uniformemente sobre cada compacto K C {z: —1 < Rez < 0}

DEM: Véase [[[7] ejerc. 6.34 |

Teorema 7.4.8 [Ecuacién funcional de Riemann]

C(2) =2(27)* 'T(1 — 2)¢(1 — 2) sen <%Z>

DEM: Véase [[[7] ejerc. 11.12 n

Corolario 7.4.9 Los tnicos ceros de ¢ en el semiplano Rez < 0 son {—2n : n € N}.

DEM: Si Rez < 0 entonces Re(1 — 2z) > 1 y por lo tanto {(1 — 2) # 0 (corolario [(.4.3).
Entonces, en virtud de la ecuacién funcional [(.4.§ en el semiplano Rez < 0 la funcién ¢
tiene los mismos ceros que sen(wz/2), es decir {—2n : n € N}. u
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7.5. Ejercicios

& 7.1 Compruebe que la serie

= 1
;(z—n)2

converge uniformemente sobre compactos y define una funcion f € M(C) tal que P(f) =
N y cada n € N es un polo doble con parte principal 1/(z —n)?. ([[7]] ejerc. 6.28)

& 7.2 En cada caso determine las funciones f € M(C) que verifican
i) Presentan polos simples en a™ con Res(f,a™) = a™, donde |a] > 1,n=1,2,3....;
ii) Presentan polos simples en cada n € Z\ {0} con Res(f,n) = |n|;
iii) Presentan polos simples en cada n € Z con Res(f,n) = (—1)";

& 7.3 Defina, mediante una serie, una funcion f € M(C) con polos P(f) = N, tal que
la parte principal en cadan € N sea n?/(z —n)* +1/(z —n) ([I] ejerc. 6.29).

$ 7.4 Sea a, € C una sucesion de puntos distintos tal que Y~ 1/|a,| < +oc.
Demuestre que la serie Y>> 1/(z—ay) converge en C uniformemente sobre compactos
y que la suma es una funcion f € M(C), con polos simples P(f) = {a, : n € N} y residuo
Res(f,a,) =1 ([L1] ejerc. 6.30).

O 7.5 Sea a,, una sucesion de nimeros complejos distintos dos a dos tal que |ai| < |ag| <

colap| < --- 5 Se supone que existe m € N verificando
i L +00; 3 ! < 400
n:1|anrn ’ n:1|anvn+1

Compruebe que al aplicar el teorema [7.1.3, con P,(z) = z para todo n € N, es posible
elegir todos los polinomios Q,, de grado m — 1 ([I7]] ejerc. 6.31).

& 7.6 Obtenga la factorizacion

00 2
62—12262/21_[(1—}-%)
™n

n=1

([L3] ejerc. 11.3)

O 7.7 Sea ay < ay < ... < a, < ... una sucesion estrictamente creciente de niumeros
o0
reales no nulos que cumple Z 5 < +00. Demuestre que el producto
n:1|an|
i z
=TI (1= ) e
G,
n=1

converge uniformemente sobre compactos y define una funcion entera f cuya derivada
tiene un unico cero en cada intervalo (ay,, ani1).
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O 7.8 Se supone que f € H(C) tiene una infinidad de ceros {ay,aq, ..., ay, ...}, todos
simples, que verifican

0 < |ay] < ag| < ... < |an| < ... > < 400

n=1 |an|2
Y que existe una sucesion pn, |a,| < pnp < |ans1| tal que lim,, .o M, /p, =0 donde

M, = sup{[f'(2)/f(2)] : |2] = pn}

Demuestre que

i - (ZZ_ - _ f'(z)  1(0). F(2) = £(0)ex! O/ ﬁ (1 _ i) o2/an

7

n=1 n=1

o0

O 7.9 Demuestre que el producto f(z) = ,H (1 - nzj— 1

Indique una corona circular, centrada en 0, donde f tenga raiz cibica holomorfa y calcule

) define una funcion entera.

f(1/2)dz, donde Cg(t) = Re", t¢€0,2n]

o0

1
& 7.10 Demuestre que el producto f(z) = | | (1 + T) define una funcion holomorfa
n2z
n=1
en C\ {0} con una singularidad esencial en 0.

sPosee [ un logaritmo holomorfo en {z : |z| > 1}7.
¢ 7.11 Sea ay, € D*(0,1) una sucesion tal que Y po (1 — |ax|) < +oo. Demuestre que el
producto

Sl

i Gk 1 —a;z

define en D(0,1) una funcion holomorfa f € H(D(0,1)) con ceros {ay : k € N}, tal que
|f(2)| <1 para todo z € D(0,1) (L] ejerc. 11.5).

& 7.12 Considerando un producto de la forma H " demuestre que existe una fun-

’I’L

cion f no idénticamente nula y holomorfa en P - {Z Imz > 0}, tal que cada punto del
eje real es un punto de acumulacion de ceros de f.

1 1
Sia+bi € P establezca la igualdad lim sup — { | (a+ bi)| = 5
n o nl

& 7.13 Demuestre que f(z) = H (1 - ( nzl) ) define una funcion holomorfa en
n

n=1

(n)
n—o00 n! 1-— ‘Z|

D(0,1) que verifica

si|z| <1
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& 7.14 Demuestre que existe f € H(D(0,1)) que no admite prolongacion analitica a cada
abierto conexo Q0 O D(0,1), Q # D(0,1). sSe verifica el mismo resultado cuando en vez
del disco D(0,1) se considera un abierto arbitrario?.

& 7.15 Sea M C Q tal que M'NQ = 0. Se supone que para cada a € M se ha fijado una
sucesion finita de nimeros complejos {c,(a) € C:0 <n < m(a)}. Demuestre que existe
f € H(Q) tal que f™(a) = nlc,(a) para cada a € M y cada 0 < n < m(a).

Indicacion: Dada una sucesion finita de nimeros complejos cg, 1, Cpm Yy un desarrollo
en serie de potencias de la forma

F(Z) = am+1zm+1 + am+2zm+2 + am+32m+3 T ‘Z| <r

existe una funcion racional de la forma

by by bt
P(l/z)=—+ 5+ + 5

tal que el desarrollo en serie de potencias de P(1/2)F(z) en z =0 comienza asi:
P(1/2)f(z) =co+ecrz+c2® + 4 cpz™+ -+

([ ejerc. 11.6)

$ 7.16 Demuestre que para todo x € R se cumple xshnz|T(iz)]* = 7.

O 7.17 Demuestre que para cada z € C\ {n € Z :n <0} se verifica
I'(2) 1 = 2
(z) _7_;+;n(n+z)

(v es la constante de Euler) y que la serie converge uniformemente sobre compactos.
Deduzca de ello que logT'(z) es una funcion conveza en (0, +o00) ([I1] ejerc. 11.7).

& 7.18 Demuestre el siguiente teorema de Bohr-Mollerup: Si f : (0, 4+00) — (0, +00) es
una funcion que cumple cumple

i) log f(x) es conveza;

W) f(1)=1,y fle+1)=xaf(x) siz > 0;
entonces f(x) = T'(z) para cada x > 0 ([I7] ejerc. 11.8).

$ 719 Si0 < x <y obtenga las desigualdades:

Cre) <r@rer 1 (5 < VI
& 7.20 Demuestre que la funcion f =T"/T verifica:

flz4+1) = f(z) =1/z f(1-z) = f(z) =7cotmz




LECCIONES DE ANALISIS COMPLEJO. G. Vera 180

{ 7.21 Demuestre que la funcion f =T"/T verifica f'(z) + f'(z+3) = 4/'(22) y deduzca
de ello la formula de duplicacion de Legendre:

VaD(22) = 22711 (2)T (2 + 1/2)

([L7] ejerc. 11.9).

z 22

& 7.22 Demuestre que el producto f(z) = Z,[[l (1 + %) erp (—% + %> converge

uniformemente sobre compactos y define una funcion entera que verifica f(z)f(—2z)T(—2?) =
e9%?) donde g es una funcion entera que hay que determinar.

O 7.23 Sip:[0,4+00) — C es continua y |¢(t)| < Ae® para todo t > R > 0, demuestre
+o0o
que / e *o(t)dt define una funcién holomorfa en {z : Rez > c}. ([ ejerc. 5.51).
0

eft o eftz

O 7.24 Sea F:RxC — C deﬁnidaporF(t,z):f sit#0, F(t,z) =z—1 si

t = 0. Demuestre que F' es continua y que
+oo
/ F(t,z)dt =Logz si Rez >0
0

([L7] ejerc. 5.54).

& 7.25 Demuestre que para Re z > 0 se cumple

' 1,—t - —1)"
/Otz_e dt:Zn!((n—i)—z)

n=0

y que la serie define en C una funcion meromorfa que prolonga a la funcion definida por
la integral en {z : Rez > 0}. Obtenga asi el desarrollo de Mittag-Leffler de T:

+o00 0 _1\n
F(Z):Z tz—le_tdt—}—z()%, Zg{TLGZTLSO}

([L7] ejerc. 6.32).



Capitulo 8

Transformaciones conformes

En este capitulo se completa el estudio de las propiedades geométricas de las funcio-
nes holomorfas, o meromorfas, consideradas como transformaciones del plano complejo
ampliado (o esfera de Riemann). Después de extender la nocién de derivada al caso de
la funciones con dominio y con valores en el plano complejo ampliado se interpreta sobre
la esfera de Riemann la propiedad de conservacién de angulos orientados que tienen las
funciones con derivada no nula. Asi se extienden a este contexto mas general las nociones
de transformacion conforme e isomorfismo conforme con las que se plantean los proble-
mas centrales de la materia: Determinar cuando dos subconjuntos abiertos de C,, son
conformemente equivalentes, y caracterizar los que son conformemente equivalentes a un
abierto mas sencillo, como el disco unidad.

Dado un abierto €2 C C,, el problema de encontrar un isomorfismo conforme entre
) y un abierto mas sencillo G tiene gran trascendencia desde el punto de vista de las
aplicaciones: El isomorfismo conforme permite efectuar un cambio de variable con el que
cierto problema, planteado inicialmente en €2, se puede convertir en un problema similar,
planteado en G, de tratamiento mds sencillo. En el capitulo J veremos algtin ejemplo
concreto de este modo de proceder.

En los capitulos [[ y B ya se han considerado algunas transformaciones conformes que se
pueden establecer usando funciones elementales: En particular se han estudiado con detalle
las transformaciones de Mobius que proporcionan todos automorfismos conformes de Cg.
Uno de los resultados centrales de este capitulo es el teorema del médulo méaximo
con el que se demuestra el Lema de Schwarz B.2.§ que tiene consecuencias tan interesantes
como la caracterizacion, mediante subgrupos de transformaciones de Mdbius, de todos los
automorfismos conformes del disco D(0,1) y del semiplano (8:277; B-2.). Los resultados
sobre transformaciones conformes contintian en el siguiente capitulo donde culminan con
el célebre teorema de Riemann segun el cual todo abierto simplemente conexo 2 & C es
conformemente equivalente al disco D(0, 1).

8.1. Transformaciones en la esfera de Riemann

En esta seccion, se completan definiciones y resultados del capitulo fl. Alli, al considerar
las singularidades evitables en oo, se formuld la definicién de derivada en el punto oo,
(s6lo en el caso de funciones f : 2 — C con valores finitos): Se dice que f es derivable

181
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en 0o € ) C C, cuando la funcién auxiliar F'(z) := f(1/z), definida en un entorno de
0, es derivable en z = 0 (aqui se usa el convenio habitual 1/0 = 00). En este caso se
define f'(00) = F'(0). La definicién se extiende de forma natural al caso de funciones que
puedan tomar el valor oco:

Definicién 8.1.1 Dada una funcion f: Q) — C.,, donde Q2 C Cy, es abierto y a € )
i) Si f(a) € C, se dice que f es derivable en a cuando existe r > 0 tal que f(D(a,r)) C C
Y flpear es derivable en a.

ii) Si f(a) = o0, se dice que f es deriwable en a cuando la funcion 1/f es derivable en a
sequn la definicion i). En este caso se define f'(a) = (1/f) (a)

Conviene advertir que en la definiciéon anterior estd considerada la posibilidad a = oo.
En este caso, si f(oco) = 0o, la derivabilidad de f en oo significa que la funcién auxiliar
F(z)=1/f(1/z) es derivable en 0, siendo f’'(c0) = F'(0).

Obsérvese que si f es derivable en a € ) C C,, entonces f es continua en a: Es obvio
cuando a y f(a) son finitos, y en otro caso, cuando a = 0o 6 f(a) = oo, basta tener en
cuenta el caso anterior y que la transformaciéon z — 1/z es una isometria de Co..

Ejemplos 8.1.2

a) Si f = P/@ es una funcién racional donde P, ) son polinomios sin ceros comunes,
entonces f es derivable en cada a € C, (se supone definido f(a) = oo si Q(a) =0
y f(oo) =1m. — « f(2)).
Basta ver que si f(a) = oo entonces f es derivable en a: Si a € Z(Q) entonces
P(a) # 0 y es inmediato que 1/f = @Q/P es derivable en z = a; si f(oco) = o0
entonces grado(P) — grado(®)) > 1 y por lo tanto 1/f = @/P es derivable en oo
segtin se ha visto en f.3.14.

b) Si F; G son holomorfas en un abierto conexo 2 C C,, sin ceros comunes, entonces

f = F/G es derivable en todo a € Q) (se supone definido f(a) = oo si G(a) = 0).

Basta ver que f es derivable en a cuando f(a) = co: En el caso a # oo el resultado
es inmediato; en el caso a = oo € () basta considerar f(1/2) = F(1/2)/G(1/z) que
es derivable en a = 0 por lo que se acaba de ver en el caso anterior.

Lema 8.1.3 Sea f : Q) — C,, definida en un abierto 2 C C,. Son equivalentes:
a) f es derivable en cada a € €.

b) Para cada a € Q existe D(a,r) C Q tal que una de las dos funciones f, 1/f toma
valores finitos en D(a,r) y es derivable en sentido usual.

DEM: a) = b): Si se cumple a) entonces f es continua en Q. Dado a € €, si f(a) € C,
usando la continuidad de f en a se obtiene D(a,r) C € tal que f(D(a,r)) C C luego
f es derivable en cada z € D(a,r). Por otra parte, si f(a) = oo, razonando de forma
similar con 1/ f, se deduce que existe D(a,r) C Q tal que (1/f)(D(a,r)) C C. Se sigue de
esto 1/f es derivable en cada b € D(a,r): la afirmacion es obvia cuando f(b) = oo, y es

consecuencia de la derivabilidad de f en b cuando f(b) # oo, ya que f(b) # 0.
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b) = a): Sea a € Q. Si f(D(a,r)) C C, el resultado es trivial. Si (1/f)(D(a,r) C Cy
1/f € H(S2) entonces f(z) # 0 para todo z € D(a,r) y para ver que f es derivable en
cada b € D(a,r) basta considerar los casos 1/f(b) =0y 1/f(b) # 0. En el primer caso,
al ser f(b) = oo se obtiene que f es derivable en b en virtud de la definicién B.1.1, y en el
segundo caso aplicando las reglas para la derivabilidad (usual) de un cociente [ ]

Proposicién 8.1.4 Si Q) C C,, es un abierto conexo y f : Q2 — C no es la funcion
constante oo son equivalentes

a) [ es meromorfa;

b) [ es derivable en cada z € )

DEM: Véase [[[7] ejerc. 6.27 |

El principio de identidad y el teorema de la aplicaciéon abierta siguen valiendo para
funciones meromorfas:

Teorema 8.1.5 Si Q) C Co, es un abierto conexo, f € M(Q) y Z(f) NQ # 0. entonces
f es idénticamente nula.

DEM: Sea a € Z(f)' N Q. Por continuidad es f(a) = 0 luego a € 2\ P(f). Si a # o0
entonces G = Q\ (P(f)U{oo}) es un subconjunto abierto conexo de Cy f|g es holomorfa
con un cero no aislado en z = a. Como f|g es idénticamente nula f también lo es. Sia = oo
aplicando el razonamiento anterior a f(1/z) se concluye que f es idénticamente nula. m

Teorema 8.1.6 Si Q2 C C., es un abierto conexo y f € M(QQ) no es constante entonces
[ Q— Cy es una transformacion abierta. En particular, toda funcion racional no
constante f : Coo — C,, es abierta.

DEM: En virtud de f es derivable en cada a € € (segtn la definicién B.1.1)). Hay que
demostrar que para cada a €  existe un disco D(a,r) C Q tal que f(D(a,r)) es abierto
en Cy. En el caso a € Cy f(a) € C este hecho es consecuencia directa del teorema de la
aplicaciéon abierta [[.2.3. En otro caso, si a = 00 6 si f(a) = 0o, basta aplicar el resultado
anterior a la funcién auxiliar adecuada y tener en cuenta que la transformaciéon z — 1/z
es un homeomorfismo de C.. [

NOTA: En las condiciones de BI.6si a € Q y f(a) = oo el comportamiento local de f
en el punto a es similar al descrito en 2.3, siendo ahora m la multiplicidad de a como
polo de f. Para ver esto basta aplicar [.2.] a la funcién auxiliar adecuada que es 1/f(z)
cuando a # oo, y 1/f(1/2) cuando a = o0).

Corolario 8.1.7 5iQ C C., es abierto y f € M(Q) es inyectiva entonces f'(a) # 0 para
cada a € 2, G = f(Q) es abierto la inversa g = f~' : G — Q es meromorfa (holomorfa
si 0o & §2) y se cumple que ¢'(b) # 0 para todo b € G.
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DEM: Se deja como ejercicio. Basta razonar como en la demostracién del corolario .24
con las modificaciones pertinentes. [

Transformaciones conformes en la esfera. Después de haber extendido la nocién
de derivada al caso de funciones definidas en un abierto 2 C C,, con valores en C.
consideramos aqui el significado geométrico de la condicién f'(a) # 0. Cuando a = oo
6 f(a) = oo la interpretacion geométrica se logra a través de la transformacién inducida,
mediante la proyeccién estereografica, en la esfera de Riemann. El hecho de que las trans-
formaciones derivables en sentido generalizado con derivada no nula inducen en la esfera
de Riemann transformaciones que conservan angulos orientados es la principal motivacion
para la definicién B.1.] de funcién derivable en 0o (o en un punto a con f(a) = 00).

La nocién de angulo orientado de un par de vectores no nulos se puede dar en todo
espacio euclideo orientado de dimension 2, después de identificarlo con C mediante una
base ortonormal positiva. Si F es un espacio euclideo bidimensional orientado y # =
{e1, e} una base ortonormal positiva de E, podemos identificar F con C mediante la
aplicacién Ts(xe; + yea) = x + iy y definir el dngulo orientado de un par ordenado de
vectores no nulos (u,v) € E x E como el nimero Arg(73(v)/Tz(u)). Es facil comprobar
que esta definicion no depende de la base ortonormal positiva elegida en F.

Si E4, Ey son espacios euclideos orientados de dimension 2, dada una aplicaciéon f :
U — FE5 definida en un abierto U C Ej, se puede extender la nocién de conservacién de
dngulos orientados en un punto a € U (véase B.1.§). En este contexto se sigue cumpliendo
que una aplicacién lineal L : ' — F' conserva angulos orientados si y s6lo si es no singular
y el angulo orientado de cada par ordenado de vectores no nulos (wy, wy) de E coincide
con el de sus imédgenes (L(wy), L(ws)).

Después de esto, la nocién de aplicacién que conserva angulos orientados en un punto
se puede extender al caso de una aplicacion F' : U — S cuyo dominio U es un abierto de
la esfera de Riemann S. Dado un punto p € S sea £, el espacio vectorial tangente a S en
p dotado de la estructura euclidea inducida por la del espacio ambiente R? en el que se
considera inmerso, y orientado mediante el vector normal entrante, es decir, {uy, us} es
base positiva de E, cuando {uy,uq,n} es base positiva para la orientacién canénica de
R3, siendo n un vector normal entrante a .S en p.

Una aplicacién F' definida en un abierto U C S, (resp. U C C) con valores en S (6 en
C) se dice que conserva dngulos orientados en p € U cuando ocurre lo siguiente:

Si 1,72 : [0,1] — U son dos curvas derivables que surgen de p con vectores tangentes no
nulos v = 71(0), vo = 75(0) entonces sus imédgenes son caminos derivables que surgen de
q = F(p), con vectores tangentes no nulos

w1 = (Fom)'(0), wa=(Fo7)(0)

y el dngulo orientado del par (wy, ws) coincide con el dngulo orientado del par (vy,vy).

A la hora de interpretar, sobre la esfera de Riemann, el significado geométrico de
las transformaciones conformes conviene tener presente que la proyeccion estereografica
conserva angulos orientados segtn la anterior definicion:

Proposicién 8.1.8 Para cada p € S = {(x1,29,73) € R : 27 + a3 + 23 = 1} sea E,
el espacio tangente a S en p, dotado de la estructura euclidea inducida por la de R3,
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orientado mediante el vector normal entrante en p. Si ® : S — C es la la inversa de la
proyeccion estereografica
1 + 179
O(zy, 29, 203) = ——
( 1,42, 3) 1_1'3
yp#(0,0,1), entonces d®(p)|g, conserva angulos orientados.

DEM: Véase [[[7] ejerc. 2.37 n

Toda funcion meromorfa f en un abierto 2 C C,, induce una transformacion sobre
la esfera de Riemann S: Si U = ¥(§2) C S es el abierto que corresponde a 2 mediante la
proyeccion estereografica, la transformacion inducida en la esfera de Riemann S es

F=VofoU':U =8

Asi por ejemplo, la transformacion que h(z) = 1/z induce en la esfera viene dada por
H(xq,x9,23) = (21, —x2, —23) (un giro de amplitud 7, alrededor del eje Ox;).

Sia€Q, p=VY(a)yq= F(p),la condicién f'(a) # 0 tiene un significado geométrico
interesante: Si se orienta la esfera con el vector normal entrante y E, es el espacio tangente
en p con la orientacién inducida entonces dF(p) : E, — E, conserva angulos orientados.

Para justificar esta afirmaciéon basta tener en cuenta el resultado correspondiente pa-
ra las transformaciones holomorfas del plano con derivada no nula y el resultado que se
expone en B.1.8, teniendo en cuenta que la transformacién inducida en la esfera por 1/z
es un giro de amplitud 7 alrededor del eje Ox; (véase [[1] ejerc. 3.42).

Mediante la siguiente definicién, que completa la formulada en P.5.7, las nociones de
transformacién conforme y de isomorfismo conforme se extienden forma natural al caso
de aplicaciones f : 2 — C,, definidas en un abierto 2 C C.

Definicién 8.1.9 Una funcion [ : Q2 — C. se dice que es conforme en el abierto {2 C
Cwo st f es deriwable en cada z € Q2 con f'(z) # 0. Un isomorfismo conforme del abierto
Q1 C C4 sobre el abierto 2y C Cy es una aplicacion biyectiva f : 2y — o tal que [y
=1 son conformes.

OBSERVACION: En virtud de BI4, toda aplicacién conforme f : @ — C definida en
un abierto Q C C, es meromorfa. Ademds, cuando f es inyectiva, en virtud de B.1.7,
f(£2) € Cy es abierto y f establece un isomorfismo conforme entre €2 y su imagen f(€2).

Ejemplo 8.1.10 Dada una transformacion de Mébius T(z) = (az +b)/(cz + d), donde
ac—bd # 0, es facil comprobar que para cada z € C, se cumple T'(2) # 0, luego T es un
isomorfismo conforme de C.

DEM: Efectivamente,cuando ¢ # 0
T'(00) = (bec —ad)/c* # 0; T'(—d/c) = c*/(bc — ad) # 0

T'(z) = (ad — bc)/(cz+d)* #0 si z¢& {oo,—d/c}.
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(el caso ¢ = 0, que es mds breve, se deja al cuidado del lector). [

Recuérdese que una propiedad caracteristica de las transformaciones de Mobius es la
de transformar circunferencias en circunferencias (se consideran las rectas como circunfe-
rencias que pasan por o). Puesto que las transformaciones de Mobius son automorfismos
conformes de C, se sigue que deben transformar circunferencias ortogonales en circunfe-
rencias ortogonales. (Este resultado ya se obtuvo directamente considerando la transfor-
macién particular T'(z) = 1/z y usando la condicién de ortogonalidad de circunferencias
establecida en ejercicio [[5.7).

Después de la definicion se extienden al contexto de C, las definiciones y termi-
nologia introducidas después de B.5.8: Si Q, Qs C C son abiertos, I'(Qy, 22) designard el
conjunto de todos los isomorfismos conformes de €2; sobre €),.

Cuando I'(€4, €2s) no es vacio se dice que los abiertos €2y, s son conformemente equi-

valentes. Por definicién I'(€2y) = I'(€4, Q4).

El problema central de la representacién conforme es el de determinar, para una pareja
de abiertos Q1, Qs C C,, cuando se cumple que I'(21,€) # 0 es decir, cuando €y y Qy
son conformemente equivalentes. Un caso particularmente interesante es el que se presenta
cuando €2y = D(0, 1); uno de los objetivos centrales del capitulo [] serd el de caracterizar
los abiertos 2 C C que son conformemente equivalentes al disco unidad D(0, 1).

Obsérvese que para conseguir una descripcién explicita del conjunto de transforma-
ciones ['(€2y, {25) basta conocer uno de los dos grupos de transformaciones I'(€2;) o I'(€23)
y un elemento particular f € I'(€2, {22), ya que entonces

L(Q1, Q) ={fop:pel()} ={pof:pel()}

Obsérvese que, en virtud del ejemplo B.1.10, el grupo M de todas las transformaciones
de Mobius estd contenido en I'(C,,). Por otra parte, segin se tiene I'(Cy,) C M,
luego I'(C) = M, y asi queda caracterizado el grupo I'(C,). Nétese que, en virtud de
también podemos afirmar que I'(C) = {az+b: 0 # a € C,b € C}. En la siguien-
te seccidn se lograra, usando transformaciones de Mobius, una descripciéon explicita del
grupo I'(2) y de los conjuntos I'(€2y, €2s), cuando €2, €2y, 25 son abiertos sencillos, como el
disco D(0,1) o el semiplano {z : Imz > 0}.

8.2. El teorema del médulo maximo y sus consecuen-
cias

En esta seccion se considera una propiedad basica de las funciones holomorfas que
tiene interesantes aplicaciones a los problemas de representacién conforme.

Definicién 8.2.1 Una funcion f : Q0 — C continua en un abierto Q2 C C se dice que
tiene la propiedad de la media cuando cumple:

(M) f(a) = % /27r fla+re®)dt para cada D(a,r) C Q
0
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Proposicién 8.2.2 Toda funcion holomorfa f € H(Y) tiene la propiedad de la media.
También la tienen su parte real u = Re f y su parte imaginaria v = Im f.

DEM: Sea D(a,r) C Q,y C,.(t) = a+re™, t € [0,27]. Segtin la férmula integral de Cauchy

f(a) = L /() dz = L[ Mire“dt = L /27T fla+ret)dt
2m Jo

210 Jo, 2 —a 2mi J, ret

Es inmediato que si f tiene la propiedad de la media también la tienen su parte real y su
parte imaginaria. [

Si f es holomorfa, entonces |f| tienen la propiedad, més débil que la propiedad de la
media, que interviene en el siguiente lema.

Lema 8.2.3 Sea u: €2 — R una funcion continua en un abierto conexo {2 C C que tiene
la propiedad

2T

1 2 ]
(M’)  wu(a) < —/ u(a + re™)dt para cada D(a,r) C
0
St u alcanza en ) un mdzximo absoluto entonces u es constante.

DEM: Supongamos que u(a) > u(z) para todo z € Q. Por continuidad el conjunto no
vacio A = {z € Q : u(z) = u(a)} es cerrado en €2 para su topologia relativa. Como €2 es
conexo bastard demostrar que A también es abierto para deducir que A = € y con ello
que u es constante. Efectivamente, si b € Ay D(b,p) C Q, para cada 0 < r < p se puede
aplicar la propiedad (M’) con el disco D(b,r) y se obtiene

/ QW[u(b) —u(b+ ret)dt <0

Como u(b) = u(a) > u(z) para todo z € €, tenemos una funcién continua no negativa
he(t) = u(b) — u(b + re™) > 0 que cumple 0 < fo% h,(t)dt < 0. Si una funcién continua
no negativa h, tiene integral nula en el intervalo [0,27] debe ser idénticamente nula en
este intervalo, luego u(b) = u(b + re™) para todo t € [0,27]. Como esto se cumple para
cada r € (0, p) se tiene que u(z) = u(b) para cada z € D(b, p), luego D(b, p) C A y queda
demostrado que A es un subconjunto abierto de ). ]

Teorema 8.2.4 [Médulo méximo] Sea f € H(Q2) una funcion holomorfa en un abierto
conezo 2 C C. Si sumddulo | f| alcanza en Q@ un mdzimo relativo entonces [ es constante.

DEM: Por hipétesis existe D(a,r) C Q tal que |f(2)| < |f(a)| para todo z € D(a,r).
Como u = |f| cumple la propiedad (M’), aplicando el lema a la funcién u|p,r
se deduce que |f| es constante en el disco D(a,r). Utilizando las condiciones de Cauchy
Riemann es facil deducir que f también es constante en este disco (Véase el ejercicio P9,
resuelto en [[[7] ejerc. 3.25). Finalmente, invocando el principio de identidad se obtiene
que f es constante en el abierto conexo (2. [ ]
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NOTA: El teorema del médulo maximo también se puede obtener como corolario del teo-
rema de la aplicacién abierta: Basta observar que si | f| alcanza en a un maximo relativo
entonces f(£2) no es entorno de f(a) y por lo tanto f no es abierta. Sin embargo merece
la pena conocer la demostracion directa que hemos dado por dos razones: Por una parte,
el teorema del médulo maximo puede ser utilizado para dar una demostracion alternativa
del teorema de la aplicacién abierta ([[4]) Por otra parte, la propiedad de la media y el
lema B.2.3 son la clave para obtener el principio del méximo de las funciones arménicas
que se estudiaran mas adelante.

Corolario 8.2.5 Sea K C C compacto y f: K — C una funcion continua cuya restric-

cion a su interior ) :[o( es holomorfa. Entonces existe a € OK tal que
f(a)] = max{|f(z)] : z € K}

DEM: La funcién continua |f| alcanza un méximo en el compacto K, es decir existe
b € K tal que |f(b)| = méx{|f(z)] : z € K}. Como el resultado es trivial cuando b € K,
suponemos en lo que sigue que b € 0K, luego b € €.

Si 2 es la componente conexa de b en (2, aplicando el teorema a la restriccién
fla, se obtiene que f(z) = f(b) para cada z € . Por continuidad también se verifica
que f(z) = f(b) para cada z € €. Como el abierto €, es acotado, su frontera no es
vacia, y podemos elegir un punto a € 9Q, C Q, con f(a) = f(b). Para terminar la
demostracion basta ver que a € 0K. Efectivamente, en caso contrario seria a € ) y si
), es la componente conexa de a en ) se tendria a € Q, N Y, luego Q, = U (por ser
componentes conexas no separadas). Hemos llegado asi a una contradicciéon porque a € €2,

pero a ¢ . [ ]

El siguiente resultado es otra consecuencia notable del teorema del médulo maximo.
Entre otras consecuencias permite caracterizar los automorfismos conformes del disco
unidad D = D(0, 1) y del semiplano P = {z : Imz > 0}.

Lema 8.2.6 [Schwarz| Sea f € H(D(0,1)) tal que f(0) = 0 y |f(2)] < 1 para todo
z € D(0,1). Entonces |f(z)| < |z| para cada z € D(0,1) y | f'(0)] < 1.
Si |f(a)| = |a| para algin a # 0, 6 si |f'(0)] =1, existe a € R tal que f(z) = e™z.

DEM: La funcién h(z) = f(z)/z presenta una singularidad evitable en z = 0 (porque es
acotada). Después de eliminar la singularidad podemos suponer que h estd definida y es
holomorfa en D(0, 1). Més concretamente, si para |z] < 1 es

f(2)=az+a® + -+ a2+

entonces h(z) = a; + azz + -+ + a,2"" ' + - - siendo h(0) = a; = f/(0).
Para 0 < r < 1, cuando |z| = r se cumple |h(z)| < 1/r y aplicando la proposicién B2
se obtiene que para |z| < r se cumple |h(2)| < 1/r. Si para cada z € D(0,1) pasamos al
limite cuando r > |z| tienda hacia 1 obtenemos que |h(z)| < 1, es decir |f(z)] < |z|. En
particular, para z = 0 se obtiene que |f'(0)] = |h(0)] < 1.

Por otra parte, si |f(a)| = |a| para algin a # 0, o si |f/(0)] = 1, lo que ocurre es que
|h(a)] = 1 para algin a € D(0,1), es decir, |h| alcanza un maximo absoluto en z = a.
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Entonces, segtn el teorema B.2.4, existe u € C tal que h(z) = p para todo z € D(0, 1).
Como |h(a)| =1, debe ser |u| = 1. Queda demostrado que cuando se cumple alguna de las
condiciones mencionadas en el enunciado f es de la forma f(z) = €'“z para algiin a € R.
|

Proposicién 8.2.7 f: D(0,1) — D(0,1) es un isomorfismo conforme si y sélo si existen

a€ D(0,1), y o € R tales que
Z—a

J(z) =€ 1—az

DEM: Segun la proposicién [.4.§ basta demostrar que todo isomorfismo conforme f :
D(0,1) — D(0,1) es de la forma indicada en el enunciado. Si f(0) = 0, aplicando el
Lema de Schwarz a f y g = f~! se obtiene que |f(2)| < |z| v |g(w)| < |w]| para todo
z € D(0,1) y todow € D(0,1). Si en la segunda desigualdad sustituimos w = f(z) resulta
|z| < |f(2)], luego | f(z)| = |z| para todo z € D(0,1), y con la segunda parte del lema de
Schwarz se concluye que f es de la forma f(z) = €™z para algin o € R. Esto termina
la prueba en el caso a = f~1(0) = 0. Cuando a = f~!(0) # 0 podemos considerar el
isomorfismo conforme 7" : D(0,1) — D(0,1) definido por T'(2) = (2 — a)/(1 — az). Como
foT™':D(0,1) — D(0,1) es un isomorfismo conforme que cumple foT~1(0) = 0, por lo
demostrado en el caso previo foT !} (w) = e™®w para algtin a € R. Sustituyendo w = T'(z)
con z € D(0,1) se obtiene el resultado deseado. |

Proposicién 8.2.8 Sea P = {z : Imz > 0}. Entonces f : P — P es un isomorfismo
conforme si y solo si es de la forma

f(2)

_az—i—b
ez +4d

con a,b,c,d eR, ad—bc >0

DEM: Después de la proposicién [[.4.9 basta demostrar que todo isomorfismo conforme
f: P — P viene dado por una transformacion de Mobius. Mediante una transformacién
de Mobius S podemos conseguir un isomorfismo conforme del semiplano P en el disco
D(0,1). Entonces S o f oS~ es un automorfismo conforme del disco D(0,1) y segtn la
proposicién B:2.7 existe una transformaciéon de Mobius T tal que S o f o S7!(w) = T(w)
para todo w € D(0,1). Para cada z € P es w = S(z) € D(0, 1), y sustituyendo arriba se
obtiene que S(f(z)) = T(S(2)), luego f(z) = (S~ 0T o S)(z) se puede expresar mediante
una transformacion de Mobius. [ ]

El siguiente resultado, que se utilizara en la demostracion del teorema de Riemann,
también es una consecuencia sencilla del lema de Schwarz

Lema 8.2.9 Sea f € H(Q) tal que f(2) C D(0,1) y a € Q. La condicidon
0 < [f'(a)l = méx{|g'(a)| : g € H(Q?), g(2) C D(0,1)}
implica que f(a) = 0.

DEM: Véase [[7 ejerc. 9.26 n
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Proposicién 8.2.10 Si f : Q — D(0,1) es un isomorfismo conforme y a = f~(0) se
verifica

/(@) = max{[g'(a)] : g € H(Q), g(2) C D(0,1), g(a) =0}
= méx{lg'(a)] : g € H(Q), 9(?) € D(0,1)}
= max{|¢'(a)| : g € H(Q), g(Q) C D(0,1), g inyectiva }

DEM: Véase [[[7] ejerc. 9.23 n

El teorema de Riemann, que se verd el capitulo B, afirma que si 2 & C es un abierto
conexo y Cy \ © es conexo entonces existe un isomorfismo conforme f : Q — D(0,1).
La idea de su demostracién estd basada en la proposicién B.2.10: Primero se establece la
existencia de una funcién holomorfa inyectiva f € H(2) tal que

|/ (a)| = méx{|g'(a)| : g € H(Q), g(Q) C D(0,1), g inyectiva }

y luego se demuestra que f(Q2) = D(0,1).

8.3. Ejemplos notables

En los problemas concretos de representacion conforme frecuentemente hay que averi-
guar cuando una funcién, holomorfa o meromorfa es inyectiva en un abierto U contenido
en su dominio. Segun el corolario una condicién necesaria para ello es que su deri-
vada no se anule en U. Como la condicién no es suficiente, el problema se debe afrontar
directamente con cada funcién concreta. Una vez que se sabe que f|y es inyectiva se plan-
tea el problema de determinar explicitamente el abierto imagen V' = f(U) y una férmula
explicita para la inversa f~!:V — U. Para la solucién de este tipo de problemas suelen
resultar tutiles los métodos de representacion grafica de funciones complejas de variable
compleja descritos en la seccién R.4.

Estos métodos se ilustran en esta seccién con dos ejemplos de particular interés. Prime-
ro se realiza un estudio detallado de la transformaciéon de Joukowski y luego se aprovechan
los resultados obtenidos para describir la transformacion cos z.

8.3.1. La transformacion de Joukowski
Es la transformacion J : C,, — C,, definida por

1

J(=) =3 (z + %) siz g {0,00}, J(0) = J(c0) = 0

Se comprueba facilmente que J'(1) = J'(—=1) = 0y que J'(z) # 0si z € Cy, \ {—1,1}
(nétese que J'(0) = J'(00) = 2). Se sigue de esto que J|qo es conforme en cada abierto
QC Cyu\ {—1,1}. Por otra parte, la condicién J(a) = J(b), con a,b € C se escribe en la

forma 1
o (1-=) =0
(a >( ab)
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luego J(a) = J(b) con a # b si y sélo si ab # 1. En todo entorno de 1 y en todo entorno
de —1 existen puntos a # b con ab = 1, luego la condicién 2 C Cy \ {—1,1} es necesaria
para que J|q sea inyectiva (esta condicién también se puede obtener acudiendo al corolario
R.1.7). En la siguiente proposicién se obtiene una condicién mas fuerte que es necesaria y
suficiente para la inyectividad de J|q.

Proposicién 8.3.1 Dado un abierto Q C Cy, la condicion z € Q = 1/z € Q es
necesaria y suficiente para que J|q sea inyectiva. En este caso J establece un isomorfismo
conforme entre Q y su imagen J(€).

DEM: Véase [[[7] ejerc. 2.27 |

Es claro que los abiertos D = D(0,1) y P = {z : Imz > 0} cumplen la condicién de
la proposicion B-3.7], de modo que J establece isomorfismos conformes entre cada uno de
ellos y su imagen. En el ejercicio 2.26 de [[7] se calculan las imdgenes

J(D)=Co\{z€R:|z| <1}, J(P)=C\{zeR:|z]>1}

mediante una descripcion detallada de la transformacién J utilizando coordenadas polares
en el plano de la variable independiente z = re'. En el ejercicio 3.9 de [[[7] se obtienen
férmulas para las inversas de J|p v J|p

También se pueden calcular J(D) y J(P) utilizando la descomposicién J = T~ topoT
donde T'(z) = (z — 1)/(2 + 1), p(z) = 2%, que también permite hallar de otra forma
férmulas explicitas para las inversas de J|p y J|p (véase el ejercicio 2.28 en [[7]).

Mas generalmente, usando la descomposicion indicada anteriormente se puede probar
que J es conforme e inyectiva sobre la regién 2 exterior (resp. interior) a cualquier cir-
cunferencia que pase por los puntos +1, —1, siendo la imagen de esta regién un recinto
de la forma C., \ S donde S es un arco de circunferencia (en sentido amplio) de extremos
+1 y —1. Para las regiones D y P consideradas anteriormente el arco de circunferencia
Ses{reR:|z| <1}y {x €R:|z| > 1}, respectivamente. Véanse los ejercicios 2.27 y
2.29 de [, donde también se obtienen férmulas para la inversa de J|q.

El perfil de Joukowsky es la imagen, mediante la transformacién de Joukowsky de una
circunferencia que pasa por uno de los dos puntos +1, —1 y rodea al otro. En el ejercicio
3.37 de [[7] se indica un procedimiento para conseguir un isomorfismo conforme entre
C\ [-1,1] y el exterior del perfil de Joukowsky.

Resumimos los resultados mencionados hasta ahora, mediante una tabla que indica
los tipos de abiertos )y, {25 entre los que J establece isomorfismos conformes. En ella A
es un disco abierto del la forma D(ic,7) con 72 =1+ a? B =C, \ Ay S es un arco de
circunferencia de extremos +1, —1. En lo que sigue

U=C\{zeR:jz|>1}; V=C\{zeR:|z|<1}; V=VU{oco}

0 -5
A Co \ S
B Co \ S
D(0,1) (resp. D*(0,1) Voo (resp. V)
D(00,1) (resp. D*(o0,1) Vo (resp. V)
{z:]z] < 1,Imz > 0} {z:Imz > 0}
{z:Imz> 0} U
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8.3.2. La transformacion cosz

Como la funcién cos z se puede descomponer en la forma cos z = J(e?) donde J(z) =
(24+1/2)/2 es la transformacién de Joukowski, podemos utilizar el estudio ya realizado de
esta transformacion para completar el estudio de la funcién cos z iniciado en el capitulo .
Asi, para determinar la imagen de un abierto {2 C C mediante la funcién cos z puede ser
titil obtener primero la imagen € mediante la funcién ¢** y luego determinar la imagen
de € mediante la funcién de Joukowski. Asi se obtiene facilmente que cos(C) = C.

Empecemos considerando, para cada w € C, la estructura del conjunto arccosw for-
mado por las soluciones de la ecuacién cos z = w. Recordemos que la ecuaciéon J(z) = w
tiene dos soluciones zj, z» que verifican 2125 = 1 (las soluciones de la ecuacién de segun-
do grado 2% — 2wz + 1 = 0). Se sigue de esto que la ecuacién cosz = w tiene infinitas
soluciones que se obtienen dividiendo por i los logaritmos de z; = re'® y zo = 1/2;:

log z; = {logr + i(a+ 2nm) : n € Z}
logzo = {—logr —i(a+2nm) :n € Z} = —log z

luego arccosw = {+a, : n € Z} donde a, = (a+2nw)—ilogr. ([I7 ejerc. 3.20) Vemos
asi que arccosw es un conjunto numerable contenido en dos rectas paralelas simétricas
respecto al eje real; en cada recta los puntos de este conjunto se distribuyen igualmente
espaciados, a distancia 27, siendo los puntos de una recta opuestos a los de la otra (si
w € R, las dos rectas se confunden con el eje real).

a_1 Qo aq a9

’,'—271' —T 10 T 27 47

—aq —Qo —a_1q —Qa_9

Segun esto, dado z = x + iy € C el conjunto M (z) = {z' : cosz’ = cosz} es de la forma
M(z) ={x(x +2nm +iy) : n € Z}

luego una condicién necesaria y suficiente para que la funcién cos z sea inyectiva sobre
2 es que se cumpla la condicién z € Q = M(z) NQ = {z} (més fuerte que la condicién
necesaria de inyectividad segun la cual {2 no puede contener ceros de la derivada sen z).

Es inmediato que los abiertos

A={2:0<Rez<w}; B={z:0<Rez<2mImz>0};
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cumplen la condicién suficiente de inyectividad que acabamos de obtener, luego cos z
establece isomorfismos conformes entre cada uno de ellos y su imagen. Las imagenes
cos(A), cos(B) se pueden calcular facilmente usando los resultados conocidos para la trans-
formacién de Joukowski ya que cos z = J(e'?) (véase el ejercicio 3.21 de [[[7)):

La funcién e transforma A en P={z:Imz >0}, y Ben G = D(0,1) \ [0, 1), luego

cos(A) =J(P)=C\{z eR:|z| > 1}
cos(B) =J(G) =C\{zeR:2z> -1}

Andlogamente, as imdgenes de AT = {2z € A:Imz >0}y A~ ={z€ A:Imz < 0}
mediante € son {z € P: |z| <1} y {z € P : |z| > 1}, respectivamente, luego

cos(AT)=J{z e P:|z] <1})={z:Imz < 0}
cos(A7)=J{z € P:|z] >1})={z:Imz > 0}

Utilizando la descomposicién cos z = J(€'*) es facil completar los resultados anunciados
al final de P.7.9 calculando férmulas explicitas para las inversas de cos z|4 y cos |p (véase
el ejercicio 3.22 de [[LT]).

Las imégenes cos(A), cos(B), cos(A™), cos(A™) también se pueden calcular con la técni-
ca habitual, mediante una descripcién detallada de la transformaciéon w = cos z, usando
coordenadas cartesianas en el plano de la variable independiente z = x + iy. Para ilustrar
la técnica, realizamos la descripcion similar a la que fue realizada para la transformacion
de Joukowski. Si w = u + iv, la transformacion w = cos z se escribe en la forma

u=cosrchy, v=—senzshy.

El esquema de la transformacion es el siguiente: Para cada a € R la imagen de la recta
z=a+1it,t € R es la curva H, de ecuaciones paramétricas

u(t) = cosacht, v(t)= —senasht, teR.
Eliminando el parametro a se observa que H, es una de las ramas de la hipérbola

u? v?

cos2a sen?a !
con focos en +1. Atendiendo al signo de cosa y sena se aprecia que cuando 0 < a < 7
estd fijo y t crece desde —oo hasta +o0o, el punto (u(t),v(t)) describe la rama de la
hipérbola en el sentido en que decrece v, de tal modo que la parte que queda en el semiplano
Imwv > 0 (resp. Imv < 0) corresponde a los valores ¢ < 0 (resp. t > 0). Obsérvese que la
rama de hipérbola Hy/, degenera en el eje imaginario, y que las ramas de hipérbola Hy
y H, degeneran en las semirrectas {u € R : u > 1} y {u € R : u < —1} recorridas dos
veces en el sentido (+o0 — 1 — 4+ 00),y (—o0 — —1 — — 00), respectivamente.
Cuando a recorre (0,7) las ramas de hipérbola H, van cubriendo, de derecha a iz-
quierda, el abierto U = C \ {z € R : |z| > 1} segun el esquema de la figura
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IR A
0123 456

Precisamente, a través de H, se realiza la transicion entre el comportamiento para a €
(0,7) y el comportamiento para a € (m,27) que es simétrico al anterior: Ahora, cuando
a crece desde 7 hasta 27 las ramas de hipérbola H, van cubriendo el mismo abierto que
antes, de izquierda a derecha y con las ramas de las hipérbolas recorridas en el sentido en
que crece v. Es decir, para a € (m,27) aparecen las mismas ramas de hipérbola que las
que aparecian para a € (0,7), pero recorridas en sentido contrario. Para a € (27,3m) la
situacién es exactamente la misma que para a € (0, 7), y asi sucesivamente...
Con el esquema de las hipérbolas se vuelve a obtener que

cos(A) =C\{z eR: |z| > 1}

La justificacion completa de este hecho requiere comprobar que por cada punto w =
u+iv € U pasa una de las ramas de hipérbola H,, con a € (0,7), es decir, que el sistema
de ecuaciones u = cosacht, v = —senasht, tiene una solucién (a,t) con 0 < a < .
(Efectivamente, si v = 0 debe ser u € (—1,1) luego existe a € (0,7) tal que cosa = 0; si
v # 0, en virtud del teorema de Bolzano existe s > 0 tal que u?/(1+s) +v?/s = 1 y para
este valor de s existe ¢ € R tal que sh(t) = —signo(v)y/s, luego u?/ch®t +v?/sh®t = 1.
Como v/sht > 0 es claro que existe a € (0.7) tal que cosa = u/cht, sena = —v/sht).

Si ahora consideramos, para b € R fijo, la imagen de la recta z =t + b, con t € R se
obtiene la curva FEj, de ecuaciones paramétricas

u(t) =chbcost, wv(t)=—shbsent, teR.

Esta curva recorre infinitas veces la elipse

u? v?

s s

de semiejes ch?b, sh®b y focos £1. Debido a la periodicidad basta considerar los valores
t € [0, 27] para los que la elipse se recorre una sola vez, con el sentido del reloj para b > 0
y en el opuesto para b < 0. Cuando b crece hacia oo la longitud de los semiejes crece
hacia 400, y para b = 0 la elipse degenera en el segmento [—1, 1] recorrido dos veces en
el sentido 1 — — 1 — 1. Obsérvese que a través de la elipse degenerada Fj se realiza la
transicion entre las orientaciones opuestas con que son recorridas las elipses, para b < 0y
para b > 0.
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Claramente, esta familia de elipses tiene que ser ortogonal a la familia de hipérbolas
consideradas anteriormente. Si el intervalo de variacién del parametro ¢ lo reducimos al
intervalo [0, 7] las curvas que se obtienen son semi elipses S, recorridas de izquierda a
derecha, con origen en el semieje real positivo y extremo en el semieje real negativo. Para
b < 0 (resp. b > 0) la semi elipse estd situada en el semiplano Im z > 0 (resp. Imz < 0) y
para b = 0 degenera en el segmento [—1, 1] recorrido en sentido decreciente.

Con el esquema de las semi elipses volvemos a observar que cos z establece una biyec-
cibtnde A={zx+iy:0 <z <7} sobre C\{z € R:|z|] > 1} ya que por cada punto
w = u+ 1w € U pasa una y sélo una de las semi elipses Sy, con b € R.

Andlogamente se obtiene que la imagen de B = {z : 0 < Rez < 2r,Imz > 0}
mediante la transformacién cosz es el abierto W = C\ {x € R : z > —1}, luego cosz
establece un isomorfismo conforme entre B y W. En la figura se muestra un esquema de
la transformacion entre estos dos abiertos.

COS 2

J
i
abcdef8hijklm h
I il
g
f
‘ d

Es interesante observar como se corresponden las fronteras en estos isomorfismos confor-
mes: Cuando z recorre la frontera de A" = {x + iy : 0 < z < m,y > 0}, en el sentido
oo — 0 — m — 00, suimagen w = cos z recorre el eje real, que es la frontera de la imagen
{v:Imv < 0} en el sentido +00 — +1 — —1 — — oo duplicando los dngulos cuando
z pasa por los puntos 0, 7 donde se anula la derivada de cos z. Andlogamente, cuando z
recorre la frontera de B en el sentido oo — 0 — m — 27 — o0 la imagen w recorre dos
veces la frontera de W en el sentido +oo — 1 — —1 — 1 — 4 o0, con duplicaciéon de
angulos cuando z pasa por los puntos 0, 7, 27.

[a—

—

o B

Como resumen de los resultados anteriores, conviene dejar anotado que con la funcién
cos z se consiguen isomorfismos conformes entre los siguientes tipos de abiertos €2y, €2:
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Ql BN QQ
{z:0<Rez <7} C\{r eR: |z >1}
{z:a<Rez <} (B—a <) | Regién comprendida entre dos
ramas de dos hipérbolas con fo-
cos en +1,—1
{z:0<Rez<mImz >0} {z:Imz < 0}
{z:0<Rez<2m,Imz >0} |C\{zeRjz>-1}
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8.4. Ejercicios

& 8.1 Obtenga un isomorfismo conforme del abierto {x + iy : |x| < w/4} sobre el cua-
drante {x + iy :x > 0,y > 0}.

O 8.2 Obtenga un isomorfismo conforme entre {z : Imz > 1,|z — 3i| > 1} y una corona
circular que se debe determinar.

& 8.3 Obtenga un isomorfismo conforme entre el abierto
Q={r+iy:z>a,2*—y*>ad’}

2

y el disco {w : |w| < 1}, de modo que el foco de la hipérbola * — y* = a* corresponda a

w =0y el vértice a w = —1 ([[]] ejerc. 2.24).

& 8.4 Obtenga un isomorfismo conforme entre Q = {x + iy : y* > 2px}, (p > 0), y el
disco {w : |lw| < 1} de modo que los puntos z =0 y z = —p/2 se transformen en w =1y
w = 0 respectivamente ([I]] ejerc. 2.25).

& 8.5 Obtenga isomorfismos conformes entre cada uno de los abiertos
O ={z:]z] <1,Rez > 0}, D ={z:]z| <1,Rez > 0,Imz > 0}
y el disco D(0,1) (4] ejerc. 3.31)
& 8.6 Obtenga isomorfismos conformes entre cada uno de los abiertos
D ={z:]z] <1,)2z =1 >1}, Qo={z:]z—1]>1,]z—2| <2,Imz > 0};

y el disco D(0,1) (JI7] ejerc. 3.32).
& 8.7 En cada caso obtenga un isomorfismo de €2 sobre G:

a) Q={z:|Imz| <n/2}, G=D(0,1).

b) Q={z:|Imz| <n/4}, G={z:]z| < 1,Imz > 0}.
([T ejerc. 3.33)

& 8.8 Demuestre que Q@ = {z : Rez > 0,|z — 5| > 3} es conformemente equivalente a
una corona circular. Obtenga un isomorfismo conforme entre QN {z : Imz > 0} y un
rectangulo abierto. ([I']] ejerc. 3.34)

& 8.9 Obtenga un isomorfismo conforme f del disco D(0,1) sobre el abierto
[2:] =1 < V3 |5+ 1] < V2}

tal que f(z) € R si x € R. Calcule su desarrollo en serie de potencias en D(0,1).
([T ejerc. 3.35).
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O 8.10 Sea E ={z:|z| = 1,Imz < 0}. Obtenga un isomorfismo conforme de Q = C\ E,
sobre {z : |z| > 1} ([[4] ejerc. 3.36).

& 8.11 Obtenga un isomorfismo conforme entre el exterior de la elipse

{z+iy: (z/a)” + (/b)* > 1}
y el disco unidad peforado {w : 0 < Jw| < 1}.

& 8.12 Si una sucesion (f,) en H(S2) converge uniformemente sobre cada circunferencia
en ) demuestre que converge uniformemente sobre compactos.

O 8.13 Sea f € H(Q) y D(a,r) C Q. Se sabe que f(a) =1y |f(z)] > 2 cuando |z—a| = r.
Demuestre que [ se anula en algin punto de D(a,r) ([L3] ejerc. 9.2).

& 8.14 Se supone que f € H(2) no es constante en el abierto conezxo Q2 y que D(a,r) C Q.
Si |f| es constante sobre {z : |z — a| = r} demuestre que f se debe anular en algin punto

de D(a,r) (7] ejerc. 9.3).

O 8.15 Sea f € H(Q) no constante en un abierto conexo Q. Si K = {z € Q: |f(2)] <1}
es compacto no vacio demuestre que f se anula en algin punto ([L4] ejerc. 9.4).

& 8.16 Sea p un polinomio complejo no constante y € > 0. Demuestre que cada compo-
nente conexa de {z : |p(z)| < €} contiene un cero de p ([L1] ejerc. 9.5).

& 8.17 Sea Q un abierto conexo tal que D(0,7) C Q y f € H(Y) una funcion que verifica
|f(2)| = h(|z]) para todo z € D(0,r) C Q

donde la funcion h : (0,7) — R no es constante. Demuestre que f es de la forma f(z) =
puz™, con p € CymeN ([ ejerc. 9.6).

& 8.18 Demuestre que para cada f € H(D(0,1)) existe una sucesion z, € D(0,1) con
limy, oo |2n] = 1 tal que la sucesion f(z,) es acotada ([I}] ejerc. 9.7).

& 8.19 Sean f, g funciones holomorfas en un abierto conexo que contiene al disco D(0,1).
Se supone que f y g no se anulan en D(0,1), que |f(2)| = |g(2)| cuando |z| = 1, y que
f(0) > 0,9(0) > 0. Demuestre que f = g.

& 8.20 Si f es holomorfa en D(0,1) y lim | f(2)| = 1 demuestre que o bien f es costante,

|2|—1

o bien f es de la forma

donde |\ =1, y a1, as, ...a, € D(0,1).
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O 8.21 Si f € H(C) no es constante demuestre que M(r) = max{|f(z)| : |z| = r},
definida para r > 0, es estrictamente creciente continua con lim,_, M(r) = 400.

([ ejerc. 9.8).

O 8.22 Sea f € H(C) tal que f(0) = f'(0) =0, y |Re f(2)| < |z| para todo z € C. De-
muestre que | f(2)/2% < |f(z) —2r|/r? si |z| <7 y deduzca de ello que f es idénticamente

nula ([LA] ejerc. 9.10).

O 8.23 Determine los abiertos conexos 2 O {z : |z| < 1} en los que hay definida una
funcion holomorfa f € H(S) verificando las tres condiciones siguientes:

a) |f(2)] =1 si|z[=1.

b) Los tnicos ceros de f son a = 1/2 (simple) y b= (1+1i)/4 (doble).

c) £(0) = ab?.
Demuestre que, en ese caso, la funcion f es dnica ([T} ejerc. 9.11).
& 8.24 ;Existe una funcién holomorfa f: D(0,1) — D(0,1) que verifique f(1/2) = 3/4
y f/(1/2) = 2/3%

¢Eziste una funcion holomorfa f : D(0,1) — D(0,1) que verifique f(0) = 1/2 y
f(0)=3/4%.
& 8.25 Sia es un punto fijo de f, donde f es un automorfismo conforme del semiplano

{#z : Re(z) > 0}, demuestre que |f'(a)| = 1.

O 8.26 Sea f € H(QY) donde Q2 D D(0,1) es abierto conexo. Demuestre que si se cumplen
las siguientes condiciones

o) [f(2)] < 1siz] =1;
ii) Ezisten a,b € D(0,1), a # b, tales que f(a) =a y f(b) =b;
entonces [ es la identidad ([I1] ejerc. 9.13).

& 8.27 Sea f € H(D(0,R)) tal que |f(2)] < M para todo z € D(0,R). Sia € D(0,R) y
b= f(a) demuestre que

M(f(z) = b)

M2 b7 (2) para todo z € D(0, R)

R? —az

< [Ae=a

En el caso M = R =1 obtenga que para todo z € D(0,1) se cumple

()] |
= [f(F = 1=

([T ejerc. 9.15).
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O 8.28 Sean f,g € H(D(0,1)) tales que f(0) = g(0). Se supone que g es inyectiva y que
f(D(0,1)) C g(D(0,1)). Demuestre que f(D(0,7)) C g(D(0,r)) para todo 0 < r < 1.
([ ejerc. 9.18).

$ 8.29 Sea f € H(D(0,R) tal que f(0) = f/(0) =--- = f™(0) =0. Si0<r < R, se
define M(r) = max{|f(z)| : |z| = r}. Demuestre que para |z| < r < R se cumple

z n+1

() < M) |2

r

& 8.30 Sea f: D(0,1) — Q un isomorfismo conforme. Demuestre que si ) es convero
entonces también lo es Q. = f(D(0,7)) para cada r € (0,1) (Teorema de Study)

([L7] ejerc. 9.21).

& 8.31 Para los abiertos Q = {z: |Imz| < w/2}, P ={z:Rez > 0} demuestre que los
siguientes supremos son accesibles y calcule sus valores:

i) a=sup{[f'(0)| : f € H(Q), f(Q) C P, f(0) =1}
i) 8 =sup{|f'(0)] : f € H(Q), f(2) € D(0,1)}
([L7] ejerc. 9.22).

O 8.32 Sea U un abierto conformemente equivalente a D(0,1) ybe U. Si f : Q2 — U es
un isomorfismo conforme y a = f~1(b), demuestre que

/()| = méx{|g'(a)] : g € H(?), g() C U, g(a) = b}
([L7] ejerc. 9.24).

& 8.33 Sea f € H(D(0,1)) tal que f(D(0,1) C D(0,1) y a € D(0,1). Demuestre que la
condicion

|f'(a)] = méx{|g'(a)| : g € H(D(0,1)), g(D(0,1)) C D(0,1)}
implica que f es un automorfismo conforme del disco D(0,1) ([} ejerc. 9.27).

& 8.34 Calcule
sup{|f'(a)| : f € H(Q), f(©?) C D(0,1)}

donde Q ={z+iy:x > 0,|y| <z} ya € Q es real positivo.



Capitulo 9

Teorema de Riemann

El objetivo de este capitulo es demostrar el célebre teorema de Riemann segun el
cual todo abierto conexo € ¢ C con complemento Cy \ §2 conexo es conformemente
equivalente (y en particular homeomorfo) al disco D(0, 1). Entre las diversas aplicaciones
de este teorema la mas directa, relacionada con la topologia, es la caracterizacion de los
abiertos simplemente conexos (teorema P.3.4) del plano complejo, que completa la de los
abiertos holomorficamente conexos obtenida en el teorema [(.2.4.

La demostracion que se ofrece en este capitulo se apoya varios resultados relaciona-
dos con la convergencia uniforme sobre compactos de sucesiones de funciones holomorfas.
Especialmente se apoya en un teorema de Montel que caracteriza los subconjuntos rela-
tivamente compactos de (H(2), 7x) (las familias normales de funciones holomorfas en la
terminologia clasica).

9.1. Familias normales de funciones holomorfas

Dado un abierto  C C en lo que sigue H(S2) C C(£2,C) se considera siempre dotado
con la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos, es decir, la inducida por
la topologia 7 de C(2, C) que seguimos denotando igual. (Véase el apéndice P.4).

Esta topologia es metrizable mediante la restriccién a H(€2) de la distancia p asociada
a una sucesién fundamental de compactos (K,) en el abierto (2

p(1,9) = 27"pu(f,9), con pu(f,g) =1 Amax{|f(2z) —g(2] : = € K.}
n=1

El siguiente resultado es una reformulacién del teorema de Weierstrass (B.3.13)

Proposicién 9.1.1 H(Q2) es un subconjunto Tx-cerrado de C(£2,C) y el operador de de-
rivacion D : (H(Q), 7x) — (H(),7x), D(f) = f' es continuo.

DEM: Si f € H(2), existe una sucesién f, € H(2) tal que lim, p(f,, f) = 0. Como f,
converge hacia f uniformemente sobre compactos el teorema de Weierstrass asegura que
f € H(Q2) y por lo tanto H(2) es cerrado en (C(£2,C), 7x).

Este teorema también afirma que si f,, € H({2) converge hacia f € H(Q2) uniformemen-
te sobre compactos entonces f; converge hacia f’ uniformemente sobre compactos. Esto

201
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significa p(f,, f) — 0 = p(D(fn), D(f)) — 0,y usando la caracterizacion de la continui-
dad por sucesiones (vélida en espacios métricos) se obtiene que el operador de derivacién
es continuo para la topologia 7. [ ]

Como el espacio métrico (C(£2, C), p) es completo (proposicién f.4.3) y H(2) es un sub-
conjunto p-cerrado de este espacio, se sigue que (H(€2), p) también es un espacio métrico
completo.

Definicién 9.1.2 Una familia F C H(QY) se dice que es normal cuando de cada sucesion
fn € F se puede extraer una subsucesion que converge uniformemente sobre compactos.
(es decir, F es un subconjunto relativamente compacto de (H(2), Tk )

Con el fin de caracterizar las familias normales, en lo que sigue, para f € H({2) y
K C Q compacto, se introduce la notacién || f||,, = max{|f(z)| : z € K}.

Definicién 9.1.3 Una familia F C H(2) se dice que es acotada cuando para cada com-
pacto K C Q2 se cumple sup{||f|l; : f € F} < +o0.

Segun la definicién anterior la familia F es acotada cuando para cada compacto K C §2
existe una constante C'x > 0 tal que para cada f € Fy cada z € K se cumple |f(z)| < Ck.

Proposicién 9.1.4 Para una familia F C H(S2) son equivalentes:
a) F es acotada.
b) Para cada Ti-entorno de 0, V. C H(S2) existe t > 0 tal que F C tV.
¢) Para cada a € Q) existe D(a,r) C Q con sup{|f(z)|: f € F,z € D(a,r)} < +oc.

DEM: a = b): Cada Tg-entorno de 0, V' C H(f2), contiene un 7x-entorno de 0 de la
forma V(0, K,¢) = {f € H(Q) : || fll; < €}, donde K C €2 es compacto. Si se cumple a)
es finito el supremo m = sup{||f||x : f € F} y tomando ¢ > m/e es claro que se cumple
FCtv(0,K,e) C tV.

b) = ¢): Dado a € Q sea r > 0 tal que K = D(a,r) C €. Segtn b) existe ¢t > 0 tal que
F CtV(0,K,1) luego sup{|f(2): f € F,z € D(a,r)} <t < +oo.

¢) = a): Cada compacto K C {2 se recubre con una cantidad finita de discos D(a;,;),
1 < j < m, que cumplen c). Sea C; = sup{|f(2)| : f € F,z € D(aj,r;)}. Tomando
C =max{C; : 1 < j <m} es claro que se cumple ||f|| < C para cada f € F. u

Teorema 9.1.5 [Montel] Una familia F C H(SY) es normal si y solo si es acotada. Por
lo tanto F C H(Y) es Tk -compacta si y solo si es Ti-cerrada y acotada

DEM: Supongamos que F C H(f2) es acotada. Con el teorema de Ascoli P.4.9 demostra-
remos que F es un subconjunto relativamente compacto de (C(2, C), 7 ), es decir, FK
es un conjunto compacto en (C(£2,C), 7x). Como H(£2) es un subconjunto 7x-cerrado de
(C(Q,C), k) se tendra FE H(S2) y por lo tanto FE serd compacto en (H(Q2), 7x),
lo que significa que la familia F es normal. Para aplicar el teorema de Ascoli hay que
comprobar
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i) F C C(£2,C) es equicontinua.

ii) Para cada z € Q el conjunto F(z) = {f(z) : f € F} es acotado en C.

i) Dado a € Q elegimos > 0 de modo que K = D(a,r) C Q2. Como F se supone acotada,
es finito el supremo sup{||f|;: f € F} = M < +00. Si |z — a| < r/2, usando la férmula
integral de Cauchy, con la circunferencia C(t) = a + re®, t € [0, 27| se obtiene

f(Z)—f(a)zi./C(f(w) B ﬂw))clw:i./c fw)—a)

2mi w—z w-—a 211 Jo (w — 2)(w — a)

Siw € Imagen(C) y f € F se cumple |w — z| > /2y |f(w)] < M luego

fw)(e—a) | Mz—a] _2M
(w—2)(w—a) (r/2r 12
Se obtiene asi la desigualdad
1 2M 2M
1f(2) = f(a)] < 527””7\2 —al = T\Z —a

Esta desigualdad es valida para cada z € D(a,r/2) y cada f € F y esto implica que la

familia F es equicontinua en a.

ii) Basta aplicar la condicién de que F es acotada usando el compacto K = {z}.
Reciprocamente, supongamos que F es normal. Es facil comprobar la desigualdad

e = N9l ] < IIf —gllx con la que se obtiene que la aplicacién f — || f|| es k-

continua en H(Q2). Como FE e Ti- compacto su imagen es un conjunto acotado de C.
Se obtiene asi que el conjunto {||f||, : f € F} es acotado para cada compacto K C ). m

La siguiente observacién puede ser util a la hora de ver que una familia concreta
F C H(S) es normal: Sea 2 = U;e;Q; donde cada €2; C C es abierto. En virtud del
teorema de Montel y de la proposicion P.1.4, si F C H(Q2) es una familia tal que cada
Flq, es acotada ( <> normal) en H(£2;), entonces F es normal en H(£2).

NOTA; Después del teorema de Montel se puede afirmar que la topologia 75 de H(Q2) no es
normable, es decir, no se puede definir una norma en este espacio cuya topologia asociada
sea Tx: Si hubiese una norma || || con esta propiedad, en virtud de la proposicion
los conjuntos acotados para la norma serian acotados segun la definicién P.173, luego la
bola {f € H(Q) : || f]| < 1} seria compacta, lo que es imposible porque H(£2) no es de
dimensién finita.

Combinando el teorema de Montel con el principio de identidad se obtiene el siguiente
resultado que suele resultar muy 1til para demostrar que una sucesién de funciones ho-
lomorfas converge uniformemente sobre compactos. Su demostracion utiliza un conocido
resultado de la topologia de los espacios metrizables que afirma que una sucesién conte-
nida en un compacto es convergente si y solo si tiene un tnico punto de aglomeracién (lo
que significa que todas las subsucesiones convergentes tienen el mismo limite)
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Teorema 9.1.6 [Vitali] Sea Q@ C C un abierto conezxo y f, € H(2) una sucesion acotada
que converge puntualmente en un conjunto M C Q con M'NQ # (). Entonces f, converge

uniformemente sobre compactos. Su limite f € H(S) queda determinado por la condicion
lim,, f,(2) = f(2) para todo z € M.

DEM: En virtud del teorema de Montel F = { f,, : n € N} es un subconjunto compacto del
espacio metrizable (H(2), 7k ). Por lo tanto basta demostrar que todas las subsucesiones
Ti- convergentes de f, tienen el mismo limite. Sean (f,, )xen ¥ (fm,)jen dos subsucesiones
que convergen uniformemente sobre compactos hacia g; y g, respectivamente. Segin la
hipétesis, para cada z € M la sucesién f,(z) es convergente y por lo tanto

lim fy, (2) = lim fu(2) = lim fu, (2)

luego ¢g1(z) = go2(2) para cada z € M. Como €) es conexo y ¢i,92 € H(2), en virtud
del principio de identidad g; = ¢o. Queda demostrado asi que la sucesion f, converge
uniformemente sobre compactos hacia una funcién g € H(2). Ademsés, el principio de
identidad permite identificar el limite: Si f € H(2) cumple que f(z) = lim, f,(z) para
todo z € €) entonces f = g. |

OBSERVACION: Si en el teorema anterior se supone que la sucesién f, converge puntual-
mente en todo €2 se puede eliminar la hipétesis de conexién ya que las hipdtesis del teorema
se cumplen en cada componente conexa de §2).

Ejemplo 9.1.7 La sucesion f,(z) = (1+2z/n)" converge uniformemente sobre compactos
hacia €

DEM: Cuando z = z € R es bien conocido que lim,, f,(z) = e”. La sucesion es acotada
pues dado un compacto K C C, si R = méx{|z|: z € K}, para todon € Ny todo z € K

se cumple
n R n
|fn(z)|§(1+|i|) S(l—l——) < el
n n

Aplicando el teorema de Vitali con M = R se obtiene el resultado. ]

Una pregunta natural relacionada con la convergencia uniforme sobre compactos es
la siguiente: Si f, € H(Q2) converge uniformemente sobre compactos hacia f € H(Q2)
. Qué propiedades de las funciones f, se transmiten al limite?. Los corolarios P.I1.9 y
del siguiente teorema proporcionan respuestas cuando la propiedad considerada en
las funciones f,, es la inyectividad o la ausencia de ceros.

Teorema 9.1.8 [Hurwitz] Sea f, € H(Q) una sucesion que converge uniformemente
sobre compactos hacia f € H(S) y sea D(a,r) un disco cerrado tal que f(z) # 0 cuando
|z —a| = r. Entonces existe m € N tal que para todo n > m las funciones f y f, tienen
el mismo nimero de ceros en D(a,r) (contados repetidos segin sus multiplicidades)

DEM: En algin punto b del compacto C,. = {z : |z — a] = r} se alcanza el minimo
w=min{|f(z)] : z € C,} luego, segin la hipétesis, u = |f(b)| > 0.

Por la convergencia uniforme sobre C,. existe m € N tal que paran > m y todo z € C,
se cumple |f,(2) — f(2)] < u/2, luego | f.(2) — f(2)| < |f(2)|. Entonces, segin el teorema
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de Rouché (p.4.4) para n > m las funciones f y f, tienen el mismo ndmero de ceros en el
disco D(a,r). u

Corolario 9.1.9 Sea Q C C un abierto conexo y f, € H()) una sucesion de funciones
sin ceros que converge uniformemente sobre compactos hacia f € H(Q2). Entonces, o bien
f es idénticamente nula, o bien f no tiene ceros.

DEM: Basta demostrar que si f no es idénticamente nula entonces no tiene ceros. Esto lo
haremos por reduccién al absurdo suponiendo que f(a) = 0 para algin a € ). Observemos
en primer lugar que al ser € conexo los ceros de f (si los hay) son aislados. Por lo tanto
debe existir D(a,r) C Q tal que f(z) #0510 < |z —a|] < r. Con el teorema de Hurwitz
se llega a que, desde un valor de n en adelante, todas las funciones f,, tienen algin cero
en D(a,r). Con esta contradiccion queda demostrado que f no tiene ceros. [

Corolario 9.1.10 Sea Q C C un abierto conexo y f, € H(Q) una sucesion de funciones
inyectivas que converge uniformemente sobre compactos hacia f € H(S). Entonces, o
bien f es inyectiva, o bien f es constante.

DEM: Veamos que si f no es inyectiva entonces es constante. Supongamos que existen
a,b€ Qa#bcon f(a) = f(b). El abierto Q, = Q\ {a} sigue siendo conexo y la funcién
f — f(a), tiene un cero en b € Q,. La sucesion f,, — f,(a) converge uniformemente sobre
compactos hacia f — f(a) y estd formada por funciones que no se anulan en €,. Segin el
corolario P.1.9 la funcién f — f(a) es idénticamente nula, y por lo tanto f es constante. m

El siguiente resultado es ttil para obtener que una familia concreta es normal.
Proposicién 9.1.11 Sea Q2 C C un abierto conexo. Si F C H(QQ) verifica
i) Eziste a € Q tal que {f(a) : f € F} es acotado.
i) OTf(@): [ € F} £C

entonces F es una familia normal.

DEM: Véase [[7] ejerc. 12.4 n

Un profundo teorema de Montel-Caratheodory (véase [f], 4.1) afirma que el resultado
de la proposicién anterior se sigue verificando cuando la condicién ii) se sustituye por la
condicién mas débil:

ii") Existen a,b € C, a # b tales que cada f € F omite los valores a y b.
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9.2. El teorema de Riemann

Recordemos que un abierto 2 C C llama holomorficamente conexo cuando es conexo
y toda f € H(Q) tiene primitiva. En este caso, segin el teorema p.2.4), cada f € H(2)
con 0 € f(€) posee un logaritmo holomorfo en ), es decir existe F' € H(2) con ef' = f.
Es claro que los abiertos holomorficamente conexos tienen la siguiente propiedad:

[RC]: Para cada f € H(Q) con 0 & f(Q) existe g € H(Q2) con ¢g? = f.

En los resultados que siguen la hipétesis {2 & C es esencial ya que, en virtud del
teorema de Liouville, los resultados son falsos para €2 = C.

Lema 9.2.1 Sea Q2 & C un abierto conexo con la propiedad [RC]. Entonces existe una
funcion inyectiva f € H(Y) con f(Q) C D(0,1).

DEM: La hipétesis 2 & C permite elegir un punto b € C \ € con el que obtenemos la
funcién z — b que no se anula en . Segun la propiedad [RC] existe ¢ € H(Q2) tal que
©(2)? = z — b para todo z € €. La funcién ¢ es inyectiva (porque su cuadrado lo es)
y por lo tanto no es constante. Como () es conexo, el teorema de la aplicacién abierta
(E.2.3) permite afirmar que la imagen ¢(£2) es abierta, y por lo tanto contiene algin disco
©(Q) D D(a,r). Obsérvese que la condicién 0 € ¢(Q2) implica que 0 < r < |al.

A continuacién verificamos que D(—a,r) N () = 0:
Razonamos por reduccién al absurdo suponiendo que ¢(w) € D(—a,r) para algin w € ).
En este caso —p(w) € D(a,r) C ¢(£2) luego —p(w) = p(w’) para algin w’ € 2. Elevando
al cuadrado se obtiene que w = w’', y se llega al absurdo p(w) = ¢(w’) = 0.

La propiedad D(—a,r) N () = () nos asegura que |a + ¢(z)| > r para todo z € Q.
Entonces con 0 < p < r podemos definir la funcién f(z) = p/(a + ¢(z) que cumple los
requisitos del enunciado. [

El lema sirve para garantizar que la familia F que interviene en el siguiente lema
no es vacia:

Lema 9.2.2 Sea Q & C un abierto conexo con la propiedad [RC] y
F={f€eH): [ esinyectivay f(2) C D(0,1)}
Entonces, dado a € Q, existe h € F que verifica |W'(a)| = max{|f'(a)| : f € F}.

DEM: La familia no vacia F es acotada luego, segtin el teorema de Montel, es normal.
Esto significa que su 7x-clausura F es compacta en (H(€2), 7x ). La aplicacién

®q : (H(Q), 7x) = [0,400), Pa(f) = [f'(a)]

es continua (pues la derivada D : (H(Q2),7x) — (H(Q),7x), D(f) = f’, es continua y
también lo es la evaluacion, &, : (H(S2),7x) — C, du(g) = g(a)). La aplicacién continua

®, alcanza un maximo absoluto sobre el compacto F, es decir, existe h € F tal que

[P ()] = max{|f'(a)| : f € F}
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Para terminar la demostracion basta ver que h € F: Como la topologia 7 es metrizable y
h € F, existe una sucesién h, € F que converge uniformemente sobre compactos hacia h.
Cada h,, es inyectiva y segun el corolario P.I1.10 podemos afirmar que o bien h es inyectiva
o bien h es constante. La segunda alternativa no se puede presentar porque en ese caso
para todo f € F seria f'(a) = 0, y esto es imposible porque cada f € F es inyectiva
(recuérdese que la derivada de una funcién holomorfa e inyectiva no se anula nunca).
Por otra parte, como |h,(z)] < 1 para cada z € Q y cada n € N, la funcién limite
h debe cumplir que |h(z)] < 1 para todo z € Q. Como h no es constante (porque es
inyectiva) el teorema de la aplicacién abierta permite concluir que |h(z)| < 1 para
todo z € 2 y con ello que h € F. |

Lema 9.2.3 Sea f € H(D(0,1)) tal que f(D(0,1)) C D(0,1). Entonces para cada a €
D(0,1) se cumple
1—[f(a)]”
!
< WAL
Ot

y si en algin a € D(0,1) se cumple la igualdad entonces f es un automorfismo conforme
de D(0,1). En particular, si f no es inyectiva se cumple |f'(0)| < 1.

DEM: Véase [[[7] ejerc. 9.14 |

Teorema 9.2.4 [Versién preliminar del teorema de Riemann| Todo abierto conexo Q2 & C
con la propiedad [RC] es conformemente equivalente al disco D(0,1).

DEM: En virtud de los lemas P.2.1 y P-2.9 fijado un punto a € €2, la familia
F={f€H(Q): f esinyectiva y f(2) C D(0,1)}

no es vacia y existe h € F que cumple |h/(a)|] = méx{|f'(a)| : f € F}. El teorema
quedard establecido demostrando que h(£2) = D(0,1). Esto lo haremos por reduccion al
absurdo suponiendo que existe b € D(0,1) \ h(2).

En ese caso podemos considerar el isomorfismo conforme T3, : D(0,1) — D(0,1) defi-
nido mediante la transformacién de Mobius Tj(2) = (z —b)/(1 —bz), cuya transformacién
inversa es T"_;. La composicién T, o h es un elemento de F que no se anula en 2, y segin
la hipétesis [RC] existe g € H(Q) tal que g*> = T, o h. Obsérvese que g es inyectiva (por-
que g% lo es) y por lo tanto g también es un elemento de F. Con ¢ = g(a) definimos el
isomorfismo conforme T, : D(0,1) — D(0,1), T.(z) = (z —¢)/(1 —¢z) cuyo inverso es T_...
Utilizando la funcién p(z) = 2% podemos descomponer h en la forma

h=(T_opoT .)o(T.,og)=Foh; donde F =T yopoT._. vy hi=T.o0g

Como F : D(0,1) — D(0, 1) no es inyectiva (porque p(z) = 22 no lo es), con el lema
se obtiene que |F'(0)| < 1. Entonces, usando la regla de la cadena para el célculo de la
derivada de la funcién compuesta h = F o hy, se llega a la desigualdad

|1 (a)| = [F'(0)hi(a)] < [l (a)]

que entra en contradiccion con la propiedad que ha servido para obtener h porque h; € F.
Con esta contradiccion acaba la demostracion. [
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Teorema 9.2.5 [Riemann| Sea 2 & C un abierto conexo tal que Cy \ Q es conexo.
Entonces para cada a € Q) existe un unico isomorfismo conforme f : Q — D(0,1) que
cumple f(a) =0y f'(a) > 0.

DEM: Segun el teorema cada f € H(Q2) con 0 & () tiene un logaritmo holomorfo
y por lo tanto una raiz cuadrada holomorfa, de modo que se cumple la propiedad [RC].
El isomorfismo conforme h : Q — D(0,1) obtenido en la demostracién de cumple

|1 (a)] = max{[f'(a)| : f € H(Q), [ inyectiva, f(©2) C D(0,1)}
Segun la demostracién del lema esta condicién implica que h(a) = 0. Sea h'(a) = re'®.
Es claro que f(z) = e **h(z) cumple los requisitos del enunciado.

Sig:Q — D(0,1) es otro isomorfismo conforme que verifica g(a) = 0y ¢'(a) > 0,
podemos considerar el isomorfismo conforme ¢ = fog™': D(0,1) — D(0,1) que cumple
©(0) = 0. Segun la proposicién ¢ es de la forma ¢(z) = pz con |u| = 1, y teniendo
en cuenta que u = ¢'(0) = f'(a)(g7)(0) = f'(a)/g'(a) > 0 se obtiene que u = 1y con
ello que f =g. |

9.3. Aplicaciones a la topologia del plano

Definicién 9.3.1 Dos caminos cerrados vy, 71 : [0,1] — Q en un abierto Q C C se dice
que son Q-homotopicos si eziste una funcion continua H : [0, 1] x [0,1] — § que verifica:

i) H(0,t) = v(t), H(1,t) = 11(t), para todo t € [0,1].
i) H(s,0) = H(s,1) para todo s € [0, 1].

Dos caminos g, 71 : [0,1] — Q, con los mismos extremos: vo(0) = 11(0) = 2o, (1) =
7 (1) = z1, se dice que son Q-homotdpicos (como caminos con extremos fijos) si existe
una funcion continua H :[0,1] x [0,1] — Q que cumple:

i) H(0,t) =o(t), H(1,t) = 71(t), para todo t € [0,1].
i) H(s,0) =z, H(s,1) = 2z, para todo s € [0, 1].
En ambos casos se dice que H es una homotopia entre vy y 1.

NOTA: Para definir una homotopia entre dos caminos sélo hay que requerir que ambos
estén definidos en el mismo intervalo [a, b], pero por comodidad de notacién hemos con-
siderado que el intervalo es [0, 1].

Para interpretar el significado de la €2-homotopia de caminos cerrados consideremos
el conjunto A(Q2) formado por los caminos cerrados 7 : [0, 1] — Q, dotado de la distancia
de la convergencia uniforme dy(v,n) = max{|y(t) — n(t)| : 0 <t < 1}.

Si H :[0,1] x [0,1] — €2 es una homotopia entre los caminos cerrados vy, 71, para cada
s € [0, 1] la funcién parcial Hy : [0,1] — Q, Hs(t) = H(s,t) es un camino cerrado en €, y
se cumple que Hy = v y Hy = 1. Ademés, la aplicacién s — H, de [0, 1] en el espacio
métrico (A(£2),d) es continua. Esto es consecuencia de la continuidad uniforme de H
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en el compacto [0,1] x [0,1]: Dado € > 0 sea § > 0 tal que si s,s" € [0,1] y ¢, t' € [0, 1]
verifican |s — §'| < 0, [t — /| < § entonces |H(s,t) — H(s',t')] < e. Entonces, cuando
|s — §'| < 0, para cada t € [0, 1] se cumple |H(s,t) — H(s',t)| < ¢, luego do(Hs, Hy) < €.

Vemos asi que el hecho de que dos caminos cerrados 79 y 71 sean {2-homotdpicos
significa que existe una familia uniparamétrica Hy de caminos cerrados en €2, que depende
continuamente de s € [0, 1], mediante la cual el camino 79 = Hy se va deformando
continuamente, dentro de {2, hasta transformarse en 7, = H;. Es decir, una homotopia
entre los caminos g, 71 € A(€2) se puede interpretar como un camino en el espacio métrico
A(Q2), de origen 7y y extremo v,

La interpretacion de la 2-homotopia de caminos con extremos fijos es similar conside-
rando el conjunto AZ!(€2) formado por los caminos 7 : [0, 1] — €, con ¥(0) = 2, Y(1) = 21,
dotado de la métrica de la convergencia uniforme. Ahora todos los caminos intermedios
Hj tienen los mismos extremos que v y V1.

Definicién 9.3.2 Un abierto 2 C C se dice que es simplemente conexo si es conexo y
ademds cada camino cerrado en ) es C2-homotopico a un camino constante.

Recordemos que un abierto 2 C C se dice que es estrellado (respecto al punto a € Q)
cuando existe a € Q2 tal que para cada z € Q el segmento [a, 2] = {a+t(z—a) : 0 <t <1}
estd contenido en (). Los abiertos estrellados son simplemente conexos: Observemos en
primer lugar que los abiertos estrellados son conexos porque son conexos por poligonales
(de sélo dos lados). Por otra parte, si v : [0, 1] — € es un camino cerrado y Q2 es estrellado
respecto al punto a € €, entonces la funcién H(s,t)) = sa + (1 — s)y(t) € Q, definida
para (s,t) € [0,1] x [0,1] establece una homotopia en 2 mediante la que v = Hj se
transforma en el camino constante H; = a. Es inmediato comprobar que todo abierto
) € C homeomorfo a un abierto simplemente conexo es simplemente conexo. Como los
discos son simplemente conexos (por ser estrellados) se sigue que todo abierto Q@ C C
homeomorfo al disco D(0,1) es simplemente conexo. Nuestro objetivo es demostrar que
el reciproco también es cierto y para ello, ademéas del teorema de Riemann necesitamos
el siguiente lema

Lema 9.3.3 Si dos caminos cerrados yo,v1 : [0, 1] — €, son Q-homotdpicos entonces son
Q-homdlogos. Por lo tanto, en un abierto simplemente conexo 2 C C cualquier camino
cerrado es 2-homdlogo a 0.

DEM: Véase [[[7] ejerc. 7.55 n

El reciproco del resultado expuesto en el lema anterior no es cierto: Puede ocurrir que
dos caminos cerrados 7g,71 : [0, 1] — €, no sean Q-homotépicos pero sean (-homdélogos.
Es facil convencerse que en el abierto Q = C\ {a, b} con a # b el camino de la figura
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es (2-homélogo a 0 pero no es 2-homotdpico a un camino constante.

El teorema de Riemann se puede aplicar para obtener la siguiente caracterizacion
de los abiertos simplemente conexos que completa los resultados del teorema [(.2.4]

Teorema 9.3.4 Las siguientes propiedades de un abierto conexo ) C C son equivalentes
a) Q es homeomorfo al disco D(0,1).
b) Q es simplemente conexo.
c) Coo \ Q2 es conexo.

DEM: Segtn lo comentado después de la definicién es claro que a) = b).

b) = c¢) Si {2 es simplemente conexo, segtn el lema P.3.3, todo camino cerrado «y en §2 es
Q-homdlogo a 0 y acudiendo al teorema [p.2.4 se obtiene que C,, \ §2 es conexo.

c) = a) Cuando Q # C, segun el teorema de Riemann (2 es conformemente equivalente al
disco D(0, 1) y por lo tanto cumple a). Por otra parte, si 2 = C es facil comprobar que se
cumple a): Usando un homeomorfismo creciente ¢ : [0, +00) — [0, 1), se puede establecer
un homeomorfismo f : C — D(0, 1), definiendo f(re?) = p(r)e®. ]

9.4. Complementos: El teorema de Ascoli

La topologia de C(Q2, E)
En lo que sigue € es un abierto del plano complejo y (E,d) un espacio métrico. Deno-
taremos por E el conjunto de las funciones f : Q@ — E y por C(£, E) el subconjunto
formado por las funciones continuas. En E® se puede introducir una topologia natural
para la que las sucesiones convergentes son las que convergen uniformemente sobre cada
compacto K C (). Esta topologia, llamada de la convergencia uniforme sobre compactos
y denotada 7k en lo que sigue, se define dando una base de entornos de cada f € E*:

By ={V(f,K,e} : K C Q compacto, € > 0}

V(f,K,e)={g € E" :dx(f,g) < e}; dx(f.g) =sup{d(f(2),9(2)) : z € K}

Un conjunto de funciones A C E® es abierto para la topologia 7x cuando para cada
[ € Aexiste V € By tal que V C A. Es facil comprobar que de esta forma queda definida
en E una topologfa separada para la cual B; es una base de entornos de f. Es claro
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que una sucesiéon de funciones f, € E es convergente en topologia si y sélo si converge
uniformemente sobre compactos.
El principal objetivo de esta seccion es la caracterizacion de los subconjuntos compac-
tos del subespacio (C(, E), 7x) C (E®, 7x) formado por las funciones continuas.
Nuestra primera tarea consiste en demostrar que la topologia de la convergencia uni-
forme sobre compactos es metrizable. El interés de este resultado reside, entre otras cosas,
en la posibilidad de caracterizar los compactos usando sucesiones.

Segun [.5.]] para cada abierto 2 C C existe una sucesién fundamental de compactos,
es decir, una sucesion de compactos K, C €1, que verifica

0= UK"’ y K, C]O(nH para todo n € N.

neN

(En este caso, es claro que cada compacto K C € estd contenido en algin K,,).

Teorema 9.4.1 Sea (K,,) una sucesion fundamental de compactos en el abierto §). Para
f,g € E se define

p(f,9) = 27"palfr9), con pa(f,g) = min{l,dg,(f. 9)}
n=1

Entonces p es una distancia en E cuya topologia asociada es Tx. Es decir, la topologia
de convergencia uniforme sobre compactos es metrizable.

DEM: Comencemos viendo que p es una distancia:

Es evidente que p(f,g) > 0. Si p(f,g) =0, para todo n € N se cumple p,(f, g) = 0 luego
flx, = glk,- Como Q es la unién de los compactos K, se obtiene que f = g.

La condicién de simetria p(f,g) = p(g, f) es evidente. Si f,g,h € E* es inmediato
que para todo n € N se cumple la desigualdad dg, (f,9) < dg,(f,h) + dk, (h,g), luego
on(fy9) < pu(f,h) + pn(h, g) (considere dos casos: la suma de la derecha es < 16 > 1).
Con esta desigualdad se obtiene que

p(f,9) < p(f,h)+p(h, g)

Esto termina la prueba de que p es una distancia en E. En lo que sigue B,(f,r) denota
la bola de centro f y radio r en el espacio métrico (E?, p):

By(f,r)={g€ B plg. f) <7}
Para demostrar que 7 es la topologia asociada a la distancia p basta demostrar
a) Para cada V(f, K,€) € By existe r > 0 tal que B,(f,r) C V(f, K,e€).

b) Para cada bola B,(f,r) existe V(f, K, €) € By tal que V(f, K,e) C B,(f,r)
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La afirmacion a) es consecuencia de la desigualdad 27"p,(f,g) < p(f, g) valida para todo
n € N: Dado V(f, K,¢) existe m € N tal que K C K,, (esto ocurre porque K, es una
sucesion fundamental de compactos) y tomamos r = €27™. Si g € B,(f,r) se verifica
pm(g, f) < 2Mp(g, f) < 2™r = e. Para lo que queremos demostrar no hay inconveniente
en suponer que 0 < € < 1, luego dg,, (g, f) = pm(g, f) v se obtiene asi

dk (9, f) < di,, (9, F) = pm(9, ) <€, es decir g € V(f K,¢)

La afirmacién b) es consecuencia de la desigualdad p(f,g) < 27" + p,(f, g) valida para
todo n € N. Para obtenerla basta observar que para 1 < j < n es dg,(f,9) < dx,(f,9),

luego p;(f,9) < pa(f,g) y por lo tanto

n

p(1,9) <Y 27pi(f,9) + 27" < pulfr9) D27 + 27" < pulfrg) + 27"

j=1 j=1

Dado r > 0, sea m € N tal que 27" < r/2. Tomando ¢ = r/2 y K = K,,, se consigue la
inclusion V'(f, K,e) C B,(f,r). Efectivamente,

g eV, Kn,r/2) = pg, f) < pmlg, f)+27" < dk, (9, ) +r/2 <7

Proposicién 9.4.2 En las condiciones del teorema [9.4.1 si el espacio métrico (E,d) es
completo, el espacio métrico (E}, p) también lo es.

DEM: Sea f, una p-sucesién de Cauchy en F’. Dado un compacto K C Qy 0 < e < 1,
existe un compacto K, (de la sucesién fundamental de compactos usada para definir p)
tal que K C K,,. Segin la definicién de p-sucesién de Cauchy, existe n(e) € N tal que

p,q > n(e) = p(fp, fo) <e27"

Como p(fp, fo) < 2"p(fp, fq) < € < 1 sesigue que dk, (fp, f4) = pn(fp, f;). Entonces para
p,q > n(€) se cumple

di(fps Jo) < die, (s fo) = pn(fps fo) <€

Como la sucesién f,|x cumple la condicién de Cauchy para la convergencia uniforme
sobre K y el espacio métrico (F,d) es completo, se obtiene que la sucesion f, converge
uniformemente sobre K. Al ser K un subconjunto compacto arbitrario de {2 podemos
afirmar que la sucesién f, € E% converge uniformemente sobre compactos, es decir,
converge en el espacio métrico (E, p). |

Proposicién 9.4.3 En las condiciones del teorema [J.4.14, C(2, E) es un subconjunto
cerrado de (E®,7x). Si (E,d) es completo el espacio métrico (C(Q, E),p) también es
completo.
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DEM: Sea f € C(Q, F) (adherencia en (E“, 7x)). Como la topologia Tx es metrizable,
existe una sucesion f,, € C(£, E) que converge hacia f uniformemente sobre compactos.
La convergencia uniforme sobre compactos es suficiente para garantizar la continuidad
del limite de una sucesién de funciones continuas, y por lo tanto f € C(€2, E'). Con esto
queda demostrado que C(€2, E) es un subconjunto cerrado de (E%, 7x).

La segunda afirmacién del enunciado se obtiene aplicando el resultado general que
afirma que todo subconjunto cerrado de un espacio métrico completo, con la métrica in-
ducida, es un espacio métrico completo. m.

Equicontinuidad
En la caracterizacién de los subconjuntos compactos del espacio topolégico (C(2, E), 7x)
interviene la nocion de familia equicontinua de funciones que se define a continuacién.

Definicién 9.4.4 Una familia F C C(Q, E) se dice que es equicontinua en a € € cuando
para cada € > 0 existe D(a,r) C § tal que

[z € D(a,r), f € F]l = d(f(2), f(a)) <e
Se dice que F es equicontinua cuando es equicontinua en cada punto a € ).

En lo que sigue denotaremos por ¢, la topologfa de la convergencia puntual en E (la
topologia producto, donde una base de entornos de f € E* es la formada por los conjuntos
V(f,H,¢e) con H C Q finito y € > 0). Es claro que la topologia de la convergencia uniforme
sobre compactos 7x es més fina que la topologia de la convergencia puntual ¢,, que en
general no es metrizable.

En lo que sigue, dada una familia F C E*, denotaremos por s (resp. .T:TK) su
clausura en E* para la topologia ¢, (resp. 7). Es claro que FECF" SiFc C(Q,E),
segin la proposicién P.4.3 se cumple que FEcc (Q, E'), pero en general no se puede
asegurar que F" esté formado por funciones continuas.

Lema 9.4.5 Si la familia F C C(, E) es equicontinua, su clausura F” también lo es Y
por lo tanto F* C C(L E).

DEM: Dado € > 0y a € Q, existe D(a,r) C €2 tal que

[z € D(a,r), feF]=d(f(2), f(a) <e

Sig e ?tp, para cada z € D(a,r), segin la definiciéon de punto t,-adherente, existe
f. € FNV(g,{a,z},e€) luego

d(g(2), g(a)) < d(g(2), f2(2)) + d(f(2), [=(a)) + d(fx(a), g(a)) < e+ €+ €= 3e

Asi queda demostrado que la familia F7 es equicontinua en cada a € Q. [

Proposicién 9.4.6 Si la familia F C C(£2, E) es equicontinua entonces Fr=FK
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: ot =T, o —=t
DEM: Tenemos que demostrar la inclusién F* C F ©. Es decir, si ¢ € F " entonces
todo Tx-entorno V' (g, K, €) € B, tiene interseccién no vacia con F. Segun el lema p.4.3 la

familia 7" es equicontinua, luego para cada a € 2 existe D(a,r,) C §2 verificando
[z € D(a,ra). f € F'] = d(f(2), f(a)) < ¢/4

Por compacidad, existe un conjunto finito H C 2 tal que K C U,y D(a,7,). Como
V(g,H,€/4) es ty,-entorno de g € ?tp, existe f € FNV(g,H,e/4), es decir, hay una
funcién f € F que cumple d(f(a), g(a)) < €/4 para cada a € H.

Cada z € K pertenece a algin D(a,r,) con a € H, luego

d(g(2), f(2)) < d(g(2),9(a)) + d(g(a), f(a)) + d(f(a), f(2)) < 3¢/4

Se obtiene asi que dk(g, f) < €, luego f € FNV(g,K,e) y queda demostrado que
V(g, K, €) tiene interseccién no vacia con F. |

Corolario 9.4.7 En una familia equicontinua F C C(Q, E) la topologia de la conver-
gencia puntual coincide con la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos. Es
decir, t, y Tk inducen en F la misma topologia.

DEM: Basta demostrar que si C' C F es cerrado para la topologia que 7x induce en
JF entonces también lo es para la topologia que t, induce en F. En efecto, como C' es
equicontinuo se cumple oK = Utp, luego C'NnF=CF nFr=cC y por lo tanto C es
un cerrado para la topologia que ¢, induce en F. ]

Lema 9.4.8 Sea (E,d) un espacio métrico completo y S C Q un subconjunto denso. Toda
sucesion equicontinua { f, : n € N} C C(Q, E) que sea puntualmente convergente sobre S
converge uniformemente sobre compactos.

DEM: En virtud de P-4.q y P.4.7 el resultado es cierto cuando S = € (si la sucesién
equicontinua f, converge puntualmente sobre {2 hacia f entonces {f, : n € N} U {f}
sigue siendo una familia equicontinua sobre la que la topologia de la convergencia puntual
coincide con la topologia de la convergencia uniforme sobre compactos).

Después de esta observacién, para demostrar el lema basta ver que si una sucesion
equicontinua f,, converge puntualmente en un conjunto denso S C €2 entonces converge
puntualmente en todo €2:

Dado a € Qy € > 0, en virtud de la equicontinuidad existe D(a,r) C €2 tal que

[z € D(a,r),n € N| = d(f.(2), fula)) <€

y como S es denso en (), existe s € SN D(a,r). Por hipétesis la sucesién f,(s) converge,
luego existe n(e) € N tal que p,q > n(e) = d(f,(s), f;(s)) < e. Entonces para p,q > n(e)
también se verifica

d(fp(a), fo(a)) < d(fp(a), fo(s)) + d(fp(s), fo(s)) + d(fo(s), fo(a)) < 3¢
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Queda establecido asi que para cada a € Q la sucesién f,(a) es de Cauchy y por lo tanto
convergente (ya que (E,d) se supone completo). n

OBSERVACION. Si en el lema anterior en vez de suponer que el espacio métrico (F,d) es
completo se supone que para cada a € €2 hay un compacto K, que contiene a la sucesion
{fn(a) : n € N} se obtiene la misma conclusién ya que ahora, para cada a € €, tene-
mos una sucesion de Cauchy f,(a) contenida en un compacto y por lo tanto es convergente.

Para lo que sigue recordemos que un subconjunto A de un espacio métrico (F,d) se
dice que es relativamente compacto cuando esta contenido en algin compacto. Esto es
equivalente a que su adherencia A sea compacta. También equivale a que toda sucesién
contenida en A posea alguna subsucesion convergente (hacia algun punto de FE).

Teorema 9.4.9 [Ascoli] Una familia F C C(Q, E) es relativamente compacta para la
topologia T de la convergencia uniforme sobre compactos si y solo cumple las dos condi-
ciones siguientes

i) F es una familia equicontinua.

ii) Para cada z € Q el conjunto F(z) = {f(z) : f € F} es relativamente compacto en
el espacio métrico (E,d).

DEM: Demostraremos en primer lugar que cuando se cumple i) y ii) entonces la familia F
es relativamente compacta para 7y, es decir, toda sucesion f,, € F posee una subsucesion
que converge uniformemente sobre compactos. Para ello, segin la observacién que sigue
al lema 0.4.§, basta demostrar que de la sucesién f,, se puede extraer una subsucesiéon que
converge puntualmente sobre el conjunto

S={r+iyeQ:z,yecQ}

que es numerable y denso en Q. Sea S = {ay,as,as, - - - a,,- -} una enumeracién de S. La
sucesion (fy(a1))nen estd contenida en el conjunto relativamente compacto F(ay) luego
posee una subsucesién convergente que escribiremos en la forma (f,,(a1))nenr,, con My C N
infinito. La sucesion (f,,(az))nen, estd contenida en el conjunto relativamente compacto
F(az) luego posee una subsucesion convergente que escribiremos en la forma (f,,(a2))nenrs,,
con My C M; infinito. Obsérvese que la sucesion (f,,(a1))nen, también converge por ser
subsucesién de (f,(a1))nenr,, que era convergente. Procediendo de modo recurrente se
obtiene una sucesién decreciente de conjuntos infinitos

MlDM2D"'MkDMk+1D"'

tal que para cada k € N la sucesion (f,,)nen, converge en los puntos {ay, as, - - - ai }. Existe
un conjunto infinito M = {n; < ng < --- < ng < ---} tal que ny € My, para cada k € N.
Entonces (f,)nem es una subsucesién de (f,)nen que converge en cada a € S (en efecto,
desde el término k-ésimo en adelante (f,)nen es subsucesion de (f,,)nen,, ¥ por lo tanto
converge en ay).

Reciprocamente, supongamos ahora que FE e Ti-compacto. Para demostrar 1) fija-
mos a € 2y € > 0. Dado un disco compacto K = D(a,r) C €2, la familia de Tx-abiertos
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{V(f,K,e): f € ?TK} recubre el Tx-compacto FK y podemos extraer un recubrimiento
finito
Fc |J Vi, K.e) donde fi, fo, - f € F

1<j<m
Como la familia finita { f1, fa, - fin} C C(Q, E) es equicontinua, existe 0 < § < r tal que
[z € D(a,6),1 <j<m]=d(fij(2), fi(a)) <e

Para cada f € F existe j € {1,2,---m} tal que f € V(f;, K,¢) y para cada z € D(a,?)
es {z,a} C K, luego

d(f(2), f(a)) < d(f(2), f;(2)) + d(f;(2), f;(a)) + d(f;(a), f(a)) < 3e

Con esto queda demostrado que la familia F es equicontinua.
Finalmente, para obtener ii) basta tener en cuenta que para cada z €  la evaluacién

3, : C(Q E) — E, 6.(f) = f(2) es Tg-continua, luego transforma el 7x-compacto FK
en el compacto {f(z): f € ]_:TK}, que contiene a F(z). u

Ejercicio 9.4.10 Sea F C C(Q), E) una familia equicontinua y S C Q un subconjunto
denso. Entonces para cada € > 0 y cada compacto K C () existe un conjunto finito H C S

tal que [fag € :FadH(fah) < 6] = dK(fag) < 3e.
SOLUCION Por la equicontinuidad, para cada a € Q existe D(a,r,) C £ tal que
[z € D(a,ra), f € F]l = d(f(2), f(a)) <¢€/2

y por compacidad existen aq,as, - -a,, € §2 tales que K C UlSjSmD(aj,raj). Como S
es denso en , para cada j € {1,2,---m} existe b; € SN D(a;.,74,) El conjunto finito
H = {by,by, by} C S cumple la condicién requerida: Sean f,g € F con dy(f,g) < e.
Para cada z € K existe j € {1,2,---m} tal que z € D(a;,rq,) y por lo tanto

d(f(2), [(b;)) < d(f(2), f(a;)) + d(f(ay), [(b;)) < €/2 +€/2 =€

Anélogamente, d(g(2), g(b;)) < €, luego

d(f(2),9(2)) < d(f(2),9(b;)) + d(f(b;), 9(b;)) + d(g(b;), 9(2)) < 3e

El resultado establecido en este ejercicio vuelve a decir que en una familia equicontinua
F la topologia de la convergencia puntual sobre un conjunto denso S C {2 coincide con la
topologia de la convergencia uniforme sobre compactos. ]
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9.5. Ejercicios

$ 9.1 S f € H(Q) y D(a, R) C Q, demuestre que 7R?| f(a)|*> < I(f, D(a, R)) donde
I R) = [ (o) dedy
D(a,R)

Deduzca que la siguiente condicion implica que F C H(Y) es normal: Para cada a €

eziste D(a, R) C Q con sup{I(f,D(a,R)): f € F} < oo ([I]] ejerc. 5.37).

¢ 9.2 Demuestre que F C H(D(0,1)) es normal si y sélo si existe una sucesion M, > 0
que cumple las dos condiciones siguientes:

Z) mn—>«:>o v M, < L;
it) |f(”)(0)| <n!M,, para cada f € F, yn=0,1,2,3,...
([T ejerc. 5.44).

& 9.3 Sea Q C C un abierto conexo y f, € H(Q2) una sucesion que converge uniforme-
mente sobre compactos hacia una funcion no constante f. Demuestre que para cada a € €)
existe una sucesion a, € ) que converge hacia a y verifica f,(a,) = f(a) cuando n es
suficientemente grande (7] ejerc. 7.54).

$ 9.4 Sea 2 # C un abierto simplemente conexo simétrico respecto al eje real y a € QNR.
Si f : Q — D(0,1) es un isomorfismo conforme que verifica f(a) = 0 y f'(a) > 0
demuestre que f(z) = f(Z) para todo z € Q, y que la imagen de QN {z : Im(z) > 0} es
un semidisco ([ ejerc. 9.19).

$ 9.5 Sea f: D(0,1) — @ es un isomorfismo conforme entre el disco D(0,1) y el cua-
drado Q = {x + iy : |z| < 1,|y| < 1} con f(0) = 0. Demuestre que f™(0) =0 sin — 1
no es maultiplo de 4 ([I7] ejerc. 9.20).

$ 9.6 Sea Q:={z:]z—2|>1,|z| <3} y F CH(Q) la familia de las funciones f cuya
parte real no toma los valores +1, —1 y verifican f(0) = 0.

i) Demuestre que existe g € F tal que |¢'(0)] = méx{|f'(0)| : f € F} y calcule el valor
del mdzximo.

i) Obtenga f(Q2) cuando f € F y|f'(0)| =2/3.

iii) Demuestre que existe € > 0 tal que si f € F y |f'(0)] > 1/3 entonces D(0,¢) C f(§2)
([ ejerc. 9.25).

& 9.7 Demuestre que F := {f € H(D(0,1)) : f(0) = 1,Ref(z) > 0,Vz € Q} es un
subconjunto compacto de H(D(0,1)), que |f'(0)] <2 para cada f € F y que existe g € F
con |g'(0)| = 2, que necesariamente es de la forma

_ 1+az
Cl—az

g(2) con |a] =1

([ ejerc. 9.28).
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& 9.8 Sean G, Q C C abiertos y g € H(Q) una funcidn que transforma conjuntos acotados
en conjuntos acotados. Sea F C H(G) una familia tal que f(G) C 2 para cada f € F. Si
F es normal demuestre que M = {go f: f € F} también lo es. Muestre que el resultado
es falso cuando g no transforma acotados en acotados ([L7] ejerc. 12.2).

$ 9.9 Sea U C C abierto y F C H(Q) una familia tal que f(2) C U para cada f € F.
Sih € H(U) es inyectiva y G := {ho f: f € F} demuestre que F es compacta si y sdlo
si G es compacta ([[1] ejerc. 12.3).

¢ 9.10 Sea F C H(D(0,1)) la familia de las funciones holomorfas en D(0,1) cuyo de-
sarrollo en serie de potencias es de la forma z + Y~ a,z" donde |a,| < n para todo
n € N. Demuestre que F es una familia compacta en H(D(0,1)).

& 9.11 Sea 2 C C un abierto conexo y F C H(Y) una familia que verifica
i) Eziste a € Q tal que {f(a) : f € F} es acotado.
ii) f(2) no corta al semieje real negativo para cada f € F.

Demuestre que F es normal ([ ejerc. 12.5).

$9.12 Si Q) ={z:1/2 < |2|] <1} y F C H(D(0,1)) sea Flo = {fla : f € F}.
Demuestre que F es compacta si y solo si Flq es compacta en H(S2).
Si fn € H(D(0,1)) es una sucesion que cumple

a) |fu(2)| > 1 para todo n € N, y todo z € Q;
b) Eziste lim,, ., fn(x) para todo x € (1/2,1);

demuestre que converge uniformemente sobre cada compacto K C D(0,1)

([T ejerc. 12.7).

& 9.13 Sea 2 C C un abierto acotado, a € Q y f € H(Q) tal que f() CQ y f(a) = a.
Demuestre que |f'(a)| < 1. (Considere la sucesion fi = f, foo1 = fo fn)

([T ejerc. 12.8).
& 9.14 Se considera la familia de funciones
F={feH Q) :|f(a)] = B,|f(2)] < a,Vz € Q}

donde €} C C es abierto conexo, a € Q, a > 0y [ > 0. St K C Q es compacto sea
N(f,K) el nuimero de ceros de f € F en K, repetidos segin multiplicidades. Demuestre

que sup{N(f,K) : f € F} < +oo ([I1] ejerc. 12.9).

$ 9.15 Se supone que Q, U C C son abiertos, donde U es conformemente equivalente al
disco D(0,1). Dados a € Q yb € U, se considera la familia

F={feH): f(Q) CU,f(a) =01}

Demuestre que eziste g € F tal que |¢'(a)] = méx{|f'(a)| : f € F}.
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¢ 9.16 Sea f una funcion holomorfa y acotada en Q0 :={z: |Imz| < 1} tal que

lim f(z) =0

|| —o0

Demuestre que la sucesion f,(z) = f(n+ z) converge hacia 0 uniformemente sobre sub-
conjuntos compactos de Q([I7] ejerc. 12.11).

& 9.17 Sea f, una sucesion acotada en H(SY) donde Q@ C C es un abierto conexo. Se

supone que existe a € § tal que para cada m € N U {0}, la sucesion (fr(lm) (a)), € N es
convergente. Demuestre que f, converge uniformemente sobre compactos.

([L7] ejerc. 12.12).

& 9.18 Sea f, una sucesion de funciones holomorfas en un abierto conezo §2 que verifica:
a) Eziste a € 2 tal que lim, o fn(a) =1
b) |fu(2)] > 1 para todo z € Q) y todo n € N.

Demuestre que f,, convege hacia 1, uniformemente sobre compactos ([[] ejerc. 12.14).

& 9.19 Sea Q C C abierto conexo y a € Q. Si {f, : n € N} C H(Q) es una sucesion
normal, demuestre que cada una de las siguientes condiciones implica su convergencia
uniforme sobre compactos. Obtenga el limite en cada caso.

a) D(a,r) CQ, limy oo |fu(2)| =1 cuando |z — a| = r, y lim, f,(a) = 1.
b) 0¢& f.(Q) para todo n € N y lim,, f,(a) = 0.
c¢) Cada f, es inyectiva, lim, f,(a) =1 y lim,, f)(a) = 0.

([T ejerc. 12.15).

& 9.20 Sea f, una sucesion de funciones holomorfas en un abierto conexo S que converge
en un punto a € () y verifica

0 <|ful2)] < |fus1(2)] < ... para todo z € Q y todo n € N
Demuestre que f, converge uniformemente sobre compactos (L] ejerc. 12.18).

¢ 9.21 Sea f, una sucesion de funciones holomorfas en un abierto conexo ) cuyas partes
reales Re f,, forman una sucesion que converge uniformemente sobre compactos. Si la
sucesion fn(a) converge para algin a € € demuestre que f, converge uniformemente
sobre compactos ([[1] ejerc. 12.19).



Capitulo 10

Funciones armonicas

10.1. Propiedades de las funciones armodnicas

Una funcién u : Q — R de clase C?, definida en un abierto Q C R?, se dice que es
armonica cuando Au(z,y) = 0 para todo (z,y) € €2, donde A es el operador diferencial
de Laplace definido por

Pu O*u

Au=28 00
“ 3x2+3y2

= DHU + DQQU
Las funciones arménicas de dos variables reales aparecen frecuentemente en la Fisica co-
mo funciones potenciales de campos planos de vectores. Asi por ejemplo, si una placa
metalica plana ocupa el recinto 2 y su distribucion de temperatura permanece estacio-
naria, entonces la funcién ¢ = u(z,y) que da la temperatura t del punto (z,y) € Q es
una funciéon armonica. Esta funciéon armonica es una funciéon potencial del campo vec-
torial Q : Q — R? que describe el flujo de calor. Andlogamente, si un recinto plano
estd ocupado por un fluido que se mueve en régimen estacionario entonces el campo de
velocidades V : © — R? tiene una funcién potencial que es arménica en €. Lo mismo
ocurre con las funciones potenciales de campos electrostaticos planos.

En lo que sigue A(2) denotard el espacio vectorial real formado por las funciones
u : €2 — R que son armonicas en el abierto 2 C C.

Proposicién 10.1.1 Si la funcion f = u + iv es holomorfa en £ entonces u = Re f y
v =1Im f son funciones armdnicas en €.

DEM: Segun el corolario las funciones u y v son de clase C*°(€2). Usando las ecua-
ciones de Cauchy-Riemann: u, = v, y u, = —v, se obtiene el resultado

AU = Ugy + Uy = Vyg — Vgy = 05 AV = Uy + Uy = —Uyg + Uyy = 0;
[ ]

Dada una funcién armonica u € A(£2), si existe otra funcién arménica v € A(S2) tal
que f = u + v es holomorfa en €2 se dice que v es una funcién armonica conjugada de u
en (). En este caso —u es arménica conjugada de v en ().

220



LECCIONES DE ANALISIS COMPLEJO. G. Vera 221

Uno de los primeros problemas que surgen al estudiar funciones armonicas es el de de
la existencia de funciéon arménica conjugada, ya que en este caso se pueden utilizar los
recursos de la teoria de las funciones holomorfas.

Proposicién 10.1.2 Si Q C C es un abierto conexo y vi,vo € A(Q) son funciones
armdnicas conjugadas de u € A(Q)) entonces vy — vy es constante.

DeM: Las funciones f; = u+1vy, y fo = w4 ivy son holomorfas en €2, luego g = f1 — fo =
0 + i(v; — vy) también lo es. Con las ecuaciones de Cauchy-Riemann para la funcién g,
se obtiene que v = v; — vy verifica v, = 0, v, = 0. Como 2 es conexo se concluye que la
funcién v es constante. u

Ejemplo 10.1.3 La funcion log |z| es armdnica en el abierto Q = C\ {0} pero no posee
funcion armdnica conjugada en este abierto.

DEM: Es inmediato que la funcién u(z,y) = log |z + iy| = log /2% 4+ y? esta definida y
satisface la ecuacion de Laplace en €2:
2 _ .2 2 _ 2
y -z -y
Ugy + Uyy = + =0
Y@ty (@)
Si suponemos que existe v € A(Q2) tal que f = u + v es holomorfa en €, al ser v y Arg
funciones armonicas conjugadas de u en 3 = C\ {z € R: x < 0}, segin la proposicién
[[0.1.2, la diferencia v(z) — Arg(z) serfa constante en §2;. Pero esto es imposible porque v
es continua en cada < 0 mientras que Arg(z) no tiene limite cuando z — . ]

En el problema de la existencia de funcién armonica conjugada de una funciéon armoéni-
ca u € A(Q)) desempena un papel importante la forma diferencial

d*u = —uydr + u,dy
llamada diferencial conjugada de u.
Proposicién 10.1.4 Para una funcion armdnica u € A(Q2) se cumple:
i) Ou = (u, —iuy) es holomorfa en Q.
ii) La forma diferencial d*u = —u,dx + u,dy es cerrada en €.

DEM: i) Las componentes u,,—u,, de la funcién compleja 20u = u, — iu, son funciones
de clase C*(€2) que satisfacen las ecuaciones de Cauchy-Riemann:

Uy = (—Uy)y; Uzy = —(—Uy)a;

luego 20u es holomorfa en €. (También se puede comprobar que Au = 400u, luego la
condicién Au = 0 implica que d(du) = 0, lo que significa que du es holomorfa).

ii) El teorema de Cauchy-Goursat aplicado a la funcién holomorfa 20u = u, — iu, nos
dice que la forma diferencial

20udz = (uy — iuy)(de + idy) = udx + wydy + i(—uyde + uydy) = du + id*u

es cerrada. Como du es cerrada (porque es exacta) se sigue que d*u también es cerrada.
|
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Proposicién 10.1.5 Para una funcion armdnica u € A(2) son equivalentes:
i) La forma diferencial d*u = —u,dx + u,dy es exacta en Q.

ii) Eziste v € A(SQ) tal que f = u+iv es holomorfa en Q. (existe una funcion armdnica
conjugada de u).

Cuando se cumplen estas condiciones, cada primitiva v de la forma diferencial d*u es una
funcion armonica conjugada de u en €.

DEM: i) = ii) Si existe una funcién diferenciable v : Q@ — R tal que dv = d*u entonces
f = u+ 1w es diferenciable en €2 y su diferencial vale

df (2) = du(z) 4+ idv(2) = du(z) +id*u(z) = 20u(z)dz

es decir, las coordenadas complejas de la aplicacion lineal df (z) respecto a la base {dz, dz}
son (20u(z),0), y esto significa que f es holomorfa en Q. Por lo tanto v es una funcién
armoénica conjugada de u.

ii) = i) Si v es una funcién arménica conjugada de w, con las ecuaciones de Cauchy-
Riemann para la funcién holomorfa f = u + v se obtiene que d*u = —u,dxr + u,dy =
vpdx + vydy = dv, luego d*u = dv es exacta. ]

OBSERVACION: En las condiciones de la proposicién anterior si Q es conexo y la forma
diferencial d*u es exacta, para conseguir una funciéon arménica conjugada de u en €2 basta
obtener una primitiva v de la forma diferencial d*u. Segun los resultados generales sobre
integracion curvilinea esto se logra mediante la integral de linea v(z) = f% d*u donde v,
es un camino regular a trozos en {2 con origen fijo zy € ) y extremo variable z € Q2.

Corolario 10.1.6 Toda funcion arménica en un disco u € A(D(zg,7)), posee funcion
armonica conjugada, dada explicitamente mediante la formula

y x
v(z,y) = / Uy (x, t)dt — / uy (S, yo)ds con xy = Rezp, yo = Im z
Y T

0 0

DEM: Segun la proposicién [[0.1.4 la forma diferencial d*u es cerrada. Segin la proposicién
en los discos las formas diferenciales cerradas son exactas, y la proposicion
permite concluir que existe v € A(Q) tal que f = u + v es holomorfa en ). Segin
la observacion anterior, la funcién armoénica conjugada v se obtiene mediante la integral
curvilinea de la forma diferencial d*u a lo largo del camino de origen zy = xg+iyg y extremo
z = x+iy, formado por el segmento horizontal de origen (g, yo) y extremo (x, y,) seguido
del segmento vertical de origen (x,yo) vy extremo (z,y). Escribiendo explicitamente esta
integral curvilinea se llega a la férmula del enunciado. ]

Corolario 10.1.7 Las funciones armonicas son de clase C'™

DEM: Siu € A(Q) es arménica en el abierto Q, segin [[0.1.5, para cada D(a,r) C €, la
restriccion u| D(a,) €8 la parte real de una funcién holomorfa, la cual es de clase C° en
virtud del corolario B.3.7. De esto se sigue que u es de clase C* en todo su dominio €. m
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Proposicién 10.1.8 La composicion de una funcion holomorfa con una funcion armoni-
ca es una funcion armonica: Si Qq,Qy C C son abiertos, f € H(1) con f() C Qa y
g € A(€)y) entonces go f € A(y).

DEM: Véase [[7] ejerc. 10.4 n

Teorema 10.1.9 Para un abierto conexo 2 C C, son equivalentes:
a) Cx \ Q es conexo;
b) Para cada f € H(Q) eziste F € H(Q2) con F' = f;

c¢) Toda funcion arménica u € A(QY) posee funcion armdnica conjugada (es decir, existe
feH() tal que u=Ref).

d) Para cada f € H(2) con 0 & f(2) existe g € H(N2) tal que €9 = f;

DEM: b) = c¢): Dada u € A(Q2), la funcién f = u, —iu, es holomorfa en 2 (prop. [0.1:4))
y por lo tanto existe F' € H(2) tal que F’ = f. Para la funcién holomorfa F' su diferencial
es la aplicacion C-lineal dF'(z) = F'(z)dz, y segun se ha visto en la demostracion de

[0.1.4) se verifica
dF(z) = f(2)dz = du +id"u

luego la forma diferencial d*u es exacta en , lo que significa, segtin [[0.1.5, que u posee
funcién armoénica conjugada.

c¢) = d): Dada f € H(Q2) con 0 ¢ f(£2), combinando el ejemplo con la proposicién
[0.1.§ se obtiene que la funcién u(z) = log |f(z)| es arménica en €. Por hipdtesis existe
go € H(Q) tal que Re gy = u. Es claro que para cada z € {2 se cumple

|f(2)€*90(2)‘ — ‘f'(z)‘eflog“"(z)‘ —1

Toda funcién holomorfa con moédulo constante en un abierto conexo es constante, luego
la funcién f(2)e 9) es constante en Q. Su valor constante es de la forma e luego
9(2z) = go(z) + « es una funcién holomorfa en €2 que cumple €9 = f.

Las implicaciones a) = b), d) = a), fueron establecida en el teorema p.2.4. |

Proposicién 10.1.10 Sean u,v € A(RQ) funciones armdnicas en un abierto conexo Q) C
C. Si u|g = v|g para algin abierto no vacio G C § entonces u = v.

DEM: Véase [[7] ejerc. 10.7 n

Para las funciones arménicas no es valido un principio de identidad similar al que
cumplen las funciones holomorfas, es decir, la conclusién de la proposiciéon anterior es
falsa cuando sélo se supone que u|y; = v|y donde M C Q es un conjunto que verifica
M'NQ # : Segtn el ejemplo la funcién u(z) = log |z| es arménica en Q = C\ {0}
se anula sobre M = {z: |z| = 1} pero no es idénticamente nula.
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10.2. El problema de Dirichlet

En lo que sigue, si @ C C es abierto Qv 9.Q denotaran, respectivamente, su
adherencia y su frontera en Co. Si Q es acotado, Q= Q, 9,.Q = 9Q, v si no es acotado
se tiene Q7 = QU {o0}, 050 = 9Q U {o0}.

Dado un abierto conexo 2 C C y una funcién continua ¢ : 0,2 — R, el problema de
Dirichlet para la regién €2 con la condicién de frontera ¢ consiste en encontrar, si existe,
una funcién continua v : Q7 — R tal que u|q es arménica y ulp_q = ¢.

Si el problema tiene solucion para cada funcién continua ¢ : 0,2 — R, se dice que €2
es una region de Dirichlet. El primer objetivo es demostrar la la unicidad de la solucion
del problema de Dirichlet, lo que se logrard con el corolario [[0.2.5, El segundo objetivo
es obtener la formula integral de Poisson que proporciona la solucién del problema de
Dirichlet en un disco abierto.

Proposicién 10.2.1 Las funciones armonicas tienen la propiedad de la media .27

DEM: Sea u € A(f2). Para cada disco D(a,r) C §2 existe p > r tal que D(a, p) C Q. Segin
el corolario existe f € H(D(a, p) tal que Re f(z) = u(z) para cada z € D(a, p). En
virtud de la proposicién B-2.9, u tiene la propiedad de la media en D(a, p), y por lo tanto

1

T or

u(a) /0% u(a +re')dt

Asi queda demostrado que u tiene la propiedad de la media en Q. [ ]

Proposicion 10.2.2 Sea u € A(S2) una funcion armdnica en un abierto conexo 2 C C.
Si u alcanza en Q) un mdzrimo relativo entonces u es constante.

DEM: Segun la proposicién [[0.2.]] u tiene la propiedad de la media. Como u alcanza un
maximo absoluto en algtn disco D(a,r) C €, con el lema se obtiene que u|p(q) €s
constante. Con la proposicién [[0.1.10 se concluye que u es constante. n

Dada una funcion u : 2 — R, si a € 0,2 se define

limsup u(z) = rli_r)no[sup{u(z) :z € D(a,r)N QY]

z — a

(Recuérdese que para a = 0o, D(oo,r) = {z: |z| > 1/r}).

El siguiente teorema se aplica cuando u es alguna de las funciones | f|, Re f, Im f, con

la propiedad (M’) considerada del lema B.2.3.

Teorema 10.2.3 [Principio del méximo] Sea Q C C un abierto conexo y u : Q — R una
funcion continua con la propiedad (M’) del lema [8.2.3. Si se cumple

limsupu(z) < ¢ para todo a € 0,12

zZ —™a

Entonces, o bien u(z) < ¢ para todo z € ), o bien u(z) = ¢ para todo z € .
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DEM: Basta demostrar que u(z) < ¢ para todo z € Q (obsérvese que si u(a) = ¢ en algtin
a € Q, entonces, segin el lema B.2.3, u debe ser la funcién constante = c).

Razonaremos por reduccién al absurdo, suponiendo que u(w) > ¢ para algin w € €.
En este caso, existe 0 > 0 tal que u(w) > ¢+ 4.

i) El abierto no vacio V5 = {z € Q : u(z) > ¢+ 0} es acotado: Es evidente cuando
es acotado y si no es acotado, con la condicién limsup, —, . u(z) < ¢ se obtiene r > 0 tal
que para z € QN D(oco,r) se cumple u(z) < ¢+ 9, es decir z € QN D(oco,r) = z & Vj,
luego Vs C {2z : |z| < 1/r}.

ii) V5 C Q. Efectivamente, como V; C Q = QU 9Q basta ver que V5 NN =
Si a € 0, usando la hipétesis limsup, —, ,u(z) < c¢ se obtiene r > 0 tal que z €
D(a,r)NQ = u(z) < ¢+ 6, luego D(a,r) N Vs =0 y por lo tanto a € Vj

Segtin i) y ii) V5 es un subconjunto compacto no vacio de € y por lo tanto existe
be Vs CQtal que

u(b) = méx{u(z) : 2 € Vs} >c+9

Por otra parte, como u(z) < ¢+ d para todo z € Q\ V; se sigue que
u(b) = max{u(z) : z € Q}

Segn el lema B.2.3, u es constante en ©, con valor constante u(b) > ¢+ lo que contradice
la hipdtesis. u

Para referencias posteriores dejamos anotada la siguiente proposicién que recoge una

versién particular del teorema [[0.2.3:

Proposicién 10.2.4 Sea u € A(QQ) armdnica en un abierto conexo Q C C.
Si limsup, —, ,u(z) < 0 para todo a € 0,82 entonces u(z) < 0 para todo z € S.
Ademdas, o bien u(z) < 0 para todo z € €, o bien u = 0.

Corolario 10.2.5 Sea Q C C un abierto conezo y u : Q@ — R una funcién continua
que es armonica en Q. St u(z) = 0 para cada z € 082 entonces u = 0

DEM: Basta aplicar ii) a las funciones u y —u, teniendo en cuenta que, en virtud
de la continuidad, para cada a € 0,52 se cumple lim, — ,u(z) = u(a) = 0. n

Con el corolario anterior se obtiene la unicidad de la solucién del problema de Dirich-
let: Si uq, us son dos soluciones, basta aplicar el corolario a la diferencia v = u; — uy para
obtener que u; = us.

El siguiente resultado es la clave para resolver el problema de Dirichlet en el disco
D(0,1). Proporciona una férmula integral (la férmula de Poisson) con la que se puede
recuperar la funcién u(z) a partir de sus valores u(e') sobre la circunferencia |z| = 1.

Teorema 10.2.6 Siu: D(0,1) — R es una funcion continua tal que u|p(,1) es armonica,
para cada z € D(0,1) se verifica:

1

_ ol = |eP
o

2m
/ u(e)K(e", 2)dt, donde K(w,z)= ———""-. (10.1)
0

jw — z[?

u(2)
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DEM: a) Supongamos en primer lugar que la funcién u esté definida y es arménica en un
disco D(0, R) con R > 1. En este caso la validez de la férmula ([0.1) para z = 0 es una
consecuencia trivial de la propiedad de la media, ya que K(w,0) = 1.

La idea para obtener una férmula integral que proporcione, para |z| < 1, el valor u(z)
en términos de los valores u(e), t € [0,27] consiste en reducirla al caso trivial z = 0
usando la transformacién de Mébius 7' : D(0,1) — D(0,1), T(w) = (w—2)/(1 —Zw) que
transforma z en 0 y deja invariante la frontera C' = {w : |w| = 1}. El camino v(t) = T'(e%),
t € [0, 27] es una parametrizacién de la circunferencia unidad |w| = 1, distinta de la usual,
pero recorrida en sentido positivo, ya que, en virtud del principio del argumento

Ind(v,0) = [Numero de ceros de T en D(0,1)] =1

Segun el corolario [[0.1.6, u es la parte real de una funcién f € H(D(0, R)), y podemos
considerar la funcién g(w) = f(T'(w)) que estd definida y es holomorfa en el abierto
Q=CnT(D(0,R)) D D(0,1).

En virtud de la féormula integral de Cauchy para la funcién g con el camino ~:

1) = o0) = 5 [ 284

2mi 13
Como v =ToC con C(t) = e, t € [0, 27], la Gltima integral se puede escribir en la forma
L [ 9(T(w)),
= [ B g
T =50 Jy Twy L)

Sobre la circunferencia C' se cumple que 1 = ww, luego

T (w) 1 z 1( woo z )_l\w|2—|z\2
w

- a -z W—-Z w |w— z|?

Tw) w—z 1—wz w

y sustituyendo esta expresion en la ultima integral se obtiene

)= om [ kw2 =—/f” 2t

Como los valores de K (w, z) son reales, Re[f(e®)K (e, 2)] = u(e®)K(e", 2) y se llega a

u(z) =Re f(z) = QL/O ﬂu(eit)K(eit, z)dt

™

b) Consideremos ahora el caso general de una funcién continua u : D(0,1) — R tal que
u|p(o,1) es armonica. En este caso, para cada 0 < p < 1 la funcién u,(2) = u(pz) es
armoénica en D(0, R) con R = 1/p > 1, y aplicando a la funcién u, lo que se acaba de
establecer en el caso preliminar a) podemos asegurar que para todo z € D(0, 1) se cumple:

1 2 ] ]
u(pz) = ﬂ/o u(pe) K (", 2)dt
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Si |z < 1 se cumple u(z) = lim, — ; u(pz) luego, para obtener ([[0.1)), basta demostrar

1 1 2w

2
lim —/ u(pe) K (e, 2)dt
0

p— 127

u(e®)K (e, z)dt (10.2)

= % ;
Por la continuidad uniforme de u en el compacto D(0,1), dado € > 0 existe § > 0 tal que

2,2 € D(0,1), |z—=2|<d=|u(z) —u(z)| <e

Entonces, para cada p € (1—14,1) y cada t € [0, 2] se cumple |u(e™) — u(pe)| < ¢, luego

2T 2 2

1-— 1-— 1

< 6/ _— 2] dt < 6271'7|2| =27 + 14|
o et —z]?

Con esto queda demostrado que se cumple ([[0.9). n

El nicleo de Poisson. Utilizando coordenadas polares, z = re'®, se obtiene

) ) 1— 2 1 — 2
K(ezt’reza) — r — r

|ez’t _ reia|2 |]_ — reila—t) |2

y la férmula integral de Poisson ([[0.]]) se escribe en la forma

4 1 [ 4
u(re'®) = 2—/ u(re™)P.(a — t)dt, con 0 <7 <1 (10.3)
T™Jo
donde . .
PO =—" = — (10.4)

|1 —re??  1—2rcosf +r?

es el llamado ntucleo de Poisson, que también viene dado por las féormulas:

1 +rei6 . n _in
P.(6) = Re (1 —mw) = Re <1+2Zr e 9) (10.5)
n=1

00 +oo
=1 +22r" cosnf = Z rlnlein?. (10.6)
n=1 n=-—00

Proposicién 10.2.7 El nicleo de Poisson P,(0) tiene las siguientes propiedades:
i) 0 < P.(0) = P.(—0) = P.(0 + 2m) para todo 6 € R.
ii) = [T P(0)do =1

iii) 0 < P,(0) < P.(6) si 0 <8< |0] <.



LECCIONES DE ANALISIS COMPLEJO. G. Vera 228

DEM: i) Acudiendo a la férmula ([0.4) es claro que P,() es una funcién no negativa
par y periédica de periodo 2. Integrando término a término la serie ([[0.6) que converge
uniformemente sobre [0, 27] se obtiene ii). También se puede obtener ii) usando la férmula
integral de Poisson con la funcién v = 1, que conduce a

1 2 1 2m

Po(—t)dt = P (t)dt

1 N
2m J,

:% |

iii) Derivando en férmula ([0.4) se observa que P/(0) < 0 para 0 < 6 < m, luego P,(6) =
P.(l0]) < P.(6)si0<d < |0 <. ]

Obsérvese que la propiedad [[0.2.7 iii) implica que lim, — ; P.(#) = 0, uniformemente
sobre el conjunto Bs = {6 :0 < |0| < 7}.

Proposicién 10.2.8 Si¢: T — R es continua sobre la circunferencia T = {z: |z| = 1}
y para cada z € D(0,1) se define

L[ etz
= — ") ———dt
16 =5 [ el G

se obtiene una funcion holomorfa f € H(D(0,1)). Su parte real u = Re f que es armdnica
en D(0,1), viene dada por la integral:

. 1 [ ‘
u(re') = —/ o(e")P.(a — t)dt, donde z = re*®
2 Jo
DEM: Si |z| < 1, considerando la serie geométrica de razén z = ze ™ se obtiene el
desarrollo en serie de la funcién que figura bajo la primera integral
o(e™)(1+ ze‘”)il = = ()1 +ze )1+ ze " + (ze")? + (ze)P 4 - )
— Ze*l

= (M1 +2ze " +2(ze ")+ 2(ze )P + .- 1)

Sea C' = max{|¢(e)| : t € [0,27]}. El término general de la tltima serie cumple, para
todo ¢ € [0,27], la mayoracién |2p(e™)(ze™™)"| < 2Cz|™ luego, en virtud del criterio de
Weierstrass, para cada z € D(0, 1), la serie converge uniformemente respecto de t en el
intervalo de integracién [0, 27]. Esto justifica la integracién término a término de la serie,
con la que se obtiene

f(z) = Z a,z" (10.7)

siendo
1 2w ) 1 2w ) )
p(eMdt; a, = —/ o(eMe ™ dt si n>1
0

ag = —
2m Jo s

Como el desarrollo ([[0.7) es valido para cada z € D(0,1) queda demostrado que f es
holomorfa en D(0,1). Tomando la parte real de la integral utilizada para definir f, y

teniendo en cuenta que
eit 1 o ‘
Re( A i = K(e", 2)

et — 2z
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se concluye que, para z = re® € D(0, 1)

1 1 21

21
— NK (e 2)dt = — NP (v —t)dt
2#/0 (e K(e", 2) o |, p(e")P(a—1t)

u(z) = Re f(2) =
]

Con los resultados previos que acabamos de obtener ya se puede demostrar el siguiente
teorema que proporciona la solucién del problema de Dirichlet en el disco D(0, 1).

Teorema 10.2.9 Si ¢ : T — R es continua sobre la circunferencia T = {z : |z| = 1},
existe una unica funcion continua u : D(0,1) — R que cumple

ulr = ¢;  ulpe) es armonica

que viene dada mediante la formula integral de Poisson:

1 o it i

u(z) = Dy o(e")P.(a — t)dt, para todo z =re'* € D(0,1)

T Jo
DEM: Ya hemos visto que la unicidad de la solucién del problema de Dirichlet es conse-
cuencia directa del corolario [[0.2.5. Después del teorema [0.2.§ basta demostrar que la
funcién w : D(0,1) — R, definida por

1)
u2) = o) il =1
u(z) = ! / o(eMP.(a—t)dt siz=re® e D(0,1)

o
es continua en cada z € T. Para ello comenzamos demostrando que

H}I} u(re’®) = p(e") uniformemente en o € [0, 27] (10.8)

La funcién t — ¢(e™) es uniformemente continua en R (es la composicién de dos funciones
uniformemente continuas) luego, dado € > 0 existe § > 0 tal que

Is| <8, a€l0,2n] = |p(CTY)) — p(e)| <e. (10.9)
Por otra parte, como lim, ~ P,(d) = 0, existe p € (0, 1) tal que
p<r<l= P <e/(2|elly) (10.10)

(Podemos suponer que ||¢||,, = max{|¢(2) : |2| =1} > 0 ya que el caso ¢ = 0 es trivial).
Con el cambio de variable s =t — « se obtiene

1 2m— ] T ]
u(re) = o / SOV Py (—s)ds = / ()P (s)ds

(la segunda igualdad se obtiene usando la periodicidad del integrando). Utilizando las
propiedades del ntucleo de Poisson se obtiene:

ulre) = o) = |5 [ Ipel®) - ple)I P (s)ds

< 5 (o [ ) et = st pas
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donde As = {s:|s| <o} y Bs = {s:9 < |s| <7}. Utilizando [[0.9 y se obtiene:

1 €

= i(a+s)y io P ds < =~ P ds <

o= [t —atein s < L[ R <
1 p(10+9) — (el P (s)ds < M/ P(5) <e
27T Bs - 27T Bs -

Se sigue que para todo r € (p,1) y todo a € [0,27] se cumple |u(re’®) — p(e')| < 2
y asi queda establecido que se cumple la condicién [[0.§. De esta condicién se deduce
facilmente que u es continua en cada z = ¢*: Dado € > 0, sean § > 0y p € (0, 1) elegidos
como entes, de modo que se cumplan las condiciones [[0.9 y [0.10. Entonces

V.,={re® € D0,1):p<r<1,s—al <}
es un entorno de z = ¢ para el que se cumple
w eV, = |u(w) —u(z)| < 3e (10.11)

Efectivamente, es inmediato cuando |w| = 1, y en otro caso, cuando w = re® € V,
con |w| =r < 1, combinando la desigualdad triangular con [[0.§ y [[0.9 se obtiene

[u(w) —u(2)] < Ju(re™) — (e)] + |p(e™) — p(e™)] < 2¢+ € =3¢

Corolario 10.2.10 Siu : D(0,1) — R es continua y u|p(o,1) es armonica entonces u|po 1)
es la parte real de la funcion holomorfa

1 [ etttz
= — ")——=dt z € D(0,1
16 =5 [ uen S = e Do)
DEM: Como u es la solucion del problema de Dirichlet en el disco D(0, 1) para la condicién
de frontera ¢ = u|r el resultado es consecuencia inmediata de la proposicién [[0.2. y del
teorema [10.2.9. m

Corolario 10.2.11 [Férmula de Schwarz| Para una funcién holomorfa g = u+iv en un
abierto Q O D(0,1) se verifica:

1 21 ] it
g(2) / u(e”)e.idt +w(0); z¢€ D(0,1)
0

T or el —z
DEM: A la funcién ulzgyy le asociamos la funcién f € H(D(0,1)) que interviene en
el corolario [[0.2.10. La dos funciones f y g|p,q) tienen la misma parte real, es decir,

g(z) — f(z) € {iy : y € R} para todo z € D(0,1). Con el teorema de la aplicacién abierta
se obtiene que g — f es constante en el disco D(0, 1), con valor constante iv(0). [ ]
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Con el teorema ha quedado resuelto el problema de Dirichlet en el disco D(0, 1).
Con el cambio de variable w = (z —a)/R se obtiene la solucién en el disco D(a, R), donde
la solucion viene dada por la férmula integral de Poisson que ahora adopta la forma:

RQ _ ’1“2
R? — 2Rr cos(a — t) + 12

. 1 [ .
u(a +re') = / u(a + Re") dt; 0<r<R (10.12)
0

T or
(obsérvese que z = a + re’ es el punto que corresponde a w = (r/R)e'®).

Teorema 10.2.12 Toda funcion continua u : €2 — R con la propiedad de la media es
armonica.

DEeM: Fijado un disco D(a, R) C €, por lo que se acaba de indicar antes del enuncia-
do del teorema, existe una funcién continua @ : D(a, R) — R que coincide con u sobre
0D(a,R) = {z : |z — a] = R} y es arménica en D(a, R) (La solucién del problema de
Dirichlet para D(a, R) para la condicién de frontera ¢ = u|gp(a,r) ). La funcién @ —u tiene
la propiedad de la media en D(a, R) y para cada b € dD(a, R) cumple

Zlin b(u(z) —u(z)) =u(b) —u(b) =0
Como la funcién 4(z) —u(z) tiene la propiedad de la media, segin el principio del maximo
[0.2.3 podemos asegurar que 4(z) — u(z) < 0 para todo z € D(a,R). Anédlogamente
u(z) — 4(z) <0 para todo z € D(a, R) y se concluye que u|p,r) = @|p(e,r) €s arménica

en D(a, R). Como esto es cierto para cada disco D(a, R) C €2, se concluye que u € A(2)
u

Aplicacién a las series de Fourier. Toda funcién periédica f : R — C de periodo
27 se puede escribir en la forma f(t) = ¢(e) donde ¢ : T — C estd definida sobre la
circunferencia T = {z € C : |z| = 1}. En ese caso la continuidad de f equivale a la
continuidad de ¢. Los ejemplos mas sencillos de funciones continuas 27-periédicas son los
polinomios trigonométricos

m

f(t) = % + Z(ak coskt + bpsenkt), con ag, by €C (10.13)
k=1

Si en esta expresién se sustituye cos kt = (e + e=*?) /2y sen kt = (et — %) /(2i),
el polinomio trigonométrico ([L0.13) queda escrito en la forma mas cémoda

i QA — ’Lbk
f(t) = Z cre™ con ¢, = B (10.14)
|k|<m
En este caso f(t) = (), donde ¢ es la funcién compleja ¢(z) = D lk|<m et
Reciprocamente, dada una funcién compleja de la forma ¢(z) = Z\kl <m cp2®, con la
sustitucion z = e se obtiene un polinomio trigonométrico f(t) = () en la forma

(T013), con coeficientes

ar =cp+c_g; bp=i(cg —c_g) sik>1; ag=2c
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Para el polinomio trigonométrico ([[0.14) es facil ver que las integrales

f(k) = % /:ﬂ f®e *dt, (k€ Z) (10.15)

proporcionan los coeficientes ¢, = f(k).
Una primera generalizacion de los polinomios trigonométricos lo proporcionan las fun-
ciones continuas 27-periddicas de la forma

+o0 400
f(t) = Z cre’® donde Z lex| < +o0
k=—o00 k=—o00

Obsérvese que, en virtud del criterio de Weierstrass, la serie anterior es uniformemente
convergente, lo que garantiza la continuidad de la funcion suma f asi como la validez de la
integracion término a término con la que se obtiene otra vez que los coeficientes ¢, = f (k)
son los coeficientes de Fourier de f definidos por la férmula [[0.15. Esta férmula permite
definir los coeficientes de Fourier de cualquier funciéon continua 27-periddica f : R — R,

y su serie de Fourier
+00
Z f( k’) ez’kt

k=—o0

cuya convergencia se considera en términos de la sucesién de sumas parciales simétricas

Sp(f, 1) = zm: fk)e™ 50 +zm: (ay, cos kt + by, sen kt)
=m o
donde
%zzﬂmzizf ()t
ar = f(k) + f(— / F(t) cos ktdt
be = i(f(k) — / £(t) sen ktdt

Obsérvese que, por la periodicidad y continuidad, f es acotada, luego también son acotadas
las sucesiones de coeficientes: |ax| < 2 fll; |bk] < 2] f]l, (Més atn, el lema de
Riemann-Lebesgue afirma que limy a;, = limy b, = 0).

En general la serie de Fourier de una funciéon continua 27-periédica no converge pun-
tualmente. Sin embargo hay diversos procedimientos para recuperar la funciéon f a partir
de su serie de Fourier. Uno de ellos consiste en considerar la convergencia de la sucesion
de sumas parciales S,,,(f) en términos de la norma || ||, para la que se demuestra que

lm £ — Sun(£)]l, = 0
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Otro procedimiento para recuperar f a partir de su serie de Fourier consiste en sumar
la serie mediante un proceso de sumacién generalizado: Una serie de niimeros complejos
[e’e) . . [e’e) n
Y o an se dice que es sumable Abel cuando la serie > >°  a,r™ converge para todo
. . _ o n
r € [0,1) y existe el limite, cuando » — 1, de las sumas A, = Y > a,r". En este caso se
escribe

r— 1

(A) Zan = lim A,
n=0

y se dice que a = lim, — | A, es la suma generalizada, en sentido Abel, de la serie.

El nombre asignado a este método generalizado de sumacién procede del conocido teo-
rema de Abel sobre series de potencias segtn el cual toda serie convergente de nimeros
complejos es sumable en sentido Abel hacia su suma ordinaria. Es facil dar ejemplos de
series no convergentes que son sumables Abel: La serie Y ;2 (—1) no es convergente,
pero es sumable Abel hacia

1 1
, Yk _ 2

Para estudiar la sumabilidad en sentido Abel, en el punto ¢t € R, de la serie de Fourier de
la funcién continua 27-periédica f debemos formar las sumas

00 +oo
A (f,t) = % + Z(ak cos kt + by sen kt)r* = Z 5 f (k)ett
k=1 k=—00

Su convergencia para todo r € [0,1) se obtiene facilmente usando el criterio de compara-
cién y teniendo en cuenta que para cada k € N se cumple

|lay, cos kt + b sen kt| < |ag| + [bk] < 4 fll

Utilizando las férmulas para los coeficientes f (k) se obtiene

1 o i(t—s 1 o i(t—s
A (f,t) = grkl <§/O f(s)el )kds) = ﬁ/o (g rlFl il V“) f(s)ds

donde la tltima igualdad se consigue integrando término a término la serie uniformemente
convergente que figura bajo la integral.

Por otra parte, expresando f en la forma f(t) = () podemos considerar la funcién
u : D(0,1) — R que resuelve el problema de Dirichlet con la condicién de frontera ¢.
Segtn el teorema [10.2.9, y utilizando la férmula para el nicleo de Poisson, se obtiene

1

A (f,t) = §/0 ’ (") P.(t — s)ds = u(re™)

Segun se establecié durante la demostracién de [[0.2.9, podemos afirmar que

f(t) = lfm A, (f,t) uniformemente en ¢ € [0, 27]
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Es decir, interpretando el teorema 7.21 en términos de series de Fourier se obtiene que la
serie de Fourier de una funcién continua 2m-periédica f : R — R es sumable Abel hacia
f en todo punto, y ademas las sumas A, (f) convergen uniformemente hacia f

i [[A,(f) ~ Tl =0
Aplicando este resultado se obtiene facilmente

Proposiciéon 10.2.13 Para cada funcion continua 2mw-periodica f : R — R existe una
sucesion de polinomios trigonométricos p, : R — R que converge uniformemente hacia f.

DEM: Para cada n € N existe r, € (0,1) con ||4,,(f) — fll.. < 1/n. Truncando la serie
que define A, (f) podemos encontrar m(n) € N tal que para todo ¢ € R se cumple:

A (F ) = Y il f(k)e™] <

k| <m(n)

Entonces la sucesién de polinomios trigonométricos

)= 3 P (k)™

[k|<m(n)

converge uniformemente hacia f ya que

1 = Palle <N = A (Dl + I1Ar (F) = Pulloe < 2/n
|

Regiones de Dirichlet. Si {2 es un abierto conexo tal que el problema de Dirichlet tiene
solucion para cada funcion continua ¢ : 9,2 — R, se dice que () es una region de Dirich-
let. Los abiertos simplemente conexos son abiertos de Dirichlet (véase Conway (4.18)).
Aunque aqui no demostraremos este resultado general, para ciertos abiertos simplemente
conexos {2 & C es posible demostrar facilmente que son regiones de Dirichlet y obtener
explicitamente la solucion del problema de Dirichlet a partir de la solucién del problema
en el disco expuesta en el teorema [[0.2.9.

Segun el teorema de Riemann todo abierto simplemente conexo €2 & C es conforme-
mente equivalente al disco D(0, 1). Cuando un abierto simplemente conexo €2 & C tiene la
propiedad de que existe un isomorfismo conforme h : Q@ — D(0, 1) que se puede extender
a un homeomorfismo h : Q~ — D(0,1) diremos que {2 tiene la propiedad de la extension.
En en este caso la restriccién de h a la frontera 05082 es un homeomorfismo entre las fron-
teras 0,,€2 y 0D(0, 1), luego una condicién necesaria para que 2 tenga la propiedad de la
extension es que su frontera sea una curva cerrada simple sobre la esfera de Riemann, (en
el caso de un abierto acotado €2, sera una curva de Jordan en al plano, es decir, una curva
cerrada homeomorfa a una circunferencia). En definitiva, una condicién necesaria para
que un abierto acotado simplemente conexo 2 & C tenga la propiedad de la extension es
que su frontera sea una curva de Jordan. Esta condiciéon necesaria también es suficiente:
Aunque esto no sera demostrado aqui, comentamos brevemente un camino para establecer
el resultado. En primer lugar se demuestra que si 02 es una curva de Jordan entonces
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cada punto a € 02 es un punto frontera simple, lo que significa que para cada sucesion
a, € 2 con lim, a, = a existe una funcién continua 7 : [0,1) — Q con lim; — 1y(t) = a,y
una sucesion estrictamente creciente 0 < t; < ty < -+ < t, < t,y1--- tal que y(t,) = a,
para cada n € N. En segundo lugar se demuestra que si cada a € 0f) es un punto frontera
simple entonces (2 tiene la propiedad de la extension (véase el capitulo 14 del libro de
Rudin).

Después de lo que acabamos de mencionar es facil dar un ejemplo de un abierto
simplemente conexo sin la propiedad de la extensién: D(0,1)\ {z : 0 < z < 1} no tiene la
propiedad de la extensién porque cada z € [0,1) es un punto frontera que no es simple.

Proposicién 10.2.14 Todo abierto simplemente conexo 2 & C con la propiedad de la
extension es una region de Dirichlet.

DEM: Sea h:Q — D(0,1) un isomorfismo conforme que se extiende a un homeomorfismo
h:Q” — D(0,1). La restriccion hy de h a la frontera 8, es un homeomorfismo entre
las fronteras hg : 052 — 9D(0, 1), luego toda funcién continua ¢ : 0,2 — R es de la
forma ¢ = ¢ o hy, donde ¢ : 9D(0,1) — R es continua. Sea u : D(0,1) — R la solucién
del problema de Dirichlet en D(0,1) dada por el teorema [0.2.9. La funcién continua
t=wuoh: Q" — R coincide con ¢ sobre la frontera 0., y es arménica en Q en virtud de
la proposicion [[0.1.§ luego es la solucién del problema de Dirichlet en €2 con la condicién
de frontera . ]

10.3. Sucesiones de funciones armodnicas

Teorema 10.3.1 Si una sucesion de funciones armdnicas u, € A(§2) converge uniforme-
mente sobre compactos, la funcion limite u : Q — R también es armonica.

DeEM: La convergencia uniforme sobre compactos garantiza que la funcién limite u es
continua. Segin el teorema [[0.2.17 basta demostrar que u tiene la propiedad de la media.

En virtud de la proposicion cada u,, tiene la propiedad de la media luego, dado
un disco D(a,r) C €, para todo n € N se cumple

1

up(a) = o

2
/ un(a+re')dt
0

Como u,, converge hacia u uniformemente sobre el compacto C, = {z : |z — a| = r}, se
puede pasar al limite bajo la integral y se obtiene

1 2 ‘ 1 2 ‘
u(a) = liqgn §/0 up(a + re®)dt = Py /0 u(a + re')dt

Lema 10.3.2 [Desigualdades de Harnack] Si uw : D(a,R) — [0 + 00) es una funcion
continua y armonica en D(a, R), para cada r € (0, R) y cada « € [0, 27] se verifica

g;:u(a) < u(a+re®) < }};i—:

u(a) (10.16)
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DEM: Segun la férmula integral de Poisson para el disco D(a, R):

A 1 [2m R2 _ ;2 A
ula+re®) = o /o R? —2rRcos(a — t) + rzu(a + Ret)dt
y en particular, para r = 0:
L it
u(a) = %/0 u(a + Re™)dt
Teniendo en cuenta que
R2 _ 42 R2 _ 42

R2 —2rRcos(a —t) + 72 |Reit — reio|?2
y usando la desigualdad R —r < |Re™ —re'®| < R+, se obtiene

R—r R*—1r? R? — 2 Rz—TQ_R-f-T’

< < =
R+r (R+r)? = R?—2rRcos(a—t)+r2~ (R—r)>? R-r
Multiplicando miembro a miembro por u(a + Re®) > 0 se conservan las desigualdades:

_ ' 2 _ .2
};+:u(a+ Re™) < R

; R+ 4
1t < it
R2_2TRcos(a—t)_|_r2U(a+Re ) < R—ru(a_'_Re )

Usando la monotonia del operador integral % fo%[ - |dt, con las dos férmulas mencionadas
al principio se obtiene el resultado. [ ]

Teorema 10.3.3 Para una sucesion creciente de funciones armonicas u, € A(2) en un
abierto conexo ) C C se cumple una de las dos alternativas siguientes:

i) lim, u,(2) = u(z) < 400 para todo z € .
ii) lim,, u,(2) = +o00 para todo z € Q.

En ambos casos la convergencia es uniforme sobre compactos. Cuando se cumple i), la
funcion limite u(z) = lim, u,(2) es arménica.

DEM: Basta hacer la demostracién suponiendo u,, > 0 para todo n € N (la demostracién
del caso general se reduce a esta situacién considerando la sucesion u,, — u; > 0).

Para cada z € Q) la sucesién de nimeros reales u,(2) es creciente y por lo tanto existe el
limite u(z) = lim,, u,(z) < +00. Consideremos los dos conjuntos disjuntos

A={z€Q:u(z) =+x}; B={z€Q:u(z) <oo};

Dado a € 2 sea R > 0 tal que D(a, R) C 2. Como estamos suponiendo u, > 0 podemos
usar las desigualdades de Harnack, segtin las cuales cada z = a + re’® € D(a, R) cumple

R—r R+
< <
R‘f‘run(a/) — un(Z) — R—T’

un(a)
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Pasando al limite en la desigualdad de la izquierda se obtiene que a € A = D(a, R) C A,
luego A es abierto. Analogamente, pasando al limite en la desigualdad de la derecha se
obtiene que a € B = D(a, R) C B, luego B también es abierto. Como 2 = AU B es
conexo y AN B = () se concluye que, o bien A =0y B = Q, (en este caso se cumple i)) o
bien A=Qy B =0 (y en este caso se cumple ii)).

Para demostrar que el limite es uniforme sobre compactos basta ver que para cada
a € Q la sucesién u,, converge uniformemente en un disco D(a,p) C Q. Sea 0 < p < R
donde R se ha elegido con la condicién D(a, R) C §2.

Si se cumple i) y n > m, usando la desigualdad de Harnack de la derecha para la
funcién u,, — u,, > 0, se obtiene que todo punto z = a + re’* € D(a, p) verifica

R+r R+p
0 < un(2) = um(2) < p—(un(a) = um(a)) < 5= p(un(a) — um(a))

Usando la desigualdad que acabamos de establecer, vilida para todo z € D(a, p),
0 < un(2) — um(2) < 55— (un(a) — unm(a))

y teniendo en cuenta que la sucesién u,(a) es de Cauchy se obtiene que wu, cumple la
condicién de Cauchy para la convergencia uniforme sobre D(a, p). Obsérvese que si ocurre
la alternativa i), la funcién u es armonica en virtud del teorema [10.3.1].

Cuando se cumple ii) es lim, u,(a) = 400 y usando la desigualdad de Harnack de la
izquierda para la funcién u, se obtiene que cada punto z = a + re’® € D(a, p) cumple

R—p
R+p

un(a) < up(2)

luego lim,, u,,(z) = +o0 uniformemente sobre D(a, p). |
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10.4. Ejercicios

¢ 10.1 Dada una funcion armonica u € A(Q2) sea U(r,0) = u(rcosf, rsenf). Demuestre

que la funcion f(re?) = Ta—U(T, ) — ia—[ej(r, 0) es holomorfa en Q (T3] ejerc. 10.1).

or

¢ 10.2 Siu e A(QQ) es armdnica no constante en un abierto conexo 2, demuestre que el

congunto M = {z € Q: Vu(z) = 0} verifica M'NQ =0 ([IT] ejerc. 10.3).
O 10.3 Siu y u® son armdnicas en un abierto conexo, demuestre que u es constante.

$ 10.4 Si u es armonica en un abierto simplemente conexo ), demuestre que existe
f € H(Q), sin ceros en ), tal que u = log | f].

¢ 10.5 Demuestre que u(z) =log|(z—a)/(z—b)| es armdnica en C\{a, b} y obtenga una
caracterizacion de los abiertos coneros (2 C C donde u posee funcion armdnica conjugada

([L7] ejerc. 10.6).

¢ 10.6 Si u es armonica en Q@ = {z : r < |z| < R} demuestre que existen f € H(Q) y
a € R tales que u(z) = alog|z| + Re f(2) (L[4 ejerc. 10.10).

& 10.7 Siu es armonica en la corona {z :r < |z| < R}, parar < p < R se define
)= [ ulpeyar
m(p) = — u(pe
P o J, P
Demuestre que existen o, § € R tales que m(p) = alogp+ B ([LA] ejerc. 10.11).

& 10.8 Siu es armdnica en D*(0,7) demuestre que se cumple una, y sélo una, de las
condiciones:

i) lim, _ou(z) = 400, (— 0);
ii) w(D*(0,¢€)) = C, para cada € € (0,71);
iii) u se puede extender a una funcion arménica en D(0,r).

([L7] ejerc. 10.12)

& 10.9 Sea f € H(D(0, R)) inyectiva tal que f(0) = 0. Si para algin 0 < r < R la curva
()= f (re“) posee un argumento continuo creciente, demuestre que la misma propiedad
la tienen las curvas v,(t) = f(pe™) para 0 < p < r (1] ejerc. 10.14).

$ 10.10 Siu es armdnica en Q) = {z : r; < |z| < 1o} demuestre que A(r) = max{u(re®) :
t € [0,2x]}, definida para vy < r < ry, es una funcion convera de logr: Sir < p; <
pr < 1y y logp = alogp, + Blogps, con a+ F =1, o, > 0, se cumple A(p) <
aA(p1) + BA(p2). Deduzca de lo anterior el teorema de los tres circulos de Hadamard: Si
f € H(Q) no se anula en Q y M(p) = max{|f(pe")| : t € [0,27]}, se verifica

M(p) < M(p1)*M(p2)”

_ logps—logp ~ ,  logp—logp

dond <pL< p<py < ry; = - ’
onGe M S PL< PPl 0= —logpr log py — log py

([ ejerc. 10.15).
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& 10.11 Demuestre que u : @ — R es armdnica en el abierto Q0 C C si y sdlo si es
continua y satisface la propiedad de la media espacial:

1 -
u(z) = W//D(zr u(z,y)dxdy para todo D(z,r) C L.

([L] ejerc. 10.17)

$ 10.12 Sea u una funcion real continua en el semidisco A = {z : Imz > 0,|z| < 1} y
armdnica en su interior, que verifica u(x) =0 cuando x € R, =1 < x < 1.

Demuestre que existe una tdnica funcion continua P : D — R, armdnica en D =
D(0,1) que verifica

i) P(e®) =u(e") sit e [0,n], Ple?) = —u(e™™) sit € [r,2r|;
ii) P|A =Uu.
([T ejerc. 10.18)

¢ 10.13 Sea u una funcion real continua en {oo} U{z : Rez > 0}, y armdnica en el
semiplano {z : Rez > 0}, tal que limy u(z) = 0. Demuestre que para cada x + iy con
x > 0 wvale la formula de Poisson:

, 1 [t zu(it)
=2 | mr

$10.14 Sea Q@ = {z : |z| > 1} y ¢ : 9Q — R una funcion continua. Demuestre que

existe una tunica funcion continua v : @ — R tal que v|g es armdnica, v|sgg = @, ¥y

lim, . v(z) = % 0% o(e)dt, que viene dada por

1 o it |Z|2_1
= — ) ——dt ' > 1.
w0 =5 [ et il

sSe puede asegqurar la unicidad de la funcion v cuando se prescinde de la condicion so-
bre lim, o, v(2)?. (Indicacion: Si u es armonica en D(0,1) entonces v(z) = u(1/Z) es
armonica en §).)

¢ 10.15 Si f € H(D(0,1)) verifica Re f(z) > 0 para cada z € D(0,1) y f(0) = 1/2

demuestre:
i) | f™(0)| < n! para todon € N y
i) 1(2) s%ﬂ silsl <p<1

Indicacién: Utilice la férmula de Schwarz, o el ejercicio 5.33 de [[4], para expresar f en
términos de su parte real ([l ejerc. 5.34).

& 10.16 Justifique que el problema de Dirichlet no tiene solucion en el disco perforado
D*(0,1).
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¢ 10.17 Sea Q2 C C un abierto conexo y f, € H(2) una sucesion tal que la sucesion de
sus partes reales converge uniformemente sobre compactos.

i) Si D(a,r) C Q y fu(a) converge demuestre que f, converge uniformemente sobre
D(a,r).

ii) Utilice i) para demostrar que si f, converge en algin punto entonces converge uni-
formemente sobre compactos.

([L3] ejerc. 12.19)

& 10.18 Sea u,, una sucesion de funciones armdnicas en un abierto 2 C C, que converge
uniformemente sobre compactos hacia la funcion u.

Demuestre que para cada a € Q hay un disco D(a,r) C Q y una sucesion f, €
H(D(a,r)) que converge uniformemente sobre D(a,r) hacia una funcion f € H(D(a,T)),
de modo que

Re f = u|p@r) ¥ Re fo = Un|p(ar) para cada n € N.
o™

Deduzca de esto que si m,j, k € N, y m = j+ k entonces la sucesion ————
OxI OyF

converge

m

: . 0™ :
uniformemente sobre compactos hacia DOk (L] ejerc. 12.20).

¢ 10.19 Sea Q2 C C un abierto conexo acotado, y u, una sucesion de funciones, conti-
nuas en  y con la propiedad de la media en ), que converge uniformemente sobre OS).
Demuestre que la sucesion también converge uniformemente sobre Q0 hacia una funcion
u, que es continua en ) y armonica en ).

& 10.20 Demuestre que toda sucesion uniformemente acotada de funciones armaonicas en
un abierto simplemente conexo posee una subsucesion que converge uniformemente sobre
compactos. ;Se obtiene la misma conclusion cuando el abierto no es simplemente conexo?.

¢ 10.21 Sea u, una sucesion de funciones armonicas positivas en el abierto en
Q={z:]2] <2,|z+1| > 1}

tal que u,(1) = 1 para todo n € N. Demuestre que hay una subsucesion que converge
uniformemente sobre compactos hacia una funcion u € A(2). sSe anula u en Q7.

$ 10.22 Sea u, una sucesion de funciones armdnicas positivas en el abierto
Q={z:]z] > 1,Rez > 0}
que converge puntualmente hacia una funcion no identicamente nula u.

a) Demuestre que hay una sucesion f, € H(S) que converge uniformemente sobre
compactos y verifica Re f,(z) = u,(2) para cada z € Q y cada n € N.

b) Demuestre u es una funcion armonica que no se anula en ningun punto de Q7.

& 10.23 Demuestre que para cada compacto K C D(0,1) existe una constante px > 0
tal que u(z1) < pru(za), cualquiera que sea la funcion armdénica positiva u : D(0,1) —
(0, +00) y el par de puntos z1,z € K.

$ 10.24 Siu >0 es armonica en D(0,1) y u(0) =1, demuestre que 1/3 < u(1/2) < 3.
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