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Capitulo 1

Espacios paracompactos

El concepto de espacio paracompato lo introdujo Dieudonné en 1944 [17],
cuando demostré que los espacios metrizables localmente compactos o sep-
arables son paracompactos. La paracompacidad de los espacios metrizables
arbitrarios fue establecida por A. Stone [45]. Los espacios paracompactos gen-
eralizan simultaneamente a los espacios compactos y a los metrizables.

En lo que sigue X sera siempre, salvo mencion expresa de lo contrario,
un espacio toplégico Hausdorff. Una familia ¢/ de subconjuntos de X es un
cubrimiento de X si todo punto de X pertenece a algin elemento de . Un
cubrimiento ¥V de X se dice que es un refinamiento del U si cada V € V
estd contenido en algin U € U.

Una familia A de partes de X se dice que es localmente-finita si cada punto
del espacio tiene un entorno que interseca como mucho a un ntumero finito de
elementos de A. Una familia A de partes de X se dice que es o-localmente
finita si es unién numerable de familias localmente finitas.

Lema 1.1 Para cada familia localmente finita A se cumple

(J{A:Ae A= J{A: Ac 4}

DEM: La inclusién U{A : A € A} D U{A: A € A} se verifica siempre, aunque
la familia no sea localmente finita: Basta recordar que A es el menor cerrado
que contiene al conjunto A, y por lo tanto estd contenido en U{A : A € A}.
Por otra parte, si x es adherente a la unién, U{A : A € A}, por ser A
localmente finita, existe V., entorno de x, tal que es finita la familia

{AGAAH‘/;}:{Al,AQ,Am}

Entonces, debe existir j € {1,2,--- ,m} tal que z € A; C U{A : A € A}
(En caso contrario, para cada j € {1,2,---,m}, se cumplirfa que = & A;, y
podriamos encontrar un entorno U, de x tal que U, N A; = 0 para 1 < j <m,
luego U, NV, serfa un entorno de = que no cota a U{A : A € A}). u
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Definicién 1.2 Un espacio topologico X se dice que es paracompacto si es
Hausdorff y cada cubrimiento abierto de X tiene un refinamiento abierto lo-
calmente finito.

Una consecuencia inmediata de la definicion es que todo espacio compacto es
paracompacto. El teorema de Stone [1.9] establecerd que los espacios métricos
también son paracompactos.

En la definicién de espacio paracompacto algunos autores no exigen que el
espacio sea Hausdorff y en su lugar exigen que sea regular. En el ambito de
los espacios Hausdorff no es necesario hacer este requerimiento, en virtud del
siguiente resultado

Teorema 1.3 Todo espacio paracompacto es normal

DEM: [Véase [19] 5.1.5; pag. 373]

Sea X un espacio paracompacto y A, B C X cerrados disjuntos. Fijado a € A,
para cada x € B existen abiertos disjuntos U,, V, tales que a € U,, © € V.
La familia {V, : x € B} U{B} es un cubrimiento abierto de X, y por lo tanto
tiene un refinamiento abierto localmente finito {Ws : s € S}.

Sea Sy = {s € S : W,N B # 0}. Para cada s € S se verifica a & W, y es claro
que B C V, = Uses, Ws- Como {W : s € S} es localmente finita, segin el

lema [I.1], se cumple
Uw.=1Uw

s€Sp €80

por lo que (7& =X\ Useso W es abierto. Es claro que 17@ y \7; son abiertos

disjuntos que verifican a € U,, B C V. B

Se repite el razonamiento con el cubrimiento abierto de X, {U, : a € A}U{A}
que tiene un refinamiento localmente finito {G; : t € T'}. Ahora se considera
To={teT:G NA#D}yes claro que Oy := UteTO G, es un abierto que
contiene a A. Para cada t € Ty es BN G, = () luego Op := X \ UteTO G, es un
abierto, que contiene a B y verifica O4 N Op = (). [

Hay otras formulaciones equivalentes de la paracompacidad que se obtienen
combinando los siguientes lemas:

Lema 1.4 Si todo cubrimiento abierto de X tiene un refinamiento abierto o-
localmente finito, entonces todo cubrimiento abierto de X tiene un refinamiento
localmente finito (formado por conjuntos arbitrarios).

DEM: [Véase [19] Lema 5.1.10, pag 376, 6 [30] Lema 5.34, pig.184]

Sea U un cubrimiento abierto de X y V un refinamiento abierto de U que
es o-localmente finito, es decir, que admite una descomposicién V = {J,, .y V
donde cada familia V), es localmente finita. Para cada n y cada V € V), sea

Ve=V\|J{U:U eV, 1<k <n}
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La familia W = {V* : V € V,,,n € N} es un cubrimiento de X que refina a ¥V
y por lo tanto a U. Este cubrimiento es localmente finito:

Dado = € X sea m el primer entero tal que x pertenece a algin conjunto V'
de V,,. Entonces V' es un entorno de x que solo corta a los miembros de W
obtenidos a partir de las familias Vy, , con k < m (si k > my W* € W con
W € V; entonces para todo U € V,, es W* N U = (). Como como la familia
Vi U---UV,,, es localmente finita, x posee un entorno V' C V que sélo corta
a una cantidad finita de conjuntos de esta familia y por lo tanto sélo corta a
una cantidad finita de miembros de W [

Lema 1.5 5i cada cubrimiento abierto de un espacio reqular X tiene un refi-
namiento localmente finito (formado por conjuntos arbitrarios), entonces para
cada cubrimiento abierto {U, : o € A} de X hay un cubrimiento {F, : o € A}
de X, cerrado y localmente finito, tal que F,, C U, para cada o € A

DEM: [Véase [19] Lema 5.1.6, pag 374]

Por la regularidad existe un cubrimiento abierto W de X tal que {W : W €
W} es un refinamiento de {U, : @ € A}. Sea {E; : t € T} un refinamiento
locamente finito de W. Para cada t € T existe a(t) € A tal que E, C Ua(t)-
Sea

Fo:=|J{Ei:at) =a} = J{E : alt) = a}

(la segunda igualdad se cumple porque la familia {E; : ¢ € T'} es localmente
finita). Es inmediato que {F, : « € A} es un cubrimiento localmente finito de
cerrados que cumple la condicion requerida en el enunciado. [ ]

Lema 1.6 Si cada cubrimiento abierto de un espacio topologico X tiene un
refinamiento cerrado localmente finito, entonces también tiene un refinamiento
abierto localmente finito

DEM: [Véase [19] Lema 4.4.12, pag 354]
Sea U un cubrimiento abierto de X y A = {A; : s € S} un refinamiento
localmente finito. Para cada s € S elegimos U(s) € U tal que A; C U(s). Para
cada r € X sea V, un entorno de x tal que {s € S : V, N A, # 0} es finito.
Sea F un refinamiento cerrado localmente finito de {V,, : € X'}. Entonces
para cada F' € F el conjunto {s € S : FN A, # (0} también es finito. En virtud
del lema [1.1l la unién de una familia localmente finita de cerrados es cerrada
luego, para cada s € S, el conjunto

Wo=X\|J{FeF:FnA, =0}

es un abierto que contiene a Ag. La familia V = {V; : s € S} con Vy; = W,NU(s)
es un refinamiento abierto de U tal que A; C Vi para todo s € S. Para terminar
basta ver que la familia V es localmente finita. Cada x € X posee un entorno
O, tal que {F €e F: FNO, # 0} = {F, Fy,--- F,} es finito y vamos a ver
que este entorno también cumple que {s € S : V, N O, # 0} es finito:

4
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Si V,N O, # () entonces W, N O, # () y segtin la definicién de W, existe
algin F' € F, con FN A, # 0, tal que F N O, # 0. Se sigue que s € Sy, donde
So=Uj_i{s € S: A;N Fj # 0} es finito (unién finita de conjuntos finitos). m

Teorema 1.7 Para un espacio topologico Hausdorff X son equivalentes:

a) X es paracompacto (es Hausdorff y cada cubrimiento abierto de X tiene
un refinamiento abierto localmente finito).

b) X esregular y todo cubrimiento abierto de X tiene un refinamiento abier-
to o-localmente finito.

c) X es reqular y todo cubrimiento abierto de X tiene un refinamiento lo-
calmente finito (formado por conjuntos arbitrarios)

d) X es regular y todo cubrimiento abierto de X tiene un refinamiento lo-
calmente finito formado por conjuntos cerrados.

DEM:

a) = b) es consecuencia del teorema

b) = ¢) es consecuencia del lema [1.4]

c) = d) es consecuencia del lema

d) = a) es consecuencia del lema ]

Cada familia numerable es o-localmente finita y utilizando|1.7|b) se obtiene
el siguiente resultado del que merece la pena dar una demostracion directa

Teorema 1.8 Todo espacio reqular y Lindelof es paracompacto.

DEM: [Véase [19] Teorema 3.8.11, pag. 248]
Sea U un cubrimiento abierto de un espacio regular y Lindelof X. Por la
regularidad, cada z € X posee entornos abiertos Uy, V, tales que z € U, C V,,
y V, esta contenido en algtin abierto de . Por la propiedad de Lindeldf existe
un cubrimiento numerable {U,, : j € N} extraido de {U, : » € X}. La sucesién
se abiertos

W; =V, \ (U, U, U---UU,,_,), jEN

recubre X (pues dado x € X entonces x € W) donde k es el minimo entero
que cumple z € Vj, ). Es claro que {W; : j € N} es un refinamiento de U, que
es localmente finito: Dado a € X existe ¢ € N tal que a € U,, y asi U,, es un
entorno de a que cumple U,, N W; = 0 para todo j > i. |

Teorema 1.9 [Stone] Todo cubrimiento abierto de un espacio métrico (X, d)
tiene un refinamiento abierto o-discreto y localmente finito. Por lo tanto X es
paracompacto.
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DEM: [Véase [30] Teorema 4.21, pag 151] Sea U un cubrimiento abierto del
espacio métrico (X, d). Dado U € U se define U, = {x € U : d(z,U°) > 5+ }.
1 1 1

r€Un, y€ Unchl = d(:z:,y) 2 d(% UC) - d(y7 Uc) = 2_n a on+1 - on+1

luego

. c 1
d(U,, Ut 1) = inf{d(z,y) : x € Up,y € U 1} > T

Por el principio de buena ordenacién podemos suponer que la familia U estd bi-
en ordenada mediante una relaciéon de orden <. Definimos entonces

Up = U\ (Vo1 : V €UV < U}

Evidentemente U C U,, C U.
Para cada par U,V € U y cada n € N se cumple

(a) UpcVe, siV<U
(b VycUs, siU<V
Cuando V < U en virtud de (a) y (b) se cumple

* * c * c 1
d<Un7 Vn) 2 d(Vn—‘rl? Vn) 2 d(vn—i-l? Vn) 2 on+1
Anélogamente, cuando U < V' se cumple
* * * C C 1
d(Un7 Vn) Z d<Un7 Un+1> Z d(UTH UnJrl) 2 on+1
1
En ambos casos si U # V' se cumple d(U;, V") > ISR (*)
Los conjuntos
- . 1
Up={z € X :d(z,U)) < 2n+3}

son abiertos y U, C U (z € U, = d(z,U,) < s = x € U).
i) Para cada n € N la familia {U, : U € U} es discreta pues
zeU,yeV,=dy) >1/2"

Efectivamente, sean =’ € U}y € V* tales que d(x,z') < 2~ (n+3),
d(y,y') < 2~™+3) Entonces, en virtud de (*) se cumple

12 < d(a',y) < d(@,2) + d(w,y) + d(y,y) < d(z,y) +1/2""
luego d(z,y) > 1/2"1 —1/27+2 = 1/2+2,

i) V= {(7n :n € N,U € U} es un cubrimiento abierto de X que refina a U:
Siz € X sea U € U el primer abierto de U con x € U. Entonces existe
n € N tal que z € U, luegoz € Uy C U, C U.

6
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Queda demostrado asi que U tiene un refinamiento abierto o-discreto ¥V que en
particular es o-localmente finito. Por el teorema [I.7] X es paracompacto, luego
todo cubrimiento abierto & de X posee un refinamiento abierto localmente
finito U’, del cual podremos extraer un refinamiento abierto o-discreto V' que
seguird siendo localmente finito. [ ]

Corolario 1.10 La topologia de un espacio metrizable posee una base o-discreta.

DEM: Si d es una distancia que define la topologia de X, para cada n € N, en
virtud del teorema de[1.9] el cubrimiento abierto

= {B(z,1/n) :z € X}

tiene un refinamiento abierto o-discreto U,,. Entonces Ufle U,, es una base
o-discreta de la topologia de X. Efectivamente, dado un abierto U, fijado un

punto x € U sea
m =min{n € N: B(z,1/n) C U}

Por ser Us,, un cubrimiento de X existe V' € Us, tal que x € V. Ademas,
como Uy, es un refinamiento de By, se cumplird V' C B(b, ﬁ) para cierto
b e X. Como z € B(b, 5-) se obtiene

V C B(b,1/(2m)) C B(x,1/m) C U

Asi hemos encontrado V' € |J,—, U, tal que x € V C U, y esto prueba que
\U,,U, es una base para la topologia de X que obviamente es o-discreta. m

Si A es un cubrimiento abierto de X, dado M C X se define
st(M,A) = {A e A: AnM # 0}

y en particular, para M = {z} se define st(z, A) = st({z}, A).

Un cubrimiento B de X se dice que es un *-refinamiento de A si para cada
B € B existe A € A tal que st(B,B) C A, y se dice que es un refinamiento
baricéntrico de A si para cada = € X existe A € A tal que st(z, B) C A.

Teorema 1.11 Para un espacio Hausdorff X son equivalentes

a) X es paracompacto.

b) Cada cubrimiento abierto de X tiene un refinamiento baricéntrico abierto.

¢) Cada cubrimiento abierto de X tiene un x-refinamiento abierto.

d) X es reqular y cada cubrimiento abierto de X tiene un refinamiento abierto
o-discreto.

DEM: [Véase [19] 5.1.12, pag 377] Esquema de la demostracion:

a) = b) Se obtiene combinando el teoremal[l.7y el lema 5.1.13 de [19] segtin el
cual si un cubrimiento abierto de X tiene un refinamiento cerrado localmente
finito entonces también tiene un refinamiento baricéntrico abierto.

b) = ¢) Segun el lema 5.1.14 de [19] todo refinamiento baricéntrico de un

7
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refinamiento baricéntrico de U es un *-refinamieto de U.

¢ = d) Se demuestra primero que X es regular ([19], pdg 379) y el resto de la
demostracion es lema 5.1.16 de [19].

d = a) Es consecuencia del teorema pues toda familia o-discreta es o-
localmente finita. ]

El resultado anterior, que no sera utilizado en lo que sigue, sirve para
demostrar que todo espacio paracompacto es colectivamente normal lo que
significa que para cada familia discreta de cerrados {F, : a € A} existe una
familia discreta de abiertos {U, : a € A} tal que F,, C U, paracada«a € A ([19]
5.1.18, pag 379). Como no hemos demostrado este teorema proporcionamos
una demostracién del siguiente resultado mas particular:

Teorema 1.12 Todo espacio metrizable es colectivamente normal.

DeEM: Comenzamos demostrando que cada cubrimiento abierto U de X tiene
un *-refinamiento abierto.

Dado V C X definimos O, (V) ={z € X : d(z,V) < 1/n}. Sea V, la familia
de los abiertos V' C X tales que O, (V) estd contenido en algin U € U y
diam(V) < 1/n. Es claro que V = [V, es un refinamiento abierto de U.
Dado =z € X sea m el menor entero tal que x pertenece a alguin V € V,, y sea
U, € U tal que O, (V) C U,.

Segun la definicién de m, es diam(V) < 1/m, y cada W € V con x € W
pertenece a algin V, con n > m, luego diam(W) < 1/n < 1/m. Se sigue de
esto que = € st(z,V) C O, (V). Hemos demostrado asi:

(a) Para cada = € X existe U, € U tal que st(z,V) C U,

Repitiendo el razonamiento se consigue un refinamiento abierto YW de V que
verifica:

(b) Para cada x € X existe V,, € V tal que st(z, W) C V,

Entonces, para cada Wy € W se cumple

st(Wo, W) = U st(x, W) C U Vi

zeWy zeWo

Fijado zo € Wy, para cada x € Wy se cumple zy € st(z, W) C V,, luego
V, C st(zg, V) y se sigue que

U Vi C st(zo, V)

zeWp

y combinando las tltimas inclusiones resulta
St(WQ, W) C St({L‘(), V)
Segun (a) existe Uy € U tal que st(xg,V) C Uy y se obtiene que

St(Wo, W) c Uy

8
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Queda demostrado W es un *-refinamiento abierto del cubrimiento abierto U
dado inicialmente.

Sea {F, : @ € A} una familia discreta de cerrados en el espacio metrizable
X y para cada x € X sea U, un entorno de x que corte, a lo sumo, a un
cerrado de la familia. Por lo que se acaba de demostrar hay un refinamiento
WideU = {U, : = € X} tal que para cada W &€ W el conjunto st(W, W)
estd contenido en algin U,. Sea V = {V,, : a € A} donde

Vo =st(Fo, W) = {W e W:WnF, +0}

Es claro que F,, C V,, y para terminar la demostraciéon basta comprobar que
V es una familia discreta de abiertos: Efectivamente, cada W € W corta a lo
m4és a un V,, pues si W NV, # () entonces existe W’ € W tal que W' N F, # ()
y W' NW #£ 0, luego W C st(W, W) donde st(W, W) estd contenido en algin
C U,, y por lo tanto U, N F, # (). Como « € A es el tinico elemento de A que
cumple esto, se sigue que W € W no corta a los conjuntos Vz con f# . =

A titulo informativo recopilamos algunos resultados relativos a la paracom-
pacidad que conviene conocer, para los que nos remitimos a [19]:

a) Todo espacio paracompacto y numerablemente compacto es compacto.
[5.1.20].

b) Todo espacio paracompacto que contiene un subespacio denso Lindeldf es
Lindelof. En particular, todo espacio paracompacto separable es Lindeldf.
[5.1.25]

c¢) La paracompacidad es hereditaria respecto a los subconjuntos F,. En par-
ticular, cada subespacio cerrado de un espacio paracompacto es paracom-
pacto. [5.1.18]

d) La paracompacidad no es estable frente a aplicaciones continuas, pero es
estable frente a aplicaciones cerradas. [5.1.33]

e) La paracompacidad no es estable frente a productos finitos. [5.1.13]

f) El producto X XY de un espacio paracompacto X y un espacio compacto
Y es paracompacto. [5.1.36]

g) Un espacio X es paracompacto si y sdlo si para cada compacto Y el
producto X XY es normal. [5.1.39]

h) FEzisten espacios normales que no son colectivamente normales y espacios
colectivamente normales que no son paracompactos. [5.1.12 y 5.1.23]



Capitulo 2

Particiones de la unidad.
Aplicaciones

Una familia {f, : o« € A} de funciones continuas f, : X — [0,1], con
dominio en un espacio topolégico X, se dice que es una particion de la unidad
en X si para todo x € X se cumple ) ., fo(z) = 1, donde la igualdad anterior
significa que para cada x € X el conjunto {a € A: f,(x) >0} ={«; : j € N}
es numerable y la correspondiente serie Y °, fa, (), converge a 1.

Dada una particién de la unidad {f, : « € A} en X, la familia de abiertos
Vo ={x € X : fo(x) > 0}, a € A, recubre X. Cuando este cubrimiento es
localmente finito se dice que la particién de la unidad es localmente finita.
Cuando este cubrimiento es un refinamiento de un cubrimiento abierto U de
X, se dice que la particion de la unidad esta subordinada a U.

El siguiente objetivo es caracterizar los espacios paracompactos como aque-
llos en los que siempre existe una particion de la unidad asociada cualquier
recubrimiento abierto del espacio.

Teorema 2.1 Para un espacio Hausdorff X son equivalentes

a) X es paracompacto.

b) Para cada cubrimiento abierto U de X existe una particion de la unidad
localmente finita subordinada a U.

¢) Para cada cubrimiento abierto U de X existe una particion de la unidad
subordinada a U.

DEM: [Véase [19] 5.1.9, pag 375]

a) = b) Sea U un cubrimiento abierto de X y V = {V,, : @ € A} un refi-
namiento abierto localmente finito. En virtud del lema [L.5] existe un cubrim-
iento cerrado de X, {F, : a € A}, tal que F,, C V, para cada a € A. Segin
el teorema X es normal, luego en virtud del lema de Urysohn existen fun-
ciones continuas g, : X — [0, 1] tales que go(x) = 1sixz € F,, ¥ ga(z) = 0 si
x ¢ V,. Usando que V es localmente finita es facil ver que la suma

9(@) =) galw)

acA

10
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define en X una funcién continua, que no se anula nunca, y se sigue que
fa = 9ga/g es una particién de la unidad localmente finita subordinada a U
b) = ¢) Evidente.
¢) = a) Dea U un cubrimiento abierto de X y {f, : @ € A} una particién de
la unidad subordinada a &. Comencemos demostrando el siguiente aserto:

[A] La funcién f(z) = sup,ca fo(z) es continua
Lo demostraremos viendo que cada x € X posee un entorno U, tal que la
restriccién f|p, es continua: Sea o, € A tal que f,, (z) > 0. Segun la definicién
de familia sumable existe un conjunto finito A, C A tal que

luego
Ur={yeX : 1= fuly) < fu. )}
aEA,
es entorno abierto de z. Para cada y € U, y cada 3 € A, se cumple

0<fs0) < ) fu@)=1=> faly) < fo.(®)

ad Ay €A,

Se sigue de esto que «a, € A, y que para cada y € U, se cumple

f(y) = sup fa(y) = sup fu(y)
acA acA,

luego la restriccién f|y, es continua.

Sea V, = {z € X : fo(x) > f(x)/2}. Es claro que V = {V,, : a € A}
es un refinamiento abierto de U y la demostracion concluye viendo que este
refinamiento es localmente finito: Como f(z) > 0 para todo = € X, razonando
como antes, pero usando la funcién f/2 en lugar de f,,, se obtiene, para cada
r € X, un conjunto finito C, C A tal que 1 — > o folz) < f(2)/2, ¥
un entorno abierto de », G, = {y € X : 1 =3 . fa(y) < f(y)/2}, tal
que para cada y € G, y cada § ¢ C, se cumple 0 < f3(y) < f(y)/2, luego
Be&C,=VanNG,=0. ]

Como una primera aplicacién de las particiones de la unidad vamos a obten-
er el clasico teorema de selecciéon de Michael.

Sea ¢ : X — P(F) una multifuncién (una aplicacién cuyos valores son
subconjuntos de £). Una seleccién de ¢ es una aplicaciéon ¢ : X — E tal que
o(z) € ¢(x) para cada = € E. Si X, F son espacios topolédgicos se dice que
¢ es semicontinua inferiormente si el el conjunto {z € X : ¢(x) NG # 0} es
abierto en X para cada abierto G C F.

Teorema 2.2 [Michael] Sea X paracompacto, E un espacio de Banach y
¢ X — P(FE) una multifuncion semicontinua inferiormente tal que cada ¢(x)
es un subconjunto cerrado y convexro de E. Entonces ¢ admite una seleccion
continua, es decir, existe una funcion continua ¢ : X — E tal que p(x) € ¢(x)
para cada x € X

11
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DEM: Veamos la demostracién que aparece en [2], que requiere un lema previo
de seleccién aproximada:

Lema 2.3 En las condiciones de (excepto que los conjuntos ¢(x) no se
suponen cerrados) para cada € > 0 existe una funcion continua ¢ : X — FE tal
que d(p(z), ¢(x)) < € para todo x € X.

DEM: Para cada y € E el conjunto G, = {z € X : ¢(x) N B(y,€e) < €}
es abierto. Como {G, : y € E} es un cubrimiento abierto de X existe una
particién de la unidad localmente finita {f, : @ € A} subordinada a este
cubrimiento. Para a € A elegimos y, € E tal que {z € X : f,(x) > 0} C G,

y definimos
p(z) = Z fo(2)Ya

a€A

Como la suma es localmente finita ¢ esta bien definida y es continua. Ademas
fa(z) #0 = d(ya, ¢(z)) < €, luego p(x) es una combinacién convexa de puntos
del conjunto C(x,€) ={y € E : d(y, ¢(x)) < €} que es convexo por serlo ¢(z).
Por lo tanto ¢(x) € C(x,¢€) u

Demostracidn del teorema [2.2 La seleccidon ¢ se obtiene como limite de una
sucesién ¢, definida mediante un procso iterativo: Sea ¢y = ¢ v ¢ la seleccion
aproximada que proporciona el lema [2.3| con € = 1.

Los valores de la multifuncién ¢(x) = ¢o(x) N B(po(x), 1) son convexos y, por
la eleccion de g, no vacios. Veamos que ¢; es semicontinua inferiormente:
Sea G C F abiertoy W = {z € X : ¢1(2) NG # 0}. Para demostrar que W es
abierto suponemos que W # () y fijamos un punto z € W. Entonces el conjunto
®0(2)NB(po(z), 1)NG no es vacio y existe r < 1 tal que ¢o(2)NB(po(2),7)NG
tampoco es vacio. Por lo tanto

{z € X : go(x) N [Bgpo(2),r) NG| # 0}

es un entorno abierto de z y usando la continuidad de ¢y en z podemos en-
contrar 6 > 0 tal que

d(z,z) < = B(po(z),1) D B(po(z),r)
luego el conjunto
W ={z e X :do(x)N[Bleo(x), ) NG] # 0} ={z € X : ¢ (x) NG # 0}

contiene un entorno de z. Queda demostrado asi que ¢, cumple las hipdtesis
del lema[2.3] Sea ¢ la seleccién aproximada de ¢; proporcionada por este lema
para € = 1/2. Obsérvese que eligiendo z € ¢1(x) C ¢o(z) se obtiene la primera
de las desigualdades

i) (@) — eo()|[<lp1(x) — 2] + |lpo(z) — 2[|< 271+ 1

12
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i) d(pj(x),o(z)) <277 para j =1,2.

De modo recurrente se obtiene una sucesién de funciones continuas ¢, : X — E
tales que para todo x € X y todo n € N se cumple

i) len(®) — ppr(x)]|< 27 4 277
i) d(pn(z), p(x)) <27

En virtud de i) la serie ), (¢r(z) — ¢r—1(x)) converge uniformemente, lo
que garantiza que para cada z € X existe el limite

plx) =limp,(z) = go(w) +1im Y _(pr(x) = @i (x)

k<n

y define una funcién continua ¢ : X — E. Segun las hipétesis, cada ¢(x) es
cerrado y por lo tanto, en virtud de ii), p(z) € ¢(x). u

Corolario 2.4 Todo subconjunto cerrado convexo C de un espacio de Banach
es un retracto absoluto para espacios métricos, es decir existe una retraccion
continua ¢ : X — C' desde cualquier espacio métrico X que contenga a C
como subconjunto cerrado.

DEM: Sea C un subconjunto cerrado convexo del espacio de Banach 'y X un
espacio métrico que contiene a C' como subconjunto cerrado. Consideremos la
multifuncién ¢ : X — P(F) definida por

plz) =z st z€C, o¢x)=C si 2 ¢C

Utilizando que C' es un subconjunto cerrado de E vamos a comprobar que ¢
es semicontinua inferiormente: Sea G C E un abierto tal que ¢(a) N G # 0.
Tenemos que encontrar un entorno abierto W de a tal que para todo x € W
sea ¢(x) NG # (. Distinguimos dos casos:

i) Sia € C entonces a € G. Como GNC # () es abierto relativo en C, debe
existir un abierto W C X tal que W NC = GNC y se comprueba facilmente
que para todo z € W se cumple que ¢(x) NG # () (considere x € C'y z & C).
ii) Sia ¢ C entonces CNG = ¢(a)NV # () luego W = X'\ C' es un entorno abier-
to de a que cumple la condicién requerida: x € W = ¢(x) NG =C NG # 0.
Como la multifuncién ¢ toma valores cerrados y convexos, segtin el teorema de
Michael, hay una funcién continua ¢ : X — E que verifica ¢(x) € ¢(z) para
todo x € X. En particular p(z) = x para todo = € C. u

Otro resultado que se suele demostrar usando particiones de la unidad es el
siguiente teorema de extension de funciones continuas con valores vectoriales

13



FUNDAMENTOS DE TOPOLOGIA G. Vera

Teorema 2.5 [Borsuk-Dugundji] Sea Y un subconjunto cerrado no vacio
de un espacio métrico X y E un espacio normado. Entonces existe un operador
lineal de extension T : C(Y, E) — C(X, E), tal que para cada g € C(Y, E) los
valores de T'(g) pertenecen a la envoltura convexa co(g(Y))

DewM: ([43] 21.1.14 p. 365).
Paracadaa € A= X \Y seaV, = {r € X :d(z,a) < d(a,Y)/3}. La familia
{V, : a € A} es un cubrimiento abierto de A que admite un refinamiento
abierto localmente finito {W}; : t € T'} y una particién de la unidad {f; : t € T'}
subordinada al mismo.

Para cada t € T elegimos w; € W, y un punto y; € Y tal que d(wy,y;) <
2d(wy, Y'). Entonces, para cada g € C(Y, E) definimos T'(g) = f donde

flz)=g(z) si z€Y; fl)=2) filz)gly) si € X\Y.

Es claro que f es continua en los puntos del abierto A = X'\ 'Y, y en los puntos
interiores a Y. Por lo tanto debemos demostrar que también es continua en
cadaa € dY CVY.

Sea G C E un entorno convexo de f(a). Como f|y = g|y es continua existe
0 > 0 tal que

yeY, dly,a)<d= fly) =gy €G
Seguidamente, vamos a demostrar que
z2€ X\Y, d(z,a) <0/6 = f(2) G

Efectivamente Ty = {t € T': z € W} es finito y fi(z) =0sit € T\ Ty luego

F(2) = fi2)g(m)

teTy

Site Ty hay un x € X \ 'Y tal que W; C V,, luego z € V, y asi, teniendo en
cuenta que a € 9Y C Y resulta

d(z,Y) <d(z,a) < d(z,z) +d(z,a) <d(z,Y)/3+6/6

(se ha utilizado que z € V. y la eleccién de z). De esta desigualdad se sigue que
d(z,Y) < /4, luego d(x,a) < 6/4. Usando estas dos desigualdades, y teniendo
en cuenta wy; € W, C V., se obtiene

d(wy, a) < d(wy, z) + d(z,a) < d(z,Y)/3+5/4<5/3
Con esta desigualdad y con la condicion usada para elegir y;, w; resulta

d(y, a) < d(yg, wy) + d(w, a) < 2d(wy, Y) +0/3 < 2d(wy,a) + /3 < 0

Entonces, por la condicién usada para elegir 6 > 0, podemos afirmar que
g(y;) € G. Como esto es cierto para cada t € Ty, y f(2) es una combinacion
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convexa de elementos del convexo G se obtiene que f(z) € G.
Es inmediato que T'(g) depende linealmente de g pues la particién de la unidad
no depende de la funcion g. ]

En lo que sigue, dada f : X x Y — E, si (z,y) € X x Y, denotaremos
por f, : Y — E la funcién parcial f,.(y) = f(z,y) y por fY: X — FE la otra
funcién parcial, f¥(z) = f(x,y).

Utilizando particiones de la unidad Rudin [41] demostré el siguiente teo-
rema que es una mejora sustancial de un antiguo resultado de Lebesgue [33].

Teorema 2.6 (Rudin) Sea (X, d) un espacio métrico, Y un espacio topoldgi-
co, E un espacio vectorial topoldgico localmente convexo y f : X XY — E una
aplicacion que satisface

a) f¥: X — FE es continua para cada y € Y.
b) f.:Y — E es continua para cada x € D donde D C X es denso de X.

Entonces existe una sucesion de funciones continuas f, : X XY — E que
converge puntualmente hacia f:

lim f,(z,y) = f(x,y) para cada (z,y) € X XY

DEM: [Véase [41]] Para cada n € N sea {h! : @ € A(n)} una particién de la
unidad localmente finita subordinada a un cubrimiento abierto de X formado
por abiertos de didmetro inferior a 1/n.

Escogemos 27 € D tal que h(z!) > 0 y definimos f,, : X X Y — E ast:

falzy) = Y hi(@)fal,y) (2.1)
)

acA(n

La continuidad de f,, se obtiene usando que la particion de la unidad es local-
mente finita, de donde se sigue cada punto (z,y) € X x Y posee un entorno
U, xV, C X xY tal que la restriccién fn|Uvay viene dada por una suma finita
de funciones continuas.

Fijamos (z,y) € X x Y, sea W un entorno convexo de O en E. Por (a),
existe un numero natural ngy tal que f(§,y) — f(z,y) € W para todo £ € X
con d(z,§) < 1/ng. Sin > ng y a es un indice para el cual hl'(xz) > 0,
por la hipétesis sobre {h'}, se tiene que d(z,z%) < 1/ng, luego f(zl,y) €
f(x,y) + W. Por y la convexidad de W, para todo n > ngy se cumple
folz,y) € f(z,y) + W, luego f,(z,y) converge a f(x,y). [ ]
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Capitulo 3

Metrizacion de espacios
compactos

Es natural que los teoremas de metrizacion referentes a espacios compactos
sean mas sencillos que los referentes a espacios topolégicos generales, y por esta
razon comenzaremos con ellos.

Lema 3.1 Si (K, 1) es compacto Hausdorff y d: (K,7) x (K,7) — R es una
distancia T-continua entonces d metriza a la topologia T.

DEM: La 7-continuidad de la distancia d implica que cada bola abierta B(a,r) =
{r € K : d(z,a) < r} es 7-abierta, de donde se sigue que la identidad
i:(K,7) — (K,d) es continua, y por lo tanto transforma compactos en com-
pactos. Como los subconjuntos 7-cerrados de K son 7-compactos se sigue que
1 transforma 7-cerrados en d-cerrados y por lo tanto es un homeomorfismo. m

Lema 3.2 Sea (K, T) un espacio compacto donde hay una sucesion de pares
de cerrados disjuntos {(A,, B,) : n € N}, con la siguiente propiedad: Para
cada par de puntos distintos x,y € K, x # y, existe n € N tal que x € A, e
y € B,,. Entonces en (K, T) es metrizable.

DEM: Como K es normal y los cerrados A, y B, son disjuntos, segin el lema
de Urysohn hay una funcién continua f, : K — [0,1] tal que f,(x) = 0 si
x €A,y folz) =1six € B,. Es ficil ver que

o0

d(r,y) = 3 5ol fole) = £

n=1

define en (K, 7) x (K, T) semidistancia, que es continua en virtud de la conver-
gencia uniforme de la serie. Para poder aplicar el lema solo queda verificar
que d es una distancia: Si x # y son puntos distintos de K, por hipdtesis existe
n € N tal que x € A,,, y € B, luego |f.(z) — fu(y)| = |0 — 1| = 1 de donde se
sigue que d(z,y) > 0. [
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Si (K, T) es compacto, sea C(K) es el espacio de Banach formado por
las funciones continuas f : K — R dotado de la norma de la convergencia
uniforme || f||oc= max{|f(z)| : * € K}. El primer teorema de metrizacién
que vamos a establecer es muy popular y se utiliza con bastante frecuencia en
Anélisis Funcional.

Teorema 3.3 Para un compacto Hausdorff (K, T) son equivalentes
a) (K,T) es metrizable.
b) La topologia de (K, T) tiene una base numerable.

¢) El espacio normado (C(K),|| |l) es separable.

DEM: a) = b): Si (K,7) es metrizable mediante la distancia d, para cada
x € Ky cadan € N, la bola abierta B(x,1/n) es T-abierta, y obtenemos
asi un cubrimiento abierto {B(z,1/n) : x € K} del compacto (K,7), del
que se puede extraer un subrecubrimiento finito {B(z,1/n) : € K} donde
K, C K es finito. Se comprueba facilmente que el conjunto numerable D =
U{K, : n € N} es denso en el espacio métrico (K, d). (Basta ver que, para
cada x € K, cada bola B(x,¢€) contiene algin y € D: Si 1/n < €, entonces
x € B(y,1/n) para algin y € K,, C D, luego y € B(z,1/n) C B(z,¢€)).

Para terminar basta tener en cuenta que 7 es la topologia de un espacio
métrico separable (K, d) y por ello tiene una base numerable.
b) = a) Si la topologia del compacto (K, 7) tiene una base numerable B, con-
sideremos la familia numerable de parejas de cerrados disjuntos

H={U,V):UeBVeBUNV =0}

Para cada par de puntos distintos x,y € K, x # y, hay sendos entornos abiertos
disjuntos W,, W,,, de x e y respectivamente. Como los espacios compactos son
regulares podemos suponer también que WzﬁWy = (). Por otra parte, como B
es base de la topologia existen U,V € B talesquex €e U C W,, y € V C W,,.
Como U Cc W,,yV C Wy, podemos asegurar que los cerrados U,V son
disjuntos, y asf hemos obtenido un par (U, V) € H, que verificaz € U, y € V.
Como la familia H es numerable, aplicando el lema se obtiene que en (K, 7)
es metrizable.
a = c¢) Comencemos observando que el resultado es cierto cuando K es un
compacto finito K = {z1, 29, -z, } (con la topologia discreta): Dada f €
C(K),y e>0,paral <j <mexisten r; € Q tales que |f(z;) — r;| < € para
todo j € {1,2---m}. Definiendo g(x;) = r; se obtiene una funcién g € C(K)
con g(K) C Q tal que ||f — glloo< €. Queda demostrado asi que el conjunto
numerable D = {g € C(K) : g(K) C Q} es denso en (C(K), || ||o0))-
Consideremos ahora el caso de un compacto metrizable arbitrario: Si d es
una distancia que metriza al compacto (K, 1), para cada m,n € N definimos

Con = {f € C(K) - d(x,y) <1/m = [f(x) = f(y)] < 1/n}
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{B(z,1/m) : x € K}, es un cubrimiento 7-abierto del compacto (K, 7), luego
hay un conjunto finito K, C K tal que K = Uycg,, B(a,1/m). La topologia
que K induce en el compacto finito K, es la discreta luego C'(K,,) es separable
para la norma ||g||= max{|g(a)| : a € K,,}. También serd separable para esta
norma, el subconjunto de restricciones Cpnlk,, = {flk,, : f € Cmn}. Esto
significa que existe un conjunto numerable D,,, C C,,, tal que

(1) Para cada f € C,, v cada € > 0 hay una funcién g € D,,, tal que en
cada a € K,, se cumple |f(a) — g(a)| < €/3

Terminaremos viendo que el conjunto numerable D = U{D,,, : (m,n) € NxN}
es denso en (C(K), || ||oo)-

Efectivamente, dada f € C(K) y € > 0 elegimos n € N tal que 3/n < €, y
usando la continuidad uniforme de f obtenemos m € N verificando

d(z,y) < 1/m = |f(x) = fy)l < 1/n

Esto nos asegura que f € Cyy,, v segin (1) existe g € D,,, tal que para todo
a € K,, se cumple |f(a) — g(a)| < ¢/3. La demostracién finaliza viendo que
esta funcién g € D verifica ||f — g||o< €

Para cada x € K hay un a € K,, tal que d(z,a) < 1/m, luego

[f (@) —g(@)] < |f(2z)=f(a)|+]|f(a)—g(a)|+]|g(a) —g(2)| < 1/n+e/3+1/n <e

(el segundo sumando es menor que €/3, por la eleccién de g, y los otros dos
sumandos son menores que 1/n porque f,g € Cp,y).

c)=a)Si{f, :n € N} C C(K) es || |lwo-denso, le asociamos la familia
numerable de semidistancia continuas d,(z,y) = min{1, | f,(z) — fu(y)|} v con
ellas definimos la semidistancia

d(z,y) =Y 27"dy(w,y)

En virtud de la convergencia uniforme de la serie esta semidistancia es continua
sobre (K,7) x (K, ), y para poder aplicar el lema solo queda comprobar
que d(z,y) =0 =z =y.

Efectivamente, si d(x,y) = 0 entonces f,(z) = f.(y) = 0, para todo n € N,

y teniendo en cuenta que las evaluaciones d,,0, : (C(K),| |s) — R son
funciones continuas que coinciden en el conjunto denso { f,, : n € N}, se obtiene
que son iguales, y por lo tanto z = y. [

Se puede dar una demostracién alternativa de la impicacién a) = c) en el
teorema 3.3, utilizando particiones de la unidad. Merece la pena ver primero
una demostracion directa de la existencia de particiones de la unidad en un
compacto.

Lema 3.4 Dado un cubrimiento abierto {V; : 1 < j < m} de un compacto
Hausdorff (K,T), existen funciones continuas ¢; : K — [0,1], 1 < j < m,
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tales que wj(v) =0 six € V; y 3 0", @;(x) =1 para todo v € K.
(Se dice que {p; : 1 < j < m} es una particion de la unidad subordinada al
cubrimiento {V; : 1 < j <m}).

DEeM: Cada punto z € K pertenece a algin Vj;, y utilizando que los espacios
compactos son regulares podemos obtener un entorno abierto W, de z tal que
W, C V. Con una familia finita de estos entornos {W,, : 1 <i < p} se puede
recubrir K, y para 1 < j < m, definimos los cerrados

F = Ui, W c Vi) €V

que recubren K. Utilizando que los espacios compactos son normales, y el lema
de Uryshon, obtenemos funciones continuas g; : K — [0,1], 1 < j < m, tales
que gj(z) =1siz € F}, y g;(z) =0si x € V. Las funciones

o1=01, Y2=01—-091)92, m=01—=3g1)(1—92) (1 = gm-1)9Im

son continuas, toman valores en [0, 1] y verifican ¢;(z) =0siz ¢ V.
Se comprueba facilmente (por induccién) que

pr+o2+ - Fom=1—1—=g)(1—g2) (1 —gm)

Cada = € K pertenece a algin F}, luego g;(x) =1y se sigue que

01(2) + o)+ + o(x) = 1

Demostracion alternativa de a) = ¢) en el teoremal3.9

Supongamos que (K, 7) es metrizable con la distancia d. Para cada n existe
A, C K finito tal que K = J,., B(a,1/n), donde B(a,1/n) son bolas para
la distancia d. Sea {¢! : a € A,} una particién de la unidad asociada al
recubrimiento {B(a,1/n) :a € A,}.

La familia D C C(K), formada por las funciones que son de la forma
> aca, Qo con o € Q,y n € N, es numerable. A continuacion demostramos
que esta familia es densa en (C(K), || |loo)-

Si f € C(K), en virtud su continuidad uniforme sobre el espacio métrico
compacto (K, d), dado € > 0 existe n € N tal que

d(z,y) <1/n = |f(x) = f(y)| <e€/2

La funcién continua  fo(r) = >, f(a)py(z) cumple [|f — fllo< €/2.
Para ver esto, a cada x € K le asociamos B, (z) ={a € A, : x € B(a,1/n)}.

Cuando a € B,(x) se cumple |f(z) — f(a)] < €/2, y cuando a ¢ B,(x) se
cumple z & B(a,1/n), luego ¢! (x) = 0, y se sigue que

f(2) = f(@)| =1 Y [f(2) = fa)leh@)] = Y [f(2) = fla)lei(x)] <

a€An a€Byn (CC)
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< Y (/@) < (€/2) Y eia) =e/2 (%)
a€By () ac€Ay

Para cada a € A, existen o € Q tales que |f(a) — o] < ¢/2 y la funcién
g= ZaeAn alp € D cumple

[fe(x) = g(@)| < Y | f(a) = allei(@) < (¢/2) Y dilw) = /2. (+x)

a€Ay a€Anp
De (%) y (xx) se sigue que ||f — glloo < €. u

El siguiente teorema de metrizacién de espacios compactos viene dado en
términos de la diagonal del espacio: A(X) = {(z,z) : z € X} C X x X.
Conviene recordar que un subconjunto de un espacio topolégico (X, 7) se dice
que es un Gs si se puede expresar como interseccion de una familia numerable de
abiertos. Todo cerrado F' en un espacio metrizable X es un Gs pues se expresa
como interseccién de la sucesién de abiertos G, = {x € X : d(x, F) < 1/n}
donde d es una distancia que metriza la topologia de X.

Teorema 3.5 (Sneider, [1945]) Un espacio compacto (K, T) es metrizable si
y solo si la diagonal A(K) es un Gs en (K, 1) x (K, T).

DEM: (Véase [21] 6 [35]). Si K es metrizable también lo es (K,7) x (K, 1),
luego A(K), al ser cerrado en este espacio metrizable, es un conjunto Gj.

Reciprocamente, supongamos que A(K) = (), oy Un, donde (Uy, )nen es una
sucesion de abiertos en (K, 7) x (K, 7). Para cada n € Ny cada = € K se
cumple que (x,z) € U,, luego existe un entorno abierto W,,(x) de z, tal que
W, (x) x Wy(z) C U,. Entonces W,, = {W,(z) : x € K} es un cubrimiento
abierto de K con la siguiente propiedad

(1) N2, st(x,W,) = {z}, para cada z € K.

En efecto, si suponemos que y € (., st(z,V,) entonces, para cada n € N
hay un punto a, € K tal que z,y € W,(a,), luego

(z,y) € Wa(an) x Wy(a,) C U,

y de aqui se sigue que (z,y) € (),cny Un = A(K), lo que implica que y = .

Utilizando que (K, 7) es regular (por ser compacto) para cada n € N pode-
mos obtener un recubrimiento finito V,, de K que tal que {V : V € V,} es un
refinamiento de W, y en virtud de (1) se cumple

(2) N2, st(x, V) = {z}, para cada z € K.

Efectivamente, como st(z,V,) = U{V : 2z € V € V,} es una unién finita se
cumple st(z,V,) = U{V : x € V € V,}. Cada V, de los que intervienen en
esta union, estd contenido en alguin W € W, luego V' C st(x,W,) y asi

st(z,V,) C st(x,W,) = {z}
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Obsérvese que se los cubrimientos finitos V), se pueden elegir en forma recur-
rente de modo que cada V,, ;1 sea un refinamiento de V,,. De esta forma st(z, V)
es una sucesion decreciente de cerrados cuya interseccion es {z}. Utilizando que
(K, T) es compacto, con un razonamiento estandar de paso al complementario
se obtiene que si U C K es abierto y « € U, entonces algin st(z,V),,) esta con-
tenido en U, y por lo tanto existe V' € V), verificando x € V' C st(x,V,) C U.
Esto demuestra que V = U{V,, : n € N} es una base numerable de la topologia
de K y por lo tanto, segin el teorema , (K, T) es metrizable. [

Definicién 3.6 Se llama simétrica a una funcion n: X x X — [0,400) que
para cada x,y € X verifica: a): n(z,y) =0z =y. b):nlz,y) =ny,z).

Un espacio topoldgico (X, T) se dice que es semimetrizable si existe una
simétrica n en X tal que las n-bolas, B,(x,€) = {y € X : n(x,y) < €} forman
una base (no necesariamente abierta) de entornos de cada punto x € X.

Obsérvese que simétrica n no satisface la desigualdad triangular y por lo tanto
no se puede asegurar que las 7-bolas B, (z, €) sean abiertas. En [1] se demuestra
el siguiente resultado:

Teorema 3.7 Todo espacio compacto Hausdorff semimetrizable es metrizable.

DeEM: Como K es completamente regular su topologia tiene una formada por
conjuntos de la forma U = {z € K : ¢(x) > 0}, donde ¢ : X — [0,1] es
continua. Estos conjuntos, llamados coceros, son conjuntos F,, es decir, son
unién numerable de cerrados: U = U,{z € X : p(z) > 1/n}}.

Sea (K,T) un compacto semimetrizable con la simétrica n : K x K —
0, +00). Como B,(z,r) = {y € K : n(z,y) < r}, es un entorno de z, hay
un abierto U tal que x € U C B, (x,r). Por lo indicado al principio podemos
suponer que U es F,.

Para cada n € N se considera el cubrimiento U, de K formado por los
coceros que estan contenidos en algin B, (z,1/n). Como K es compacto de U,
se puede extrer un subcubrimiento {U} : j € M,} donde M, es finito. Para
cada j € M, existe x; € U} C By(x;,1/n). No hay inconveniente en suponer,
en lo que sigue, que los conjuntos M, son disjuntos. Sea D7 = U} \ UK]. Up.
Entonces D,, = {D;1 : j € M,} es una familia disjunta de conjuntos F, que
cubre K.

Siz #y, existen n € Ny ji # j, tales que x € D7, y € D},. Supongamos

J1?

lo contrario: Para todo n € N, D,, es un cubrimiento de K, y existe D;L(n) €D,

tal que x € D;L(n). El suponer que el resultado es falso implica que y € D;L(n).
Ademds, como D7, C Uy, C By(2jn),1/n), se camplird z,y € By (), 1/n)
para todo n € N, luego n(z, z;m) — 0, ¥y 0(y,2jm)) — 0, lo que equivale a
decir que () — @, Zjn) — y. Como (K, 7) es Hausdorff, los limites de las
sucesiones son unicos y llegamos a una contradiccion.

Cada D} es Fy, luego D} = Ui, F}'(k), donde cada F}'(k) es cerrado y

Fi(k) C Ff(k 4 1). Obsérvese que FJ'(k) N FJ (k') =0 sij # 5.
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Sean z,y € K, x # y. Por un razonamiento anterior existe n € N tal que
r € DY,y € D} con ji # jo. Con k suficientemente grande se consigue que
v € Fj(k), y € Fj.(k). Esto demuestra que la familia numerable de pares
de cerrados disjuntos {(F};(k), FiL(k)) : j1,J2,m, k € N, ji # jo} satisface las
hipétesis del lema y por lo tanto (K, 7) es metrizable. [ ]
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Capitulo 4

Teoremas generales de
metrizacion

Al ”problemas de metrizacion”, que se pregunta por condiciones necesarias
y suficientes para que un espacio topoldgico sea metrizable. Comenzamos la
seccién con el clasico teorema de Uryshon que da una solucién satisfactoria
al problema de metrizacién en el ambito de los espacios separables. Luego se
expone la solucion al problema general de la metrizaciéon que obtuvieron, de
forma independiente, Bing[1951], Nagata[1950] y Smirnov[1951]. Para ambos
teoremas seguimos la exposicién del libro de Kelley [30]

El siguiente lema, que indica un camino estandar para conseguir la distancia
en los problemas de metrizacion.

Lema 4.1 Sea X un espacio Hausdorff. Si existe una sucesion de seudométri-
cas continuas p, : X x X — [0, 1] que distingue puntos de cerrados, entonces

plz,y) =) Qinpn(x, v)

n=1

es una distancia en X con la que se metriza la topologia de X .

DEM: Es inmediato que p es una seudométrica continua (la continuidad es
consecuencia de la convergencia uniforme de la serie). Veamos que p es una
métrica: Si x # y, como las seudométricas distinguen puntos, existe n € N tal
que p,(z,y) > 0, luego p(x,y) > 0.

Veamos que la topologia de X es la asociada a la distancia p: Como p es
continua, los conjuntos p-abiertos son abiertos para la topologia de X . Recipro-
camente, si G C X es abierto y a € G, como las seudométricas distinguen
puntos de cerrados, existe n € N tal que p,(a, G°) > 0. Tomando § = p,(a, G°)

es facil comprobar que B,(a, &) C G. Efectivamente, si z € B,(a, &) se tiene

»
1 )
2_npn(x7a’) < p(LU,CL) < 2_n
luego p,(x,a) < 9, con lo que x & G¢, es decir, x € G. [ ]
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NOTA: Si X no se supone que X es Hausdorff el lema anterior se sigue verifican-
do anadiendo la hipdtesis de que la familia de seudométricas distinga puntos.

Teorema 4.2 Para un espacio Hausdorff X, son equivalentes:
a) X es reqular y su topologia tiene una base numerable.
b) X es metrizable y separable.

¢) X es homeomorfo a un subespacio del cubo [0, 1]N.

DEM: ¢) = b): El cubo [0, 1] con la topologia producto, es metrizable y sepa-
rable. Cualquier subespacio Y del cubo, con la topologia inducida, tiene estas
propiedades, y lo mismo le ocurre a cualquier espacio homeomorfo a Y.
b) = a): Es un resultado de carédcter elemental bien conocido.
a) = c): Si la topologia de X tiene una base numerable es facil ver que X es
Lindelof, y con el teorema 1.8/ se obtiene que X es paracompacto y por lo tanto
normal (para una demostraciéon més directa, que no utiliza paracompacudad,
se puede utilizar un clasico lema de Tijonov ([30], pdg 134) segin el cual todo
espacio Lindelof y regular es normal).

Sea B una base numerable de la topologia de X y sea A el conjunto de los
pares P = (U, V) tales que U y V estén en By U C V. Evidentemente A es
numerable y podemos escribir

A={(U,V;) i e N}

Para cada par (U;,V;) de A el lema de Urysohn asegura que existe una funcién
contimua f, : X — [0,1] tal que £i(Us) = {1} y £i(X \ Vi) = {0},

Para cada cerrado F' C X y cada punto x ¢ F hay un par (U;,V;) € A
tal uex € U C U C VyVNF = (. Esto nos asegura que fi(zr) = 1y
fi(ly) = 0 para todo y € F. Con este razonamiento queda demostrado que
di(z,y) = |fi(x) — fi(y)], i € N, es una familia de seudométricas continuas,
sobre X, que distingue puntos de cerrados. Segin el lema [4.1], la distancia

[e.9]

o(o,y) = 3 51 fale) — £

n=1

metriza la topologia de X. Por otra parte, es bien conocido que la topologia
producto del cubo [0, 1], es la asociada a la distancia

d(CY?ﬁ) = Z i’an - ﬁn|

n 2”
luego ¢ : X — [0,1]N,  @(x) = (fn(2))nen, establece una isometria entre
(X, p) y su imagen en ([0, 1]N,d). Asi queda demostrado que a) = c). |

En la demostracion del lema de Uryshon se ha ha utilizado que todo espacio
regular cuya topologia tiene base numerable es normal. La demostracion del

24



FUNDAMENTOS DE TOPOLOGIA G. Vera

teorema de Bing-Nagata-Smirnov 4.4] requiere un resultado andlogo, pero mas
potente [4.3] que proporciona la misma conclusién reemplazando la condicién
de base numerable por la de base o-localmente finita.

Ya hemos visto que que todo espacio metrizable posee una base o-discreta
y por lo tanto o-localmente finita. La siguiente proposicién afirma que los
espacios con base o-localmente finita son paracompactos.

Proposiciéon 4.3 Si la topologia de un espacio Hausdorff X tiene una base
o-localmente finita entonces X es paracompacto, y por lo tanto normal.

DEM: Sea B = U{B,, : n € N} una base de la topologia de X, donde cada
familia B,, es localmente finita. Dado un cubrimiento abierto & de X, sea
V = U{V, : n € N} donde V), es la familia formada por los conjuntos de B,
que estan contenidos en algin conjunto de . Como B es base de la topologia, V
es un cubrimiento abierto de X, luego V es un refinamiento de . Ademas, cada
V), es una familia localmente finita por serlo B,. Hemos demostrado asi que
todo cubrimiento abierto U de X tiene un refinamiento o-localmente finito V.
Seguin los teoremas [I.7] [I.3] X es paracompacto, y por lo tanto normal.  m

NOTA: En [30] pag 119, lema 19, y en [19] 4.4.5, se puede encontrar una de-
mostracion directa, sin utilizar paracompacidad, de que todo espacio regular
con base o-localmente finita es normal.

Teorema 4.4 [Bing-Nagata-Smirnov| Para un espacio topolégico Hausdorf X
las siguientes condiciones son equivalentes

a) El espacio es metrizable.
b) El espacio es reqular y la topologia tiene una base o-localmente finita.

c¢) El espacio es reqular y la topologia tiene una base o-discreta.

DEM: ¢) = b): Obvio, pues toda familia o-discreta es o-localmente finita.

b) = a): Sea B = |J{B, : n € N} una base de la topologia de X, donde
cada familia B, es localmente finita. Fijado un par t = (n,m) € N x N, para
cada U € B,, sea U, la unién de los conjuntos de la familia B,, cuya clausura
estd contenida en U. Como B,, es localmente finita se cumple U,, C U (véase
el lema . Segun la proposicién X es normal y el lema de Urysohn
asegura que hay una funcién fj} : X — [0,1] que vale 1 en U,, y 0 en X \ U.
Entonces, para x,y € X, definimos

di(x,y) = {| fi(=) = fi(y) |: U € By}

La continuidad de d; : X x X — R es consecuencia inmediata de la finitud
local de B,, (Cada punto (a,b) € X x X posee un entorno V, x V,, = W tal que
la suma que interviene en la definicién de d;|w solo tiene una cantidad finita
de sumandos no nulos). Para obtener que X es metrizable basta comprobar
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que la familia de seudométricas continuas {d; : t € N x N} cumple la hipdtesis
del lema [4.1] es decir, distingue puntos de cerrados:

Seaz € X,y A C X un cerrado tal que z € X \ A. Como B es base de
la topologia, para algin m € N existirda V € B, tal que x € V C X \ A.
Entonces, para algin n € N habrd un W € B, tal que x € W C W C V, luego
W cV, (recuérdese que V,, es la unién de los conjuntos de B, con clausura
contenida en V). Entonces f{}(x) =1, y f{}(y) = 0 para todo y € A.

Hemos obtenido asi un par ¢t = (n,m) que cumple d;(x,y) > 1 para todo
y € A, luego dy(x, A) = inf{d;(z,y) : y € A} > 1.
a) = c¢): Fue demostrado en el corolario [1.10] |

Terminaremos la seccién indicando, a titulo informativo, otros resultados
importantes referentes al problema de la metrizacion, que se pueden encontrar
en [19], [1] y [21]. Mientras que el teorema de Bing-Nagata-Smirnov explota la
idea de familia localmente finita, los resultados que siguen utilizan sucesiones
de cubrimientos abiertos con propiedades especiales de refinamiento

Definicién 4.5 Un desarrollo del espacio topologico X es una sucesion U, de
cubrimientos abiertos de X que verifica: Para cada x € X, {st(x,U,) : n € N}
es una base de entornos de x. Un desarrollo fuerte es una sucesion U, de
cubrimientos abiertos de X que cumple: Para cada x € X y cada entorno U
de x hay un entorno V de x, y un n € N, tales que st(V,U,) C U.

Se llama espacio de Moore a un espacio reqular que admite un desarrollo.

Todo espacio metrizable X admite el desarrollo U, formado por los abiertos
V' C X que cumplen diam(V') < 1/n, (el didmetro se calcula con una distancia
que metriza la topologia de X).

Teorema 4.6 [Bing, 1951] Un espacio topoldgico X es metrizable si y solo si
es colectivamente normal y admite un desarrollo.

DEM: Véase [19], 5.4.1. pag 408. n

Una problema abierto en la teoria de metrizacién es el de dar respuesta a
la conjetura de que todo espacio de Moore normal es metrizable.

Teorema 4.7 [Moore, 1953] Un espacio topoldgico X es metrizable si y solo
si es Hausdorff y admite un desarrollo fuerte.

DEM: Véase [19] 5.4.2. pdg 409. La demostracién se basa en el teorema de
Bing. [

Definicién 4.8 Una base B de la topologia de X es puntualmente regular si
para cada x € X y cada entorno U de z, es finita la familia

{VeB:xzeV, VN(X\U)+#0}
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Una base B de la topologia de X es reqular si para cada v € X y cada entorno
U de x hay un entorno de x, W C U, tal que la siguiente familia es finita

(VeB:VNW#D VN(X\U)#0}

Teorema 4.9 [Alexandrov 1960] Un espacio topoldgico X es metrizable si y
solo si es colectivamente normal y tiene una base puntualmente reqular,

Teorema 4.10 [Arkhangel’skii, 1960] Un espacio X es metrizable si y sdlo es
Hausdorff y tiene una base regular.

DEM: Véase [19] 5.4.6. pdg 412. y también [I]. n

Aplicando el teorema de Moore, se puede demostrar el siguiente resultado
que ya habian demostrado Alexandrov y Uryshon en 1923 (cronolégicamente,
este fue el primer teorema que dio una soluciéon al problema general de la
metrizacion).

Teorema 4.11 [Alexandrov-Urysohn, 1923] Un espacio topoldgico X es metriz-
able si y solo es Hausdorff y hay sucesion de cubrimientos abiertos U, que
cumple: Para cada V' € U, 1 existe U € U, tal que st(V,U,+1) C U.

DEM: Véase [19], 5.4.9. y 5.4.10. pag 413-414. En [I] se puede ver una de-
mostracion directa, construyendo explicitamente una métrica. [
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Capitulo 5

Topologia de la convergencia
puntual en C(K)

[Capitulo redactado siguiendo un manuscrito de B. Cascales]

Si K es un compacto Hausdorff denotaremos por C,(K) el espacio vectorial
de las funciones continuas f : K — R dotado de la topologia de la convergencia
puntual ¢,(K) (la inducida por la topologia producto en R*). Esta topologia
casi nunca es metrizable como muestra la siguiente proposicion

Proposiciéon 5.1 Si K es un compacto no numerable entonces la topologia de
la convergencia puntual en C(K) no es metrizable

DEM: Lo demostramos por reduccion al absurdo suponiendo que la topologia
t,(K) es metrizable. En ese caso existirfa una base numerable de entornos de
la funcién 0, de la forma V,, = {f € C(K) : |f(z)| < 7, para todo = € L,},
donde cada L, C K es finito y r, > 0. Como K no es numerable, podriamos
elegir un punto a € K \ U,L,,. Entonces A = {f € C(K) : |f(a)| < 1} seria
un entorno de la funcién 0 que contendria a algun V,, C A. Como a & L,,
existiria f € C(K) con f(L,,) ={0}y f(a) =1, lo que contradice la inclusién
Vo, C A. [ ]

El principal resultado de esta seccién afirma que aunque C,(K) no es
metrizable, sin embargo sigue valiendo la habitual caracterizacién de los com-
pactos en los espacios métricos:

Proposicién 5.2 Si (T,d) es un espacio métrico y K C T son equivalentes
a) K es compacto.

b) Cada sucesion en K posee una subsucesion convergente hacia un punto

de K.

c) Cada conjunto infinito M C K tiene algin punto de acumulacion en K
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En el caso de un espacio no metrizable, dada una sucesién s = (x,) hay que
distinguir cuidadosamente entre el conjunto de sus puntos de aglomeracién
A(s) == N {zx : k > n}, y el conjunto L(s) formado por los limites de las
subsucesiones convergentes. Siempre es cierta la inclusion L(s) C A(s), y se
cumple la igualdad cuando cada punto de 7' tiene una base numerable de en-
tornos, como ocurre en los espacios metrizables.

Segun la siguiente proposicion la condicién de que cada sucesién en K tenga
un punto de aglomeracién en K es equivalente a la condicién ¢) en

Proposicién 5.3 Si es (T, 1) un espacio topolégico Hausdorff, y K C T son
equivalentes:

a) De cada cubrimiento abierto numerable de K se puede extraer un subre-
cubrimiento finito.

b) Cada familia numerable de subconjuntos cerrados de K con la propiedad
de la interseccion finita, tiene interseccion no vacia.

¢) Cada sucesion decreciente de subconjuntos cerrados no vacios de K tiene
interseccion no vacia.

d) Toda sucesion en K tiene algin punto de aglomeracion en K.

e) Todo conjunto infinito M C K tiene algin punto de aglomeracion en K.

DEM: Esquema de la demostracion:

a) < b) Se razona por paso al complementario como al caracterizar los com-
pactos con la propiedad de la intersecciéon finita.

b) < ¢) A cada sucesion de cerrados con la propiedad de la interseccion finita
F,, C K se le asocia la sucesién decreciente de cerrados no vacios C,, = N}_, Fy.
c) = d) Es consecuencia directa de la definicién del conjunto A(s).

d) = ¢) Por reduccién al absurdo: Si existe una sucesion decreciente de cer-
rados no vacios C,, C K, con interseccién vacia, se elige x,, € C,, y con d) se
llega a una contradiccion.

d) = e) Si M C K es infinito hay una sucesién sin términos repetidos x,, € M,
y cada punto de aglomeracion de esta sucesion es punto de acumulacién de M.
e) = d) Basta considerar sucesiones en K cuyo recorrido no es finito; para
estas sucesiones todo punto de acumulacién de su recorrido es un punto de
aglomeracion. ]

Definicién 5.4 Un subconjunto K de un espacio topoldgico Hausdorff (T, T)
se dice que es

NC' numerablemente compacto, cuando cumple las condiciones equivalentes
de la proposicion
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SC' secuencialmente compacto cuando de cada sucesion en K se puede ex-
traer una subsucesion convergente hacia un punto de K.

RNC relativamente numerablemente compacto cuando cada sucesion en K tiene
un punto de aglomeracion en T

RSC relativamente secuencialmente compacto cuando cada sucesion en K tiene
una subsucesion que converge hacia un punto de T

Los siguientes resultados se dejan como ejercicio al cuidado del lector:
- La imagen continua de un conjunto numerablemente compacto (resp. se-
cuencialmente compacto) es numerablemente compacta (resp. secuencialmente
compacta)
- Cada subconjunto cerrado de un conjunto numerablemente compacto (re-
sp. secuencialmente compacto) es numerablemente compacto (resp. secuen-
cialmente compacto)
- Toda funcién continua f : K — R sobre un conjunto numerablemente com-
pacto K alcanza un maximo y un minimo absoluto.
- Si K es un espacio numerablemente compacto y H un espacio secuencial-
mente compacto entonces K x H es numerablemente compacto
NOTA: No es verdad que el producto de dos espacios numerablemente com-
pactos sea compacto.
- El producto de una familia numerable de espacios secuencialmente compactos
es secuencialmente compacto.

La compactificado de Stone-Céch de N, SN, es un espacio compacto que
no es secuencialmente compacto.
Un ejemplo de conjunto numerablemente compacto no compacto lo propor-
ciona el siguiente

Ejercicio 5.5 Sea A C [0,1]% el conjunto formado por las funciones a :
R — [0, 1] tales que Sop(a) := {t € R : |a(t)| > 0} es numerable.

Demuestre que A es numerablemente compacto pero no es compacto (para
la topologia producto en [0,1]%).

Si (C) es una abreviatura de ”compacto” y (RC) de 'relativamente com-
pacto’ es claro que se cumple

(C) = (NC); (RC) = (RNC); (8C) = (NC); (RSC)= (RNC);

y que en un espacio metrizable cada implicacién = es una equivalencia < .

Siguiendo la terminologia de Fremlin, introducimos la siguiente clase de
espacios topologicos en los que vamos a demostrar que las implicaciones ante-
riores son equivalencias.

Definicién 5.6 Un espacio topolodgico Hausdorff (T, ) se dice que es angéli-
co st cada conjunto H C T relativamente numerablemente compacto es relati-
vamente compacto y cada punto adherente a un conjunto relativamente com-
pacto H C T es limite de una sucesion en H.

30



FUNDAMENTOS DE TOPOLOGIA G. Vera

Lema 5.7 Si (T,7) es un espacio angélico, para un conjunto H C T son
equivalentes

a) H es compacto (resp. relativamente compacto).

b) H es numerablemente compacto (resp. relativamente numerablemente
compacto)

¢) H es secuencialmente compacto (resp. relativamente secuencialmente com-
pacto)

DEM: Las implicaciones a) = b) y ¢ = b) son ciertas en general.

b) = ¢): Dada una sucesion x, € H, si su rango x(N) es finito es inmediato
que hay una subsucesién convergente hacia un punto de H. Si z(N) es infinito
podemos extraer una subsucesion inyectiva, .. Sea ¢’ € H (resp. ' € T') un
punto de aglomeracion de la sucesién zj. Eliminando, si es preciso, un término
de la sucesién x}, podemos suponer que @’ ¢ S := 2'(N). Como S C H es rel-
ativamente numerablemente compacto y @’ € S, segin la definicién de espacio
angélico, podemos asegurar que @’ es el limite de una sucesion a,, € S. Aunque
a,, no es subsucesién de ), es facil elegir de modo recurrente, una subsucesién
a’ de al, que también sea subsucesién de z!, (obsérvese que a,, = 2',(n), donde
la sucesion o(n) € N no es acotada). Queda demostrado asi que si z(N) es
infinito entonces la sucesién x,, posee una subsucesién a;, convergente hacia un
punto @’ € H (resp. ¢’ € T).

b) = a) Si H es numerablemente compacto (resp. relativamente numerable-
mente compacto), seguin la definicién de espacio angélico, H es relativamente
compacto, y por lo tanto basta demostrar que H es cerrado. Si x € H, segin la
definicién de espacio angélico, = es limite de una sucesion x,, € H. Esta suce-
sion tiene un punto de aglomeracion y € H. Como las sucesiones convergentes
tienen un tnico punto de aglomeracién (su limite) se sigue que x =y € H y
por lo tanto H es cerrado. [

Definicién 5.8 Un conjunto de funciones H C RX tiene la propiedad de in-
tercambio de limites (IL) si para cada sucesion x,, € K y cada sucesién h,, € H,
tales que existen los limites iterados

lim h’lgn hn(zr) = h’llgn lim h, () = 3

se cumple que estos son iguales o = 3.

Lema 5.9 Si K es un espacio compacto y H C C,(K) es relativamente
numerablemente compacto entonces H tiene la propiedad de intercambio de
limites.

DEM: Sea x,, una sucesion en K y h,, una sucesion en H tales que existen los
limites iterados lim,, limy, A, (x) = «, limy lim,, h, (zx) = 0.
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Sea x € K un punto de aglomeracién de la sucesién z, y h € C(K) un
t,(K)-punto de aglomeracién de h,. Como estamos suponiendo que para cada
n € N existe el limite, limy h,(x) su valor debe ser h,(z). Como también
suponemos que existe el limite 1im,, h,(x) su valor debe ser

h(z) = 11'7rln hy(x) = 11'71Ln 11']?1 hn(x)) = «
Con un razonamiento analogo se obtiene que
h(z) = h’lzgn h(zy) = h'l:gn 11'7:511 hn(zg) =
|

NOTA: Obsérvese que el lema anterior sigue siendo vélido cuando K sélo se
supone que es numerablemente compacto.

Lema 5.10 Si H C [—1,1]¥ tiene la propiedad (IL) y f € [—1,1]% es adher-
ente a H en la topologia producto, entonces existe una sucesion h, € H que
converge puntualmente hacia f..

DeEM: La idea de la demostracién consiste en obtener una sucesion f, € H y
un conjunto numerable D C K tales que

i) Tim, fu(y) = f(y) para cada y € D

ii) Para cada z € K existe una sucesién y, € D tal que f(x) = lim, f(y,)
y fr(x) = lim, fi(y,) para todo k € N

De estas dos condiciones se sigue que para cada x € K la sucesién acotada
fn(x) € [~1,1] tiene un tnico punto de aglomeracién que es f(z), y lo tanto

f(z) = lim f,(x) para todo z € K

Efectivamente, sea o = lim; f,,,(x) un punto de aglomeracion esta sucesion y
sea Yy, € D la sucesién proporcionada por ii). Entonces, segin i) existen los
limites iterados

o = lim f,, () = lfmlim i, (3)
J J n

y por la hipdtesis (IL) deben ser iguales, luego o = f(x) es el tnico punto de
aglomeracién de la sucesién f,(x)

Para terminar veamos como obtener la sucesion f, y el conjunto D C K
de modo que se cumpla i) y ii):
a) Demostramos en primer lugar que para cada conjunto finito de funciones
{91,992, - gn} C [=1,1]%, y cada € > 0 hay un conjunto finito L C K tal que
en todo r € K se cumple

L _ <
rgle%rilg(\gk(ﬂ?) ge(y)| < e
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Efectivamente, A = {(g1(2), g2(), - ,gn(x)) : © € K} es un subconjunto
acotado del compacto [—1,1]" C R™ (donde consideramos la distancia d, ). Las
d~.-bolas centradas en los puntos de A y radio € > 0 forman un recubrimiento
abierto del compacto A y por lo tanto existe un conjunto finito L C K tal que

Ac | Bxl(9:1(v),92(0). - 9u(y),

yeL

Para cada = € K el punto (g1(z), g2(z), - - gn(x)) estd en alguna de las bolas
de este recubrimiento finito, luego para algin y € L se cumple

Iggg{!gk(x) —gr(y)|} <e

y queda establecida la afirmacién a).

b) Utilizando a) definimos a continuacién una sucesién f, € [—1,1]% y una
sucesion de conjuntos finitos L, C K tales que con D = U, L,, se cumplen las
condiciones i) y ii):

A la funcién fy = f le aplicamos lo establecido en a), con € = 1, y obtenemos
un conjunto finito Ly C K tal que
(al) minger, |fo(z) — fo(y)| < 1 para todo = € K.
Como fo = f es t,(K)-adherente a H, existe f; € H tal que
(b1) |fi(y) — fo(y)| < 1 para todo y € Lj.

Aplicando a), con € = 1/2, a las dos funciones fy, fi se obtiene un conjunto
finito Lo, C K tal que

(a2) minger, max{[fo(z) = fo(y)],[f1(z) — fi(z)[} < 1/2 para todo z € K.
Utilizando que fo = f es t,(K)-adherente a H, encontramos fo € H tal que
(b2) [f2(y) — fo(y)| < 1/2 para todo y € Lo U Ly.

Volviendo a aplicar a), con € = 1/3, a las tres funciones fy, f1, f2 se obtiene un
conjunto finito Ly C K tal que

(a3) minger, max{|fp(z) — fi(y)] : 0 < k < 3} < 1/3 para todo = € K.
luego se obtiene f3 € H tal que

(b3) |f5(y) — foly)| < 1/3 para todo y € Lo U Ly U L.

continuando de modo recurrente se obtiene una sucesiéon de funciones f,, y una
sucesion de conjuntos finitos L, C K tales que

(an) minger, max{|fi(z) — fu(y)| : 0 <k <n} < 1/n para todo = € K.
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(bn) |fu(y) = fo(y)| < 1/n para todoy € Lo U Ly - -+ Ly 1.

Segin (bn), para cada y € D := U,;>0L,, se cumple lim,, f,.(v) = fo(y) = f(v).
Segun (an), para cada x € K, y cada n € N existe y, € D tal que

méx{|fi() = fu(yn)| : 0 <k <n} <1/n
y de aqui se sigue que para todo k > 0 se cumple lim,, fx(y,) = fr(x). |

En lo que sigue denotaremos
Co(K,[-1,1]) ={f € C)(K) : |f(z)| <1 paratodo z € K}
dotado de la topologia de la convergencia puntual (la inducida por C,(K)).
Teorema 5.11 Si K es compacto entonces C,(K, [—1,1]) es angélico.

DEM: Sea H C C,(K,[—1,1]) un conjunto relativamente numerablemente
compacto para la topologfa t,(K), H su adherencia en el espacio C,(K, [-1,1])
y H su adherencia en en el compacto [—1,1]%, que es compacta para la
topologia producto. Si demostramos que esta adherencia H esté formada por
funciones continuas con valores en [—1,1] se seguird que que H = H es un
subconjunto compacto de C,(K,[—1,1]).

Segtn el lema el conjunto H tiene la propiedad (IL) y el lema
nos dice que cada punto h € H , es limite puntual de una sucesién h,, € H.
Por otra parte, como la sucesién tiene un punto de aglomeracién (para la
topologia de la convergencia puntual) g € C(K,[—1,1]) debe ser h = g luego
h e C(K,[~1,1]). Queda demostrado asi que H = H € C(K,[—1,1]) es t,(K)-
compacto, y que cada h € H es limite, en la topologia t,(K), de una sucesién
en H. [

Lema 5.12 Sea VU : X — Y continua e inyectiva definida en un espacio requ-
lar Hausdorf X, con valores en un espacio HausdorfY, y A C X un conjunto
relativamente numerablemente compacto. Se supone que para cada B C W(A),
sus puntos adherentes b € B son limites de sucesiones b, € B.

Entonces W(A) = U(A) y U|5: A — U(A) es un homeomorfismo.

DEM: a) Comencemos demostrando que para cada D C A se cumple

La inclusién ¥(D) C ¥(D) es consecuencia de la continuidad de U, y basta

demostrar que V(D) D ¥(D): Si y € ¥(D), aplicando la hipétesis al conjunto
B = ¥(D) obtenemos una sucesién d,, € D tal que ¥(d,) converge hacia y.
Como D C A también es numerablemente compacto, cada subsucesion de d,,;
tiene al menos un punto de aglomeraciéon a € X, y utilizando la continuidad
de W se obtiene que ¥(a) es punto de aglomeraciéon de la sucesién ¥(d,,),
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que converge hacia y, luego ¥(a) = y. Asi queda establecido que y € ¥(X) y
que U~1(y) es punto de aglomeracién de cualquier subsucesién extraida de la
sucesién d,,. De este hecho se sigue que la sucesién d,, converge hacia ¥~ (y),
luego U=t (y) € D, es decir, y € ¥(D).

b) Aplicando lo que se ha demostrado en a) al conjunto D = A obtiene que
W(A) = U(A) es cerrado.

¢) Para demostrar que ¥|5: A — W(A) es un homeomorfismo basta ver que
VU transforma cada subconjunto cerrado C' de A en un subconjunto cerrado
de W(A): El razonamiento que sigue lo hacemos en T = A con su topologia
relativa G, que sigue siendo un espacio topolégico regular. Esta propiedad nos
permite escribir

C=n{U:CcUEeqr}

Como A es denso en T, para cada abierto U € Gy se cumple que U = U N A.
En virtud de la inyectividad de ¥ y de lo ya demostrado en a) resulta

U(C)=n{¥{T):CcUegGr)=

=Y (UNA):CcUecGr}={¥(UNA):CcUcecqGr}

y queda demostrado que W(C') es un subconjunto cerrado de W(A). [ ]

NOTA: La demostracion del teorema anterior, con cambios obvios de notacién
también sirve para demostrar que si (Z,d) es un espacio métrico compacto
entonces C,(K, Z) es angélico.

Corolario 5.13 Sea ¥V : X — Y continua e inyectiva definida en un espacio
reqular Hausdorf X, con valores en un espacio HausdorfY . Si'Y es angélico
entonces X también lo es.

DeM: Si A C X es relativamente numerablemente compacto ¥(A) C Y tam-
bién lo es. Como Y es angélico W(A) es un subconjunto compacto de Y, y
aplicando el lema se obtiene que W|;: A — U(A) = U(A) es un home-
omorfismo, de donde se sigue que A es compacto.

Por otra parte, si M C Ay x € M por continuidad, ¥(x) € W(M), luego
U(z) es limite de una sucesién y, = ¥(x,) con x, € M C A, y considerando

el homeomorfismo V|3 se concluye que z,, € M converge hacia x. [ ]

Corolario 5.14 Si el espacio topologico (X, T) es angélico y 7" DO T es una
topologia regular mds fina, entonces (X, ') sigue siendo angélico.

Lema 5.15 Si K es compacto, entonces C,(K) es un espacio completamente
reqular, y por lo tanto reqular.
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DEM: Si V' es un entorno de f € C,(K), existe € > 0 y un conjunto finito
{x1, 29,2z} C K tal que {g € C(K) : |g(x;) — f(z;)| <e,1<j<m} CV.
La funcién ¢ : C,(K) — [0, 1] definida por

®(g) = ¢ min{e, [g(z1) — f(z)] + |g(z2) — fl@2)| + - + lg(@m) = f(zm)]}

es continua, ®(f) =0y ®(g)=1sig& V. |

Teorema 5.16 Si K es un espacio compacto Hausdorff entonces Cp(K) es un
espacto angélico.

DEM: Mediante un homeomorfismo ¢ : R — (—1, 1) se puede definir una apli-
cacion continua e inyectiva

\I[:C<K)p_> CP(K’ [_171])7 \IJ(f):Spof

Como C,(K) es un espacio topolégico completamente regular, con el lemam
y el teorema [5.11] se obtiene el resultado. [ ]

Teorema 5.17 [Eberlein-Grothendieck] Si K es compacto y H C C(K) es
uniformemente acotado, son equivalentes

i) H es relativamente compacto.

ii) H es relativamente secuencialmente compacto.
ii1) H es relativamente numerablemente compacto.
iv) H tiene la propiedad de intercambio de limites.

v) La clausura H de H en RE estd formada por funciones continuas.

DEM: Segin el teorema y el lema .9 i) < ii) < iii) = iv). Es in-
mediato que v) = i), y iv) = v) lo demostraremos por reduccién al absurdo,
suponiendo que existe una funciéon f € H que no es continua en algin a € K.
Si esto es asi existe € > 0 tal que cada entorno V' de a contiene un punto xy
con |f(xzy)— f(a)] > €. Como H es uniformemente acotado podemos suponer,
para simplificar la notacién, que |f(z)| < 1 para todo f € H y todo z € K.
Entonces, segin el lema hay una sucesién f; € H tal que

lim f;(z) = f(z) paratodo =z € K

Vi={xe€ K :|fi(x) — fi(a)] < 1} es entorno de a en K y por lo tanto existe
x1 € Vi con |f(xq) — f(a)] > e

Como Vo = N2 {z € K : |fi(z) — fi(a)| < 1/2} es entorno de a en K, existe
x9 € Vo con |f(xg) — f(a)] > e.

De modo recurrente se obtiene una sucesiéon x,, € K tal que
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|fi(z,) — fila)] < 1/n paral <i<n

|f(z) — fa)|] > € para todo n € N [*]
Entonces, para cada ¢ fijo se cumple lim,, f;(x,) = fi(a).
De la sucesién f(x,) € [—1,1] se puede extraer una subsucesién convergente
f(z,,). Asi tenemos asegurada la existencia de los limites iterados

y segun la hipétesis, estos limites deben ser iguales, es decir limy, f(x,,,) = f(a),
lo que contradice la condicion [*]. n

Aplicaciones a los espacios de Banach. Sea (FE, || ||) un espacio de Banach
(real) y E* su dual (formado con las formas lineales continuas z* : F — R)
donde se define la norma ||z*||= sup{|z*(z)| :||z||< 1} con la que (E*,| |)
es un espacio de Banach. Para simplificar la notacién se suele usar el mismo
simbolo para las normas de F' y E*, convenio que no dara lugar a confusion.

Asociando a cada x € E la forma lineal 7 : E* — R, z(z*) = x*(x),
podemos identificar E con E= {7 : 2 € E} C RE". La topologfa que induce
en B la topologia producto de RF", transferida a E, recibe el nombre de
topologia débil; se suele denotar w y también o(E*, E). La topologia w tiene
la propiedad de que cada x* € E* es w-continua y se llama topologia débil
porque es la topologia mas débil en E con esta propiedad. Una base de entornos
de 0 € FE para esta topologia es la formada por los conjuntos de la forma
V(F,e) ={r € E: méx,cp |2"(x)| < €}, donde F' C E* es finito y € > 0.

La topologia w* que induce en E* C R la topologfa producto recibe el
nombre de topologia débil*, que también se suele designar o(E*, F). Su interés
reside en que para cada x € E la forma lineal T : E* — R es w*-continua
(ademdas w* es la topologia més débil sobre E* con esta propiedad). Otra
propiedad notable de esta topologia la proporciona el teorema de Alaoglu-
Bourbaki, segiin el cual la bola unidad B(E*) = {z* :||z*||< 1} es w*-compacta.
Considerando el compacto K = (B(E*), w*), es claro que F se identifica con un
subespacio EC C(K), asociando a cada x € F la funcién continua = = 7|x.
El subespacio E C C,(K), con la topologia inducida es homeomorfo a (E, w).

Este hecho permitira aplicar al contexto de un espacio de Banach con su
topologia débil los resultados obtenidos anteriormente sobre la topologia de los
espacios Cp(K).

Conviene tener asumido, en lo que sigue, que cada H C F, se puede con-
siderar, bien como un subconjunto del espacio producto, H C RE" bien como
un conjunto de funciones continuas H C C,(K), donde K = (B(E*),w*), y
que estas identificaciones son topolégicas cuando en H, i , H , se consideran
respectivamente las topologias inducidas por la débil, la topologia producto de
RE" y la topologia de la convergencia puntual en C(K).

El primer resultado se refiere al espacio de Banach (C'(K), || ||o) donde K
es un compacto Hausdorf. Conviene recordar que toda forma lineal continua
A : C(K) — R se representa como una integral A(f) = [, fdu respecto a
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una medida regular (con signo) p : B(K) — R, donde B(K) es la o-dlgebra de
Borel de K. En general, la topologia débil de C'(K') es més fina que la topologia
de la convergencia puntual, sin embargo se tiene:

Teorema 5.18 [Grothendieck] Si K es compacto, para un conjunto H C
C(K), son equivalentes

i) H es débilmente compacto.

ii) H es || ||o-acotado y t,-compacto.

DEM: i) = ii): La topologia débil es mas fina que la topologia t,, y en los
espacios de Banach los conjuntos débilmente compactos siempre son acotados.
ii) = i) Basta demostrar que (H,w) y (H,t,) son homeomorfos y para ello que
la identidad i : (H,t,) — (H,w) es continua:

Supongamos que A C H es cerrado en el espacio topolégico (H,w) (donde
w es la topologia que induce en H la topologia débil) y sea f € H ﬂzt”, adher-
ente para la topologia que induce en H la topologia de la convergencia puntual.
Como C,(K) es angélico, existe una sucesién f, € A que converge puntual-
mente hacia f. Teniendo en cuenta que cada forma lineal continua A € C(K)*
se representa mediante la integral respecto a una medida de Borel regular p,
el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue permite concluir que la
sucesion A(f,) = [ fndp converge hacia A(f) = [ fdp (aqui se utiliza que la
sucesion f,, esta uniformemente acotada) Queda establecido asi que la sucesién
fn converge débilmente hacia f, y con ello que f € A. Queda demostrado que

todo cerrado de (H,w) es cerrado en (H,t,) y con ello la continuidad de la
identidad i : (H,t,) — (H,w) |

Teorema 5.19 [Eberlein-Smulian] Si E es un espacio normado entonces el
espacio topoldgico (E,o(E, E*)) es angélico.

DEM: La bola unidad K = {z* € E* :||z*||< 1} es compacta para la topologfa
w* y al identificar £ con un subespacio de C'(K), su topologia débil w coincide
con la inducida por la topologia de la convergencia puntual, luego la aplicacién
natural ¢ : (E,w) — (C(K),t,) es continua. Combinando el corolario con
el teorema se obtiene el resultado. |

Diremos que H C E intercambia limites con K = B(E*) cuando H tiene
la propiedad de intercambio de limites en R¥ es decir: Para cada sucesién
xy € B(E*) y cada sucesién x, € H, tales que existen los limites iterados

limlim 2} (z,) = «, limlimx;(x,) =0
n k kK n
se cumple que estos son iguales o = 3.

Teorema 5.20 [Eberlein-Grothendieck] Sea (E, || ||) un espacio de Banach y
B(E*) = {z* € E* :||z*||< 1}. Para un conjunto H C E son equivalentes
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i) H es relativamente compacto para la topologia débil.
ii) H es relativamente numerablemente compacto para la topologia débil.

iii) H es acotado e intercambia limites con B(E™).

DEM: La equivalencia i) < ii) ha sido establecida en el teorema [5.19]
i) = iii) Es bien sabido que en un espacio normado todo conjunto débilmente
relativamente compacto es acotado. Por otra parte, si K = (B(E*),w"), y
H C E es relativamente numerablemente compacto en (F,w) entonces H
también lo es en (C(K),t,(K)), y con el lema se obtiene que H intercambia
limites con K, lo que significa que H intercambia limites con K.
iii) = 1) En virtud del homeomorfismo natural entre (£, w) y (E,t,(K)), basta
demostrar que H es relativamente compacto en (E,t,(K)). El teorema
nos dice que H es relativamente compacto en C,(K) y por lo tanto basta
demostrar que la clausura de H en Cp(K) esté contenida en EcC Cp(K).

Si f pertenece a esta clausura y todos los vectores x*,y*, =* + y*, az*,
(o € R) estéan en B(E*) es facil ver que

fa™+y) = f@") + f(y*); flaa™) = af(27) sifa] < 1.

Esta propiedad permite extender f a una forma lineal ¢ : E* — R poniendo:
o(z*) =|lz*|| f(||z*]|7! =*) si 2* # 0. (La comprobacién de que asi queda defini-
da una forma lineal ¢ sobre E* se deja al cuidado del lector). La forma lineal
¢ : E* — R tiene la propiedad de que su restriccién a la bola K = B(E*)
es w*-continua, ya que p|x = f € C(K). Entonces, segiin un teorema de
Grothendieck la forma lineal ¢ : E* — R es w*-continua, lo que permite ase-
gurar que existe x € E tal que T = ¢, lo que significa que f =7 € E. [
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Capitulo 6

Espacios con la propiedad de
Namioka

Preliminares sobre espacios de Baire. Un espacio topoldgico (X, G) se
dice que es un espacio de Baire cuando la interseccion de cualquier sucesién
de abiertos densos es densa y se dice que es completamente metrizable cuando
su topologia G es metrizable con una distancia d tal que (X, d) es un espacio
meétrico completo.

Teorema 6.1 Los espacios completamente metrizables y los espacios local-
mente compactos Hausdorff, son espacios de Baire.

DEM: Sea G,, C X una sucesién de abiertos densos: G, = X para todo n € N.
Tenemos que demostrar que S := N>, G, es denso en X, es decir, que cada
abierto no vacio U C X contiene algin punto de S.

a) Supongamos que (X,G) es completamente metrizable con la distancia d.
Como G4 es denso en X existe a; € U NGy, Sea 0 < ry < 1 tal que

B((Il,’f’l) - UﬂGl
Como Gs es denso en X, existe ag € B(ay,r1) N Gy. Sea 0 < ry < 1/2 tal que
B(CLQ,’/’Q) C B(CLl,T’l) ﬂGg

De modo recurrente se obtiene una sucesion a,, € X y una sucesion de nimeros
0 <7, < 1/n tales que para todo n € N se cumple

B(an, ) C Blap—1,m-1) NGy,

Para todo p € N se cumple a,4, € B(an,m,), luego d(anip,an) < 1/n,y
se sigue que a,, es una sucesiéon de Cauchy en el espacio completo (X, d). Es
claro que su limite a = lim, a,,1, pertenece a cada B(a,,r,) C U NG, luego
acUNS.

b) Cuando (X, G) es un espacio topoldgico Hausdorff localmente compacto se
razona en forma andloga, pero eligiendo en cada etapa (en lugar de B(ay, 1))
un entorno compacto K, de a,, tal que K,, C K,,_1NG,,. La sucesion decreciente
de compactos no vacios K, tiene interseccion no vacia contenidaen UNS. m
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Proposicion 6.2 Todo subconjunto abierto de un espacio de Baire es un es-
pacio de Baire (para la topologia relativa)

DEM: Sea U C X un subconjunto abierto del espacio de Baire (X, G),y V,, C U
una sucesion de abiertos que son densos en U (para la topologia relativa de U)
lo que significa que U N'V,, = U para todo n € N.

Es claro que G,, = V,, UU’ es una sucesién de abiertos densos en X (pues
G, DOV, DU, yG, DU, luego G, = X),luego S =N .G, = (ﬂfj’:an)UUC
es denso en X y de aqui se sigue que la interseccion N2, V,, es densaen U. m

El espacio topoldgico (X, G) se dice que es hereditariamente Baire cuando
todo conjunto cerrado es un espacio de Baire (para la topologia relativa). Todo
subconjunto cerrado de un espacio completamente metrizable (resp. localmente
compacto Hausdorff) tiene la misma propiedad. Por lo tanto, en virtud del teo-
rema podemos afirmar que los espacios completamente metrizables y los
espacios localmente compactos Hausdorff, son hereditariamente Baire.

Preliminares sobre funciones separadamente continuas. Dada una fun-
cién f: X XY — R donde X e Y son espacios topoldgicos Hausdorff, fijado un
punto x € X, denotaremos por f, : Y — R ala funcién parcial f,(y) = f(z,y).
Analogamente, fijando un punto y € Y designaremos por f¥: X — R ala otra
funcién parcial f¥(x) = f(z,y). Se dice que f es separadamente continua (s.c.)
cuando para cada z € X y cada y € Y las funciones parciales f,, fY son con-
tinuas. Dada una funcion s.c. f: X xY — R, en lo que sigue consideraremos
frecuentemente los conjuntos

X;={f,:2eX}CON); Y ={f:yeY}cC(X)

que habitualmente se consideran con la topologia de la convergencia puntual
sobre Y y X respectivamente. En las aplicaciones que siguen frecuentemente
X sera completamente regular e Y compacto.

Hay una biyecciéon natural entre las funciones f : X x Y — R que son
continuas en la segunda variable y las aplicaciones F': X — C(Y), en la que
a f le corresponde la aplicacion F' definida por F(z) = f,. Es claro que f es
separadamente continua si y sélo si F es continua cuando en C(Y') se considera
la topologia de la convergencia puntual ¢,(Y).

El siguiente resultado, que es la version topoldgica de un resultado ha-
bitual en la teoria de espacios vectoriales localmente convexos, tiene como
consecuencia inmediata un resultado de Troallic (teorema segun el cual,
para un compacto K, los subconjuntos t,(K)-separables de C'(K) coinciden
con los || ||-separables.

Lema 6.3 Sea f: X X K — R donde K es compacto. Son equivalentes:
a) Ky C C(X) es t,(X)-metrizable.

b) Xy C C(K) es separable para la norma.
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¢) Xy C C(K) es separable para la topologia t,(K).

DEM: a) = b): La aplicacién ¥ : K — (C(X),t,(X)), definida por ¥(y) = f¥,
es continua, luego Ky = W(K) es un subconjunto t,(X)-compacto de C'(X).
(se puede considerar que K es el espacio cociente de K mediante la relacién de
equivalencia y, ~ yo < fY' = f¥2, y asi podemos identificar f¥ con la clase de
equivalencia de y). Cada € X lo podemos mirar como una funcién continua
z(fY) = f(z,y), definida sobre el compacto K.

[La continuidad de & se obtiene viendo que #7'(C) C K es cerrado para
cada cerrado C' C R: Como f, es continua C, = {y € K : f(z,y) € C} es
un subconjunto cerrado de K y por lo tanto es compacto. La continuidad de
o(y) = f¥, permite concluir que p(C,) = {f¥ : f(z,y) € C} = 271(C) es un
subconjunto cerrado de Ky = p(K)].

Si 1,22 € X, la norma de &7 — 25 en (C(Ky), || ||oo) viene dada por

181 = ol o= méx{[d1 (f*) — 22(fY)] 1 y € K} =

= max{|f(z1,y) — (w2, 9)| :y € K} =[fe; = frall

luego X con la distancia inducida por la norma de C(K), es isométrico al
subconjunto {Z : x € X'} del espacio de Banach C(K) y por lo tanto serd sep-
arable cuando lo sea (C(K¥),|| |l«)- Segun el teorema [3.3| esto ocurre cuando
se cumple a).

(b) = (c) es inmediato.

(c) = (a): Sea {z, : n € N} C X tal que {f,, : n € N} es denso en Xy para
la topologia t,(K). Es facil ver la férmula

d(hy, hy) = Zz "min{1, |hy(2,) — ha(n])}

define una distancia continua en el compacto K¢, y aplicando el lema se
obtiene que el compacto (Ky,t,(X)) se metriza con esta distancia.

[La densidad de {f,, : n € N} en X para la topologia t,(K)) interviene en la
forma siguiente: Si d(fY, f*) = 0 entonces f(x,,y) = f(x,, z) para todon € N.
Como las evaluaciones d,, ¢, : C,(K) — R son ¢,(K) continuas y coinciden en
D = {f,, : n € N}, también coinciden sobre su t,-clausura X = D", es decir,
f(z,y) = f(z, 2) para todo = € X, lo que significa que f¥ = f?]. [ ]

Teorema 6.4 [Troallic] Si K es compacto los conjuntos t,(K)-separables de
C(K) coinciden con los separables para la norma.

DEM: Sea X C C(K) dotado de la topologia t,(K’). Con esta topologia la apli-
caciéon f: X x K — R dada por f(¢,y) = ¢(y) es separadamente continua y
se cumple que Xy = X. Aplicando el teorema anterior se obtiene el resultado. m
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La propiedad de Namioka. En los problemas que se estudian a continuacién,
referentes a la existencia de puntos de continuidad conjunta de funciones reales
s.c. f: X xY — R no sera restrictiva la consideraciéon de funciones acotadas
con valores en [—1, 1] pues cuando f : X xY — R no sea acotada, la podremos
sustituir por ao f donde o : R — (—1, 1) es un homeomorfismo. En este caso las
funciones s.c. acotadas f: X x Y — [—1, 1] se corresponden con las funciones
t,(Y)-continuas F': X — C(Y') cuya imagen estd contenida en la bola unidad
del espacio de Banach (C(Y), || [lo)-

Si X e Y son espacios topologicos, utilizando la terminologia habitual en
este tema, denotaremos por N(X,Y) la siguiente propiedad:
Para cada aplicacion s.c. f: X xY — [—1,1] eziste un Gs denso Xo C X tal
que [ es continua (conjuntamente continua) en cada punto de Xo X Y.

La clase N de los espacios de Namioka es la formada por los espacios
topoldgicos X tales que para todo compacto K se cumple N (X, K).

Analogamente la clase N* de los espacios co-Namioka es la formada por
los compactos K tales que para todo espacio de Baire X se cumple N (X, K).

NOTA: Christensen [9] demostré que la definicién de la clase N es equivalente a
la que resulta reemplazando el espacio de llegada [—1, 1] por cualquier espacio
métrico. Namioka y Pol [38] demostraron que la definicién de la clase N* es
equivalente a la que resulta cuando se reemplaza el espacio de llegada [—1,1]
por cualquier espacio métrico. En [5] se vuelve a demostrar este resultado con
técnicas de juegos topoldgicos.

Lema 6.5 5i K es compacto y f : X x K — R es separadamente continua
dado un punto o € X son equivalentes:

a) [ es continua en cada punto de {zo} x K.
b) La funcion asociada F : X — (C(K), || |l) €s continua en xy.
¢) La familia Ky ={fY:y € K} C C(X) es equicontinua en x.

En particular f es continua si y sélo st F : X — (C(K),|| ||s) es continua,
lo que equivale a que la familia de funciones Ky = {fY:y € K} C C(X) sea
equicontinua.

DEM: Es inmediato que ¢) < b) = a). Veamos que a) = b). Dado € > 0, para
cada y € K existen entornos abiertos A(y) y B(y) de z( e y respectivamente,
tales que para todo x € A(y) y todo ¥ € B(y) se cumple |f(z, ") — f(zo,y)| <
e. {B(y) : y € K} es un cubrimiento abierto del compacto K, del que se
puede extraer un cubrimiento finito {B(y;) : 1 < j < n}. Se sigue que
U(xo) = N7_; A(y;) es un entorno abierto de z, tal que

r € U(xg) = ||F(x) — F(x0)]|eo< 2€
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OBSERVACION:
Para una aplicaciéon F': X — C(K) el conjunto de sus puntos de continuidad
para la norma || |«, denotado Cont(F), siempre es un Gs; en X ya que

Cont(F) = (N,eny O1/n(F), donde O, = [J{V € G(X) : diam F(V) < €}.

Cuando K es compacto, en virtud de la observacién anterior y el lema
m, la condicién NV (X, K) se puede formular asi: Para cada funcion acotada
tp(K)-continua F : X — C(K) el conjunto Gs, Cont(F), es denso en X.

Es claro que el conjunto Cont(F') = (1, oy O1/n(F), serd denso en X, cuan-
do X sea un espacio de Baire y todos los abiertos Oy, (F) sean densos. Esta
es la razon por la que los espacios de Baire intervienen en el problema que nos
ocupa: Obtener condiciones suficientes para que un espacio sea de la clase N.

Por otra parte, a la hora de obtener condiciones suficientes para que los
abiertos Oy, (F') sean densos nos situamos en el contexto mas general de una
aplicaciéon F': X — (FE, p) con valores en un espacio métrico. En esta situacién
el conjunto de sus puntos de continuidad, que se expresa en la forma Cont(F') =
NwO1/n(F), con O(F) = U{V € G(X) : p-diam F(V) < €}, sigue siendo un
conjunto Gs en X. Para estudiar cuando este conjunto es denso son ttiles las
nociones que se introducen en la siguiente definicién, donde F(X) A G(X)
denota la familia de los subconjuntos de X que son de la forma G N C con
G C X abierto y C C X cerrado.

Definicién 6.6 Sea F' : X — (FE,p) definida en un espacio topoldgico X, con
valores en un espacio métrico (E, p).

i) Diremos que F tiene la propiedad [h] si para cada € > 0 y cada abierto no
vacio U C X hay otro abierto no vacio V-C U tal que p-diam F(V') < e.

ii) Diremos que F tiene la propiedad [h,] cuando para cada € > 0, existe
una sucesion X,, € F(X) A G(X) que cubre X, tal que, para cada n y
cada abierto no vacio U C X,, hay otro abierto no vacio V C U tal que
p-diam F(V) < e.

OBSERVACION

F tiene la propiedad [h] si y sélo si para cada € > 0 el abierto O.(F) es denso
en X. Si Xy C X es denso y F tiene la propiedad [h] entonces F|x, también
la tiene.

Un espacio topoldgico X tiene la propiedad de Kaplansky (countable tight-
ness) cuando para cada A C X y cada t € A, existe un conjunto numerable
C C A tal que t € C. El siguiente resultado, inspirado en la proposicién 3.11
de [18] lo utilizaremos para demostrar el clasico teorema de Namioka

Proposicién 6.7 Sea X un espacio topologico con la propiedad de Kaplansky
y F: X — (E,p) una aplicacion tal que para cada conjunto numerable D C X
la restriccion F|p tiene la propiedad [h]. Entonces F tiene la propiedad [h].
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DEM: Si F' no tiene la propiedad [h] existe € > 0 y un abierto U C X tal
que todo abierto no vacio V' C U cumple diam F(V) > 2¢. Entonces, dado
un punto x € X, para cada entorno abierto de z, V' C X, podemos elegir
a(z, V) € V tal que p(F(x), F(a(xz,V))) > e. Consideremos el conjunto

M, :={a(z,V) 2z € V, V abierto }

Como z € M,, por la propiedad de Kaplansky, existe un conjunto numerable
C, C M, tal que z € C, vy, es claro que, p(F(z), F(y)) > € para cada y € C,.
Sea a € X,y D, la sucesion de conjuntos numerables definidos por

Dl = {(I} Dn+1 = U{Cx T E Dn}

Entonces, D = UD,, C X es numerable y F|p no tiene la propiedad [h] pues
cualquier abierto W C X con W N D # () cumple diam F(W N D) > e.
Efectivamente, dado z € W N D, existe n € N tal que z € D,,. Como z €
C,, existe y € WNC, C WnN D, luego p(F(y), F(2)) > €, y se sigue que
diam F(W N D) >e. |

Lema 6.8 Sea F : X — E una aplicacion definida en un espacio de Baire X,
con valores en un espacio métrico (E, p). Entonces son equivalentes:

a) F tiene la propiedad [h].
b) F tiene la propiedad [h,].

c) Cont(F) es denso en X.

DEM: a) = b) es inmediato (considerar la sucesién X,, = X para todo n € N).
b) = ¢) Como X es un espacio de Baire y Cont(F) = N,,01,(F), basta de-
mostrar que para cada € > 0 el abierto O.(F) es denso en X. Sea W C X un
abierto no vacio y X,, € G(X) A F(X) el cubrimiento de X, asociado a ¢ > 0,
que proporciona la propiedad [h,|. Cada X, es de la forma X, = G, N C,
donde G,, C X es abierto y C,, C X es cerrado.

Entonces H, = W NG, N C, es una sucesién de cerrados, relativos a W,
que cubre W. Segin la proposicién [6.2] W también es un espacio de Baire,
y se sigue que algin H, contiene un abierto no vacio U. Entonces U N G,
es un abierto no vacio contenido en X,, = G, N C,, el cual, en virtud de la
eleccion de los X,,, contendra otro abierto no vacio V- C U C W verificando
p-diam F(V) < ¢, luego O (F) N W = (). Como esto se cumple para todo
abierto no vacio W C X, queda demostrado que O(F") es denso en X. [

Teorema 6.9 Todo espacio de Baire separable X estd en la clase N. Todo
compacto metrizable K estd en la clase N* .
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DEM: Consideramos una funcién s.c. f : X x K — [—1,1] y la correspondiente
funcién que es t,(K)-continua, F': X — C(K). Si X es separable, F'(X) = X
es t,(Y)-separable y por lo tanto separable para la norma de C'(Y') en virtud de
[6.4] Lo mismo ocurre cuando K es metrizable porque en este caso (C(K), || [|«)
es un espacio de Banach separable (teorema .

En ambos casos la aplicacién F' cumple la propiedad [h,]: F(X) C C(K)
se puede cubrir con una sucesién de bolas cerradas, de radio €/2 > 0, las cuales
son t,(K) cerradas. Las preimagenes de estas bolas mediante la funcién t,(K)
continua F' proporciona una sucesion de cerrados X,, que cubre X, que sirve
para demostrar que F tiene la propiedad [h,].

Con la proposicion se obtiene que el conjunto de los puntos donde F' es
continua para la norma es un Gs-denso. [

Teorema 6.10 Todo espacio hereditariamente Baire con la propiedad de Ka-
plansky estd en la clase N'. En particular, todo espacio métrico completo estd en
la clase N

DEM: Sea X un espacio hereditariamente Baire con la propiedad de Kaplansky
y f: X x K — [—1,1] una funcién s.c. donde K es compacto. En virtud del
lema basta demostrar que la aplicacién inducida F' : X — C(K) tiene la
propiedad [h]. Si D C X es numerable, al ser X hereditariamente Baire, se
cumple que D es un espacio de Baire separable. Con el teorema y el lema
se obtiene que F'|p tiene la propiedad [h], luego F|p también la tiene.
Usando la proposicion se llega al resultado deseado. [

OBSERVACIONES
a) Segun su demostracion, el teorema anterior sigue valiendo cuando sélo se
supone que X es un espacio de Baire tal que cada cerrado separable C' C X
es un espacio de Baire. Esta hipdtesis, que parece mas débil que la condicion
de ser X hereditariamente Baire, es equivalente a ella cuando cuando X es
regular y cumple el primer axioma de numerabilidad [14].
b) Si X es hereditariamente Baire con la propiedad de Kaplansky, estas propiedades
las heredan los subconjuntos cerrados de X y por lo tanto todo subespacio
cerrado de X es de la clase V. En [?] R.W. Hansell pregunta si es cierto que
cada subespacio cerrado de un espacio de Namioka hereditariamente Baire
sigue siendo un espacio de Namioka. También plantea Hansell el problema de
averiguar si un (G5 de un espacio de Namioka es o no un espacio de Namioka.
El siguiente es el resultado cldsico de Namioka [36]

Teorema 6.11 Todo espacio localmente compacto es de la clase N.

DEM: Sea K compacto, y F' : X — C,(K) una funcién ¢,(K)-continua. Suponemos
primero que X es compacto. Para cada abierto U C X se cumple que F(U) =
H C C,(K), con la topologia de la convergencia puntual ¢,(K’) es compacto, y

es bien conocido que estos compactos tienen la propiedad de Kaplansky (véase
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el teorema. Como los compactos son hereditariamente Baire podemos uti-
lizar el teorema para deducir que la identidad i : (H,t,(K)) — (C(K), ||
lso) €s continua en algtin punto ¢ € H. Si a € U es tal que F(a) = f, = ¢
entonces Fly es continua en a (para || ||e), vy se sigue que para cada ¢ > 0
hay un abierto W C X tal que a € W N U y diamF(W NU) < e. El abierto
V =WnNU C U no es vacio y cumple la condicién diamF' (V') < e y asi queda
demostrado que F' tiene la propiedad [h]. Con el lema se obtiene que X es
un espacio de Namioka.

Si X es localmente compacto y U C X es abierto no vacio podemos consid-
erar un abierto no vacio G C U tal que Y = G sea compacto. Por el caso previo
que acabamos de demostrar Fly : Y — (C(K),|| |l«), €s continua en algin
punto a € Y, luego para cada ¢ > 0 hay un abierto W C X tal quea € WNY
y diamF(W NY) < e El abierto V=W NG C U no es vacio y cumple la
condicién diamF(V) < e. Queda demostrado que F' tiene la propiedad [h].
Como los espacios localmente compactos son hereditariamente Baire, con el
lema concluimos que X es un espacio de Namioka. [ ]

Para proseguir con el estudio de la propiedad N (X,Y’) conviene hacer
algunas observaciones preliminares de caracter elemental.

Una funcién ¢ : X — [—00, 00| definida en un espacio topolédgico X se dice
que es semicontinua inferiormente cuando para todo nimero real ¢ el conjunto
{z € X : ¢ > ¢} es abierto. Dada una familia de funciones semicontinuas
inferiormente ¢; : X — [—o00,400], j € J, es facil comprobar que su envoltura
superior, () = sup,c; ©;(t), es semicontinua inferiormente. Se sigue de esto
que si p es la distancia asociada a la norma || ||« de un espacio C(K') entonces
p(f,g9) = sup{|f(z) — g(z)| : © € X} es semicontinua inferiormente sobre el
espacio producto (C(K),t,(K)) x (C(K),t,(K)).

Si (E, p) es un espacio métrico y 7 una topologia en E tal que la distancia
p es semicontinua inferiormente para la topologia producto de (E,7) x (E, 7),
diremos que la distancia p es T-semicontinua inferiormente (7-s.i.). En general,
para un espacio normado (£, | ||) hay varias topologias interesantes 7 en E
con la propiedad de que la distancia asociada a la norma, p(x,y) =|z — y||
es T-semicontinua inferiormente. La topologia débil, la topologia débil* de un
dual y la topologia extremal o(F,ext) (la inducida por los puntos extremales
de la bola del dual) son topologias con esta propiedad.

Si (E, p) es un espacio métrico y 7 una topologia en E tal que la distancia
p es T-semicontinua inferiormente entonces las bolas p-cerradas son 7-cerradas
y se cumple que el didgmetro de A C F es igual al de su 7-clausura A :

p-diam (A) = p-diam (A")

(Si p = p-diam(A), por la semicontinuidad inferior de la distancia el conjunto
{(z,y) € EXE : p(x,y) < u} es cerrado en el espacio producto (E,7) X (E, T).
Como A x A esta contenido en este conjunto, también esta contenida en él su
T-clausura Ax A=A x A7)
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Lema 6.12 Si F': X — (E,p) es continua para una topologia T en E tal que
la distancia p es T-s.i, y A C X entonces F|a tiene la propiedad [h] si y sélo
si |5 tiene la propiedad [h].

DEM: Si Fj tiene la propiedad [h] es inmediato que F|4 también la tiene.
Reciprocamente, supongamos que F|4 tiene la propiedad [h]. Si U C X es
abierto, y UN A # () entonces U N A # (), y por lo tanto existe un abierto
V CcUtal que VNA#Dy p-diam (F(V N A)) < e. Este abierto también
cumple

p-diam (F(V N A)) < p-diam (F(V N A)) <

< p-diam F(VNA) = p-diam (F(UNA)) < ¢

La primera desigualdad es evidente. Para la segunda basta tener en cuenta
la inclusién F(VAA) € F(VNA) " que es consecuencia de la 7-continuidad
de F. La tultima desigualdad se cumple porque p es 7-s.i. Queda demostrado
asi que F'|x tiene la propiedad [A]. n

Combinando el lema|6.12| con la proposicién [6.8|se obtiene que si un espacio
topoldgico X contiene un subespacio de Baire denso de la clase NV, entonces
X también estd en la clase N.

Corolario 6.13 Sea X un espacio topoldgico que tiene un subespacio denso
Xo C X con la propiedad de Kaplansky y (E,p) un espacio métrico cuya
distancia es T-s.i. Si F': X — E es T-continua y F|p tiene la propiedad [h]
para cada conjunto numerable D C Xy, entonces F' tiene la propiedad [h].

DEM: En virtud de la proposicién basta demostrar que Fy, tiene la
propiedad [h], lo que es consecuencia directa de la proposicion [6.7} [ ]

El siguiente resultado, que mejora aparece sin demostracién en [26].

Teorema 6.14 Sea X un espacio hereditariamente Baire que tiene un sube-
spacio denso Xo C X con la propiedad de Kaplansky. Entonces X es un es-
pacio de Namioka. En particular, todo espacio hereditariamente Baire con un
subconjunto denso metrizable es un espacio de Namioka.

DEM: Basta demostrar que si K es compacto toda aplicacién ¢,(K)-continua
F : X — C(K) tiene la propiedad [h] y para ello, segin [6.13] que F|p tiene
la propiedad [h] para todo conjunto numerable D C Xy. Como D C X es
un espacio de Baire separable, en virtud de la restriccién F|p tiene la
propiedad [h] y por lo tanto F|p también la tine. |

La siguiente definicién, que desempenara un papel importante en la sigu-
iente seccién, interviene en el lema [6.16]

Definicién 6.15 Sea F': X — (E, p) definida en un espacio topoldgico X con
valores en un espacio métrico (E, p). Se dice que
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i) F' es fragmentable si para cada € > 0 y cada conjunto no vacio C C X
hay un abierto V.C X tal que C NV #£ 0 y p-diam F(V N C) < e.

ii) F eso-fragmentable por conjuntos de H C P(X) cuando para cada e > 0,
existe una sucesion X, € H que cubre X, tal que para cada n y cada
conjunto no vacio C C X,, hay un abierto V C X tal que CNV # 0 y
p-diam F(CNV) <e.

Cuando 'H es la familia de todas las partes de X se dice que F' es o-
fragmentable y cuando H es la familia de los conjuntos cerrados se dice
que F' es o-fragmentable por cerrados.

Las siguientes observaciones son inmediatas:

i) La definicién de aplicacién fragmentable es equivalente a la que resulta con-
siderando solo conjuntos cerrados C' C X.

ii) F' es fragmentable si y sélo si para cada C' C X (que se puede suponer
cerrado), la restricciéon F|c tiene la propiedad [h]. La afirmacién, andloga para
aplicaciones con la propiedad [h] no es cierta.

iii) Toda funcién fragmentable es o-fragmentable mediante conjuntos de cualquier
familia H tal que X € H.

iv) Toda funcién o-fragmentable mediante conjuntos de F(X) A G(X) tiene la
propiedad [h].

v) Si F: X — E es o-fragmentable (resp. o-fragmentable por cerrados) y
¢ Y — X es continua, siendo Y otro espacio topolégico, entonces F'o ¢ tam-
bién es o-fragmentable (resp. o-fragmentable por cerrados)

El siguiente lema, que complementa los resultados expuestos en el corolario
resulta 1til para obtener resultados sobre la clase N'*.

Lema 6.16 Sea F': X — (E,p) una aplicacion continua para una topologia
7 en E tal que p es 7-s.i. Si F': X — E es o-fragmentable y X es un espacio
de Buaire entonces el conjunto p-Cont(F) C X (de los puntos donde F es
p-continua) es un Gs denso en X.

DEM: Si demostramos que F tiene la propiedad [h,], con el lemal6.§] se obten-
dra el resultado.

Sea {X,, : n € N} un cubrimiento de X tal que para todo conjunto no vacio
C C X, existe un abierto V' C X tal que CNV # 0y p-diam F(VNC) < e.
Si suponemos que W C X,, es un abierto no vacio se cumple que C = W N X,
no es vacio y por lo tanto existe otro abierto V.C W tal que ) # VNCy
p-diam F(V N C) < e. Razonando como en se obtiene

p-diam F(V) = p-diam F(V N X,) < p-diam F(VNX,) < ¢

y queda demostrado que [’ es cumple la propiedad [he] (usando la sucesién de
cerrados X,,). |
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Corolario 6.17 Sea K un espacio compacto y F': X — C(K) una aplicacion
tp(K)-continua y o-fragmentable (con la norma usual de C(K)). Si X un
espacio de Baire entonces Cont(F) C X es un Gs denso en X.

DEM: Es consecuencia directa del lema [6.16] n

Siguiendo la terminologia de [38] denotamos por X la clase de los compactos
K tales que (C(K),t,(K)) es o-fragmentable por la norma usual de C(K),
lo que significa que la identidad i : (C(K),t,(K)) — (C(K),| |l«) €s o-
fragmentable segin la definicién [6.15] Si K € 3 es fcil ver que toda aplicacién
tp(K)-continua F' : X — (C(K),t,(K)) es o-fragmentable luego, en virtud del
corolario [6.17], K es de la clase N* y queda establecida asf la inclusién ¥ C N*
([38]). En [38] Namioka y Pol obtuvieron un ejemplo que demuestra que la
inclusiéon es estricta, y que con una hipdtesis especial de teoria de conjuntos
(independiente de los axiomas ZFC) se puede obtener un compacto disperso
K € N* tal que (C(K),t,(K)) no es o-fragmentable.

Se sabe que (C(K),t,(K)) es o-fragmentable cuando C(K) admite una
norma || || equivalente a la usual, ¢,(K)-semicontinua inferiormente, y con la
propiedad de que en S = {f :||f||= 1}} la topologia que induce la norma
coincide con la inducida por ¢,(K) [2§].

En relacién con la clase ¥ se sabe [31] que si K es un compacto que se
expresa como uniéon numerable de compactos de la clase ¥ entonces K € Y.
Por otra parte en [28], y [31] se obtuvo que [, no es o-fragmentable, lo que
implica que SN & X..

El siguiente resultado, que volveremos utilizar en la siguiente seccion, tam-
bién sirve para demostrar que todo espacio de Baire metrizable estd en la clase

N:

Proposicién 6.18 Si K es compacto, X es metrizable y F : X — C(K) es
continua para la topologia de la convergencia puntual t,(K). Entonces F' es
o-fragmentable por cerrados.

DEM: Consideremos primero el caso de una aplicacion acotada || F(t)]/.< 1
para todo t € X. Aplicando el teorema[2.6)a la funcién separadamente continua
f: X xK—[-1,1], f(t,y) = F(t)y, se consigue una sucesién de funciones
conjuntamente continuas f, : X x K — [—1,1] que converge puntualmente
hacia f. Las funciones inducidas F,, : X — C(K), F,(t)(y) = fu(t,y) son
continuas para la norma || ||« y convergen puntualmente hacia F. Aplicando
el teorema de la convergencia dominada de Lebesgue se obtiene que para cada
t € X la sucesién F,,(t) converge débilmente hacia F'(t) en el espacio de Banach
(C(K), || lloo)- Sea {G,, : n € N} C C(X,C(K)) el conjunto numerable de las
combinaciones convexas racionales de las funciones {F), : n € N}. Entonces
dado € > 0, la sucesion

X, ={t € X :||F(t) — Gp(t)]|c< €/3}
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cubre X. (Recuérdese que en un espacio de Banach si una sucesién x,, con-
verge débilmente hacia x entonces hay una sucesion en su envoltura convexa
que converge hacia x en norma). Puesto que las bolas cerradas de C'(K) son
cerradas para la topologia de la convergencia puntual en C'(K) se sigue que
cada X,, es un subconjunto cerrado de X.

Si) #C C X, como G, es continua para la norma || ||, existe un abierto
V Cc Xtal que CNV # 0y p-diam G,(C NV) < ¢/3, y usando que C
estd contenido en X, se concluye que p-diam F(C'NV) <e.

Finalmente, el caso general de una aplicacion no acotada se reduce al caso
anterior: Como la restriccién de F' a cada cerrado X, = {t € X :||F(t)||ec< n}
es o-fragmentable por cerrados, F' también lo es. [ ]

Ya hemos demostrado que los espacios completamente metrizables, y mas
generalmente, los espacios hereditariamente Baire con un subespacio denso
metrizable, estdn en la clase . Como las aplicaciones o-fragmentables por
cerrados cumplen la propiedad [h,], combinando la proposicién con el lema
[6.8] o con el lema[6.16] obtenemos una demostracién del siguiente resultado de
Saint-Raymond [42]

Teorema 6.19 Todo espacio de Baire metrizable es de la clase N .

Informacién sobre otros resultados. Segin el resultado que demostré Namio-
ka en 1974 [30], 1a clase N contiene a los espacios regulares fuertemente numer-
ablemente completos, una clase que contiene a los espacios Cech-completos, y
en particular a los localmente compactos y a los completamente metrizables.
Christensen [9] en 1981, Saint-Raymond [42] en 1983 extendieron el teorema
de Namioka a clases mas amplias de espacios topoldgicos descritas en términos
de juegos topoldgicos. Saint-Raymond [42] también demostré que todo espacio
completamente regular de la clase A es un espacio de Baire, que un espacio
metrizable es la clase N si y sélo si es de Baire y que todo espacio de Baire
separable es de la clase V. Por otra parte Talagrand [47] demostr6 en 1979 que
cada espacio de Baire con una parte K-analitica densa es de la clase N (esto lo
vuelve a demostrar Debs [12] en 1986). Mas recientemente Namioka y Pol [39]
han demostrado que todo espacio completamente regular con un subespacio
denso Cech-completo es de la clase N/

Los primeros resultados sobre la clase N* se remontan a 1972 cuando Feiock
demostré un resultado algo mas fuerte del que se enuncia diciendo que la clase
N* contiene a los compactos metrizables.

En 1984 Deville demostré que los compactos de Eberlein son de la clase
N* y en 1986 Debs [11] mejoré el resultado estableciendo que la clase N*
contiene a los compactos de Corson. En 1986 Talagrand [46] obtuvo el primer
ejemplo de un compacto K & N* tal que N'(B, K) se cumple para todo espacio
a-favorable B (una clase especial de espacios de Baire). En 1989 Deville [15]
logré demostrar que SN no estd en la clase N* y que todo compacto disperso
K con K@) = () estd en la clase N*. (w; es el primer ordinal no numerable).
En relacion con este 1ltimo resultado merece la pena mencionar que Haydon
[23] obtuvo un compacto K & N*, tal que K“) se reduce a un punto.
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Con técnicas de renormamiento de espacios de Banach, en 1992 Deville
y Godefroy [16] demostraron que las imégenes continuas de los compactos
de Valdivia (una clase de compactos mas amplia que la de los compactos de
Corson) son de la clase N*, lo que implica que la clase N* contiene a los
compactos diddicos (imédgenes continuas de {0,1}!) y a los grupos topoldgicos
compactos. Segun [16] el espacio de Ciesielki-Pol (un compacto no Eberlein,
tal que K1) £ 0) es de la clase N*, no es Corson, y no contiene a [0, w].

Deville y Godefroy [16] observaron que si el espacio de Banach C'(K) ad-
mitia una norma, equivalente a la usual, ¢,(K)-semicontinua inferiormente y
localmente uniformemente convexa entonces K € N*, y plantearon la pregunta
de la existencia de un compacto K € N* tal que C'(K) no admite una norma
equivalente a la usual con estas propiedades. En [?] se contesté a la pregunta
obteniendo un compacto disperso K, tal que K1) £ (), con estas propiedades.

Los resultados més recientes sobre la clase N* se deben a Bouziad [6] que
consiguié demostrar que la clase N* es estable por productos arbitrarios y
que para un espacio de Baire B, si los compactos K1, Ky cumplen N (B, K)
vy N (B, K3) entonces se cumple N (B, K; x K3). Como existen compactos
que no estan en la clase N* y [0,1]' es de la clase N'* se sigue que la clase
N* no es estable por subespacios cerrados. Previamente [4] Bouziad habia
introducido una clase de compactos P C N* estable por productos y por otras
operaciones topoldgicas, que contiene al compacto [0, w;] y a los compactos que
son producto de espacios metrizables, y demostré que la clase N* es estable
por imégenes continuas (volviendo a obtener que los compactos diddicos estédn
en la clase N*). En [5] Bouziad volvié a demostrar, con técnicas de juegos
topoldgicos, que los compactos de ordinales [0, i| y los compactos de Valdivia
estdn en la clase N* y que los compactos de Corson verifican una condicién
de Namioka fuerte (exigiendo sélo la continuidad de F' : X — C(K) para la
topologia t,(D) de la convergencia puntual sobre un conjunto D denso en K).
COMENTARIOS: Las definiciones son las formulaciones naturales, para fun-
ciones, de nociones analogas que intervienen en el estudio de propiedades
topolégicas de los espacios de Banach (que ahora corresponden al caso par-
ticular de la identidad i : (A,7) — (A, ]| ||) donde A es un subconjunto de un
espacio de Banach y 7 es una topologia mas gruesa que la de la norma, como
la débil, o la débil* en el caso de un dual ([18], [37], [27]) La nocién de frag-
mentabilidad en el contexto de los espacios métricos se introdujo en [27]. Los
espacios compactos (K, T) que se pueden dotar de una distancia d tal que la
identidad i : (K, 7) — (K, d) es fragmentable desempenan un papel destacado
en la teorfa de espacios de Banach (diferenciabilidad de funciones convexas) y
han sido objeto de estudio en investigaciones recientes [37].
La definicién de aplicacién o-fragmentable aparece en [29], como la extension

natural, al caso de funciones, de la nocién de espacio o-fragmentado consider-
ada en [7].
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Capitulo 7

Funciones de la primera clase.
Teorema de Srivatsa

En lo que sigue X serd un espacio topolégico Hausdorff y E un espacio
topoldgico, que casi siempre serda un espacio métrico con métrica p, o un es-
pacio normado con norma || ||. La familia de los subconjuntos cerrados (resp.
abiertos) de X, se denotara F(X) (resp. G(X)). Andlogamente Z(X) (resp.
U(X)) designard la subfamilia de F(X) (resp. G(X)) formada por los conjun-
tos que son ceros (resp. coceros) de funciones reales continuas sobre X. Es facil
ver que Z(X) es estable frente a intersecciones numerables y uniones finitas.

Si ‘H es una familia de subconjuntos de X entonces H, (resp. Hs) es la
familia de uniones (resp. intersecciones) numerables de conjuntos de H. Si
(X, d) es un espacio métrico se verifica Z(X) = F(X) ya que para cada cerrado
C C X se cumple C ={t € X : d(t, F') = 0}.

Utilizaremos las siguientes notaciones:
C(X, E): Espacio de las funciones continuas de X en E.

B (X, E): Espacio de las funciones de X en E que son limites puntuales
de sucesiones en C(X, F) (funciones de la primera clase de Baire).

F,(X, E): Espacio de las funciones de X en F tales que f~1(G) € F,(X)
para cada abierto G C E. (funciones de la primera clase de Borel).
(Analogamente Z, (X, E) designara el espacio de las funciones de X en
F tales que f~}(G) € Z,(X) para cada abierto G C E.

Bl(X) = Bl(X> R)

Proposicién 7.1 Si X es un espacio topolégico y (E,p) un espacio métrico
se verifica B1(X,E) C Z,(X,E), luego toda funcion de la primera clase de
Baire es de la primera clase de Borel.

DEM: Sea f € B1(X, E)y ¢, € C(X, FE) una sucesion tal que f(t) = lim,, ¢, (t)
para todo t € X. Si G C E es abierto existe una sucesion de cerrados Z, C E
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tal que
G:UZn y ZnC Zpi1 VneN

Como las funciones ¢; son continuas y Z, € Z(E) (porque E es un espacio
métrico) podemos asegurar que para m, k € N los conjuntos

Fym = ﬂ QDJI(ZIC)

j=m

pertenecen a Z(X). Usando que G = U, Z,, = U, Z, vy la definicién de limite
es facil comprobar que f7(G) = U Fim € Z,(X). ]
k,m

Con el siguiente ejemplo [41] se pone de manifiesto que el resultado anterior
no es cierto cuando el espacio de llegada F no es metrizable.

Ejemplo 7.2 Sea E el espacio vectorial de las funciones acotadas ¢ : R — R
dotado de la topologia de convergencia puntual. Sea g : R?* — R definida por

2xy

21 @y 70,0 90,0)=0

g(@,y) =
La aplicacion f : R x R — E definida por f(x,y)(t) = glx —t,y —t) es de
la primera clase de Baire porque es separadamente continua (véase el teorema
@) y sin embargo no es medible Borel.

DEM: f es separadamente continua porque g lo es y la topologia de E es la
de la convergencia puntual. Vamos a ver que existe un abierto V' C FE tal que
f75V) no es un conjunto de Borel en R2.

Para cada t € R, el conjunto V; := {p € E : |p(t)| < 1/2} es abierto en £
v f(z,y) € Vysiysolosi |g(x—t,y—t)| < 1/2. La diagonal A C R x R cumple
que AN f7HV;) = {(t,t)} (obsérvese que g vale 1 sobre A\ {(0,0)}, luego el
unico punto (a,a) € A que cumple 1/2 > |g(a — t,a —t)| es (a,a) = (t,1)).
Entonces, si S C R no es de Borel, el abierto

V:U%CE
seS

tiene la propiedad de que AN f~HV) = {(s,s) : s € S} = 5 x S no es de
Borel en R?, y por lo tanto f~!(V) tampoco es de Borel en R x R. n

Proposicién 7.3 Sea X un espacio topoldgico y (E,|| ||) un espacio de Ba-
nach. Si f : X — E es limite uniforme de una sucesion f, € B1(X,E) en-
tonces f € B1(X, E).
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DEM: Extrayendo una subsucesion, podemos suponer que para todot € X y
todo n € N se cumple || f,,(t) — f(t)||< 1/2"*2. Entonces podemos obtener f
como suma de la serie telescopica f = o1 + > -, ¢n, donde ¢1 = fi, y para
n>2es ¢, = fo— fa1. En virtud de la desigualdad triangular, para todo
t € X y todo n € N se cumple ||, (1)< 1/2™.

Como ¢, € B1(X, E) tenemos que ¢, (t) = lim; ¢,,(t) donde ¢,; € C(X, E).

Consideremos la funcién a, : [0, +00) — R definida por

an(t)=1 81 0<t<1/2" a,(t)=1/(2"t) si t>1/2"

Las funciones ¢,;(t) = au, (|| ¢n;(t) ||)¢n;(t) son continuas, ¢,; € C(X,E), y
para todo t € X se cumple [|¢,,;(t)||< 1/2" (considere los casos [j¢,;(t)]|< 1/2"
y |len; (E)||> 1/2") luego la serie Y7, ¢,,;(t) converge uniformemente respecto
del par (t,7) € X x N. Es claro que:

lim ¢ (t) = e ([lon (D) )pn(t) = ¢n(t)

En virtud de la convergencia uniforme la suma g;(t) = >, ¢y,;(¢) es continua
para todo 5 € N y se cumple

ltm g;(1) = D lm 65(6) = Y u(t)

n>2 n>2

Queda establecido asf que la funcién g(t) = > -, @n(t) estd en Bi(X, E) y se
sigue que f =g+ 1 € B1(X, E). [ ]

OBSERVACION: Xodo espacio métrico (E, p) se puede sumergir de modo isométri-
co en un espacio normado (B, || ||) como sigue: Sea B = Cy(FE) con la norma
| oo Fijando un punto a € E, sea @.(t) = p(t,e) — p(t,a). Es facil comprobar
que la aplicacién j : E — B definida por j(e) = @, verifica

[0e; — Peslloo= sup Ip(t,e1) — p(t,ez)| = pler, e2)
€

Se sigue de esto que si f es limite uniforme de una sucesién de funciones
fn € B1(X, E), con valores en un espacio métrico (E,p) entonces, segun el
lema anterior, existe una sucesion de funciones continuas g, € C(X, B), j con
valores en B! que converge puntualmente hacia f. Cuando podamos asegurar
la existencia de una retraccién continua r : B — FE también podremos ase-
gurar que existe una sucesién de funciones continuas r o g, € C(X, E), | con
valores en F!, que converge puntualmente hacia f y por lo tanto también se
cumplird que f € By (X, E).

Nuestro siguiente objetivo es obtener una caracterizaciéon ttil de las fun-

ciones de la primera clase de Baire, definidas en un espacio métrico X con
valores en un espacio de Banach (E, || ||).
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Lema 7.4 Sea (X,d) un espacio métrico, (E,|| ||) un espacio de Banach y
f X — E una aplicacion para la que existe una particion numerable de X,
{X, : n € N}, formada por conjuntos F,(X), tales que cada restriccion f|x,
es continua. Entonces f € B1(X, E).

DEM: Para cada n € N sea {A,, : k¥ € N} una sucesion creciente de cerrados
con unién X,,. Como C,,, = U{A,, : 1 <n < m} es unién finita y disjunta de
cerrados sobre los que f es continua, también es continua f|¢,,. Con el teorema
de extension de Borsuk-Dugundji se consigue una sucesién de funciones
continuas f,, : X — FE tal que cada f,, coincide con f sobre C,,. Como la
sucesion (), es creciente se sigue que f es limite puntual de la sucesién de
funciones continuas f,,. ]
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Teorema 7.5 Para una aplicacion f : X — E definida en un espacio un
métrico (X, d) con valores en un espacio de Banach (E, || ||), son equivalentes:

a) f € Bi(X, E).

b) Para cada € > 0 hay una familia numerable de cerrados {X,, : n € N}
que cubre X y verifica
(*) Cada a € X, tiene un entorno V, C X tal que p-diam f(V,NX,) <e.

c) [ es o-fragmentable por cerrados, es decir, para cada € > 0 hay una
familia numerable de cerrados {X,, : n € N} que cubre X y verifica
(**) Si 0 # C C X, hay un abierto V.C X tal que CNV # 0 y
p-diam f(CNV) <e.

DEM: a) = b) Por hip6tesis hay una sucesién f,, € C(X, E) tal que para cada
t € X se cumple ||f(t) — f.(t)]] — 0. Considerando los conjuntos cerrados

Xp = ({t € X :[lfa(t) = fu(DII< €/3}

m>n

es claro que para cada t € X se cumple ||f.(¢t) — f(¢)]|< ¢/3 &
Por la continuidad de f,, cada a € X,, tiene un entorno abierto V, C X,
tal que p-diam f,,(V,) < €/3 y usando < se concluye que p-diam f(V,NX,) < e.

b) = a) Si se cumple b) demostraremos que para cada € > 0 existe una funcién
fe € Bi(X, E) tal que ||f(t) — fc(t)||< € para todo t € X y con la proposicién
[7.3] se obtendréd que f € Bi(X; E).

Con la sucesién de cerrados que suministra la condicién b) se consigue una
particién numerable {Y;, : n € N} de X, tal que cada Y,, es un conjunto F,(X),
(que puede suponerse no vacio) contenido en algin X,,. Por lo tanto se sigue
cumpliendo que para cada a € Y, hay un entorno abierto V, C X tal que
p-diam f(V,NY,) < e. En el razonamiento que sigue trabajamos en Y;, con su
topologia relativa y con el cubrimiento abierto de Y,, formado por los abiertos
(relativos) {V,NY, : a € Y,,}. Sea {¢!' : i € I,} una particién de la unidad
localmente finita subordinada a este cubrimiento de Y. Escogiendo puntos
tr €Y, con ¢(t!") > 0 se define la funcién continua

OED RGN

i€l

que cumple || g,(t) — f(t)||< € para todo t € Y,,. En virtud del lema la
funcién f, : X — E que sobre cada Y,, coincide con g,, pertenece a B;(Y,,, E)
y verifica la condicién requerida, ||f(t) — f.(t)||< € para todo t € X.

b) < c¢): Es evidente que b) = ¢) y basta demostrar ¢) = b). Dado € > 0 sea
X, la sucesién de cerrados que proporciona la condicién c). En lo que sigue,
para simplificar la escritura, denotamos por 17" uno de estos cerrados con su
topologia relativa. Por hipdtesis T cumple la condicién
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(P.) Para cada conjunto no vacio C'C T" hay un abierto (relativo) G C T tal
que CNG # 0y p-diam f(CNG) <e

Aplicando esta condicion para C' = T" obtenemos un abierto relativo no vacio
Gy C T tal que p-diam f(Gy) < e. Si el conjunto T\ Gy no es vacio, aplicando
otra vez la condicién (P.) al conjunto C' = T \ Gy se consigue otro abierto
relativo no vacio G; C T tal que

p-diam f(G1 N (T\ Gy)) <€

Se continua usando recurrencia transfinita: Sea v un ordinal tal que para cada
ordinal £ < 7 se tienen definidos abiertos relativos no vacios {G¢ : € < v}

con la propiedad de que cada conjunto M¢ = G¢ N (T\UH<£ Gu) cumple

p-diam f (M) < e. El proceso continua hasta llegar a un ordinal I" para el que

se cumple
T=|]JG.=]JM,

p<I n<l

Los conjuntos Fy =Y, Fe =T\ Uu<£ G, son cerrados en 1"y por lo tanto
también son cerrados en T' los conjuntos

ng: {te Féd(t,T\Gg) Z 1/l€}

Es facil comprobar que Mg = |J, Fer v que para cada k € N la familia de
cerrados {Fe, : £ < T'} es discreta: Siy # &,y v > &, se tiene

d(Fep, Fo) > d(Feg, ) > d(Fey,, T\ Ge) > 1/k

Como la unién de una familia discreta de cerrados es cerrada se sigue que cada
D, = U§<r Fgi, es un subconjunto cerrado de T' (y por lo tanto de X'). Ademas,
la sucesion de cerrados {Dy, : k € N} cubre T' (dado y € T existe v < I tal
que y € M, = G, N F, luego para algin k € N se cumple y € F.,;, C Dy).
Dado a € Dy, como la familia { Fg; : £ <T'} es discreta en T', existe V, C T,
entorno abierto de a (en X) tal que V, NT sélo corta a un cerrado F,,, de esta
familia, luego V, N Dy, =V, N F;, C M, y por lo tanto p-diam f(V, N Dy) < e.
Por lo que se acaba de demostrar cada X,, se puede expresar como unién
de una sucesion de cerrados {D} : k € N} con la propiedad de que para cada
a € D} existe V, C X, entorno un abierto de a, tal que p-diam f(V,ND}) <e.
El cubrimiento numerable de cerrados {D} : (n,k) € N?} sirve para de-
mostrar que f cumple b). [

Teorema 7.6 [Srivatsa] Sea K un espacio compacto y (E,| ||) un espacio
de Banach. St X es un espacio topologico metrizable se verifica:

i) Toda funcion f: X — C(K) continua para la topologia de la convergencia
puntual t,(K) es de la primera clase de Baire.

ii) Toda funcion f : X — E continua para la topologia débil o(E, E*) es de la
primera clase de Baire.
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DEM: i) es consecuencia directa de la proposicién m y el teorema

Para obtener ii) basta considerar el compacto K = Bpg- (con la topologia
débil*). Sea j : B — (C(K), || ||«) la isometria natural que permite identificar
E con un subespacio de C(K). La composicién f = jo f : X — C(K) es
t,(K)-continua y segin la proposicién , f es o-fragmentable por cerrados,
luego f también lo es. Con el teorema se obtiene que f € By(X, E). [ ]

Teorema 7.7 Si X es un espacio metrizable y (E, | ||) un espacio de Banach
separable se verifica B1(X,FE) = F,(X, E).

DeM: Después de basta demostrar que F, (X, E) C By(X, E) y para ello
que cada f € F, (X, F) es o-fragmentable por cerrados: Si F es separable,
para cada € > 0 hay una familia numerable de bolas abiertas {B, : n € N},
de radio €/2, que cubre X. Entonces H,, = f~(B,) € F,(X) es una sucesién
que cubre X y cada H, es de la forma H, = U’ ,Cyy, donde los conjuntos
Chi son cerrados. Como Cy, C H, se sigue que f(Cpnx) C B, y por lo tanto
p-diamf(C,;) < e. La familia numerable de cerrados {C,;. : (n.k) € N?}
cumple la condicién P, que interviene en el teorema [7.5] y con este teorema se
obtiene que f € By(X, E). u

Corolario 7.8 Si X es metrizable y f : X — R, son equivalentes:

i) € Bi(X)
i) [HG) € Fy(X) para cada abierto G C R.

La propiedad del punto de continuidad. Una funcién f : X — (E,p)
definida en un espacio topolégico X con valores en un espacio métrico (E, p)
se dice que tiene la propiedad del punto de continuidad (P.C.) cuando para
cada cerrado C' C X la restriccion f|c es continua en algin punto. El espacio
de las funciones f : X — (FE, p) con la propiedad del punto de continuidad lo
denotaremos PC/(X, E). Es inmediato que toda funcién con la propiedad del
punto de continuidad es fragmentable.

Proposicién 7.9 Para una aplicacion f : X — (E,p) definida en un espacio
hereditariamente Baire X son equivalentes:

a) f tiene la propiedad del punto de continuidad.
b) f es fragmentable.
c) f es o-fragmentable mediante conjuntos cerrados.

d) f es o-fragmentable mediante conjuntos F A G.
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DEM: Es evidente que a) = b) = ¢) = d).

d) = a): Si f es o-fragmentable mediante conjuntos F(X)AG(X) es claro que
su restriccion a cada cerrado C' C X es o-fragmentable mediante conjuntos
F(C) A G(C) y por lo tanto tiene la propiedad [h,]. Por hipétesis C' es un
espacio de Baire y aplicando el lema se obtiene que f|c tiene un punto de
continuidad. ]

OBSEREVACION: De acuerdo con la demostracién anterior y el lema [6.8] si X
es hereditariamente Baire y f : X — (E, p) tiene la propiedad del punto de
continuidad entonces, para cada cerrado C' C X, el conjunto de los puntos de
continuidad de f|c es un G5 denso en C' (para la topologia relativa).

Corolario 7.10 Para una aplicacion f : X — (E,p) definida en un espacio
métrico completo X, son equivalentes

a) f tiene la propiedad del punto de continuidad.
b) flk tiene un punto de continuidad para cada compacto K C X .

DEM: Basta demostrar que b) = a), y lo haremos por reduccién al absurdo.

En lo que sigue s representa una sucesién finita de ceros y unos, |s| su
longitud y s,0 y s,1 las sucesiones obtenidas anadiendo un cero o un uno a
la sucesion s. Si f no tiene la propiedad del punto de continuidad, segun la
proposicion [7.9] f no es fragmentable, luego existe € > 0 y un conjunto no vacio
M C X tal que para todo abierto relativo no vacio U = GN M, G € G(X)
se cumple p-diam(f(U)) > e. En lo que sigue trabajamos en el subespacio
métrico (M, d).

Fijada una bola abierta By (a,r) C M, como p-diam(f (B (a,7))) > e,
existen xq, 1 € By(a,r) tales que zg = a 'y p(f(zo), f(x1)) > /2. Tomamos
ry < r/2 tal que By(z1,71) C Bu(a,r). Se repite la construccién con las
bolas Bys(zo,71), By(z1,7m1) v, para i@ = 0,1 y & = 0,1 se obtienen bo-
las abiertas By (x,r2) C By(zi,7m1) con xy9 = x; y o < 11/2, verificando
p(f(zi), f(xi1)) > /2. Repitiendo sucesivamente esta construccién se obtiene
un conjunto precompacto numerable P = {xs : |s| > 1} C M y una familia
numerable de bolas abiertas {By(zs,7,) @ || = n > 1}, tal que para cada
y € P hay una sucesién de bolas de esta familia, centradas en y, cuyos radios
tienden a cero.

Es claro que P sigue siendo un subconjunto precompacto de X y por lo tan-
to, como X es métrico completo, K = P (adherencia en X) es un subconjunto
compacto de X. Por hipdtesis f|x es continua en algin punto b € K y existe
un entorno abierto de b, V' C X, tal que p-diam f(V N K) < €/2. Obsérvese
que V tiene interseccién no vacia con P. Dado y € PNV, existe n € N tal
que B(y,r,) C V siendo y = x5 para algin s con |s| = n. Puesto que x50, 1
pertenecen ambos a B(y,r,) N P se tiene que p-diam(f(V NP)) > €/2, y asi se
llega a una contradiccion. [ ]

OBSERVACION: En el caso particular de un espacio metrizable X el resultado
que se obtuvo en la proposicién esta implicito en la demostracion de
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donde realmente se ha demostrado que la aplicaciéon f : X — (E,p) tiene la
propiedad [h] si y sélo si para cada precompacto numerable P C X la restric-
cién f|p tiene propiedad [h].

Un espacio topolégico X se dice que es polaco si es separable y metrizable
mediante una métrica para la que es completo. Las imagenes continuas de
los espacios polacos reciben el nombre de espacios analiticos. Sea A(X) (resp.
B(X)) la familia de los subconjuntos analiticos (resp. de Borel) del espacio
topoldgico X. En la demostracién del siguiente lema utilizaremos los siguientes
resultados de la teoria de espacios analiticos:

i) Si X es un espacio polaco entonces B(X) C A(X).

ii) Si X es un espacio analitico no numerable entonces X contiene una copia
del compacto de Cantor A = {0,1}" y se verifica

Card(X) = Card(B(X)) = Card(A(X)) = ¢

Usando i) se obtiene que si P es un espacio polacoy g : P — R es de la
primera clase de Borel entonces g transforma conjuntos de Borel en conjuntos
analiticos: Si B C P es un conjunto de Borel es facil ver que la gréafica de
Gp = {(z,y) € PxR : 2 € B,y = g(z)} es un subconjunto de Borel del
espacio polaco P x Ry por lo tanto, en virtud de i) es un espacio analitico.
Entonces su imagen continua mediante la segunda proyeccién m(x,y) = v,
mo(Gp) = g(B) también es un espacio analitico.

Lema 7.11 Si P es un espacio polaco, cada funcion de la primera clase de
Borel f : P — (E,p) con valores en un espacio métrico (E, p), tiene imagen
separable.

DEM: Lo demostraremos por reduccién al absurdo suponiendo que f(P) no es
separable. En ese caso existe 6 > 0 y un conjunto no numerable D C f(P) tal
que cada par de elementos distintos e;, es € D cumple p(eq, e3) > §. Podemos
suponer que Card(D) < ¢, luego existe una inyeccién ¢ : D — [0, 1]. Como D
es un subconjunto discreto de E, podemos afirmar que D es un subconjunto
cerrado de E' y que ¢ es continua. Entonces ¢ admite una extensién continua
¢ : E — [0,1]. La composicién ¢ o f : P — R es de la primera clase de Borel,
y segun la observacion preliminar transforma conjuntos de Borel en conjun-
tos analiticos. Se sigue de esto que cada My C M = ¢(D) es analitico: Sea
My = ¢(Dy), con Dy C D. Como Dy es un subconjunto cerrado de E se cumple
que f~1(Dy) es un conjunto de Borel en X y su imagen My = ¢ o f(f~1(Dy))
mediante ¢ o f es un conjunto analitico. En particular M es un conjunto
analitico no numerable y segun ii) M contiene una copia del conjunto de Can-
tor A. Se llega asi a una contradiccién porque A contiene subconjuntos no
analiticos. [
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Proposicién 7.12 Si (X, d) es un espacio métrico completo, cada funcion
de la primera clase de Borel f : X — (E,p) tiene la propiedad del punto de
continuidad.

DEM: El compacto K C X es un espacio polaco. Como f|x es de la primera
clase de Borel, segin el lema [7.11] f(K) es un subconjunto separable de E y
por lo tanto f|x es o-fragmentable por cerrados. Aplicando el corolario se
concluye que f|x tiene algin punto de continuidad, y el resultado se obtiene
invocando [7.10l [ ]

En general no es cierto que las funciones de la primera clase de Borel tengan
la propiedad del punto de continuidad: Si X = QQ con la topologia usual, cada
funcion definida sobre X es de la primera clase de Borel, pero existe f : Q — R
sin la propiedad del punto de continuidad (véase [32],remark 3, p. 396).

Los resultados obtenidos hasta ahora proporcionan la siguiente caracter-
izacién de las funciones de la primera clase, que combina resultados de [44]
y [22], y hace intervenir la nocién de aplicacién o-fragmentable por cerrados
considerada en [29]:

Teorema 7.13 Para una aplicacion f : X — E definida en un espacio métri-
co completo (X,d), con valores un espacio de Banach (E, || ||) son equivalentes

a) Para cada cerrado C C X, f|c tiene algin punto de continuidad.
a’) Para cada compacto K C X, f|x tiene algin punto de continuidad.
b) f es o-fragmentable por cerrados.

c) f € Bi(X,E)

d) f€F,(X,FE)

Material complementario. El resultado obtenido en el lemal[7.3|sigue valien-
do cuando las funciones toman valores en un espacio métrico retractil (E, p):
Esto significa que para cada r > 0 existe una funcién continua h, : ExX E — E
que verifica

1. p(h.(z,y),y) <r paratodo (z,y) € Ex E
2. he(x,y)=xsip(z,y) <r

Obsérvese que © — h,.(z,y) es una retraccién de E sobre la bola cerrada
{z : p(x,y) < r}. Todo espacio normado es retractil, mediante las funciones

T sifle—yl|| <r
he(z,y) = ety siz#0, [z —yl[>r
Yy Si$:07 HyH>r

Entonces, en virtud de la siguiente proposicién, el lema sigue valiendo
cuando el espacio normado (E, || ||) no se supone completo.
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Proposicién 7.14 Sea X un espacio topoldgico y (E,p) un espacio métrico
retractil. Si f : X — E es limite uniforme de una sucesion f, € By(X, E)
entonces f € B1(X, E).

DeM: Extrayendo una subsucesién podemos suponer que

p(ful(x), f(x)) < 2n1+1 para todo x € X

con lo cual )
p(fu(x), fas1(x)) < o Para todo z € X

Para cada n € N, sea ¢} una sucesién en C(X, F) tal que

h’in op(x) = fu(x) paratodo x € X

Definimos por induccién las sucesiones

() = ep(x); VPt (@) = han(Op (@), ¥} (2))

donde, para cada n € N, las funciones hy-» son las que intervienen en la
definicion de espacio retractil, para r = 27",

Como p(¢i(z),v}(z)) converge hacia p(fa(z), fi(x)) < 1/2, existe ky(x) €
N tal que para k > ki(z) se cumple p(pi(x),1¥i(x)) < 1/2 con lo cual

V() = ha-1 (3 (2), (7)) = i)

y se sigue que

lim ¢ () = lim g (z) = fo(x)

De modo recurrente se prueba que para cada n € N, existe k,(z) € N tal que
si k > k,(z) entonces ¥} (z) = ¢} (x) luego

h'in Vi (r) = fu(r) para todo x € X

Por la construccién
p(Yrt(x), ¢ (x)) < 27" para todo € X y todo k € N

La sucesién de ¢y € C(X, E) converge puntualmente hacia f. Efectivamente,
dado z € X y € > 0 sea m € N tal que 1/2™! < ¢/3. Existe p,,(z) € N
tal que para k > p,(z) se cumple p(fm(x), ¥ (z)) < ¢/3. Tomando k >
max{m, p,,(x)} resulta

p(f(@)Wi(2)) < p(f (@), fn(2)) + p(fin(2), U5 (@) + p(UF (), Y5 (2)) <
<e/3+e/3 4 p(y (), ¥ (@) + - 4 p(Ur T (@), Yr(a) <

1 1
<5/3—|—5/3+( + + - 2k)<8/3+8/3+€/3—8

om 2m+1
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NOTA: Si el espacio métrico (F,p) se puede sumergir como un subconjunto
convexo de algin espacio vectorial topolégico localmente convexo entonces se
sabe que E es isométrico a un subconjunto cerrado de un espacio normado B
desde el que existe una retraccién r : B — E ([?, corolario 5.3]). Por lo tanto
el lema se sigue cumpliendo cuando F es un subconjunto convexo de un
espacio normado, pero no es cierto para un espacio métrico arbitrario (£, p)

(1201).

Cuando (E, || ||) no es separable y el espacio métrico (X, d) no es completo,
la inclusiéon By (X, FE) C F,(X, E) puede ser estricta. La igualdad se consigue
reemplazando F, (X, E) por F,(X, E)NYX(X, E), donde ¥(X, E) es el conjunto
de las aplicaciones o-discretas f : X — E que definimos a continuacion:

Una aplicacion f: X — E definida en un espacio topologico X con valores
en un espacio métrico (F, p) se dice que es o-discreta cuando existe una familia
o-discreta Dy de partes de X tal que para cada abierto G C E se cumple

fU@) = {peD;: f(D) G}

La clase de las funciones o-discretas, definidas en X con valores en E deno-
tada X(X, E) contiene a las funciones con rango separable y a las funciones
continuas.

La nocion de aplicacién o-discreta fue introducida por Hansell, que justifica
la necesidad de considerar este tipo de funciones con el siguiente hecho: Con
el axioma de Martin y la negacién de la hipdtesis del continuo, existe un
subconjunto X C R no numerable con la propiedad de que cada subconjunto
de X es un F,. Si f : X — E es una funcién inyectiva sobre un conjunto
discreto f(X) de un espacio Banach no separable F entonces f es de la primera
clase de Borel pero no es de la primera clase de Baire, porque toda funcién
continua definida sobre X tiene imagen separable, y lo mismo le ocurre a f.

Por otra parte la condicion de aplicacion o-discreta no es demasiado restric-
tiva pues se sabe que es relativamente consistente, con los axiomas de la teoria
de conjuntos, asumir que cada funcion de la primera clase de Borel definida en
un espacio métrico es o-discreta [?]. Por lo tanto, si quitamos la condicién de
funcién o-discreta no es posible encontrar un contraejemplo que haga fallar el
teorema [7.15] En [29] se de una demostracién del siguiente resultado

Teorema 7.15 St f : X — FE es una aplicacion definida en un espacio métri-
co X con valores en un espacio normado (E, || ||), son equivalentes

a) f € Bi(X,E).
b) fe€F(X,E)NX(X,E).

c) [ es o-fragmentable por cerrados.
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DEM: Esquema de la prueba:

a) < ¢): Recuérdese que en virtud de la proposicién el teorema sigue
valiendo aunque E no sea completo.

a) = b) se obtiene utilizando que las funciones continuas son o-discretas y que
Y(X, FE) es estable frente a limites puntuales de sucesiones.

Para demostrar que b) = a) conviene introducir la nocién de aplicaciéon 7-
constante. Diremos que g : X — E es T-constante si existe una particién
{H; : j € J} de X tal que para cada j € J la restriccién f|y, es constante
y ademés H; = U,C}, donde, para cada n € N, {C}, : j € J} es una familia
discreta de cerrados.

Usando que E es conexo por caminos se demuestra que las funciones 7-constantes
son de la primera clase de Baire. Dada f € F,(X,E)NX(X,E) y € > 0, por
el teorema de Stone [1.9| existe un cubrimiento o-discreto B, de f(X), formado
por bolas abiertas de radio e. Utilizando que f es o-discreta se consigue una
particion {H; : j € J} de X, con la propiedad que interviene en la defini-
cién de funcién 7-constante, tal que cada f(H;) estd contenido en alguna bola
B(ej,e) € B.. Si parat € H; se define g.(t) = e; se consigue una funcién
T-constante g. : X — E que cumple p(f(t),g.(t)) < e. Con esto se demues-
tra que f es limite uniforme de la sucesion g1/, € B1(X, E) y acudiendo a la
proposicién se concluye que f € By(X, E). [ ]

Combinando el ultimo teorema con el teorema se obtiene que para un
espacio métrico completo X todas las funciones de la primera clase de Borel
f: X — FE son o-discretas.

Fosgerau [20] extendié la equivalencia a) < b) del teorema anterior para
espacios de llegada mas generales, demostrando que las funciones de la primera
clase de Baire coinciden con las funciones o-discretas de la primera clase de
Borel cuando E es un espacio métrico completo arcoconexo y localmente ar-
coconexo. Mds atn, para un espacio métrico completo (£, p) son equivalentes

By([0,1], E) = F,([0,1], E) < FE es arco conexo y localmente arco conexo

En [22] R. W. Hansell demostré que si X es un espacio colectivamente nor-
mal y £ un subconjunto cerrado convexo de un espacio de Banach entonces las
funciones de la primera clase de Baire coinciden con las funciones o-discretas
de la primera clase de Borel: By (X, E) = F,(X, E)NYX(X, E).

L. Vesely [50] logré extender y unificar los resultados de Fosgerau y Hansell
analizando las propiedades del par (X, F) que implican la igualdad

Bi(X,E) = F,(X,E) N S*(X, E)

donde ¥*(X, E) es el conjunto de las funciones fuertemente o-discretas. Vesely
observo que las funciones de la primera clase de Baire no sélo son o-discretas
sino que son fuertemente o-discretas La consideracion de estas funciones, que
coinciden con las o-discretas cuando X es colectivamente normal, le permi-
ti6 extender el resultado de Hansell al caso en que X sélo se supone normal.
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Vesely también logré extender los resultados de Fosgerau [20] demostrando que
cuando X es normal y F es arcoconexo y localmente arcoconexo entonces las
funciones de la primera clase de Baire coinciden con las fuertemente o-discretas
de la primera clase de Borel.
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