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INTRODUCCION

Utilizando el teorema de extension de aplicaciones lineales S. Ba-
nach (1) y S. Mazur (15), probaron que a cada sucesién acotada (#,)
de nttmeros reales se le puede asignar un limite generalizado Lim #,

n

con las propiedades:
(i) Lim(O#x,+py)=2x2Lima, + wLlimy, (O,un€R).

(i), Lim #, = x si &4, = x para todo n € N.
n

(iil) | Lim &, | < sup | #, |.

(iv), Lim #, = Lim #,, ,.

m n

Uno de estos limites, que en lo sucesivo llamaremos limite gene-’
ralizado de Banach, no es méis que una media invariante sobre el es-
‘pacio B (R) de todas las sucesiones acotadas de ntimeros reales, y es
un caso particular de lo que en este trabajo llamamos limite genera-
lizado, que no ha de verificar necesariamente la condicién de inva-
riancia (iv) sino otra méas débil:

(iv.b) Lim #, = Lim v, cuando #, =4, para = > #,
n n



que évidentemente permite extender la nocion de limite generalizado
al caso de redes acotadas con indices en un conjunto dirigido fijo I.

Por otra parte, en (3), H. Cartan introdujo el concepto de filtro
y ultrafiltro. Como consecuencia del lema de Zorn, que permite ase-
gurar la existencia de ultrafiltros, y utilizando la nocién de limite de
una funcién segtin un ultrafiltro, no es dificil probar la existencia de
un limite generalizado. sobre el espacio B (I, R). de todas las redes
acotadas de nimeros reales con indices. en el conjunto dirigido I.
Los limites generalizados que se obtienen de este modo poseen la
propiedad del producto:

(v) Lim (x, y;) = (Lim ;) (Lim D)

(propiedad que no tienen los limites generalizados de Banach) y los
llamaremos P-limites generalizados (véase corolario I1.12),

El interés que tiene el poder disponer de un limite generalizado
sobre todas las sucesiones (o redes) acotadas de nimeros reales es
obvio, especialmente como una técnica muy util para demostrar al-
gunos resultados importantes de Analisis Funcional, Asi, por ejem-
plo, en (21) se puede ver una demostracién (de Banach) del teorema
de existencia de una medida de Haar sobre un grupo metrizable se-
parable localmente compacto. Si en la demostracién de este teorema
en vez de utilizar un limite generalizado de Banach (necesariamente
definido sobre sucesiones) se considera un limite generalizado sobre
B (I, R) cuando I es el conjunto dirigido de los entornos de 0 en el
grupo que se considera, es posible extender esta demostracion al caso
general de un grupo localmente compacto.

Pero donde los limites generalizados ofrecen un interés especial
es en la teoria de sumabilidad de serjes divergentes. Uno de los re-
sultados mas interesantes de esta teoria es el obtenido por Lorentz
en (14), donde se caracterizan las sucesiones casi-convergentes de nf1-
meros reales, que son aquellas sucesiones acotadas a las que todos
los limites generalizados de Banach le asignan el mismo valor (véa-
se teorema V.12). ,

Existe abundante literatura que trata de estudiar los métodos ma-
triciales de sumabilidad que conservan la casi-convergencia {22). La
consideracién de la casi-convergencia se ha revelado de especial in-
terés en otras ramas del Analisis, como por ejemplo en teoria ergé-
dica (23, 24), donde en términos de limites de Banach se dan condi-
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ciones necesarias y suficientes para la existencia de una medida in-
variante equivalente a otra medida, _ ,

Por lo que se acaba de indicar, es claro que también ofrece gran
interés el poder disponer de un limite generalizado sobre sucesiones
y -redes a valores no necesariamente numéricos, por ejemplo en un
espacip vectorial localmente convexo, o en un A-mddulo normado.
Es ésta una cuestién que ha sido poco tratada. Solamente algunos
autores (6, 20, 19) al tratar el problema de la existencia de medias
invariantes sobre funciones acotadas en un semigrupo (a valores no
-numéricos) han tratado el caso particularmente interesante de la exis-
tencia de tales medias cuando el semigrupo es el de los nameros na-
turales, a las cuales también se les da el nombre de limites generaliza-
«dos de Banach. Generalmente en estos trabajos se le imponen al
:espacio que se considera condiciones bastante fuertes que aseguren
la existencia de medias invariantes sobre cierta clase de. sucesiones
acotadas, preocupandose poco de las consecuencias que se deducirian
de la existencia de una de estas medias. Asi, por ejemplo, en (20) se
trata el caso de sucesiones con valores en un cuerpo normado no ar-
«quimediano esféricamente completo, y en (19) se estudia el problema
cuando se trata de sucesiones en un A-médulo normado con la pro-
piedad de extensién, generalizindose los resultados de (20).

- El objetivo principal de este trabajo es el problema de la existen-
«cia de limites generalizados (no necesariamente de Banach) para su-
«cesiones y redes en A-médulos F-normados o espacios vectoriales lo-
calmente convexos, dedicando una atencién especial al problema de
la caracterizacion de aquellos espacios para los que existe uno de
-estos limites sobre cierta clase de sucesiones o redes acotadas.

También se expone un método para obtener limites generalizados
«de Banach con clertas propiedades interesantes desde el punto de
vista de la teoria de sumabilidad de series divergentes (teorema V1.10)
v se obtienen algunas aplicaciones importantes en la teoria de espa-
.clos vectoriales localmente convexos.

En el primer capitulo, ademis de introducir las notaciones y defi-
niciones previas utilizadas, en el resto del trabajo se prueba que
siempre existe un P-limite generalizado sobre el A-mddulo F-norma-
do * B (I, Y) de todas las redes con indice en el conjunto dirigido I
«cuyo recorrido es totalmente acotado en el A-médulo F-normado
completo Y (teorema I.11). Para ello basta considerar el limite de
cada una de estas redes seg(in un ultrafiltro U en 1 que contenga



—_ 560_

a la base de filtro de las secciones. Pero el resultado més importanie
de este capitulo es el teorema 1.13, que afirma que si A es un anillo
normado completo cuyos finicos elementos idempotentes son 0 y 1,
entonces cada limite generalizado sobre = B (I, A) con la propie-
dad (v) del producto es precisamente el obtenido de este modo a
partir de cierto ultrafiltro U sobre I ,que contiene a la base de fil-
tro de las secciones. Finalmente, se expone un resumen de los re-
sultados que B. Rodriguez-Salinas ha obtenido en (19) referentes a
la existencia de limites generalizados sobre ciertos submédulos de su-
cesiones acotadas en un A-médulo normado Y con la propiedad de
extensién, Estos resultados fueron el punto de partida de este tra-
bajo, donde se utilizan con frecuencia los conceptos alli introducidos,
y se extienden algunos de aquellos resultados, especialmente el teo-
rema 82, que caracteriza los A-mdulos normados Y con la propiedad
de extensién tales que existe un limite generalizado de Banach sobre
el A-médulo +B(Y) de todas las sucesiones totalmente acotadas en Y.

En el capitulo segundo se trata de obtener una caracterizaciém
analoga para los A-médulos F-normados completos (no necesaria-
mente con la propiedad de extensién). Se prueba (teorema I1.11) que
'a existencia de un limite generalizado de Banach sobre = B (Y) per-
mite dotar el A-médulp F-normado Y (necesariamente completo) de
estructura de A-médulo F-normado convexo después de cambiar la
F-norma por otra equivalente que es regular (su regularizada). -

Reciprocamente, si Y es un A-mddulo F-normado convexo com-
pleto se prueba que existe un limite generalizado de Banach sobre
t B (Y) y para ello se requiere dar previamente una definicion de
integral para funciones con valores en un A-mddulo F-normado pre-
convexo y completo, respecto de una medida finitamente aditiva. EI
método que se sigue para definir esta integral, aunque es tipico em
el caso de funciones a valores reales requiere en nuestro caso bas-
tantes detalles de caracter técnico que se exponen detenidamente.
Entonces, si i es la medida finitamente aditiva que sobre todas las:
partes de N induce un limite generalizado de Banach sobre B (R),
se comprueba que la integral de una sucesién (#,) '€t B (Y) respec-
to de p es un limite generalizado de Banach (teorema I11.21). Es
interesante sefialar el teorema I1.24, donde se prueba que si se uti-
liza el limite generalizado sobre = B (Y) que se ha construido me-
diante la integral para dotar a Y de estructura de A-médulo F-nor-
mado convexo, entonces se obtiene la estructura de A-mddulo F-
normado convexo dada inicialmente, ‘
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También se estudian en este capitulo algunas propiedades gene-
rales de estos A-mddulos, cuyo estudio ofrece interés debido al he-
cho de que es posible definir una nocién de integral para funciones
con valores en ellos, por lo cual los A-médulos F-normados conve-
x0s constituyen unos espacios muy generales a los que es posible
extender algunas de las teorias importantes del Analisis Funcional.
Asi, por ejemplo, para funciones con valores en estos A-médulos,
definidas en un grupo localmente compacto, se ha resuelto el pro-
blema de la existencia y unicidad (en un cierto sentido) de medidas
invariantes (2).

Pero el interés de estos espacios también reside en que incluyen
como caso particular lo que hemos llamados A-mddulos F-normados
convexos continuos, que npo son otra cosa que espacios vectotriales
reales localmente convexos metrizables dotados de una F-norma
adecuada para que las bolas cerradas resulten convexas. El capitulo
tercero se dedica en parte a obtener esta caracterizacién.

Es facil comprobar que todo A-mddulo F-normado convexo con-
tinuo es un espacio vectorial real localmente convexo metrizable.
Reciprocamente, cada uno de estos espacios vectoriales Y es posi-
ble dotarlo de una F-norma que defina su topologia, de tal modo
que Y sea un A-médulo F-normado convexo continuo para cualquier
anillo A de aplicaciones lineales continuas a : Y = Y. El método
seguido para definir esta F-norma estd basado en una parte de la
demostracién del teorema de metrizacién de grupos topolégicos ex-
puesto en (9). Basta comprobar que con la idea expuesta alli se
puede obtener una F-norma con los requisitos que nos interesan.
Finalmente, en este capitulo se da un ejemplo de un A-médulo F-
normado convexo completo no continuo que no es espacio vectorial
(ejemplo II1.14), y un ejemplo de un A-médulo F-normado conve-
xo que no puede ser A-médulo normado para ninguna norma sobre
A (ejemplo TIL.15). También es interesante hacer notar que un es-
pacio vectorial topolégico real metrizable Y en general no es posi-
ble dotarlo de estructura de A-médulo normado si el anillo A es
demasiado amplio, hecho que serd interesante considerar en el si-
guiente capitulo. Pero antes de comentar la segunda parte de este
trabajo, es conveniente tener presentes las consideraciones que si-
guen: si Y es un espacio vectorial topolégico real metrizable com-
pleto dotado de una F-norma, considerado como A-médulo F-nor-
mado completo, es claro que sobre « B (Y) existird un limite gene-
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raiizado de Banach sélo en el caso de que Y sea localmente convexo
y la F-norma tenga la propiedad de que las bolas cerradas sean con-
vexas, ya que una condicién necesaria para la existencia de este li-
mite generalizado es que Y sea un A-médulo F-normado precon-
vexo (teorema II.11), necesariamente convexo por ser continuo, y
en estos A-modulos se sabe que las bolas cerradas tienen la citada
propiedad. Si se tiene en cuenta que el concepto de conjunto total-
mente acotado en Y depende sélo de la topologia de Y y no de la
F-norma considerada, estas observaciones muestran que el con-
cepto-de limite generalizado que se ha dado en los A-mddulos F-
normados estd ligado, no sélo a la topologia del espacio, sino que
también lo estd a la F-norma que se tenga en élL

Entonces se hace deseable dar una definicién de limite genera-
lizado para el caso general de redes o sucesiones en un eéspacio vec-
torial localmente convexo E, acotadas en el sentido de la topologia
vectorial de- E. En el caso particular de que E sea metrizable y sea
posible considerarlo como A-mddulo F-normado convexo continuo
para alguna F-norma sobre E que defina su topologia, el nuevo
concepto de limite generalizado (independiente de la F-norma) ha
de ser un caso particular del concepto que ya se tiene cuando E se
considera como A-médulo F-normado, el cual en lo sucesivo, para
evitar posibles confusiones, llamaremos limite (F)-generalizado, in-
dicando asi que estd asociado -a alguna F-norma particular.

En el capitulo cuarto se da ya la definicion de limite generali-
zado sobre redes acotadas en un espacio vectorial localmente con-
wvexo separado E. La propiedad iii) se sustituye ahora por

(iii.b) Lim #,€ S, donde S = {x, ¢€1I}
L

v se incluye ademas en la definicidn el requisito de que el limite ge-
neralizado conmute con las aplicaciones lineales continuas de cierto
anillo A < .£ (E), de modo que hay que hablar de limite generali-
zado respecto de algfin anillo A, que en el peor de los casos se
reducird al cuerpo K (R o C) sobre el que se considera el espacio
vectorial E. Esta condicin se 1ncluyo en la definicién con la inten-
sién de que todos los resultados que se obtuvieran en lo sucesivo
se pudiesen aplicar, como caso particular, cuando E fuese un A-mé-
dulo F-normado convexo continuo. Pero posteriormente resulté que
la consideracién de tal anillo fue muy Gtil en la obtencién de algu-
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no de los resultados mas interesantes de este trabajo. En efecto, se
prueba que si el anillo A contiene suficientes aplicaciones lineales
continuas (mas exactamente, si A D A,, donde

A, ={a€LE) : axr=(r4) 7,5 €L & €N},

entonces cada limite generalizado Lim respecto de A sobre un sub-
espacio X < B (I, E) que contenga al menos las redes (e, %) con
x€E, (¢)€B (1, K), se puede considerar que estd inducido por
cierto limite generalizado Lim* sobre B (I, K) mediante !a relacién

(vi) Lim* (#, #') = (Lim #,, #") para cada +" € L',
i I3

y este hecho serd fundamental para deducir muchos de los resulta-
dos de este capitulo. En primer lugar, este resultado (teorema I1V.10)
y otro anilogo (teorema IV.12) establecidos para limites (F)-gene-
ralizados cuando E es metrizable dotado de una F-norma cuyas
bolas cerradas son absolutamente convexas, permite probar (teo-
rema IV.13) que los dos conceptos de limite generalizado respecto
de A y limite (F)-generalizado (como A-moédulo) coinciden siempre
que A contenga suficientes aplicaciones lineales continuas {A D A,).

Otra consecuencia muy importante que se deduce en las condi-
ciones en que vale (vi) es que el limite generalizado de una red es
en este caso un punto de la envoltura cerrada convexa de su reco-
rrido, lo cual permite deducir el teorema IV.15, que establece una
condicidén que deben verificar los acotados de E cuando existe sobre
B (E) un limite generalizado respecto de un anillo A tal que
A, © A. Este teorema permitird deducir una interesante caracteri-
zacidén de la semi-reflexividad que veremos mas adelante.

Si E es un espacio vectorial localmente convexo casi-comp'eto
e T es un conjunto dirigido, se deduce que existe un limite genera-
lizado sobre = B (I, E) respecto de £ (E) (teorema IV.16). El modo
de proceder para definir un limite generalizado Lim sobre = B (I, E)
es el natural, mediante la relacién (vi) a partir de un limite gene-
ralizado Lim* sobre B (I, K). Naturalmente que también se distin-
guen ahora dos tipos particularmente interesantes de limites gene-
ralizados, los limites de Banach (si I = N) y los P-limites (donde
ahora P : E x E > E es una aplicacién bilineal) y se prueba que
sobre t B (I, E) existen ambos tipos de limites. En particular, como



consecuencia de los resultados del capitulo primero (teorema I.13),
se puede asegurar que cada P-limite generalizado sobre = B (I, E)
(para algunas aplicaciones bilineales P) se puede obtener tomando
el limite débil de las redes totalmente acotadas segiin un ultrafiltro
U que contiene a la base de filtro de las secciones de I (teore-
ma IV.17).

Si se sigue el mismo método para definir un limite generalizado
sobre B (I, E), se obtiene (teorema IV.21) que una condicién sufi-
ciente para obtener asi un limite generalizado respecto de £ (E)
es que E sea semi-reflexivo. Reciprocamente, se prueba que la semi-
reflexividad de E es una condicién necesaria para que exista un
limite generalizado sobre B (I, E) para cierto conjunto dirigido I.
Se obtiene asi una sencilla caracterizacién de los espacios vectoria-
les localmente convexos semi-reflexivos (teorema IV.22), que no
resulta muy atil en la practica, puesto que es necesario considerar
un conjunto dirigido I ligado a la topologia de E.

La caracterizacién de la semi-reflexividad considerando solamen-
te limites generalizados de sucesiones no es tan inmediata y en ge-
neral se obtiene bajo propiedades adicionales del espacio E (teore-
mas IV-25 y IV-26).

De todas las caracterizaciones de semi-reflexividad que se han
obtenido, la mdis importante es la contenida en el teorema IV.27,
donde pidiendo solamente que E sea casi-completo para su topolo-
gia de Mackey, se deduce que E es semi-reflexivo si y sélo si existe
sobre B (E) un limite generalizado respecto de un anillo A tal que
A, < A. Como consecuencia de éste y otros teoremas, se deducen
otras caracterizaciones y condiciones suficientes de semi-reflexivi-
dad, ya no en términos de limites generalizados, algunas de las cua-
les quizd se podrian demostrar directamente, pero que exponemos
como muestra de aplicacién de las técnicas de demostracién basa-
das en la teoria de limites generalizados (teorema 23 y corolario 24).

También se da en este capitulo una caracterizacién aniloga de
la reflexividad para espacios metrizables dotados de F-norma en
términos de limites (F)-generalizados (teorema IV.29) y se mues-
tra que cuando E es un espécio de Banach, la condicién A D A,
es esencial para poder caracterizar su reflexividad mediante la exis-
tencia de un limite (F)-generalizado sobre B (E) respecto de A (teo-
rema IV.38), ya que se prueba que si E es el dual de otro espacio
de Banach, entonces siempre existe un limite generalizado sobre



B (E) respecto de cierto anillo A que evidentemente no verificard
la condicion A D A, si E no es reflexivo. '

En (18) y (25) se plantea el problema de ver si en un espacio de
Banach E la reflexividad es equivalente a alguna propiedad de su-
mabilidad y se resuelve de modo satisfactorio, pues se prueba que
E es reflexivo si y s6lo si para cada sucesion (x,) acotada en E
existe un método matricial T de sumabilidad, de matriz T = (¢;)
regular esencialmente positiva y una subseccién (.xnk) de (#,), cu-
vas T- medias

Vi = E tiy ¥y
)

convergen fuertemente (o débilmente).

En este trabajo se ha obtenido otra solucién méis elegante del
problema propuesto, ya que se prueba que un espacio de Banach E
es reflexivo si y sélo si existe sobre B (E) un limite generalizado
{o (F)-generalizado) de Banach respecto de .L (E).

El capitulo quinto se dedica preferentemente a las aplicaciones
de la teoria de limites generalizados en los espacios vectoriales lo-
calmente convexos, por - ejemplo para deducir caracterizacién de
semi-reflexividad en espacios localmente convexos con descomposi-
<ién de Schauder. En primer lugar, se obtiene una formulacién equi-
valente de la propiedad: «existe un limite generalizado sobre
B (I, E) respecto de £ (E)», cuya verificacién puede ser méis coé-
moda en las aplicaciones. Esto se ha conseguido en el teorema V.4
en términos de la que hemos llamado propiedad L. P. (de limites
permutables) que se refiere a la permutabilidad de limite ordinario
con un limite generalizado sobre una red doble,

Esta propiedad se ha mostrado muy 1itil en las aplicaciones y se
da una condicién suficiente (teorema V.2) para su validez que ten-
drd interesantes comnsecuencias, como por ejemplo una breve demos-
tracién de un reciente resultado de Thurlow A. Coox (4), que ca-
racteriza los espacios vectoriales localmente convexos con descom-
posicion de Schauder que son semi-reflexivos mediante propiedades
de esta descomposicién. Estos resultados son una generalizacién de
los obtenidos por James (1)) para los espacios Banach. Por #'timo,
se introduce en este capitulo el concepto de sucesién casi-convergen--.
te en un espacio vectorial localmente convexo, y se deduce una ca-



racterizacién de la casi-convergencia en los espacios localmente con-
vexos con descomposicién de Schauder reductora (no necesariamen-
te " semi-reflexivos), resultado que generaliza parte del expuesto
en (5) para espacios de Hilbert separables. 4

Finalmente, en el capitulo VI se expone un método que permite
construir limites generalizados 'de Banach a partir de limites gene-
ralizados” de redes mediatite una matriz infinita de ntimeros. reales.
con ciertas propiedades (teorema VI1.3). Si se define la suma gene-
ralizada de una serie como el limite generalizado de Banach de sus
sumas parciales, utilizando dicho método se prueba que existe una
suma generalizada E* tal que

E x, = Lim E -1y,

tel & 7

(teorema VI.8).

Esta suma generalizada tiene la interesante propiedad de que la
suma generalizada del producto de Cauchy de dos series es igual
al producto de sus sumas generalizadas (se debe entender el pro-
ducto ' mediante cierta aplicacién bilineal P : E x E > E) (teo-
rema ‘VI.10). :

También se obtienen resultados analogOS para los limites (F)-
generalizados. Por {iltimo se estudian propiedades de los limites ge-
neralizados -en algunos espacios de funciones usuales. Se prueba que
si (u;) es una red de medidas de Radon tal que (p; (¢)) es una red
acotada para cada 4 €K (Q) (QcC R ablerto) se deduce una me-
dida de Radon p pomendo

u (3&) = Lim* 4, ()
i

cuando Lim* es un limite generalizado sobre B (I, R).
También se deducen condiciones bajo las cuales el limite gene-
ralizado permuta con la integral y con la derivada en ciertos espa-
cios de funciones.
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CAPiTULO PRIMERO
§ 1. DEFINICIONES Y NOTACIONES

1. DEFiNiCION.—Sea Y un grupo conmutativo. Una F-norma
sobre Y es una aplicacién || : Y > R que verifica

11 ]0|=0, |#]|>0, Vxr€Y—{0}.
12 Jx+y|<|x|+]yl, Y@yEYL
13, |#|=]—x]| VaxeY.

2., DrrmvicioN.—Sea A un anillo con unidad e. Una wnorma so-
bre A es una F-norma que verifica

21. |ab|<|a||b|, V¥(a b)€ A
22 |e|=1

Un anillo normado o walorado (resp. grupo F-normadoe) es un
anillo con unidad (resp. grupo conmutativo) sobre el que hay defi-
nida una norma (resp. F-norma), dotado de la topologia de espacio
métrico definida por la distancia asociada a la norma (resp. F-nor-
ma): d(a, b)=|a—0b|.

3. DeriNicioN.—Si A es un anillo con unidad e Y es un A-mé-
dulo (a la izquierda) sobre A, se dice que Y es un A-mddulo F-nor-
mado si Y es un grupo F-normado con una F-norma || ||, tal que
se verifica:

3.1. Para cada a € A es continua la aplicacién # > ax de
Y en Y.

Se dice que un A-médulo F-normado es un A-mddulo normado
si A es un anillo normado con una norma || que verifica:

32 llex||<]a]l|xl, Va€eA VxeY.

Entonces se dice que la F-norma || || es una norma sobre el A-
médulo Y ‘

En todo este trabajo, T designari siempre un conjunto dirigido.
Si Y es un A-médulo F-normado, se designa por B (I, Y) (resp.



« B (I, Y)) el conjunto de todas las redes (y;) con indices ¢ €1 de
-elementos y, € Y tales que

{y, 1 i€l}=y)

.€s un conjunto acotado (resp. totalmente acotado) en el A-moédulo
F-normado Y. Se define de! modo usual la suma de dos redes

(xi) + (yl) = (xi + yt):

'y también el producto de un elemento ¢ del anillo A por una red:
a i) = (ax).

Se wverifica que si #€tB (I,Y) y si a0 € A, entonces también
ax€xB(1,Y), pues dado = > 0, como consecuencia de 3.1 se de-
-duce que existe 3> 0 tal que |[a x| < siempre que || ¥ | <3.
Como x (I) se puede recubrir con un nimero finito de bolas de
‘radio 8, se deduce que a & (I) se puede recubrir con un nimero fi-
-nito de bolas de radio ¢, y esto prueba que

er€rBd,Y).

"Si Y es un A-mddulo normado también se verifica que aw€B(I,Y)

para cada x€B (1, Y) vy a€ A, pero esto no se verifica en gene-

tal cuando Y es un A-médulo F-normado. (Véase ejemplo III.15).
Si se define la F-norma de una red (#;) = #€ B (I,Y) asi:

[ #l=sup|l

i

-es inmediato comprobar que B (I, Y) (resp. « B (I, Y)) es un Z-mé-
«dulo F-normado (resp. A-médulo F-normado) si Y es un A-médulo
F-normado, y que B (I, Y) es un A-médulo normado si Y es un
A-médulo nomado.

Es cémodo considerar Y identificando con el submédulo Y de
B (I, Y) formado por las redes constantes, asociando a cada y€Y
la red constante (y;) tal que v, =y para cada €1, denotando
‘también por y dicha red.

Para cada red » = (#,) vy para cada j€1 designaremos por
x o/ la red definida por x o/ = (p/ #;), donde o/ =1 si 7> 7,
o =0 si i} 7.



Frecuentemente se considerard el caso de que I sea el conjunto
N de los niimeros naturales dirigido. con el orden usual de N. En-
tonces B (N, Y), +B (N, Y) se denotaran mas brevemente por
B (Y), =B (Y), respectivamente, y para cada sucesién & = (¥,) se
-designard por x ¢ la sucesién & ¢ = (#,%), donde #,* = Xu,.

Un subconjunto X < B, Y) (resp. X < B (Y)) diremos que
es p-invariante (resp. c-invariante) si Se verifica que x ¢ € X para
cada x € X y j€I (resp. x s € X).

Si X € B(Y) es un subméddulo e-invariante y se verifica que
# € X siempre que ¢ € X, se dird que X es o*invariante. Es claro
-que B (Y) es un submdédulo s*-invariante y que cada submédulo
X< B(Y) que es ¢*-invariante también es o-invariante.

Si X © B (Y) es un submédulo e-invariante, designaremos por

Xo={z€B(Y):3p€N, ro?€X}

‘Evidentemente X ¢ es un submddulo o*-invariante de B (Y) que
«contiene a X.
Supondremos siempre que el A-mdédulo F-normado Y no se re-

-duce a {0}, caso que carece de interés y para el cual todos los re-
-su'tados son triviales.

4. DEeriNicION. — Sean X, Y dos A-moédulos F-normados y
f : X>Y un A-homomorfismo. Se define la norma de f asi:

41. || f |l = sup M:xEX—{O}
1l

Si ||| es finito se dice que f es un A-homomorfismo acotado.

5. DerFmNicioN.—Sean Y un A-médulo F-normado y X un sub-
-mo6dulo de B-(I, Y) que es p-invariante, contiene las redes constan-
‘tes, y verifica que ¢+ € X para cada a € A y € X (1). Se llama
Umite gemeralizado sobre X y se designa por Lim a una aplicacién
Lim : X > Y con las siguientes propiedades:

(1) X es un submédulo de B (I,Y) como Z-médulo. Cuando B (I,Y) sea
un A-médulo, entonces si X se supone submédulo de B (I, Y) como A-mddulo,
-esta d(ltima condicién no serd necesario especificarla.
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51. Lim(ex + by) =alimx + b Limy V (a, b)€ A2,
v (#, )€ X2

52, Limv =x VaseV.

583. [|[Lma# || <&, Va&X.

5.4. Limx =Lim o/, VareX, Vje€I

De estas propiedades se deduce que Lim es un A-homomorfismo
de norma 1 que es o/ invariante para cada j€ 1.

6. DrrinicioN.—En las condiciones de la definicion b, sea

P:YXY->Y

una aplicacién con las propiedades:

61l P@+a,y) =Py + P@,y), Y,y €Y
6.2. P,y +y)=Pwy) +Py), V@yy)eY.
63 3k>0tal que [Py <kl[x|lyl, Vv eY

Entonces un limite generalizado Lim sobre X se dice que es um
P-limite o limite gemeralizado con la propiedad del producio P
si se verifica que:

6.4. Lim z=P (Lim», Limy) cuando &= (P (#;, y,)) € X, sien-
dow=()€X,y=0)€X

7. DrrINIcION.—En las condiciones de la definicién 5, cuando se
pone I = N se dice que un limite generalizado Lim sobre X es um
Umite genevalizado de Bamach si se verifica que X es e-invariante y

71. Limo = Limxe, Vao€X.

Es evidente que cada limite generalizado de Banach sobre X es
una media s-invariante sobre X con valores en Y.

OBSERVACION.—Notese que en la definicién 7 se ha supuesto que-
X es p-invariante. Esta condicién se incluye sblo por comodidad
en los enunciados de teoremas posteriores, ya que asi cada limite
generalizado de Banach se podri considerar como un caso particu—
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lar de limite generalizado segtin la definicién 5. No se pierde gene-
ralidad al afiadir esta condicién en la definicién 7, pues si no se hu-
biese hecho asi, y se hubiese dado la definicién de limite generali-
zado de Banach pidiendo solamente que X fuese e-invariante, es
«claro que entonces cada limite generalizado de Banach, Lim asi de-
finido sobre X se podria extender a un limite generalizado de Ba-
mnach sobre el submédulo X ¢ D X, el cual es o*invariante y por
‘tanto p-invariante, poniendo para cada r € X 5, Lim # = Lim £ cuan-
.do 2€ X es tal que #¢® = w. Por lo tanto, en todas las cuestiones
relativas a la existencia de limites generalizados. de Banach sobre
un subméddulo X < B (Y) no habra inconveniente en suponer que
X no sélo es s-invariante, sino que ademis es p-invariante.

En lo sucesivo, frecuentemente se utilizard la notacién mas fle-
xible Lim &, para designar Lim # cuando # = (#,). Asi, por ejem-

plo, la propiedad 5.3 se escribird

[ Lim #, || < sup {| #, |

v la propiedad 7.1 se indicard asi:

Lim#, = Lim LA
n n

8. ProOPOSICION.—La propiedad 5.3 del limite gemeralizado se
puede sustituiy equivalentemente por lo siguiente:

81 | Limw, [} <Iim ) # ||
1 i

DEMOSTRACION.—Para cada 7 € I se verifica

| Lim#, || = || Lim z, p,J | < swp || #, I},
1 i >
vy entonces
| Lim #, || < inf sup || 2, | = Tm | , J.
i joi=j 1

Reciprocamente, es evidente que de 8.1 se deduce 5.3.
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9. ProrosiCiON.—En las condiciones de lo definicion 5, s¥
X = (x)€ X es una red de Cauchy, entonces es convergente v sw
limite es Lim x;.

1

DeMoSTRACION.—Sea x, = Limx,; entonces
i

|#,—2 = Lims, —Limxz, || = || Lim (v, —#)) |
7 i i
< lim |j #,—&; || =infsup |&—x ]| e
J e jxa

siempre que sea i > 1,, donde 7, € I es tal que
|7, —#; i<<e st ixi,]>1.

10. ProrosiciON.—Sea Y un A-mddulo F-normado y X B(Y)
In submddulo o-invariante que contiene las Sucesiones de Cauchy y
que verifica ax€ X para cada a€ A y x€ X. Si existe un limite
generalizado sobre X, entonces Y es completo.

DemosTrACION.—Consecuencia inmediata de la proposicién 9.

Es interesante hacer notar que en las condiciones de la defini--
cién 6, si P no es idénticamente nula, si I = N y si X contiene las
sucesiones de recorrido finito y es s-invariante, entonces un P-limite:
generalizado Lim sobre X nunca puede ser un limite generalizado de-
Banach, pues si &, v € Y son tales que P{x, ¥) 720 y si 4, =9, =0
si m es par, ¥, = &, ¥, = ¥ sl n es impar, sea

x,=Limgz ,y = Limy,.
n 7

Si Lim es un limite generalizado de Banach, se deduciria de 5.1 y 7.1
que x, + &, = ¥, ¥, + ¥, = v. Por otra parte, teniendo en cuenta
que’ P (x, 0) = P (0, v) = 0, y utilizando de nuevo 7.1, se deduciria

PE»=PE,+x,3, +y) =4Pr,y)=4F (Limx, Limy ) =
n n

= 4P (Limg, Limy, K )=4LimP (s, =0.
n n

n

n41 n'+"1)

que contradice la hipdtesis.
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§ 2. P-LIMITES GENERALIZADOS SOBRE REDES TOTALMENTE ACOTADAS-
EN UN A-M6DULO F-NORMADO

Si B = {B,}je1 €s la base de filtro asociada al conjunto dirigi--
do I (B; = {¢€1 :4>j} para cada j€1I), y si U es un filtro so-
bre I que contiene a &, indicaremos por lim ; el limite, si existe,.

U
de la base de filtro & (U), imagen de U en Y mediante la aplicacion:
X ii———-) Xi.

11. TeorEMA.—Sea ¥ un A-mddulo F-normado y sea P : Y x
x Y > Y una aplicacion con las propiedades 6.1, 6.2, 6.8. Una con-
dicién necesaria y suficiente para que exista un P-limite gemeralizado
Lim sobre « B (I, Y) para cada conjunto dirigido I; es que Y sea
completo.

En este case, para cada ulirafiltro U que contenga o la base de
filtro B asociada al conjunto dirigido I, queda definido un P-limite
generalizado Lim sobre =B (I, Y) poniendo

Lim x; = lim x;

1 U

DEeEMOSTRACION.—La necesidad de la condicién es consecuencia in--
mediata de la proposicién 10 si se toma I = N. Reciprocamente, st
Y es completo y si U es un ultrafiltro tal que B < U, para cada:
red (#) €t B (I, Y) se verifica que

7@ ={sV): VeU}

es base de un ultrafiltro 6 sobre Y que es convergente. En efecto,
dado ¢ >0 existen #,, ..., ¥, €x (1) tales que

4
rx(y B(x, ,e/2),
yse,

por ser & (I) totalmente acotado. Como I €U, se verifica que

14
s =) Be,, Dnsm e

k=1
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y por ser 6 un ultrafiltro se deduce que existe 4 (1 < k< p) tal que

D =B, , /20 xW) €S

entonces D — D < B (0,¢), lo que prueba que 6 es un filtro de
‘Cauchy en Y completo y por tanto convergente a un punto &, € Y.
Si se define ahora Lim &, = #,, donde
i

#, = limx, = lim ¢,
U

-$6lo queda por comprobar que se verifican las propiedades 5.1, 5.2,
5.8, 5.4 y 6.4 de los P-limites generalizados,

5.1, Sean a €A, v = (w)€1tB(I,Y). Si se designa por &, la
aplicacién 7 — @ #;, es inmediato que si la base de filtro # (U) con-
verge a &,, entonces la base de filtro #, (U) converge a a &, pues
basta tener en cuenta 3.1, ya que &, (V) = a # (V) para cada V € U.
Esto prueba que

Lime s, =aLimx,.

i i

‘También es inmediato que

Lim (#, + 9) = Lim», + Lim y,

i i i
sl
(ZL)ETB (I’ Y): (y,) € TB(I) Y)

5.2. Evidente
5.3. Sea x,€<B(1,Y) y #, = Lima;. Como la base de filtro

A {(U) converge a w,, dado ¢ >0 existe V € U tal que
z (V) C B, ¢

entonces || &, —w, || << e si ¢€ V y por tanto
o I <ll2 1l +e

para cada 1 € V, y de aqui se deduce 5.3. ‘
54. Sea (#)€<B(J,Y). Si j€I, sea x' =/, donde
o =1sii1>7, o/ =0 si i} j Entonces las dos bases de filtro,
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# (U), ¥ (U) son equivalentes y por tanto tienen el mismo limite.
En efecto, si (V)€ 2 (U), sea W = V-1 B, € U ; entonces

(W) =2 (W) < #(V),

es decir, cada conjunto de x (%) contiene un conjunto de »' (U) y
reciprocamente. Esto prueba que '

Limy, = Lim p,/ #,

i i

para cada j €I, o sea, 5.4. :

6.4. Sean (#)€<B (L, Y), (3)€<B (I, ¥Y). 5i se define z =
= P (x,v,) se verifica que (2)€<B(I,Y), pues si #(I) se recu-
bre con p bolas de radic ¢/2 %k M’" y si y (I} se recubre con ¢ bolas
de radio /2 kM, siendo

M=supllx |, M =sup| ],
, ,

i

y k>0 la constante que aparece en 6.3, es facil ver que 2z (I) se
puede recubrir con p ¢ bolas de radio . Sean entonces

x,=Limsx, y = Limy,;
i i

como las bases de filtro x {U), v (W) convergen respectivamente a
#y, ¥,, para cada ¢ > 0 existen V' € U, V” € U tales que

5 (V) C B (5, /28 M); ¥ (V7)) C B (y,, ¢/2k M).

Si V = V'NV”, para cada i € V se verifica

” ZL—P(IO, y‘o) ” = ” P(xi:yi)'_P(xo)yo) ” !_<\ “ P(xi)yi)‘—P(xi:yo) ” ~+
FUP @ y) P,y I <klxl ly,—yl+ &yl 12z —7 1<
<EMoiw TPV oo T

Entonces

z2(V)c B(g,e) con 2 =P(x,y),

lo que prueba que z (U) converge a z, es decir, 6.4.



— 370 =

Es inmediato comprobar que B (I, A) es un anillo norm..do cuan-
do A es un anilio normado si se define el producto de dos red.s {(a,),
(b)) del modo obvio:

(aj) (b,) = (az b,‘)'

Entonces, segtin lo que se acaba de indicar en la dltima parte de
la demostracién del teorema 11, resulta claro que = B (I, A) es un
subanillo de B (I, A).

12. CorOLARIO.—Si A es un anillo normado completo y si
x: A4 x A—>A es el producto del anilly =(a, b) = ab, entonces
para cada ultrafiltro U que conienga o la base de filtro B asociada
al conjunto dirigido I, queda definido un =-limite geweralizado Lim
sobre « B (I, A) si se pone Lim a, = lim a, para cada (a;) € B (I, 4).

i

DemosTtrACION.—Evidente,

El siguiente resultado es interesante porque prueba que bajo cier-
tas condiciones del anillo A se puede obtener un resultado reciproco
del anterior..

13. TeorEma.—Sea A un anillo normado compleio cuyos wnicos
elementos idempolentes son 0 v 1. Si existe wn =-limite gemeralizado
Lim. sobre « B (I, A), donde =es la aplicacién producto del anillo A,
entonces existe un wultrafiltro U que contiene a la base de filtro 8B

asociada al conjunto dirigide I, tal que Lim ay = lim a; para ceda
i U
(ay€ < B (I, A).

DeEmosTtraCION.—Para cada V < I sea (v;) su red caracteristica
definida por v, =1 si 1€V, ;=0 si 1§ V. Como v (1 —v)=0,
para todo 1€V, resulta

0 = Lim (v, 1 —9,)) = Lim o, Lim (L—2,) = Li
) :

my, (1—Limwv),
i i i i

O s€a

Lim v, = (Lim v )2,
i i
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y teniendo en cuenta la hipétesis sobre A se deduce que el =-limite
generalizado de cada red caracteristica (v)) sélo puede ser 0 6 1.
Sea U la-familia de las partes V de I que verifican Lim v, = 1,

cuando {v) es la red caracteristica de V. Evidentemente U no es
vacia y ® € . Se verifica que si V' € U, V” € U, entonces

V=V QAV”eU,

pues si (v;) es la red caracteristica de V y se verificase Lim z; = 0,

i

se deduciria que
W =V —VeU W =V"—-VeU,

siendo W N W” = &, lo cual es absurdo, pues si w;, = w,” + w,”, se
tendria Lim w,; = 2, siendo (w;) una red caracteristica.

Por otra parte, si V€U y W DV, entoncés W € U, pues si
W = W —V, se tiene ‘ :

Limw, = Limv, + Limw/ =1+ Limw/,

i i i i

y como (w,) es una red caracteristica debe ser Limw, =0 y
i

Lim w, = 1, y entonces W € 9. Acabamos de p'rdbar que U es un

i

filtro. Es inmediato que U es un ultrafiltro, pues si V< I, VV < I
son tales que ’

vV = V/-U V”'E %; V/ﬂ V" = q)"

y si (v), (@), (v/”) son las redes caracteristicas de V, V', V”, res-
pectivamente, se tiene que v, = v + v,” y por tanto

1=Limy, = Limv,/+ Limv,”,
i i i

de modo que o V€U, o V€ U.

El ultrafiltro 9 contiene a la base de filtro B = {B;};.: aso-
ciada al conjunto dirigido I. En efecto, sea (&,) la red caracteristica
de B; = {i : ©>j}, y sea b/ = 1 para todo i € I; entonces

Limb, = Limb/ =1

i i



como coasecuencia de 5.4, pues b, = p/ b/, y esto prueba gque
B, € U para cada 7 € L.
 Por dltimo, hay que probar que si (@))€« B (I, A), entonces la
base de filtro a (U) converge a a, = Lim a,. En efecto, como o (I}~
i

es totalmente acotado, existe un namero finito de bolas B (bx, ¢/2),
k =1, .., m tales que recubren a (I). Sea

I, ={i€T:q,€Bb, ¢/2)};

como

m

y U es ultrafiltro, se deduce que existe k, 1 <k <m, tal que
Ik € 9.

Si V=1, y (v:) es su red caracteristica, definimos
bi=0,1—uv)+ov

para cada i € I y cada j € V; evidentemente se verifica que b,/ =a;
si 1€V, b/ =a, si i¢ V. Entonces para cada j€ V resulta

Lim b,/ = Lim (¢, 1 —v) + ¢; v)) = q,
i ¢ :

pues Lim v, =1, ya que V € 2. Y teniendo en cuenta esto, se ob-

tiene
ja,—~a;|=|Lime, —Lim b/ | Lsupla,~bJ|=
i i iel
=sup|a,—bJ|=supla,—a|<e
PEV iev

para cada 7€V, pues V = B (&, ¢/2). Esto prueba que

a (V) < B (a,, ©)

y por tanto que la base de filtro @ (V) converge al punto a,.
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14, CoOROLARIO.—Sea A wn anillo norinado completo cuyos tni-
cos elementos idempotentes son 0 y 1. Sea & la familia de todas
las aplicaciones P : A x A > A con las propiedades 6.1, 6.2 y 6.3.
Entonces st Lim es un =-limite generalizado sobve « B (I, A) cuando
% es la aplicacion producto del anillo, también es um P-limite para
cada P € &P.

DemosTrRACION. —onsecuéncia inmediata de los teoremas 13 y 11,

§ 3. LIMITES GENERALIZADOS DE BANACH SOBRE SUCESIONES
ACOTADAS EN UN A-MODULO NORMADC CON LA PROPIEDAD DE
EXTENSION

En el capitulo V1I de la memoria «El problema de la medidax,
de B. Rodriguez-Salinas (19), hay establecidos una serie de resul-
tados referentes a la existencia de limites generalizados de Banach
sobre ciertos submédulos de B(Y) cuando Y es un A moédulo nor-
mado inyectivo. Se puede verificar ficilmente que todos estos re-
sultados siguen siendo vilidos si se pide solamente que el A-mddulo
normado Y tenga la siguniente propiedad que llamamos propiedad
de extension .

19, DEFINICION.—Se dice que el A-mddulo normado Y tiene la
propiedad de extensidn e cuando para cada submédulo X < B (Y).
se verifica que para todo submoédulo X, < X y para todo A-ho-
momorfismo f, : X, ->Y acotado, existe un A-homomorfismo
f:X>Y de norma 1f{ = | f, ||, que es una extensién de f,..

17. Dermvicion.—Un A-mddulo normado YV se dice que es no
arquimediano de tipo = € R, si se verifica que

”ZJ;”<¢ max | 3, |

1LkZn

para cada subconjunto finito {v,, ..., ¥} < Y. Si = = 1, se dice
abreviadamente que Y es no arquimediano.

La definicion que da B. Rodriguez-Salinas de A-mddulo norma-
do inyecti.o es la siguiente:
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18. DerFmNiciON.—Se dice que el A-mddulo normado (resp. no
arquimediano) Y es imyectivo. cuando para cada A-mdédulo norma-
do (resp. no arquimediano) X se verifica que para todo submoduo
X, X y para todo A-homomorfismo f, : X, > Y acotado, exis-
te un A-homomorfismo f : X =Y. de norma [! =1 fo H que es
una extensién de f,.

Es evidente que cada A-médulo normado inyectivo tiene la pro
piedad de extension e, pues en ¢l caso de que Y sea no arguime-
diano, se sabe ((17), teorema V.2) que B (Y) también es no arqui-
mediano. Entonces, si A es un cuerpo normado completo no arqui-
mediano y si Y es un espacio vectorial sobre A esféricamente com-
pleto, se verifica la propiedad de extensién ¢ y se pueden aplicar
en este caso todos los resultados que siguen. El caso particular de
cuerpos no arquimedianos esta tratado en (20).

A continuacién exponemos los resultados obtenidos.en (19) cam-
biando la hipétesis de que Y sea invectivo por la de que tenga la
propiedad de extensién e. Las demostraciones que se dan en (19)
siguen siendo vilidas; indicaremos de manera concreta en cada
caso dénde se encuentran, El teorema fundamental es el siguiente:

19. TeoreMA.—Sea V wn A-mddulo normado con la propiedad
de extension ¢ v sea X C B (Y) un submddulo que contiene las su-
cesiones comstantes y es o-tnvariante. Entonces para que exista un
limite generalizado de Bamach Lim sobre X es necesario y suficiente
que se verifique :

191, lyvii<lly—(@e—a)| para cada y €Y y r€X.

DemMosTRACION ~—Véase (19), teorema 56:

Utilizando este teorema se puede p-obar que.. al igual que los
A-médulos normados inyectivos, los A-moédulos normados con la
propiedad de extensién ¢ también son completos. En efecto, si
X c B(Y) es el submédulo de las sucesiones de Cauchy, bastard
probar que existe un limite generalizado sobre X y tener en cuenta
la proposicion 10. Para cada sucesién de Cauchy » = (#,) y cada
4+ €Y sce tiene

[yl =limfy—(,, , —)]|

de modo que dado &> 0 existe n € N tal que

Iyl —e<ly =@ y—2) I <swp [y — (G, —2) [ = [y —7x(c—n ],
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y. esto prueba que se verifica 19.1 y por tanto que existe un limite
generalizado de Banach sobre X.

20. DrriNicrON.—Se dice que A-moédulo normado Y posee la
propiedad P, (n € N) cuando se verifican las dos condiciones:

20.1. Para cada y € Y existe un unico y" € Y tal que ny =y.

20.2. Si (v, ..., W} CY, y si uy =23 + ...+ Y, entonces

Iyl < max |y,
1Lk Ln

En las proposiciones que siguen designaremos por M el con-
junto de los nfimeros naturales para los que vale la propiedadd P,
en el A-médulo normado Y. Seé demuestra ((19), proposicién VII.2T7)
que 1€M, y que si me€M y n€M, entonces nme€M, y si
m'€ M y n es un divisor de m, entonces también n € M.

21. ProOPOSICION.—La funcién real p : B{Y)-> R definida por

1 7 :
— E xeh
e

=1

21.1. p (x) = inf

:m€E€M, 1, €N

€5 UNQ SeMINoOrma.

DemostrACION.—Véase (19), observ. 60,

22, TeOREMA.--Sea YV un A-mddulo normado con la propiedad
de extensidn ¢ y sea X < B (V) un submddulp s-invariante que con-
tiene las sucesiones constantesy que verifica x/n € X para cada x € X
v cada n € M. Entonces una condicidn mecesaria v suficiente poara
que exista un limite generalizado de Banach sobre X es que se ve-
rifique

21 Jy||[<ply—(@@o—wx) para cada y€Y y v € X,
donde p es la seminorma definida por 21.1.

DemostrAcION.—Véase (19), teorema 59.
Se obtiene un teorema anilogo al teorema 22 si se cambia la
condicién {x/n € X para cada » € X y cada #» € M) por la sigu’ente

fuyll={me|llyll para cada y€Y y n€M,

23. DErFINICION.—Una sucesion x € B (Y) se dice que es regu-
lar si p (x 6 — ) = 0, donde # es la seminorma definida por 21.1.

Se designa por R (Y) el conjunto de las sucesiones de B {Y) que
son regulares.
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24. TEOREMA.—Sea Y un A-mddulo mormado con la propiedad
de extension <. Entonces R (V) es completo y existe un limite ge-
nevalizado de Banach sobre R (V).

DeMOSTRACION.—Véase (19), teorema 62.

25. TrorEMA.—Sea V un A-mddulo novmado con la propiedad
de extensidn < y sea p la seminorma definida por 21.1. Entonces
X, ={x€B((Y): existe y€Y toal que p(x—y) =0} es un Sub-
mdduly s-invariante de R (Y) que contiene las Sucesiones conver-
gentes v que verifica x/n € X, para cada x € X, y n€ M. Ademds
existe un limite genevalizado de Banach, Lim sobre X, univocamen-
te determinado por ser Limx =73 (y€Y) cuando p{x—y) = 0.

DeMoSTRACION.—Véase (19). teorema 63,

26. DeriNicioN.—Se define Q (Y) como el conjunto de las su-
cesiones ¥ = (#,) € B (Y) que verifican )

inf 3

27. TeOrREMA.—Sea Y un A-mddulo normado con la propiedad
de extension =. Existe un limiic gemevalizado de RBanach sobre Q (V).

F¥oh+?m — g g

m

t(m,n)€M X N =0.

DemMosTRACION.—Véase (19), teorema 68.

28. TeorEMA.-—Sea Y un A-mddulo normado con la propiedad
de extensidn . Si se verifica que

”

inf  sup =10

neM iy Ly

(y€Y) para cada r >0, entonces Q (V) = B (Y) y existe un li-
wite generglizado de Banach sobre B (Y).

DemosTracION.—Véase (19), teorema 69.

29. TeoreMA.—Seq Y wun A-mddulo normado con la propiedod
de. extensidn e que verifica |ny|| =|ne| | y| para cade y€Y



y n € M. Entonces si {{ne| : n€ M} es un conjunto no acotado,
existe un Yimite gemeralizado de Bamach sobre B ().

DeMostrACION.—Véase (19), corolario 70.

30. TeoreEMA.—Sea Y wun A-mddulo normado ital que existe um
limite gemeralizado de Bamach sobre B (Y). Entonces se verifica la
propiedad P, para cada n€N 3 {|ne| : n€ N} es un conjunto
no acotado.

DeMosTtrACION.—Véase (19), teorema TI1.

31. TroreMa.—Sea Y un A-mddulo normado con ‘lg propiedad
de extensidn e que verifica |[ny| = |ne] |y| pora cada y€Y
y cada n € M. Para que exista un limite generalizado de Banach
sobre B (Y) es mecesario v suficiente que se verifiqgue la propiedad
P, para cada n €N y que {|nel|:n€N} sea un conjunto no
acotado,

DEMOSTRACION.—Véase (19), teorema T2.

32. TeoreMA.—Sea YV un A-mddulo normado con la propiedad
‘de extensidn . Para que exista un limite gemeralizado de Banach
sabre = B (V) es mecesario y suficiente que se verifigue la prople-
dad P, para cada n € N,

DemoSTRACION.—~Véase (19), teorema T8.

33. TrorEMA.—Sea ¥V un A-mddulo normado con la propiedad
de extension ¢ y X, un submddulo s-invariante de. B (Y) tal que:

i)y Contiene las sucesiones constamtes. i) x/n € X, para cada
x€X, v n€M. ili) Existe un lmite genevalizado de Bamach Lim,
sobre X,. Entonces existe un lmite generalizado de Banach Lim so-
bre el A-mddulo é-invariante X = X, + R (¥) que es una extension
de Lim,. '

DemosTRACION.—Véase (19), teorema 64.

34, TeorEMA.—Ewn los hipdtesis del teorema 33 existe un sub-
mddulo X de B (V) que es maximal entre los submddulos s-inva-
riantes B (YY) con las propiedades ©), it) ).



DeMosTrRACION.—Véase (19), teorema 65. o

Seguidamente exponemos los resultados correspondientes al caso
de A-médulos normados no arquimedianos.

35. DeriNIciON.—Si Y es un A-médulo normado no arquime
diano se dice que dos elementos x,y € ¥V son ortogonales si se ve-
rifica: o

351 Jax + by| =max {|[ex|, | 6|} para cada a € A y
b€ A. Entonces se escribe # L v. Se dice que v € Y es ortogonal
a un subconjunto Y* <Y si v 1 y* para cada y* € Y* y se es-
cribe g 1 Y*,

36. TrorREMA.—Sea Y un A-mddulo normado no arquimediano
con la propiedad de extensidn e y sea X un submddulo s-invariante
de B (Y) que contiene las sucesiones constantes. Una condicion ne-
cesaria vy suficiente para que exista un limite generalizado de Ba-
Cnach sobre X es que la sucesion (ny) sea ortogonal a X para
cada y €Y. '

DemosTrACTON,—Véase (19), teorema B58.

37. TeorEMA.—Sea YV un A-mddulo normado no arquimediano
de tipo o con la propiedad de extension e. Entonces sobre R(Y)
existe un dnico limite generalizado de Banach. Si X es un submd-
dulo de B (¥Y) que es maximal entre los submddulos de B (Y) con
las propiedades i), i), #1) del teorema 33, entonces existe um 4nico
limite generalizado de Banach sobre X.

DEMOSTRACION.—Véase (19), teorema 67.
Por dltimo, damos el siguiente teorema, que es el que sugiere la
definicién de A-médulo normado convexo que se da en el capitulo II.

38. TreOREMA.—Sea Y un A-mddulo normado tal que existe um
limite generalizady de Banach sobre B (Y) v tal que se wverifica:

n

38.1. lim

n

=0, VYrveY.

Entonces, para cada par (o, y)€ R x YV se puede definir un pro-
ducto »y €Y con las propiedades: ‘

382, 1y =v, VyeY.

388 (¢ +Bv=av +By, VvEY, V(g p)€R?

384, 2 (v + V) =ax+av, V@xvEYLVaeR.



385, a(@ay)=a(zy) VyeEY Ya€R Vac€A, .
386. 2 (ry)=(Ny=r(zy) Vye€Y, Va€R, VreQ,
387 Si D u<m(mEN), n>0 para k=1,..,n y si

k=1
191, -y Yo} < Y, entonces

n
H Z a, ka < |me|max |y, |-
=1 1£LkZLn

DeMOSTRACION.—Véase (19), teorema 80.

Nétese que en todos los resultados de este (ltimo apartado des-
empefia un papel muy importante la norma del anillo A, de mocdo
que estos resultados en general no se pueden extender para los A-
moédulos F-normados, '

Carfruro 11
§ 1. A-MOpUuLOS F-NORMADOS CONVEXOS Y PRECONVEXOS

1. DerNICION.—Un A-mddulo F-normado Y se dice que es pre-
convexo si hay definida una aplicacion (v, y) — 2y de RxV en ¥V
que verifica las siguientes condiciones:

11. 1y =9, Vwy€eY. ,
1.2 (a+B)yv=ay +By, VyEY, V(B €k

13 a(vr +v) =ax +ay, Vir,v)€EY?2 Vae€R
14, a(ay)=a(ay) Vy€EY, VaeA, Va€R,

1.5. Si Z o <1, con o >0, para k=1, ..,7m, y si
k=1

{v,. 3,1 Y.
entonces
n
“ Z‘ “kka < max |y |
By 1Lk Zn

2. PropoSICION.—Si Y e¢s un A-mddulo F-normado preconvexo
se verifica:



21, a@y)=r@y)=(Fuwy, Vye€Y Vre€Q, Va€R.
2.2, Para cada nimero real «, la aplicaciéon de Y en Y definida
por ¥ p—>ay es continua. '

DeMosTrACION.—De 1.2 y 1.3 se deduce que

a(my)=n(y)=@ma)y,

. m .
cuando # es entero; entonces si r = — con n > 0, se obtienc:
n

nl(Fa)yl = (mra)y = (ma)y =m(ay);

analogamente,
nla(ryl =almy) =my).
. 1 . .
Multiplicando por 8 = — se obtiene 2.1. .
n

La continuidad de la aplicaciéon y — 2 y es consecuencia de 1.3
y de la continuidad en y = 0 deducida de la relacidn

eyl <<{al +D o),

que es consecuencia de 1.5, donde [«] es la parte entera del nume-
ro real .

3. DeErFINICION. — Un A-mddulo F-normado Y se dice que es
convexo, si es preconvexo y ademds se verifica :

n

3.1. Si Z w <1, con w >0 para k=1, .., n, y si

k=1

{y, -y, }CY,

entonces

| IZ 3| < Dol



4. ProrosiCciON.—Sea Y un A-mddulo normado precopvexo
(resp. convexo) y m un nimero nalural, Si

@ <m
k=1

(resp. <m) con o > 0 parak =1,..,n, y i {y, ..., ¥a} €Y, en-
tonces se cumple '

a1 | zwu <fme| max [y

DemostraCION. — Consecuencia inmediata de 1.5 (resp. 3.1), si
se toma oy = op/m, pues

Z a’, <1 (resp. < 1).

k=1

5. DerFiNvicioN.—En un A-médulo F-normado preconvexo Y se
dice que la F-norma es regular si:

51. ||#fl=inf{lrx| :7€Q, r>1}, VxeY.

6. ProposiciON.—Sea Y un A-mdédulo F-normado {(resp. nor-
mado) preconvexo para la F-norma (resp. norma) || ||. Si se pone:

6.1. |xji*¥=1if{l|jrx||:r€Q, r>1} para cada x €Y resulta
que || |* es una F-norma (resp. novma) sobre YV equivalente a || |
Y es un A-mddulo F-normado (resp. normado) preconvexo para esta
nueva F-norma || ¥, la cual es regular.

DEMoSTRACION.—En toda la demostracién que sigue hay que te-
ner siempre presente la propiedad 2.1.

Para cada nfimero racional # > 1, como consecuencia de 1.5 se
verifica

1
llxll=u"‘(”’) <lr=l,
r
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cualquiera que sea # € Y. Es claro que
P
para todo # € Y. Una vez probado que I'[[* es una F-norma, esta
relaciéon muestra que ||| y | |* son dos F-normas equivalentes

sobre Y.
Evidentemente

1o =0.fx[*>0
para cada ¥ €Y — {0}, ¥y
20 =1—af*
para todo x €Y. Sir,>1, r,>1 son 11{1fner05 racionales tales que
fxl*<lr sl <lal+e/2 o< Iyl <IyI*+ /2

tomemos un nfimero racional 7 tal que- 1 < # < min (7, 7,); en-

de donde

tonces

¥ - L
— (), )
7'1 ¥ -

2

<lrzl+lryli<lzl+Iy|*+e

fz+ylIP<lirE+nl <lxl*+ly*+-
para cada ¢ > 0, v de aqui se deduce que
ety <l +1o0"

para cada v+ €Y e y €Y.
Es inmediato que si || || es una norma, ‘entonces || ||* también lo es.
Veamos que se verifica 1.5 para la nueva F-norma | ||¥, lo cual
probard que Y es un A-médulo F-normado preconvexo para esta
F-norma. Si
n
oy <‘1,
k=1



sea # un nimero racional, » > 1, tal que

> (r o) <1
=1

Entonces

HZ““’ H <|*Z(“ ") ¥y H < max [yl max |y, |*

1Lk £n T4 £m

Por dltimo, probamos que || ||* es regular, Siendo
[rof*=mi{}sroj:5€Q, s>1}
[ =inf{tx|:t€Q,t>1}
es obvio que

hraf* ="

para cada nimero racional » > 1,
Distinguiremos dos casos: A) existe un n@imerg racioaal ¢t > 1
tal que

feri =10

entonces si » es un namero racional tal que 1 <#» <t, como 5 =

¢
= — > 1, resulta
r

[rel*<lGn=] =tsl=1]=]"

'y esto prueba que en este caso se verifica 5.1 para la F-norma | ||*.
B) Si no existe un namero racional ¢ > 1 tal que

tof =1l

dado ¢ > 0 existe un ntimero racional ¢, > 1, tal que

hr <t s <lol*+e
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y un namero racional ¢, > 1 tal que
e <ltyv <t 7 <Hrf*+ e

Es claro que debe ser ¢, < t,, y entonces si se toma s = £,/¢, > 1,
- resulta

Bl <ltzlP<<lstril=1t v <hal"+e
y esto prueba 5.1 para la F-norma || {[* en este segundo caso. .

7. TreoreMA. — Cada A-mdédulo F-normado preconvexo Y cuya
F-norma es regular es un A-mddulo F-normado convexo.

DEMOSTRACION.—Si

e =1, 2, >0, v, €Y para E=1,.. n,

k=1

entonces, teniendo en cuenta la proposicién 2 y la propiedad 1.5 de
los A-médulos F-normados preconvexos, se deduce que para cada ni-
mero racional ¥ > 1 es

”n 7
o.
|3 g 3% o] < e 1rs
k=1 k=1

1Lk <Ln

Bastarid probar que cuando la F-norma es regular, se verifica

inf{ max {ry,|:7€Q,r>1}= max [y,
1gkgn 1£kLn

Para probar esto supongamos que

[, = max [yl
1£LkZLn

entonces, dado ¢ > 0, se tiene

Iy l<liy,l+e para. k=1,..mn,



de ‘modo que para cada k,1.< k'<m, al ser la F-norma. regular,
existe #>> 1 racional tal que

19l <Innl <l lte

Si ¢ es un nimero racional que verifica

1<t< min 7,
1Lk gLn

y si s = ¢/ <1, se obtiene

Dol <D el = Dse e | <07l <19 +e para k=1,.,m

‘Entonces resulta

inf{ max [ry||:7€Q, r>1} g max [l <ivl+e
' lghgn 1LELn

y de aqui se deducé

inf{ max [ry.):r€Q r>1}< max |y
1LbLm- 1LkLn

La desigualdad en el otro sentido es evidente.

8. TEOREMA, — Sea Yun A-mddulo F-normado. Sea X < B (Y)
'ﬁn37'sabM6W10'» s-ihvaviante que wverifica ax € X para cada a € A y
x€X “qie contiene lis sucesiones de recorrido finito. Si ewiste un
limite generalizado de Banach Lim sobre X, entonces se puede dotar
a Y de estructura de A-mdédulo FE-normado preconvexo si se define

ey =Lim([(n+1a]l—[nal)y,
para'cada ¢ €R ey €Y (2). .

-DeMosTRACION.—Evidentemente, si

v, =(n +1L)al —[rnal)y,

(2) [A] designa el mayor entero menor o igual qtie el nitmero real A.
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-entonces (y,) es una sucesién de recorrido finito, y el producto
(@, ¥) > oy que se ha definido verifica las propiedades 1.1, 1.3 y 1.4
como consecuencia de las propiedades del limite generalizado. Vea-
mos las restantes propiedades:

1.2

@+ B y—ay—B8y=Lim([n+1) o+ B8] —[n@+ BNy —

n

—Lim ({2 + 1) o] — [n 2]}y — Lim (I(s + 1) 81 — (2 81 y =

n n

= Lim (g, ,—=z,) =8,
o

donde la sucesién (z,.) definida -por

z,=(ne+ Bl —(nal—[nBhy

tiene recorrido finito.

1.3. En primer lugar, hay que tener en cuenta que bajo las
hipétesis consideradas se deduce que el A-mdédulo F-normado Y po-
see las propiedad P, para cada n€ N, pues dados w,, ..., ¥, ele-
mentos de Y, si y = Lim &, donde (2,) es la sucesién de recorri-

do finito definida por zn = ¥ cuando % = k (mod 7}, se verifica:

ol < max Iy #y = Lim (Zpnyy + I T zm+n) =y + ...+,
1LkLn "

y ademas y es el tnico elemento de Y que verifica esta dltima con-
dicién, pues si # v = 0, entonces la sucesidon (k 3’} toma sblo un
namero finito de valores y resulta

¥ =Lim((k+1Dy —ky) = Lim(k +1)v —Limky = 0.
& £ &

Noétese que si « € Q, el producto (w, ¥) b—> « ¥ que se ha defini-
do es tal que si = = m,/m, entonces a2y es el tinico elemento de
Y que verifica m (ay) = m, v. Teniendo en cuenta esto, resulta

que si

Wlk

€Q,0, >0 para k=1,..,mn

o, =
k
m
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y si
2 st
i=1
entonces
” 1 1 )
G V|| =1 O y)+ ..+ — (m y) max ||y, I
I ,Zl e | H — (m, 3, - < max 5l

como consecuencia de la propiedad P,,.
Sea ahora #,€R, o > 0 para k=1, ..., n con

n

Zak < 1.

k=1

Si

a, = [(m+ 1) 2,1 — [m o] para k=1, ..,#n

y cada m € N, pongamos

ak(\m) + ak(m+1) + o+ ak(m+p_1)

rm, p) = P (» € N).

Se tiene

™ + @D D < [+ p) 0] — [may] <

Ko m+p)—(em—1) =a, p+1

n

Si tomamos p > donde

1-—g ’

@ = Zak<1,

k=1
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resulta

- 1 & ap + u
7'k(m,P)<-—- (akp'l_l): —_— 1
2 r

k=1 #

Teniendo en cuenta el resultado que acabamos de obtener cuan-
do w. € Q para £ =1, ..., m, resulta:

&=1

[ 2 wonl=rm Soen]=

Ye

L (ak("‘)-l-...-i-ak("”‘*’”"l) ) <
K=1

b4

m

< sup “ Zn‘rk (m, p) ¥, n < max |yl
” k=1

1Lk L2

pues

re(m,p)<l y 71 (mp)€Q para k=1,..,mn
k=1 :

Esto termina la demostracidn.

9. ProproSICION.—En las condiciones del teovema 8, si existe un
Umite generalizado de Banach sobre X vy se dota a Y de estructwra
de A-mddulo F-normado preconvewo del modo indicado en dicho teo-
rema, entonces se verifica lo propiedad 3.1 para el caso n = 2,

DEMOSTRACION.—Teniendo en cuenta lo que se ha visto en la de-
mostraciéon del teorema 8, sblo queda por probar que siw, +«,=1 con

a, >0, a2‘>v0, e, §Q 0, €Q,
entonces

le, 9, +a,9, [ < max [y, |.
1=1,2
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En efecto, si
T)={n€N:dmeN, no, <m<(n+1a} (:=1,2)
es ficil ver que
e, D=[n+Del—[ne]=1

si y s6lo si n € T (u;). Obsérvese que 2,?, ¢, sdélo pueden tomar
los valeres 0 y 1, pero no pueden tomar simultineamente el valor 1,

pues si fuese «,*% = «,'® =1, entonces seria .
; , ; et

WET () Ty
de modo que deben existir m, € N, m, € N, tales que
e, <m <(n+1a y e, <m,<(z+1)a,;
. pero en este caso resultaria

n << m +m2<n+1,
lo cual es absurdo. Entonces

flog 3y + 2,9, 1= Lim (@, Dy, +e,®y) | <

”

<sup e, My, +o, Py, || < max [y |

n i=1,2

10. ProPOSICION.—Sea Y un A-mddulo F-normado convexo (o
un A-mddulo F-normado preconvexo con el producto (2, y) l—a ¥
definido como en el teorema 8). Entonces se werifica la propiedad
P, para cada n€ N.

. : 1- .
DemosTrRACION.—Dado ¥ €Y, sea o =, entonces si ¥ =« %
- [/

se obtiene n ¥ = vy, Ademis este elemento 4 € Y es unico, pues si
ny =0, se deduce .

0= — (ny) =y
n



Si Y es convexo, como consecuencia de la propiedad 3.1 résulta

1
O et < max g

1Lk Ln

Si Y es preconvexo, pero la estructura de A-modulo preconvexo se
define como en el teorema 8, ya se vio en la demostracidon de dicho
teorema que se verificaba la propiedad P, para cada # € N.

11. TeorEMA.—Sea Y un A-mddulo F-normado. Si existe So-
bhe « B (Y) un limite genevalizado de Bamach Lim, entonces Y es
completo y se puede dotar a Y de estructura de A-mddubo F-norma-
do preconvexo y por tanto de estructure de A-médulo F-normado
convexo si se combia la F-norma por otra F-norma equivalente.

DEMOSTRACION, — La primera afirmacién es consecuencia inme-
diata de la proposicién 1.10; y la segunda es una consecuencia del
teorema 8, del teorema 7 y de la proposicién 6.

En el siguiente apartado nos proponemos dar una definicion de.
integral para funciones con valores en un A-mddulo” F-normado
convexo y completo, requisito previo para poder probar luego la
existencia de limites generalizados de Banach sobre = B (Y) cuando
Y es un A-médulo F-normado convexo y completo, resultado que
viene a ser en cierto modo reciproco del teorema 11 que acabamos
de establecer,

§ 2. INTEGRACION DE FUNCIONES CON VALORES EN UN A-MGDULO
' ' F-NORMADO PRECONVEXO Y COMPLETO

En todo este apartado designaremos por T un conjunto no va-
cio y por A un algebra de subconjuntos de T y ¢ una medida so-
bre #A, positiva y finitamente aditiva tal que p (T) < o0. Una par-
ticién de T es una familia I =(E,, ..., E,) de subconjuntos E, € HA
(2 =1, .. m tales que

”
UEk=TyEkﬂEj=¢ si kR£7.

k=1
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Denotaremos por D el conjunto de todos los pares: (v, II), donde

U= (E,..E,) e una particion de T y donde = = (¢, ..., t.)

con t,€ E, para k=1, ..,% En D se define la siguiente relacién

de preorden, (r, I) < («, I") si y s6lo si para cada j € {1, 2, ..., m}

existe k (j)€ {1, 2, ..., n} tal que E’; < E;(;, siendo
n=E,..E) y II'=(E,.,E,).

1 n

Entonces D es un conjunto dirigido con esta relacién de preorden.
Si ahora Y es un A-mddulo F-normado preconvexo, para cada fun-
<ién x : T > Y se define su red asociada (#,) asi:

&, = k2=1 #(E,) # ()

<uando d = (r, II), siendo
T = (tl, ooy tn)’ 1= (El’ . En)'

12. DeFiNicION.—Si Y es un A-médulo F-normado preconvexo,
wna funcién x © T > Y se dice que es integrable si para cada ¢ >0
existe una particion de T, II. = (E,; ..., E,) tal ’que cada # (Ev)
{k =1, .. n) tiene didmetro menor que e.

18. TrorEMA.—Sea Y un A-mddulo- F-normado preconvewo,
Para cada funcidn x : T = Y integrable, la red asociada (x4) es una
red de Cauchy

DEMOSTRACION. — Sea # un nmero racional tal que u (T) < r.
Por ser x integrable, dado ¢ > 0 existe una particién

. = (&, ...E,) -

de T tal que cada x (E,) tiene diAmetro menor que e.

Tomemos’ #, € E, (k=1,..,n) y sea == (¢, .., t) v d=
= (v, II). Probaremos en primer lugar que si d' > d, d” > d, en-
tonces

< el

. 1
;A -z
s arr
” r
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" En efecto, si
@o= () Y @ = T,
donde

P e U I = (), e, B), o7 = (87,0, 87), TI” = (B, ., E”)

como .
- [
S p(E) = 2 wE/ N E"
i=1
resuita
r »,¢
Zg = Z w(E) 7 () = Z w(ENEM 7 @),
i=1 =1 .
Analogamente se obtiene
. A'{ - .
L Eg = #(E/ N EY) x ¢7).
i j=1

Teniendo en cuenta la proposicidén 2, resulta

1 1 »,.4q 1
— = D (Tu &, 0 E,-”)) @ (t)— 5 ().
=1 ) _ '

r r

En esta suma sélo hay que tener en cuenta los sumando para los
que E/ N E;” 54 ¢; pero para estos términos, E’;, E;” estan conte-
nidos en un mismo E, de didmetro menor que ¢, lo cual implica

Nren—r e <e

Como consecuencia de la propiedad 1.5 de los A-médulos F-norma-
dos preconvexos, se deduce

1 x
Txd,——— arr <e



— 599 —

si d > d, d” > d. Esto prueba que (—i— ;rd)es una, red de Cauchy.
Como consecuecia de Ta propiedad 1.5 se deduce también que

[ryl <@I+DyI

para cada y € Y, y por tanto (#4) también es una red de Cauchy en
el A-mo6dulo F-normado Y.

14. DerFiNiciON.—Sea Y un A-mdédulo F-normado preconvexo y
comp'eto. Para cada funcién integrable # : T - Y se define la in-
tegral de x sobre T como el limite de la red (#,) asociada a # y se
escribe : .

S C: 20 f dypx (t) = 11m Xy = hmZ' (Ek) k7 (tk) (d = (,. H)) :

k=1
T

" 15. PRrOPOSICION.—Si H es el dlgebra de todas las partes de T,.
entonces son integrables todas las funciones x : T > Y cuya ima—
ben x (T) es wn comjunto totalmente acotado en el A—modu,lo F-nor-
mado preconvexo Y

DeMostrACION.—Dado ¢ > 0 puede recubrirse & (T) con un ni-
mero finito de bolas, B,, ..., B,, de radioc /2. Si

F, = #-1 (B) (E=1,.., 1)

si se toma II. = (E,, ..., E,), donde

k-1

E, =F, k_F—UF s 1<k<n,

se verifica que cada x (E.) tiene didmetro menor que ¢ y por tanto
x es integrable.

16. ProPOSICION. — La integral definida por 14.1 cuando Y - es
un A-mddulo F-normado preconvexo y completo y cuando x: T->Y
es wna funcidn integrable tiene las siguientes propiedades:
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16.1. f du(x () + 7, (B) = f dyx, () + f dux,(t), para

J o
cada par de funciones imtegrables x,, x,.
16.2. fd p(ax(t) = af dy x (t), para cada funcidn x inte
1 T

grable y cada a € A.

]dgm(t) |

7> u(T), y para cada funcidn x integrable.

16.3.

< sup [ra{t)ll, pora cada 7€ Q tal que
teT

DemoOSTRACION.—Es evidente que la suma de dos funciones in-
tegrables es una funcién integrable y la propiedad 16.1 es inme-
diata. Si una funcién » T > Y es integrable, también lo es la
funcién @ #, pues dado ¢ >0, si 3 es tal que | @ # || < e cuando
x| <3 ysills = (E,, ..., Ei) es una particién de T tal que cada
& (Ey) tiene didmetro menor que 8, se deduce que ¢ x (E,) tiene dia-
metro menor que e. Entonces la propiedad 16.2 se deduce ficilmen-
te teniendo en cuenta la propiedad 1.4 de los A-mddulos preconve-
x0s y la continuidad de la aplicacién y -> ay. Por dltimo, 16.3 es
consecuencia de la continuidad de la norma y de la relaciéon

— nﬂ /"(Ek) .
EARY Z(——) Cre < mx fre@l<
< s [re@].

tel

17. ProprOSICION.—Sea M€ A 'y sea x: T > Y la funcidn de-
finida por x (t) =0 si t § M, x(t) = x, si t€ M, donde x, es un
elemento del A-mdédulo F-normado preconvexo Y. Entonces x es in-
Lrable v se tiene

B ETIORVT P
T

DEMOSTRACION..—Sea d, € D, donde d, = (1, II,), siendo M, =
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= (E,% E,°) con E" =M, E,” = [M. Entonces x (E,°), ¢ =1, 2,
tienen didmetro nulo y # es integrable. Si d > d,, se tiene

n n

7, =Z A(E) () = 2 p (B, N # (8) = p (M) 7,

k=1 k=1

y la red (#,) asociada 2 & converge a p (M) «, (aunque Y no sea
completo). . s

Un subconjunto M de un A-médulo F-normado convexo Y -se
dice que es convexo si se verifica que

Y, € M
k=1
para cada subconjunto finito {v,, ..., ¥.} € M, cuando
n
oy = 1
k=1

¥ oz > 0 para k =1, ..., n. Hay que hacer notar que al no valer
la propiedad 2z (By) = (@B)y (=, B€ER, y€Y) en los A-médulos
F-normados convexos (ver ejemplo TII.14) no basta con dar la de-
finicién de conjunto convexo para el caso # = 2, como suele ha-
«cerse* en los espacios vectoriales reales.

Es evidente que cada hola cerrada es un conjunto convexo como
«consecuencia de la propiedad 3.1. Se define la envoltura convexa
M* de un conjunto M C Y como el minimo conjunto convexo que
que contiene a M y es la intérseccién de todos los conjuntos con-
vexos que contienen a M. Obsérvese que si se define

C(M)=3 Zn"akyktak>0, YV EM, (B=1,..,n) Zn "k:l’”'e]Nz

k=1 k=1

por la razén que hemos indicado antes, ¢ (M) no serd en general
un conjunto convexo, de modo que ¢ (M) M¢, verificAndose
¢ (M) < M*°. Si M es convexo, entonces ¢ (M) = M* = M,
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Si M <Y es un conjunto convexo, entonces M también lo es,

pues si {3y, v B} M, i >0 (B=1,...,m) y

entonces’ dado >0 existen 4;'€ M (k=1,..n) tales que
l've—v% ]| <ey por tanto :

n n

-1 /
”2.' X Ve — E akyk’ < max |yl <e
k=1 £K=1

1Lk Zn

Como

n

Zak ¥ €M,

k=1

esto prueba que

.
a, ¥, € M.

k=1

Como consecﬁenda de esto, si M C Y, es evidente que M° es el
minimo conjunto»cerrado convexo que contiene a M, y le llamare-
mos envoltura cerrade convexa de M.

Una vez introducidas estas notaciones, exponemos la siguiente
proposicién, que da una interesante propiedad de la integral.

18, ProrosiciON.—Sea Y un A-mddulo  F-normado convexo

completo y x T > Y una funcidn integrable. Si p. (T) es racional,
entonces lg integral

f dpux ()
T
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es un punto adherente a ¢ (i (T)x (1)) y por tanto estd em la en-
woltura cerrada convexa de p (I)x (7).

DeMosTRACION.—Si p. (T) = r€.Q, para cada d€D se tiene
x4 € ¢ (rx (1)), pues

i I (Ek)

7

(7‘ & (tk))

Xy =
k=1

«en virtud de la proposicién 2. Entonces

fd,ux(t):limxd

o d

s un punto adherente de este conjunto.

19. COROLARIO. ——Fn las condiciones de la proposmon 18 se
verifica
N fd poa (1)

DemosTtraCION.—Evidente, pues la envoltura cerrada convexa de
r & (T) estd contenida en la bola cerrada convexa B¥* (0, p), donde

< sup 1} rE (t) I, donde » = ¢ (T)€'Q.

teT

p = sup |7 () .
teT

20.. ProprosiciON.—Sea Y un A-mdédulo F-normado preconvexo
completo que verifica: .
201, o« (BY) =8 (ey) cuondo «,3 €R, y€Y.

Entonces, si x : T—>Y es integrable, se cumple:
20.2. [dp. (ax () = 1[@’ g x (t) para cada = € R
DeMosTtrACION.—Inmediata, si se tiene presente la definicién de

la integral y la continuidad de la aplicacién y —> a y (proposmon 2),
pues evidentemente « & : T — Y también es integrable.
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§ 3. LIMITES GENERALIZADOS DE BANACH SOBRE SUCESIONES
TOTALMENTE ACOTADAS EN UN A-MODULO F-NORMADO CONVE-
X0 COMPLETO

Utilizando los resultados del apartado anterior referentes a la in--
tegral de funciones con valores en un A-mddulo F-normado convexo
" completo, respecto de una medida positiva finitamente aditiva, pro-
bamos el siguiente teorema que habiamos anunciado al final del § 1..

21. TEOREMA.—Si YV es un A-modulo F-normado convexo com—
pleto, existe un limite gemeralizado de Bamach sobre = B (Y).

DEMOSTRACION.—Sea Lim* un limite generalizado de.-Banach so--
bre B (R); si para cada subconjunto M c N se define p (M) = -
= Lim* M,, donde (M,) es la sucesién caracteristica de M (M, = 1
sin€M, M, =0sizg M) es facil comprobar que ¢ es una medida.
positiva finitamente aditiva sobre el &lgebra & de todas las par-
tes de N. - '

Para cada sucesién (x,) € « B (Y) existe la integral

fd,ux(n)

N

como consecuencia de la proposicién 15. Se define entonces:

Lim », = f dpx(n).

n N

Seguidamente comprobamos que Lim es un limite generalizado de

Banach sobrer B (Y). Se verifica:

1) Lim (¢ #, + b y,) = ¢ Lim %, + b Lim v, como consecuencia de-
las propiedades 16.1 y 16.2 de la integral.

i) Lim#, = &, cuando #, = ¥, para cada #n€ N, en virtud de:

la proposicién 17, pues p (N) = 1.
i) || Lim &, || < sup || #, ||, esto es, precisamente la propiedad

19.1 cuando » = 1.
iv) Lim#, = Lim #,,,.. Es consecuencia de que la medida fini-
”n

n
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tamente aditiva p definida sobre el algebra de todas las partes de N
tiene la propiedad p (M) = p (1 + M) para cada M < N. Para pro-
bar iv) consideremos la aplicacién ¢ : D - D definida por

o (I = (', I,

siendo

P=@a +1 o, + 1), I =({1LE +1,.,E,+1)

cuando

T = ("1’ s )y I = (E1’ s Ep).

Esta aplicacién verifica las dos condiciones siguientes:

1) d, <d, => od, <sd, evidente,

2) Para cada d; € D, existe d, € D tal que s d, > d,. En efecto:
si &, = (v,,11,), donde

Tl = ( 17 mq): H = (Fl’ AARE S Fq)!
podemos suponer que 1€ I, y distinguimos dos casos: a) F, = {1},
entonces m, = 1 y basta tomar d, = (1, II,), donde

T, = (m

—1,.,m,—N,10, = (F,—1,..,F,—1).

2

b) Si F, %4 {1} como hemos supuesto que 1€ F, resulta que F,
tiene al menos dos elementos y puede suponerse que M, 7% 1; en-
tonces basta con tomar «d, = (r,, II,), donde

r=0m —1, . m—1). I, =¢F, —1}—{0}, F,—1,...F,—1),

2

puesto que asi se verifica
ol M) = (L, m, ymy), (1}, F, —{1}, F, ., F))
y evidentemente se tiene

o (72, Hz) > (71, Hl)‘
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Sea ahora x,* = x,,, para cada #n € N,

= Li + = i +,
X, Limwx,, z, Lim Ea
n n

Para cada d€D:

14 »
pgt = Z (B #+ (n) = Z p(E, +1) % (n +1) =2,

k=1 k=1

-pero las propiedades 1) y 2) muestran que (#q4) es una subred de la
red convergente (x,), y entonces se obtiene

zt=limsrt =lims,, =limz, =7z,
2 a d

.0 sea

Lim Ty = Lim #, .
n n

22. PROPOSICION.—Si ¥ es un A-médulo F-normado convexo y
Lim un limite generalizado de Banach sobre © B (Y) construido como
en el teorema 21, se werifica que para (x,) € B (¥Y) el puinto
X, = Lim x, es adherente o cada c (Sy), donde Sy = {%, : n > k}.
Entonces x, es un punto de la envoliura cerrada conexa STk de
cada Sk.

DemostrACtON.—Consecuencia inmediata de la: proposicién 18 y
«de la propiedad

Lim#, = Lims#, ,
n n

para cada k€ N.

23. ProposictON.—En las mismas hipdtesis de la proposicion 22
Se verifica que para cada (x,)€ v B (Y) el punto x, = Lim x, es ad-

”

herente a ¢ (H), donde H es el conjunto de los puntos de aglome-
racion de la sucesidn (x,). Entonces x, es un punto de la envoltu-

+a cerrada convexa H° de H.
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DeEMOSTRACION.—Si (#,) € = B (Y), el conjunto S'={x, : € N}
se puede recubrir con un numero finito de bolas cerradas

B,* (2, ¢/4) (k=1, ..., m)
de radio prefijado ¢/4. Si el conjunto

HQ B* (=, /1)

es vacio, se deduce que
{ne€N: 2 €B"(z, ¢4}

es un conjunto finito, pues en caso contrario existiria una subsu.
cesién (x"/,) con “

%, €B* (2., /%)
k

para todo k € N, que por tener recorrido precompacto en Y com-
pleto, tendria un punto de aglomeracién en B,* (2, ¢/4), en contra
de la hipétesis,

Entonces, si se considera la sucesién (#,,,), donde p es un
ntimero natural fijo tal que

p>max{n€N:x €B¥(, ¢4}
es obvio que su recorrido estd recubierto por

B,* (z,. o/4), (k = 2, ..., m).

Esto prueba que si se considera la sucesién (#,,,) con p sufi-
ciente grande (que tiene el mismo limite generalizado y los mis-
mos puntos de aglomeraciones que la sucesién (x,)), entonces se”
puede prescindir de todas las bolas tales que

B,* (5, ¢/4) N H = ¢.

Por esta razon puede suponerse que esto no sucede para ninguna
de las bolas: sea entonces

h €B* (5, /HNH  (k=1,..,m)
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Teniendo en cuenta.la proposicién 22 se deduce que existe

»
z = ZaixiEC(S) con a, >0, Zaizl)

i=1 i=1
tal que
€
Iy =l <5
Sea
7€ B 4y (B 1y /%)
y

r4

Z = Zai T 1y € € (H)..

i=1

Se- obtiene asi

e, =l <l#~sl+le=s | <e2+| ﬁam—hk(,,) | <

i=1

< e/ 2+ max I xi—hk(i) g <€/2 +e/2 =&

1zig

Se ha visto en el teorema 21 que si Y es un A-médulo F-norma-
do c¢onvexo completo se puede construir sobre t B (Y) un limite ge-
neralizado de Banach Lim a partir de un limite generalizado de Ba-
nach Lim* sobre B (R), utilizando la integral definida en 14.1.

Por otra parte, el teorema 11 muestra que cada limite generali-
zado de Banach sobre © B (Y) permite definir en Y una estructura
de A-moédulo F-normado preconvexo. El siguiente resultado es in-
teresante iﬁorque muestra que el limite generalizado construido en
el teorema 21 nos define sobre Y la estructura de A-médulo F-nor-
mado preconvexo original, cuando se procede como en el teo-
rema 11,
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TeEOREMA.-—Seq YV un A-modulg. F-normado convexo y comple-
to y sea Lim un limite genevalizado de Bamach sobre © B (Y) cons-
trutdo como en el teovema 21. Entonces para cade =€ R vy cada
y€Y se verifica

oy =Lim ([(n+1)2]—[na])y.

n

DEMOSTRACION.—Se sabe (3), que una condicién necesaria y su-
ficiente para que el valor de los limites generalizados de Banach so-
bre una sucesién (3,) € B (R) sea constante y valga « es que

1
lim 7(8n+8 +"'+8n+p_1)=°‘

7
b4

uniformemente en #. 7

Como cada némero real » puede porierse en la forma o =
+ ¢ con [2] entero, O < ¢ <1, basta probarlo cuando 0 <
Sea

5, = [(n+1)a]l — [nal.

Evidentemente (3,) € B(R) y

1 n+ p)al—[nal
7(8n+8n+1+'”+5n+l’—1): {)
Como
pa—1- 1 ‘ pa+1

P 7 @, + ...+ Sn.+p_]) <

b4 b4

para cada p € N, se deduce que
1

lim — (3, + ... + 5n'+»-1) =a
s P

uniformemente en #. Entonces Lim* §, = « para cada limite gene-
" N
ralizado de Banach Lim¥* sobre B (R).

(3) Véase (14).
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Como (8,) es la sucesion caracteristica del conjunto

T,={n€N:3=1}

se obtiene

a= Lim*3 = u(T,),

donde p. es la medida finitamente aditiva asociada a Lim¥*. Teniendo
en cuemta la proposiciéon 17, resulta

thM+Da}—MaDy=Um@J)=fdﬂ@ﬂ0=ﬂﬂwy=ay

n
N

25. PROPOSICION.—Sea Y un A-mddulo F-normado convexo y
completo. Sea Lim un limite generalizado de Bamach sobre « B (¥)
construido como en el teorema 21. Una condicion necesarig y sufi-

ciente para que se verifique « Lim x, = Lim (v X,) para cada (x,) €
. n n

€xB(Y) vy «a€R es que se verifigue « By) = 8 (xy) para todo
y€Y, «€R y peER.

DeMmosTRACION.—Como consecuencia de la continuidad de la
aplicacién y b—> 2y se deduce que (a #,) €t B (Y) cuando (+,)€
€7 B (Y) y 2€R. La condicién expuesta es necesaria, pues si

By =l +DBI—[2p] vy o, =In+1el—(nal,

del teorema 24 se deduce

2(By) =« (LimB,y) = Lim a(8y) = Lim 8, (@3) = B («¥).

También es suficiente, pues

aLim.xn=afd,ux(n)=fd,t(ax(n))=Limaxn

”n
como consecuencia de la proposicién 20.

(Continuard)



