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CapituLo 111
§ 1. A-M6DULOS F-NORMADOS CONVEXOS CONTINUOS

Ya se probd {(proposicién I11.2) que en un A-médulo’ F-normado
preconvexo Y simpre es continuwa la aplicacién v — « 4 para cada
x» € R. Lo que no es cierto en general es que también sea continua
Ta aplicacién o (—» 2y para cada ¥ € Y (véase ejemplo 13). En este
-capitulp se estudiarin los A-maddulos F-normados convexcs para 1os
-que esta dltima aplicacién es continua, Notese que si sucede esto en
un A-modulo F-normado preconvexo, entonces la norma es regular
'y por tanto es convexo de modo que en este ¢aso no cabe la dis-
‘tincidn entre éstos dos tipos de A-mébdulos,

1. Deriyicion.—Se dice que un A-médulo F-normado convexo
¥ es continuo si !a aplicacién de R en¥, a}— « y es continua para
cada y €Y. X '

2. ProrosiciON—~—Ung condicién necesarin para gue el A-md-
dulo F-normado ¥ sea convexo continuo es que se verifique lo pro-
pledad Py para cade n € N v que '

iim kA =0
o o

tare todo y €Y.
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DeMosTrACION.—Evidente si se tiene en cuenta la proposiciém
I1.10.

3. TeomEMa.—Una condicién suficiente para que el A-mddulo
F-normade completo ¥ seq convexo continuo es que se verifique lo
propiedad P, pare ceda n € N y que

wn 1L =0
o u

pora coda y€ Y,

DEMOSTRACION.—Para cada » € K y cada ¥ €Y se define ¢! pro-
ducto

o Inal
zy = lim ( }’)y

n n

(% o]

timite que existe por ser ( y) una sucesion de Cauchy en Y

completo. En efecto, si £, ¢ son nGmeros naturales v si
m=qlpal—plgn]

se tiene

1
?

ta B

™ '_I[#a] . (g «]
i |1 » g

51 p << ¢, pues

[ al pal+1 [gal fgal +1

< . o =
P < o g < 9

m

Entonces ";—"’ < 1 y como consecuencia de la prdpiédad Pe se de-

duce

¥

b4

» YT 2T

’

' [#a] S

'
=
?a
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pero

%H <& si p > n para cierto n.€ N, pues

lim |— | = 0.
” ”
Entonces si g > p > n. se verifica
[# ] fg 2]
y P T s

El producto («, ¥) > a ¥ que se acaba de definir tiene las pro-
pledades deseadas 1.1, 1.2, 1.3, 1.4 y 3.1 del capitulo II,

Las propiedades 1.1 y 1.3 son evidentes.
12, @+8y=ay+py, pues

ila+By—ay—By|=

[7(a+ B8] (nal + [=8] ‘

” " #

sﬂ
lim — ¥
”

« lim
n

pues
8, =[nle+pl—[ne]—[n8]

sblo toma los valores 0 6 1.

14. «{ay) =a(xy) es consecuencia de la continuidad de la
aplicacién ¥y ——» e v (¢ € A) y de la propiedad 7 (@y) = 6 (r ¥), que
evidentemente se verifica cuandoe r € Q.

3.1.

- n
| 2 anl< mex 150
k=1 1£kéﬂn



<uando ¥, €Y, e > 0...(k =1, ..., n),

pues

13 s = ” S 2L, | -
k=1 kE=1 & ;

oy [h el . oy [he]
= || lim : Ve || & lim PR < max | ¥,
h k=1 k R k=1 1Lk AR
ya que por la propiedad P, se tiene
n
[ o]

> | < mex |
k=1 1£k£n

por ser

n
D el < b
A=1
Queda por probar la continuidad de la aplicacién « — « y para

m

cada y€Y. Dado >0, sea m €N tal que

’ < e; entonces

1
s | a < gl resulta

y. :
Sl e,
m

| ¥
ot o2 | <

pues |ma | <1, Esto prueba la continuidad en = = 0, La conti-
nuidad en cualquier otro punto «, se deduce poniendo

-4 yl—an:y = (a —au) y"
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© Si se compara este teorema con el teorema 1.38 se observa que
€5 un respltado mis fuerte qus aguél, puesto que la hipdtesis de
ser Y completo es mas débil que la hipétesis de la existencia de un
limite generalizado de Banach sobre B (Y) (proposicién 1.10). Parte
«de la demostracion del tecrema 3 (verificacién de las propiedades 1.1,
1.2, 1.3, 1.4 v 3.1) es igual que en la demostracidn del teorema 1.38.

-4, ProvrosSicion.—St ¥ es wn A-mddulo F-normaedo convexo

continuo completo, entonces ewiste sobre © B (¥) un Umite genera-
ligadop de Banach Lim gue werifica

o Limx, = Limax,
n o

pore cade (Z) € B (Y) vy cada ¢ € R,

DEMOSTRACI(SN —Al ser Y convexo continuo se deduce de la pro-
Pposicién I1.2.1. que se verifica

(@B8ly=c(B5) =gy

para cada y€Y, «€R y g§€R. El resultado cntonces es conse-
<uencia de la proposicion I1.25.

5. PROPOSICION.~Seq ¥ wn A-médulo F-normado completo tal
que se verifica la propiedad P, para ceda n€ M, donde M = N es
wun conjunto infinito, v tal que -

R
b [[—

neM

pora codo.y €Y. Entonces ¥V es wn A—mddulo Fnormado convexo
€CONLRUO.

DeMOSTRACION.—Si suponemes ordenadOS 1os elementos de M en
orden creciente :

M={m,m, .m, .}



— 68z —

la demostracién es andloga a la del teorema 3 con meodificaciones:
obvias, definiendo el producto

[, ]
ay = lim—————y,

® My,

6. COROLARIO—S? en ¢l A-moduls F-normade completo ¥V se
verifica lo propiedad P, pare codo n€ M y i

¥

It

lim =0

ug M

pove cade vy €Y, donde M-C N es un conjunio infinito, emtomces
también se verifica ln propiedad P, para coda n€N, y

7 l =

o

¥y
b3}

pare ceda y €Y.

DesostrRACION.—Como Y e5 convexo continuo como consecuen-
cia de la proposicién 5, e] resultado es consecuencia de la propo-
sicién 2. ' '

Obsérvese que como consecuencia de este corolario es posible de-
finir, como en el teorema 3, el producto

[# 2]

Rn

ﬂ*}':]im
n

.

[, al

ro como | ————
pero como (=

n

[5al
J') es una stthsucesidén de la sucesion ( - }',F
resulta que

[m, o] [# 2]
ey =lm——— 9 =lim
L mn n

y=a %)
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% 2. CARACTERIZACION DE LOS A-MODULOS F-NORMADOS COVEXOS
' CONTINUOS

7. TEorEMA. — Sea ¥ un A-mddu’o F-normado convexo conti-
o, Entonces ¥ es un espacio vectorial veal y la topologia definida
en Y por la F-norma es compatiblé con la estructura de espacio vec-
torial de Y, de modo que Y, con esta topologia es un espacio vec-
tborigl real localmente convervo metrizable.

DEMOSTRACION.—Y es un espacio vectorial real, pues se verifi-
«ca o (By) =(eP)y para cada y€Y, »€R y B€R, segtin se indi-
¢ en la demostracidn de la proposicién 4. La topologia definida en
'Y por la F-norma es evidentemente compatible con la adicién, como
-consecuencia de la propiedad triangular de la F-norma, También es
-compatible con la ley externa («, ¥) >« ¥, pues

ay—eg ¥y, =le—a) ¥, +a Y—¥)+ l@—o}y—2u)
-y.dado ¢ > 0, existe 8, 0 <C8 < 1 tal que si | x—a, | <8, entonces
&=y, [l <«
Entonces si se toma
fy—u,ll<e la—a |3,
resulta

loay-—a, v |l < ¢ (3 + )

Entonces Y es un espacio vectorial topoldgico, en el cual la su-
-cesion de holas

B, ={y€Y:llyl<1/n}

-es un sistema fundamental de entornos de 0, numerable, formado
-por conjuntos equilibrados convexos y absorbentes, ya que cada bola
B, es convexa como consecuencia de I1.3.1, absorbente por ser con-
‘tinua la aplicacién « — 2 y para « =0 y equilibrada por verificarse
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leyl<ly] si0O<a<lyly|=|—uyl Esto prueba que Y
es un espacio vectorial real localmente convexo metrizable.

Seguidamente nos proponemos probar un resultado reciproco de-
este (ltimo, que nos permitird caracterizar los A-médulos F-norma--
dos convexos continuos como espacios vectoriales reales localmente-
convexos metrizables, El problema es el siguiente: si Y es un espa-
cio vectorial real localmente convexc metrizable, se trata de encon-.
trar una métrica d sobre Y que defina la topologia localmente con--
vexa de Y. Esta métrica d deberd ser invariante por traslaciones y-
cumplir el requisito de que las bolas cerradas definidas con dicha mé--
trica sean convexas, Entonces, si se define

Jol =d w0

resultard que |j | es una F-norma sobre Y, para la cual Y es un A--
mébdulg F-normado convexo continuo, si se toma como anillo A un-
anillo de aplicaciones ¢ : Y - Y lineales y continuas. E] probar que
existe una distancia d en Y con estas condiciones es algo laborioso.
El método que utilizamos para construir esta distancia estd basado-
en el que se expone en la demostracién del teorema de metrizacion:
de grupos topoldgicos (no necesariamente abelianos) del libro (9).
Antes de probar el resultado que se ha anunciado, son necesarias.
algunas definiciones y lemas de caracter técnico.

Si Y es un espacio vectorial real localmente convexo metrizable,.
se sabe que existe en Y un sistema fundamental de entornos de Os
numerable {U:} que verifica:

a) [ U = {0}

keN
by Cada 9, es convexo absorbente y simétrico.

¢) Uiy, + Ur,, < U, para cada k€ N.
Por razones de notacién convenimos en poner

Uy =Y. U, ={0}

Para cada % € N sea

1
V(*é:) =Y, V() = cl[m.,V(l) =?,[0,.
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y para cada nfimero racional diadico

™ +I...+ o, O<k <..<k) .0<:r<1

definimos

1 1
V(r):V( 2, )+'"+V( 2t, )

Tenemos definide V (r) para cada nimero racional diadico
r€ [0,1]. Si r > 1 se define V (r) = Y, Para algunag de las demos-
traciones que siguen es conveniente introducir la notacidn siguien-
te: sl #> 0 es un niimero racional diadico, se define = (¥) = 0 cuando

r=00cr>1 vy () =n cuando

1 1

+ .+

p y O<h <..<k,0<r<l)

8. LEMaA.—Si r, s som racionales diddicos y 0 <1 <s, enton-
ces V(r) <V (s). ‘

Demostracion.—Es evidente si ¥ =0 o si s » 1. Sean pues,

1 1 1
br<s<<l,r=—"+4+..4+ — , 5= v+
2% 2, 2 + or,,

4

=

Existe un tmico entero i tal que k; = p; para § <iy k > p,. Sea

1 ' 1
W=V V=]
( 2k ) Tt ( 26,4 )

Entonces

1 1 _ 1
24, )+V(2,9”1 ) +“'+V(2én )CW"'V( 9%, )'*‘

1 1 1 1
+V(2k;+l ) +V(Qk,.+2 ) toe+V (2,&”—1) ‘f'v(zk” )‘l‘

V(?’):W-I—V(
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1 . 1 L
cv()ewev(a) ey (5) -

1. 1
+...+V( )+V( )...CW.—'V

2&"— 1 gk”-l

1 L
V( 2kl.+2 ) +

) ()

1 1
v ) e ()

ﬁ(V(—éL—!)+...+V( 2:2_4 )) +V{—2—;:)CV{5).

La demostracién de este lema esti tomada de (9), donde aparece
«como parte de la demostracion del teorema 8.2 del capitule IL El
siguiente lema que necesitamos ya no aparece en (9).

———
e
tol
w,

9. LemMa—Sean r > 0 4 s > 0 rocionoles diddicos. Entonces se
werifice )

P +V(s) eV (r+s).

DemosTrACION.—Para = (7)) =0 o = {5} = 0 es evidente. Cuando
{21y (s> 1, lo demostraremos por induccién.
a) Sit(r}=1(5) =1, sea

1
r=s — & =
2%

l\ng

sik#£p,

Vin+ Vo Vi +s

por definicién de V (* + ). Si £ = p, entonces

1 i 1
Vi) + \“(3):%1, +ﬂkcﬂkrl =V( 2’5-’1) =V (E;+—2T) =V(?’+\F).
{Para el caso & =p =1 hay que tener presente que U,=V (I} = Y).
b) Sea < () = n, v(s)} = 1. Se supone cierto el resultado cuan-
do © (") <<n, =(s) = 1. Sea, pues,

1 1

— + ...+
2, 2%,

1
r= y 8=
or



Si ps%k; para cada j€{l,.,n}, entonces por definicion de
V (r + s) resulta que

Vir+ =V V(s

En caso contrario, sea p = k; con 1 <j < n, y si

se verifica que t (+) = #— 1 y entonces aplicando la hipétesis de
induccién se obtiene

1 1
V(r)+V(s)=(V(r’)+V( o )) +V(s)=V(r’)+V(Ep—)+
7

1 1 1
-l-v(—y,—)cV(-r')JrV(zp_1 )CV("+ 2 -1 )=Vv‘+s).

¢) Sea ahora t (*) = n, 1 (s) = m. Se supone cierto el resultado
para cada t () cuando = (5) < m. SI

1 1 1 1

8= — 4L ——
2%, 9%, 24, 22,,

Si se verifica que k, 7 p, para cada $€ {1, ..., n} y cada j€{1, ..., m},
el resultado es evidente por definicién de V (+ + ), pero si kb, = p;
para algln i (0 <4< n) y algin j (0 <i<m) se consideran los
nmeros racionales diadicos:

tales que

r{(r)=n—1, ."r(s’) =m—1
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y se obtiene aplicando la hipétesis de induccion:

1 1
V(r)+V(s)=’V(r')+V( % )+-x(s,)+v( vy )c

CV“Q+V(%ﬂ)+V@mcv&ﬂ+vwﬁcvv”+m=vv+m

donde

1
L g—ed .
b4 —r+(2k;_l)

10. LEMA—Si r v s son racionales diddicos y 0 <1 <s, enton-
J— o

ces VooV

DEMOSTRACION. — Si # =0 0o s = 1, es trivial. Sea, pues, 0 <C
<r<<s<1:

v sea B €N tal que

1
y + E;k_ <8, yk::-ku.

Entonces, si & €V, resulta

1

x+V(§' ot Py

1 1
)EV(r)—f-V(—) =V(r+——)cV(s)

como consecuencia de]l lema 8, y esto prueba que # € % () vy por

tanto V () C Y (s). Sea ahora # €V (); entonces

1
(x+V(-§))nV(7’)?ﬁ¢»



vy esto prueba que

' 1 1
x‘EV(f‘.}-——V(EE—)EV(r|+V(-‘)—)CVES)

id

=

¥ por ianto
Vi) o V).

Si t es un nimero racional diddico tal que # <{7{ <s cOomo conse-
cuencia de las dos relaciones ohbtenidas, se deduce

Vi oV o Vi

11, TrorEMA~—Seq Y wun especio vectorial real localmente con-
vexo wmetrizable, Con las notaciones gnieriores sea

|x||=infir:xeV{)l

Entonces Y j| es une F-norma sobre Y que induce en Y la topolo-
£ha localmente ronvera doda inicielmente. Mds aidn:

Fyo{x:)x]<s)

V@ ={x:lxf<r}
para coeds wibmero racional diddico T = 0.

DeMOSTRACION.—f & || = 0 €5 equivalente a

1
xEV(;")'=%k

para cada 2 € N v esto a que sea x = . Como cada V (¥} es simé-
trico se deduce que ol = l—=2 ). Si lajj=a v || ¥ )] =8, dado
e > 0, existen racionales diddicos #, s tales que

egr<ads BLs<FFe, €V yEV (s
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y entonces & + ¥ € V (r + 5) como consecuencia del lema 9. Esto
prueba que

s +v]| <t +es<a+B+2s

para cada ¢ >0 vy por tanto que

fr+yl <o) +1yi

Entonces || ]| es una F-norma sobre Y. Por otra parte, para cada
nimero racional diddico r, 0 <7 << 1, si || 4| <7, se deduce que
existe un racional diddico s ta’ que

irli<s<r y reVE VO,

lo cual prueba que
Vo (ol <r)
Sea ahora x €Y tal que & || €7, si || & | < » entonces

eV C V()

v osil|la] = sea

1 1

= —— 4 ... 4
T o, 2%,

entonces también x € V (7), pues en caso contrario existiria un né-
mero natural k> k, tal que

(x+V(iJ)ﬂVm=¢
of

v por tanfo

1!
‘2‘;)=V(5}

xevm+v(
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con

1

c=rd o >rels]

y se llegaria al absurde de que existe un racional diadico ¢ que ve-
rificaria
[#]<t<s y x#xeV{HCVI.
Esto prueha que
Vi oiz: sl <r}

cuando 0 < v <2 1: en €l caso ¥ =0 o v > 1 esta inclusidn es tri-
vial. Sea ahora x € V (#); entonces para cada racional diddico s > r

se tiene V (1) < V (8) y por tanto
drilgs v lal<gr,
con lo que queda probado que
Vincis:jsli<r)

12. TeorEMA.—Sea Y wun espacio vectorial real localimente con-
vexo metrizable. Entonces existe una F-norma sobre ¥ que dotg @
Y de su topologia original v tal que Y resulta ser un A-mddulo F-
normado conveso continuo cwando A es un anillo de aplicaciones li-
neales continuas de ¥V en V.

DeMosTrRACION. — Teniendo en cuenta el teorema 11, sélo hay
que comprobar que Ja IF-norma definida en dicho teorema wverifica
la propiedad 8.1 de! capitu'o II. Por ser Y un espacio vectorial real,
bastari con probar dicha proniedad en el caso = = 2, Sea, pues,

fy =2 il =w:
para cada ¢ > 0 existen ndmeros sracionales diddicos #, 5 tales que

MEVLYEV(E) ALrA e pgsgpte
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si es r < §, entonces

VEVC V), 2,€V (s
y como V (5) es convexo se deduce que

a ¥ te,y, €V{H)

cuando

a, ta,=10a 20020
y por tanto

loy oy ey 2yl <o ke max Ly, + e,
) =1,2

v de aqu se deduce

!I G’.l y[ + az .1-"2 “ < max ” yi :I
=12

OBsERvVACION.—Si Y es un espacio vectorial complejo ‘ocalmen-
te convexo metrizable y el s'stema fundamental de entornos de

0 {2} de que se partié para definir la F-norma | || es tal que
cada U, es equilibrado, entonces cada V (r) también es equilibra-
do, v como consecuencia también lo es cada bola {x : || # | < ¢},

como facilmente se comprueba.

En las condiciones del teorema 12 cabe distinguir dos conceptos de
conjunto acotado: 1) conjunto acotado segtn la F-norma; 2) con-
junto acotado segtin la topologia localmente convexa de Y. Enton-
ces cuando pueda haber confusién designaremos por By, (I, Y)
{resp. B (I, Y)} el conjunto de las redes acotadas segin la F-norma
{resp. acotadas segtin la topologia localmente convexa) de Y. Si Y
€5 un espacio vectorial normado, entonces

B(LY)=B,, Y

Obsérvese que para los conjuntos totalmente acotados no cabe tal
distincién.
Por otra parte, el resultado que acabamos de obtener pone de



mantfiesto que el problema de la existenciz de limites generalizados
de Banach sobre todas las sucesiones acotadas de un A-moédulo F-
normado convéxa completo no tiene solucion en generz!, aungue
dicho A-moédulo sea continuo. En efecto, los teoremas 11 y 12 mues-
tran que existen A-mddulos F-normados convexos continuos com-
pletos tales que la F-norma verifica < || & || < 1 para cada x. En-
tonces s1 Y es uno de tales A-modulos, resulta que para cada y €Y
se tiene (n ¥)'€ By (Y), pues todos los snbeonjunios de Y son aco-
tados en F-norma. Si existiese un limite generalizado de Banach,
Lim sohre By, (Y) se deduciria

y=Limy=Lim(#+Dy—ny =Limn+1y—Limry =0,
n

n L} n

para cada v € Y, lo cual es absurdo si Y £ {0},

§ 3. EjEMpPLOS DE A-MODULOS F-NORMADOS

13. Emmpro.-—Sea E un espacic vectorial real y sea S (I) el
conjunto de todas las sucesianes (x") de vectores 4+~ € E para cada
7 € N. Se define en S(E) la suma del modo ordinario v se dota a
S(E) de la siguiente F-norma: a) [0 =0; b) si & = &)= 0;

1

fafl=--, donde = €N es el minimo nfmero natural tal que

" 0. Se comprueba [Acilmente que | || es una F-norma sobre
S (E}, y S (E) puede considerarse como A-médule F-normado, sien-
do A un aniifo de aplicaciones aditivas y continuas o:3 (E} - 8 (R).
Si se define el producto « (#") = (x #") .para cada 2€R y cada
(") €S (E), es evidents que ||ax | = [[# ] si « 0. Comc con-
secuencia de esto v de la propledad

I3 5 | < mex s,
¥=i 1LEZn

facil de comprobar, se deduce gue

"‘EZ’: G Xy ” « max fax |,

1ZL2kZn
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cuandag

Zakél, 2, 20 (B =1... =)\

k=1

Si ahora A es un anillo de aplicaciones a : S (E} > S (E) R-i-.
neales vy continuas, resulta que S (E) es un d-middulo F-normdao no
arquiméd«ia'nc conzexo. Es faci] ver que S (E) es completo. Eviden-
temente S (E) es #o continuo, pues la aplicacién « |— x 4 1o puede
ser continua en o = 0 si v 3£ 0 como consecuencia de que a x|l =
=izl siesz=0,

También es evidente que se verifica la propiedad

(B xr=allx}

para cada x € S(K), «€R v 8€ E. Entonces exisie un limite ge-
neralizado de Banach Lim sobre t B (5 (E)) que verifica

a Llimy = Limgx,
n n

para cada

«€R y (r3€rB(SE]
seglin la proposicion I1.25.

i4. Ejemrio, — Sea S(E) el mismo A-médulo F-normado del
ejemplo anterior, Se define un nuevo producto fe, #) - —» zxa del sie
guiente modo: si'¢ : R—=>R es una funcién aditiva y no multipli-
cativa. que verifica ¢ (1) =1, (1), se define axx = (¢ (o) a™) si
4 = (#™). Entonces si

”

Z‘zk<1’

L3

(4) La existencia de tales funciones resulta, como es sabido, del axioma de

eleccian.



con o > 0 pata k=1, ..,ny si {#, .., %} 5 (E) se tienc

n
H E af*:riH'g max |e, %%, | < max [z |,
i=1 VLiLn

lLign

pues
leows I =he)ri=1x] st $@)=0
Es inmediate comprobar gue con este nueve producto se verificam

las demas condiciones de A-modulo F-normado convexo.
Es evidente que ahora no se verifica la propiedad

(2 B) % x = a5 (8x%x)
para cada + € S(E), « € R y B € R, pero si se verifica ‘'a condicion:
@ x By ) = Balass)
que aparece en la .proposicién 11.25.

15. EjemMpLo.—Es interesante dar un ejemplo de un A-médulo.
F-normado convexo que no pueda ser A-mddulo normado para nin-
guna norma sobre A. Sea E un espacio vectorial real normado con:
norma ¢. Con las mismas notaciones del ejemplo 13 se define una.
nueva F-norma sobre § (E) asi:

|2 [, = max ( #{, g ()

donde

v =(5,)€5(E),

siendo || || la F-norma definida en 13. Sea ahora A el anillo de todas:
las aplicaciones & : S(E) > S (E) R-lineales y continuas.

Evidentemente la aplicacién ¢ : (#") = (#**%) es R-lineal. Eg
continua, pues dado = >0, si

€
8<min;1/2, {
e+ 1



ySi

“x_y“4)<8

se deduce que

1
— vy —
I#—vis<

¥y por tanto
rl— gyt =0, #2— 92 =9,
Entonces
or—oyl,=licr—oyl,

Y si

1 1

fr—yl= — <5, (m> 7>

" 8

se deduce
i 1 3
low—oyly=ltor—oyij=—"—7 <3 AT
— ~

Entonces ¢ € A, pero ¢ no transforma sucesiones acotadas en
sucesiones acotadas, pues si y€ E e y £ 0, la sucesién (x,) defi-
nida por

, ={0,ny00..}€5(L)

verifica || 2, ), = o o Pero

lox, [, >na

Tlo esta acotado.
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Se comprueba ficilmente que con la F-norma | ||, también es
S (E) un Armddulo F-normado convexo no continuo cuando se de-
fine el producto («, #) — « x como en el ejemplo 14, Naturalmente,
.que ahora S(E) no serdi no arquimediano, como ocurria con la
norma || |

CariturLo 1V

§ 1. DEerFINICIONES ¥ NOTACIONES

En este trabajo, en lo sucesivo, cuando se hable de espacios vec-
toriales localmente convexos, debe entenderse que nos referimos
:siempre a espacios vectoriales topologicos separados localmente con-
vexos, reales o complejos. Se designard por K el cuerpo real o com-
-plejo, ¥ por E un espacio vectorial localmente convexo sobre K no
reducido a {0}, cuya topologia se supondrd que viene dada por la
familia saturada de seminormas {p; : 7€ J}. Por .£ (E) designare-
‘mos el anillo de todas las aplicaciones ¢ : E— E lineales y conti-
‘nuas, por A un subanillo de £ (E) y por A, el subanillo de £ (E)
engendrado por todas las aplicaciones lineales continuas g, : E—=> E
‘tales que

a, ¥ =525 x

para cada x € E, donde ', € ' v 2, € E. La familia de todas las
aplicaciones bilineales continuas P : E x E—> E se denotatd por
& (E), y &P (E) designari el subconjunte de & (E) formado por
todas las aplicaciones hilineales continuas que son de la forma

Pl gy =(x. 5" ay

<on ¥, € E v g€ A. En el caso de que E ademdis sea un 4lgebra,
:se designard por I la aplicacidn producto It (¥, ¥) = x v del alge-
bra. La misma letra Il se reservard también para designar el pro-
ducto del cuerpo K,

S5i I es un conjunto dirigido, wuna -red # = (x,) de vectores
&€ E (1€1) estd acotada si y solo si

gy (@) =sup{p,(x) 1 i€l}< + oo
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para cada j € J. Entonces {g; : j € J} es una familia de seminor--
mas sobre el espacio vectorial B (I, E) de las redes acotadas com
valores en E e indices en I; se supondrd que B (I, E) esta dotado
de la topologia localmente convexa definida por esta familia de se-
minormas. Las notaciones gue se utilizardn serin analogas a .as usa-
das en los capitulos anteriores para el caso de sucesiones o redes.
con valores en un A-médulo F-normade. Asi, por ejemple, < B (I, E)-
es el subespacio vectorial de B (I, E) formadg por las redes cuyo

recorrido es totalmente acctado y E el subespacio de las redes cons--
tantes que también se identificard con E.

 Para cada red (resp. sucesion) (x) con #x, € E se define » pf
(resp. x <) igual que se hizo en el capitulc . Un subespacio vec-
torial X € B ({1, E) (resp. B (E)) se dice que es (A, g)invariante
(resp. (A, o)-invariante) si para cada # = (#,)€ X se verifica que
g% = (@x)€X para cada o0 €A y s/ €X para cada €I
{resp. # o€ X). Cada subespacioc X - B (I, E) se supondrd dota-
do de la topelogia relativa, Generalmente nos referiremos a subes-.
pacios X de B {I, E) tales que si T = N tiensn la propizdad de que
¥s€X si y s0lo si x€X. Entonces X es (A, ¢) invariante si es.
(A, o)-invariante.

Sobre esta cuestién pusden hacerse congideraciones andlogas a.
las gque se hicieron en el capftu'o primero.

1. DerFixicion.—Sea E un espacio vectorizl loca'mente convexo
y X un subespacio de B (I, E) que es (A, ¢)ivariante v contiene las.
redes constantes. Se llama ifmite generalizado sobrve X respecto de
A v se designa por Lim a una aplicacién lineal Lim : X = E com
las siguientes propiedades:

L. Lmawx =cLimr Vy€eX, Ya€A,

1.2 Limx =& VreE,

1.3. Lim 5 €5 donde S = [, :i€1) Yo =[x)eX (3

1.4, Limx =Limwap VaeseX, Vi€l

Ern las proposiciones que sean ciertas, cualquiera que sea el ani--
Mo A se omitird el calificativa «respecto de Aw. (Ndtese que siemore
se puede suponer que A = K.) Ast sucede en la siguiente proposi-
cidn, que es una consecuenc'a inmediata de la definicidm.

(5) Para cada conjunte M. E designamos por MO su polar (absolut-)-
My =L e B 1 e, | IV v EMY ¥y por MO su hipolar,



2. ProrosicroN.—-En las condiciones de la definicidn 1 se veri-
fica que cada limite generalizado Lim sobre X es uno aplicacion li-
neal continua. :

DeEMOSTRACION.—Si U es un entorno de 0 en E, que se puede su-
-poner de la forma

U={y€E:p, () e}
por ser {p; : 1€ J} una familia saturads de seminormas, entcnces
V={sr€X g x) e}

-eg un entorno de 0 en X tal que Lim # € U, siempre que x €V,
pues sl ¥ = (x,) € V resulta que

supfp,(x); i€l e
-de modo que &, € U para cada i € I y por tanto

Limz, € 30 c U,
:
pues U es cerrado y absolutamente convexo (6).

Designemos por t la topologia localmente convexa de E, Si =,
-es otra topologia localmente convexa sobre E compatible con la
-dualidad del par (E, E') y si designamos por E, el espacio dotado
-de la topologia =,, es evidente que

B(IE)=B(l, E]),

‘pues los conjuntos acotados son los mismos para estas dos topolo-
glas ((10), teorema 3.5.3).

Entonces, si Lim es un limite generalizado sobre X respecto de
A.c £ (E), cuando sobre E se considera la topologia r, también es
un limite generalizado sobre X respecto de

A = L(E)NA,

(6) Se verifica gue M0¢ es la envoltura cerrnda absolutamente convexa de M.



cuando sobre E se considera la topologia =,, puesto que la bipolar
Se¢-de un conjunto S sdlo depende del par dual (E, E'). En el caso-
de ser 7, = o (E, E) se verifica que A, = A, pues £ (E) © £ (E,)-
en virtud de (10}, proposicidn 8.12.8. Lo mismo sucede cuando
es la topologia de Mackel = (E, E') como consecuencia de lo que se-
acaba de indicar y de (10), proposicién 3.12.5, Entonces algunos de-
los vesultados que se obtengan en lo sucesivo serén vilidos chal-
quiera que sea la topologia localmente convexa, compatible con [a.
dualidad del par (E, E’), que se considere sobre E.

Por otra parte, si E es un espacio vectorial localmente convexo-
metrizablie, se vio en el capitulo III que cabe considerarla como-
A-médule F-normado cuando se le dota de una F-norma como se-
indica en los teoremas 11111 y II1.12, siendo A un subanillo de-
£ (E). Entonces, si X < B (I, E) es un subespacio vectorial (A, ¢)-
invariante cabe considerar sobre X dos definiciones de limite gene-.
ralizado.

La definicién 1.5 cuando E y X se consideran como A-médulos:
F-normados, y la definicién IV.1 cuando E y X se consideran como-
espacios vectoriales localmente convexos. PPara distinguir estos dos-
conceptos, en el resto de este trabajo, cuando E sea metrizable,
lamaremos limite (F)-generalizado a un liimte generlizado scbre X'
en el sentido de la definicién 1.5,

Igual que se hizo en e! caso de A-médulos F-normados, distin-.
guimos dos tipos importantes de limites generalizados:

3. DEeFmWICION. — En las condiciones de la definicién 1, s¥
P€ &, un limite generalizado Lim sohre X se dice que 3 un P-Ji-
mite generalizado o fwmite gemeralizado con la propiedad del produc--
to P si se verifica que:

31, Limz=PLim x, Lim 9) cuande 2= (P {#,»)) € X.
siendo

= (x,‘.] EX, ¥ = [yf) € he

4, DerNicioNy.—En las condiciones de la definicidn 1, cuande
[ = N, se dice que un limite generalizado Lim sobre X es un [i-
mite generalizado de Banach =i se verifica que X es s-invariante y

41 Limx =Lim#ss, VuxeX,

Evidentemente, de 4.1 se deduce 1.4.
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Orservacion.—Por consideraciones analogas a las que se hicieron
en el capitulo primero después de la definicion L7 no hay inconve-
niente en pedir que ¢l subespacio vectorial X ses p-invariante, con-
dicidén que no seria necesario exigirla, pero que simpiificarid la ex-
posicidn de los resuliados que siguen, pues asi cada limite generali-
zado de Banach podrd considerarse como un caso particular de ‘imite
generalizado. Naturalmente, que cuando se enuncie algin resu'tado
referente a limites generalizados sobre algin subespacio X < B (E),
si se trata de limites generalizados de Banach, deberd suponerse en-
tonces que X es c-invariante, aungue esto no se diga explicitamerte,
¥a que esta condicidn viene dada implicitamente por Ia definicién 4.

§ 2. (COX¥DICIONES NECESARTAS PARA LA EXISTENCIA DE LIMITES
GENERALIZADOS

5. Prorosicidn.—Ewn fos condiciones de [a defimicidn 1, si ewvis—
te un limite genevalisado Lim sobre X v ol x = (%) € X es wng red
de Cauchy, entonces es comvergente vy su Himie es Lim x,.

1

Demosrracion.—Si (#,) € X es una red de Cauchy, para cada.
entorno de 0, U en E que sea cerrado y zbsolutamente convexo
existe 4, € I tal que #; — &, € U siempre que i > %, § » i,, de modo
que si 7 > i, resulta

¥ — Lim #, = Lim (.z‘j —x,) = Lim gt (xf. — x,} € Soo,
i i r

donds=

S={ph {#;--x):i€1}

y evidentemente S < U y por lo tanto también §* < U. Esto prue-
ha que la red (&) es convergente a Lim .,

Sea ¢, una topologia localmente convexa compatible con la dua-
lidad del par (E, E). Sea U = {U,}sen vna hase de t,-entornos de
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0 simétricos. Se define &, < d, cuando U“l o Udz; entonces D es

un conjunto dirigido,

6. Prorosicion.—Sea E wn espacio. vectorial localmente conve-
xo y X un subespacio vectorial de B (E) que es (A, o)-invariante y
contiene todas las sucesiones de Cauchy pova wna topologia local-
mente convexa =, compatible con la dualidad del par (E, E). Si
-existe un limite gemeralizado Lim sobre X, entonces E es sucesio-
nalmente w-completo.

DeMosTRACION. — Considerando lo que se indicé después de la
‘proposicién 2, puede suponerse que la topologia dada inicialmente
en E es la 1, y el resultado es una consecuencia inmediata de la pro-
‘posicion 5,

7. Prorosicién.—Sea E un espacio vectorial localmente conve-
xo y D el conjunto dirigido de los entornos simétricos de 0 pare una
topologia localmente convexa «, compatible con lo duwalidad del par
(E, E"). Sea X wun subespacio vectorigl de B (D, E) que es (4, p)-
‘nvariante y que contiene todas las redes de Cauchy pore la topolo-
Zia v, que son acotadas, Ung condicidn necesoria para que exisia
-un limite generalizado sobre X es que E sea casi complelo para ln
topologia =,.

Demostracion.—La proposicién 5 nos permite afirmar que cada
ted de Cauchy para la topologia v, que sea acotada y con indices
en D es convergente. Entonces se deduce que cada subconjunto
acotado y r,-cerrado de E es completo en virtud de (13) 5.5 (1) y en-
tonces E es casi completo para la topologia r,.

8. TeoreMa.—Sea I un espacio wectorial localmente convexo y
A < L (EY un anillo que verifica:

81 Para cada x €E, x40, v cade y € E existe 2 € A tal que
4 X =Y.

Sea X < B (I, E) un subespacio wectorial (A, p)-invariante que
contiene todas las redes de la forma (ux) con (x)€B ([, K) vy
x € E. Entonces si existe un limite gemeralizado Lim sobre X res-
pecto de A, se verifica que existe un lmite gemerclizade Lim* so-
bre B, K) tal que:

8.2 (Lim* «)a = Lim (a, #) para cada ()€ B{[, K)y r € E.
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DEMOSTRACION.—Como  se ha supuesto 7= {0}, sea x€E,
#7£ 0, Para cada red (w)€ B (I, K) se tiene

(g, 2)€X, v Lim(g x) € 500,
i

donde

S={ax:i€l}

Pero S° es la envoltura cerrada absolutamente convexa de S que
estd conienida en el subespacio engendrado por x, de modo que
existe un unico x € K tal que

Lim (g, #) = a x.
1

Definimog entonces

Lim* o, = «.
i

Noétese que esta definicion es independiente del vector x, pues si
4€ B, 920, sea ¢ € A tal que ¢ ¥ = y,; entonces, si

Lime,y =o"y
t

Tesuita

ay=ce{gx) =a{zrs) =clim e, ¥ = Lima, (@) = Lima, y =o'y,
f i t

de modo que « = a’. Esto prueba ya la propiedad 8.2, Seguidamente
comprobamos que Lim* es un limite generalizado sobre B (I, K).
Hay que verificar las propiedades 5.1, 5.2, 5.3 y 5.4 del capitulo pri-
mero cuando se considera K como K-mdédulo normado. Si

(e)EB{,K) yst M=sup|el
K
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entonces para cada x € E, i 7 G se tliene
Sci{ir|AM M}
¥y también
S {ry s jal MY,

pues este 0ltimo conjunto es absolutamente convexo y cerrado. Asi
se deduce 5.3, pues

ax€8% si o= Lim*a,

3

Las restantes propiedades son inmediatas.

9. TrorEMA.—En las condiciones del teovema 8 si Lim es un
FP-limite generalizado para clguna aplicacidn biiineal P € & (E) no
idénticamente nuly, entonces Lim* es un =-limite genevalizado, v si
L =Ny Lim es un bmite generclizado de Banach, entonces Lim¥
también es un imite generalizado de Banach.

DeMosTRACION.—51 P € & (II) mno es idénticamente nula, sean
x€ E, y€E tales que

=P nFE0

Entonces, para cada
()eB (MK v BIEBLK)
se obtiene

(Lim* {a, 8)) 7 = Lin(z_3,2) = Lim P (o, 8, %) =
i L i

=P(Lima, x, LimB 3y} = Flax, By) =(aB)z
i '

i

con

e=Lm o, 3 =Tim*72 y 570
1
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Esto prueba que

Lim* (g, 8,) = (Lim" &) (Lim* 8,).
. .

i L

Por otra parte, si I = N y Lim es un limite generalizado de Ba-
nach, es inmediato que Lim* también lo es.

10. TEoREMA.—Seq E un espacio vectorial localmente convexo y
A < £ (E) un anillo tal que A, C A. Sea X C B (I, E) un subes-
pacio vectorial (A. o)-invariante que contiene todas las vedes de la
forma (a4 x) con (v) € B ({, K) v x€ E. Entonces si existe un Hmite
generalizado Lim sobre X respecto de A se verifica que existe un li-
mite generalizado Lim* sobre B (I, K) tal que:

10.1. (Lim* ) & = Lim (%, #) para cada («,) ¢ B @, K) y » € IT.
i i .

10.2. Lim* (@, »') = (Lim &, »") para cada (#)€ X v s € E’,
i 1

Ademés, si Lim es un P-limite con P 7 0, entonces Lim* es un

w-limite, v si Lim es un limite genevalizado de Banach (cuando
I = N) también Lim* es un lmite generalizado de Banach.

DeMosTRACION.—EBviderttemente se verifica la condicidn 8.1,
pues si 2, € E 3y, €E y x4, 0, existe &, € E' tal que-

(xo,x’”> =1,

y entonces a, (#,) = v,, siendo

8, (1) =z, >y, 8, €A C A

Teniendo en cuenta los teoremas 8 y 9 hastard con verificar 10.2.
Sea, pues,

(FIEX, # €T, 2, = (4,47

para cada 7€ [; evidentemente (a,) € B (I, K) y si

b, () = (%, 27) 7,
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se obtiene
L
(Lim* e} x, = Lim (2, #) = Lim b, x = b, Limx, = (Lim 5, #) %
i L H i i

O

y entonces al ser &, 7= 0 resulta 10.2,

11. COROLARIO.—En las condiciones del teorema 10, si eviste un
lmite generalizado Lim sobre X respecto de A, entonces Lim es un
Bmite generclizado respecto de £ (E).

- Demostracion.—Para cada o € £ (E) sea & : E'> E’ ‘a apli-
cacién lineal traspuesta, Como consecuencia de 16.2 se deduce

{o Lim z,#'y = {Lim#, at 27y = Lim* (&, af x5 =
1 t t

= Lim* {e x,, 2’y = (Lima x, £
i {

para cada #” € E’. Entonces

eLim», = Lima %,

para cada a € L (E) y (#) € X.

Para el caso de los limites (F)-generalizados se puede obtener un
resultado anilogo al del teorema 10, que lo utilizaremos posterior-
mente para probar la equivalencia de los dos conceptos de Hmite
(F)-generalizado y limite generalizado cuando A D A,.

12. TrorEMA.—Sea E wn espacio wectorial localMente convexo
metrisable dotado de una F-norma || || tal que cade bola

{x€f:|x]<r}

es equilibrada v sea A < L£L(E) un anillo tal que A, < A. Sea
X C By (I, Ey un sub A-mddulo (A, p)-invariante que contiene to-
das las redes de lo forma (v x) con (%) € B (I, K) vy x € E. Enton-
ces, si existe un limite (F)-genervalizado Lim sobre X se werifica que
existe un Mmite genevalizcado Lim* sobre B (I, K) tal gque:
12.1. (Lim* «,) # = Lim (o, &) para cada («k Y€ B (I, K)y x € E.
H [



12.2. Lim* (&', »") = {(Limx, #’) para cada {(v;) € X y o/ € E".
1 4 <

Ademds, si Lim es un P-limite (F)-generalizado y P 5 0 es bili-
neal (resp. un lmite (F)-generolizado de Banach), entonces Lim*
es un I-limite generalizado (resp. un limite generalizodo de Bomach).

DEMOSTRACION.~~Como  se ‘supoune que E % {0}, sea x, €L,
x, = 0; existe 47, € E’ tal que {x,, #,) = 1. Entonces si '

(«3€B(L,K)

resulta que (o, %,) € X v se define

Lim* &, = {Lim (e, x)x
i i

En primer lugar probamos 12.2: sea (x,) € X y &' € E’; entonces
e(®) =(x D, ¥y bx)={x 2D

definen dos elementos a, b de A, Si 2, = (&, #"), es evidente que
()€ B (L, K) ¥

(Lim* {z), 27)) x, = (L?m‘* e)x, = (Lim{a, 2}, 2" > %, =

i i i

= a (Lim (e, .170)) = Lim (& (¢, x,)) = Lim e, &, = Lim (. 2’ x, =
i i i f

"=Lim{(bx)=5(Limx) = .(Lim EE N
1 t 1

Como &, 7= 0, se deduce 12.2 Si en la relacién gue se acaba de ob-
tener:

(Lim* (%, 273) = Lim (x,, ) %,
i !

se pone

o =a,%5,5 =,
: t [}

0’

se’ obtiene 12.1 cuando # = %, &= 0. Como 12.2 prueba que la defini-
ccidon de Lim es independiente de los vectores x,, 4, elegidos, resulta
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que 12.1 es valido para cada » 7= 0 (si # = 0 es trivial), Seguidamente
se comprueba que Lim* es un limite generalizado sobre B (I, K).
Es evidente que si '

(at) e B (I) K} y ()ef) E B (I’ K),

se verifica que

Lim* (¢, + 8,) = Lim* o, + Lim* 8, ;
1 i i

ademas, si A € K, se tiene
Lim* (A a) = (Lim (A oy 2 ). /> = Lim* (A e, 5, 57> =
I i i

= Lim* (e, ¥ . 2 &' ) = (Lim {e; #,), A 2" ) = A Lim* o,
I I} i

{(Notese que no se supone A D K.) Teniendo en cuenta lo que aca-
bamos de probar, hastard establecer que

[Lim*«, | « sup | o, |
¢ ;

en el caso de que sup |« | = 1. Sea, pues, r > 0, tal que
14
[{x, 20 | <1

cuando || & || <7, v sea

S=sup{|(may | %] <r)

" Si

se tiene que

T=sup{ [ (0w hef<<rh



Para cada e >0, 0 <ol existe ¥ € E, v =0 tal que
Jxrll<r v 1—egidmyp il

Si se toma

t=iEYY ¥ E =
se verifica
w, = (&, %> y [|Lim* o | = [Lim* (x50 | = | Lio* {a, 7. lt_]-j"") }=
1 t i
1 1
“rame 1< T <

pueste que

[ Litn G, #) S sup [0, 2 [ < HH [
3 i

ya que las bolas centradas en el origen son equilibradas. Las restan-
tes propiedades del Tmite generalizado son evidentes. También es
inmediato que si Lim es un P-limite (F)-generalizado, donde P 5= 0
es bilineal (resp. un limite (F)-generalizado de Banach), entonces
Lim* es un II-Jimite (resp. un limite generalizade de Banach). La
demostracidén es igual que en el teorema 9.

13, TeorEMA—Sea E wn espacio wectorial locolmente convexo
meirizable dotedo de una F-norma ||| tal que cada bols

{x€f:lixl<r}

es absolutamente conveve vy sta A = L (E) wn anille. Sea X C
< B (], E} un subespocio vectorial gue es (A, p)-invariante, Enton-
ces, st Lim es un limite genevalizcado sobre X respecto de A, tam-
bitn es um limite (F)-generolizado sobre X. Reciprocamenie, si X
contiene todas las redes de lo forma (4 x) con ()€ B, K) ¥
XE€E v si Ay S A, entonces si Lim es un lmite (F)-generalizado
sobre X como A-mddulo, también es un lmiie genervalizado sobre
X respecto de £ (E).
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DEMOSTRACION.—Si Lim es un limite generalizado sobre X res-

pecto de A, se verifica que L1m %,€ 5% con S = {#, : i €l} para
cada (x,)€ X. Si

¥ =supja, || < oo,
i

como
Sc{x:ilzli<rh

al ser este uitimo conjunto cerrado y absolutamente convexo se de-
duce que

St s 2 <}
y por tanto

i Limx, || < sup || #, || )
; .

i

Reciprocamente, por un razonamiento idéntico al de la demostra-
cién del corolario 11 se demuestra que

Lima x; = a Lim x,
i i

para cada ¢ € .£ (E) y cada (#,) € X, Como cada escalar i € K pue-
de considerarse como un elemento de £ {E), queda demostrado tam-
bién que Lim : X = E es una aplicacién lineal. Por otra parte, si
#" € 5% resulta que

| (Lima#,, ) | = | Lim* (#, 4"} | < sup|{(x,2D] g1,
i 1

i

y esto prueba que

Lim #, € §00,
H

OBSERVACION.—En relacidn con la hipdtesis de que cada bola

{z€E:fxllgr}
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sea absolutamente convexa, véase la observacién que sigue al teo-:
rema IL[1.12.

Designaremos por 5¢ la envoliura convexa de cada conjunto
S c E. Entonces S¢ es la envoltura cerrada convexa del conjunto S.

14. Teomrema.—FEn las condiciones del teorema 10, cada lmite
generalizado Lim sobre X respecto de A tiene la propiedad:

14.1. Para cada (x,) € X se werifica que Lim x € S¥ para cada
jed, donde §; =[x : 1> j}. i

N

DrMosTRACION.—En primer lugar, probaremos que Lim i € 57,
i

donde 8 = {#, : #€1I). Como S es acotado en E, es precompacto
para la topologia débil « (E, EY ((10), 3.2, ejercicio 2}, de modo
que si

V=i{vgR:|{na)| e r€l, k=1,..,m}

es mn ¢ (E, EN-entorno de ¢ en E, existen ¥, ..., ¥, €lementos de S
tales que

n
5¢ U £
R=3

donde
Bo=3, +V  {n=1,..,8
Se define entonces

lz{iel:xl,EBl},
h—

L=fiet:ime(n,—{UB ) e 4=2..5.

n=1

Es evidente que

L,NL, =6 s h#k
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Y qusc

P
1= 1.
hal

Para_ cada # = 1, ..., p sea (x") la red caracteristica de I,. Eviden-
temente (x."y,) € X para # =1,..,p y se verifica que

Tp yn’

Lim (2 y,) = (Lim* o) v,
f t

con

I

o, = Lim*am, ¥ E a, =1

H n=1

Sea entonceg

&, = Lim E
i

para cada & =1, ..., m se deduce

L b
’<Z 2, ¥, — &, & > | =J< Lim (Z‘ “:ﬂyn_""z):-&"k>,=

fi=1 i 2icl
n P
= ‘ Lim*<z ey, — %, %, >\ < Sup ‘ < Z a‘."‘yn—Ax,,x’k)\\g e,
3 n=1 i n=1

ya que si { € [,, entonces

P
Z Y, —% =y, —F €V,
n=1

pues

v €8 =y, +V
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Esto pruszba que

P

Z aﬂynexu + v,

n=1

¥ por tanto,#, es un punto s (E, E') adherente a la envoltura con-
vexa de S. Teniendc en cuenta que los conjunios cerrados convexos
de E son los mismos para todas las topologias compatibies con la
dualidad del par (B, E") ({(10), proposicion 3.4.8) ,resulta que Lim

es un punto de la envoltura cerrada convexa 5° de S.

Evidentemente, la red (z,) definida por
g=0—=ph s, +p/) 5

pertenece a X, Como

{2,:9€1}y=5; y Lims =Limz,
I3 i

el resultado que se acaha de obtener aplicado a la red (z) nos per-
mite deducir 14.1.

Si E es un espacio vectorial localmente convexe, un subconjunto
M < E se dice que es débilmente convexo compacts cuando se ve-
rifica que si

K| ] Kz o3 R‘n = K‘n+1

es una sucesidn dJecreciente de subconjuntos cerrados convexos de
E tales que K, N M 7 ¢ para todo »€ N, entonces existe un pun-
to de M que es débilmente adherente a cada conjunto M N K, ((12),
24.3}.

15. TeomeMA—Seq E un espacio wectoriol locelhnenie convexo,
Una condicidn neceservig para que exista un limite genevalizado so-
bre B (E) respecto de £ (E) es que cada subconfunto M < E aco-
tado cervedo v convexo sea débilments convero compacio,

Demostracion.—Sea K, 2 K, o ... una sucesién decreciente de
subconjuntos cerrados convexos de E tales que K, N M £ ¢ para
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cada n€N. Sea x,€K,t M. Entonces (x,)€B(E) y si =
= Lim #,, como consecuencia del teprema 14 se verifica que para

n

cada m€ N, x es un punto adherente a la envoltura convexa de
5, ={#, :n2m}

que evidentemente esti contenida en K, M M, que es convexo.y
cerrado y por tanto x € K,, 1 M para cada m € N.

§ 3. CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA EXISTENCIA DE LIMITES
GENERALIZADOS, SEMIRREFLEXIVIDAD

En este apartado nos ocuparemos, en primer lugar, del proble-
ma de la existencia de limites generalizados sobre 1 B (I, E). Segun
los resultados de los capitulos anteriores (teoremas L11 y IL.21), en
el caso de que el espacio vecterial localmente convexo E sea me-
trizable y completo, se sabe que existe un P-limite (F)-generalizado
y un limite (F)-generalizado de Banach (si I = N) sobre = B (I, E)
cuande E se considera como A-mddulo F-normado segin se indica
en el teorema II1.12, pudiendo tomarse A = L{(E). E! teorema 13
de este capituio prueba que estos limites (F)-generalizados también
son limites generalizados. Seguidamente extendemos estos resulta-
dos al caso general de un espacio vectorial localmente convexo casi
completo,

16 TroREma—Sea E un espacip wvectovial localmente convexo
cast completo, Para coda P € 8oy (E) existe un P-limite genera-
hizado Lim sobve © B (I, E) respecio de £ (E) cunlquierq que sea
el conjunto divigide 1. Tombitn existe wn Umite generelizade de
Banach sobre = B (E) vespecto de £ (E).

DEMOSTRACION —Sea Lim* un limite generalizado sobre B (I, K)
y sea ()€1 B (I, E). Para cada 2" € £ sea

x(x7) = Lim® {x,, &,

Es claro que & es lineal y continua para la topologia A (E, E) de
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la convergencia uniforme sobre los conjuntos precompactos de E,
pues dado € > 0, ¢ S* es un X (E’, E) entorno de 0 en E’, ya que

S={x:i€l}
es precompacto, y si 4" € ¢ S* se verifica

REFER R U RENE SR I
i

Pero si E es casi completo, se sabe ((13), 21.6, (1)) que el dual de
E’ para la topologia X (E’, E) es precisamente E y por tanto x € E.
Definimos entonces Lim a; = #. Es inmediato que

!
Lim: rB{I.E) > E
es una aplicacién lineal que verifica

Lime #;, = a Lim x,
i !

para cada o € £ (E). (Véase la demostracidén del corolario 11.) Para
cada #" € 5° se tiene

[ e, 2 | = | Lim* {x,, 2% | L sup | {x, 2| 1
I ' i

y entonces Lim #, € 5% Las restantes propiedades del limite gene-
1

ralizado son inmediatas. Es obvio que si [ = N y Lim* es un li-
mite de Banach, entonces Lim también lo es. Si ahora se supone que

Pe &,y E) Pl ) = (& & ay
{(a 6 £ (E)) es claro que para cada

#)erBU, E} e (v) €erB(LE)
se verifica

(PlroyNerB(LE,
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pues un conjunto es precompacto en E si v sdlo si es relativamente
compacto. Si Lim* es un II-limite generalizado sobre B (I, K), se
tiene

Lim* {F (%, y,), > = Lim* ({(x,, ' > {2y, #)) =
1 ‘

= Lim* {#, &) Lim* e y,, #) = (Lim#, 2* > {a Limy, 7 =
) ) ;

L L 13

= (P {Lim#,, Limy), ')
. .

i

para cada &" € £, y esto prueba que

P (Lim s, Limy) = Lim P (5, y,).
. )

H i

17. TmorEMA.—Sea E un espacio wectorial localmente convexo
casi completo. St U es un ultrofiltro gque contiene a la base de filiro
£ asociade ol conjunto dirigide [, parg cade P € P.em (EY gquedn
definido sobre © B (I, E) un P-limite gemeralizado Lim respecto de
L (E) cuando se pone

Limx = tmx, s (x)€rB{, L)
i U

Reciprocamente, si P € P (E) y P7# 0 paro cado P-limite g;enem.
lizado Lim sobre © B (I, E} respecto de £ (E) existe un ultrafiltro
U gue contiene a B tal que

Lim X = T X,

i U
pare cedo (x) €« B (J, E).

DeMosTRACION.—Sea Lim* el II-limite generalizado que e} ultra-
filtro U define sobre B (I, K) (corolario 1.12). Como E es casi
completo, se deduce de un modo anilogo a como se hizo en el teo-
rema I.11 que existe el limite de la red (&) segdn el ultrafittroa U,
de modo que se verifica

(Limx,, #'y = (lim 2, 5 = lim {x,, #') = Lim* {z,, 5"

t qf el i
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para cada &' € E,.y de aqui se deduce que Lim es un P-limite ge-
neralizado si se procede como en la demostracidn del teorema an-
terior.

Reciprocamente, si Lim es un P-limite sobre « B (I,E) respecto
de £ (E) con P # 0, se deduce como consecuencia del teorema 10
y del teorema 1.13 que existe un ultrafiitro U D B tal que

lim {x, ' = {Lim x, 2"}

74 i

para cada &€ [, es decir, Lim v, es ¢l limite débil de la red (x,)
i

segiin e} ultrafiltro U y por tanto también es el limite de la red (x,)
en la topologia « de E, segin dicho ultrafiltro, puesto que este li-
mite existe. ,

Noétese que como consecuencia del teorema 14 los limites gene-
ralizados considerados en los teoremas 16 y 17 tienen la propie-
dad 14.1.

Seguidamente pasamos a ocuparnos del problema de la existencia
de limites generalizados sobre B (I, E), Para cada conjunte M < E’
designaremos por M* su polar en E y por M*® su polar en E”, donde
E” es el dual de E’ para la topologia fuerte g (B, E) de E’. Evidan-
temente M®* N E = M®. Se designa por ¢« (E”, E la topologia sobre
E” de la convergencia uniforme sobre los conjuntos equicontinuos
de E’. Entonces ¢ (E”, E') induce sobre E su topologia original. Si
a€ L (E)ysig”€E” se define g 2" asi:

<f1 x”: I’) = (x//, at x»}
para cada & € E’,

El siguiente teorema es importante, pues de él se deducen casi
todos los resultados que siguen en este capitulo:

18. TeorEMa.—Sea E un espacio vectorial localmente comvexo.
Parg coda limite generclizazdo Lim* sobre B (I, K) queda definide
ung aplicacion lineal L : B (I, E) = E”, continug para la topolo-
gia ¢ (B”, E), cuando se pone

(L(x). x"y = Lim* {x, ')

1

para cada x'€ E’,
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Esta aplicacidn lineal tiehe lag siguientes propiedades :
181. L{ax) =al(x) para code (x) € B(I, E) y a€.L(E).

182, L(x) =x 8 x5 =x para cade i€l
1

18.3. L (x) € 5°® para cada (x) € B (I, E), siendo
S={x:i€/}
184, L (x) = L (g x) pare cada {x)€B{,E) y j€l.
B 3 1

DeMOSTRACION.—Hs evidente que si (#,) € B (I, E), entonces

({x, 2) € B(L K)

para cada "€ E', de modo que si se define #” : E'— K poniendo

(%, 2" = Lim* (z;, ")
i

resulta que #” es una forma lineal sobre E que es continua para
la topologia fuerte g (E’, E), pues dado &> 0, se tiecne que ¢ S*
es un entorno de 0 para esta topologia tal que si 4" € ¢S° se ve-
rifica

(a7, 2y | = | Lim* (o, 2 | < sup [ (2,087 | < o
. ‘

Puesto que #” € E”, queda definida la aplicacion

L:B{ILE=>E” por L{&)=as"
i

que evidentemente es lineal. Esta aplicacién'es continua para la to-
pologia ¢ (E”, E), pues 51 V es un entorno de 0 en E” para esta to-
pologia, que puede suponerse de la forma V = M* con M c E’
equicontinuo, entonces U = M es un entorno de 0 en E que con-
tendra un conjunto de la forma

{r€eE: p}(x)gs}.
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Sea

W ={(x)€B(LE):supp,(x,) ¢}
'

€| correspondiente entorno de 0 en B (I, E}). Si (x;) € W, se verifi-
ca &; € M para cada i€ 1 y asl

| {7, #) | = | Lim* {x, 27} | sup [ (#9070 [ €1
¢ i

para cada 27 € M, de modo que »” € M* = V. Esto prueba la con-
tinuidad de L. Para cada a € .£ (E) se obtiene

{ax”, 4y = (&7, 0 ») = Lim* {x,, ¢t &) =
|3

= Lim® {a &, #') = (L (e %), 4",
1] L

de modo que se verifica 18.1. La comprobacién de 18.2 y 18.4 es
elemental, Por {ltimo, si 47 € 3° se tiene

P e, 25 | = | Lim* (o, 27 | Csup | (o, 20 [ € 1,
i i

y esto prueba 18.3

19. ProrosicioN.—En las condiciones del teorema 18 se verifica:
191, L (xx) = (Lim* o) x pare cade (x)€B (I, K) y x€E,
- i i
St ademds Lim* es un U-limite generalizado, entonces se obtiene :
19.2. L (%) = (Lim* o) L (%) para cade (x)€B({I, K) »
i 1 1
{x) € B (I, E). ‘ '

Por #ltimo, si [ = N y Lim* es un limite generalizado de Banach,
entonces:

19.3. L (x,) = L (Xu.,) pare coda (x.) € B (E).
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DEMOSTRACION.—19.1 v 19.3 son evidentes teniendo en cuenta la
definicién de L, y 19.2 es consecuencia de la igualdad

{L (a, x), 2"y = Lim* (g, v, #') = Lim* (e, {x, #)) =

i i i

= (Lim* ¢,) (Lim* (#,, #')) = ((Lim* ) L (), #>
. . : ;

H t 13
va'ida para cada ¥ € E’.

20. ProrosiciéN.—Ln las condiciones del teovemmq 18 se wvevifica
que para ceda (x)€ B (I, E), el punto L (X)) es o (E”, E')-adheren-

te @ la envoltura convexe SP de cada S = {x : 12 j}.

DEMOSTRACION.—Es andloga a la del tecrema 14, pues tambiém
se verifica que S = {#, : 1€ 1} es acotado en E” para la topologia
a (E”, E') y por tanto precompacto para dicha topologia ((10), 3.2,
ejercicio 2). Entonces, si

V={s”€E”: | (" &)l g, v, € E k=1 . ,m}

se procede de la misma manera que se hizo entonces, puesto que
ahora también se cumple

L{ay,) = (Lim* =)y, =a, ¥,

i i

en virtud de 19.1,

21. TeorEMA.—Si E es un espacio wvectorial localmente convexo
semi-reflexivo existe sobre B (I, E) un P-limite generalizado respec-
to de L (L) para coda P€ P oy (E), cualquiere que sea el conjun-.
to dirigido I, y sobre B (E) un limite generalizado de Bamnach.

Demostracidn.—Es consecuencia inmediata del teorema 18, pues.
si E” = E, entonces I. €s un limite generalizado sobre B (I, E)
respecto de £ (E). Como consecuencia de la proposicion 19 se de-
duce que si Lim* es un H-limite (resp. limite generalizado de Ba-
nach), entonces Lim es un P-limite (resp. limite generalizado de Ba-

nach), pues si
Pz, 3) = (=, = yay
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se tiene que para cada (x,) € B (I, E) y cada (y,) € B (I, E) resulta,
como consecuencia de 19,2

1 i i

L(P{x,y)) = Lin* {x,, # L{gy) =<L(x), ryal (r)=
i ' i

= P(L (), L ().

Como consecuencia de este teorema y de la proposicién 7, se de-
duce la siguiente caracterizacidn de los espacios vectoriales local-
mente convexos semi-reflexivos:

22 TEOREMA. — El espacio vectorial localmente convexo E es
semi-reflexivo si y sdlo si exisie un Hmite generalizado sobre B (I, E)
para cade conjunio dirigido I,

DeMosTRACION.—Si existe un limite geseralizado sobre B (I, E)
para cada conjunto dirigide I, se deduce de la proposiciéon 7 que E
es casi completo para la topologia o (E, E} y por tanto semi-refle-
xivo ((10), proposicién 3.8.2). El reciproco resulta del teorema 21.

23, TEOREMA.—E! espacio vectorial localmente convexo E es
semi-veflexive si v s6lo si existe wng oplicacién linesl 11+ B S E
que verifique

2B.L (S Y S para cada subconjunto acotado S < E.

23.2. I (x)=x para cede x € E.

DEMOSTRACION.—Si existe una aplicacién lineal 11 : E” -» E con
estas propiedades y se define Lim = Il - L, donde L es una aplica-
cidn lineal con las propiedades que se indican en el teorema 18, es
evidente que Lim : B(I, E) > E es un limite generalizado sobre
B (I, E) respecto de A = K, y por tanto E es semi-reflexivo segtm
el teorema 22. Reciprocamente, si E es semi-reflexivo basta tomar
la identidad como aplicacidon II.

24, Cororario.—Sea E un espacip wvectoriol localmente conve-
ro cuyo dual E’ es separable para la topologia débil ¢ (E', E). St
se verifica que cada conjumto M C E wcotado cerrado v convexo es
débibmente convero compacto, entonces E s semi-ref ex’vo.

DemosTrACION, — Como consectencia del teorema 23 bastara
comprobar que existe una aplicacién lineal 11 : ©” = E con las pro-



piedades 23.1 y 23.2, Sea, pues, (#') una sucesién densa en E’ para
la topologia débil ¢ (E’, E). Dado #” € E” existe un conjunto aco-
tado cerrado y convexe M < E tal que 4”7 es adherente a M para
< (E”, E) ((18), § 23.2 (3)). Como M es débilmente convexo com-
pacto por hipétesis, teniendo er cuenta (13), § 24.3 (4), resulta que
existe ¥ € M tal que

lim (5" — %, 27> = 0.
K

Este vector x es (inico, pues si

lim {#” —y, 2> =0
k

se deduciria que

fim{x—y, ) =0,
k

de modo que existiria %, € N tal que para % > k, se verificaria
[{x— a0 | <1

Pero
D:-[.z"k : k>k0}

sigue siendo dense en E’ para la topologia « (E’, E) y por tanto
D = E y asi

r—y€D0 = Do = {0}

Notese también que el vector x es independiente del conjunto aco-
tado cerrado convexo M que se eligio. Entonces, si £ € 5'®, es
claro que » € 5", pues S° es acotado cerrado y convexo. Queda
asi establecida una aplicacién lineal I : E” - E poniendo II (#”) = »
que verifica 23.1 y 23.2. '

Seguidamente nos proponemos caracterizar los espacios vecto-
riales localmente convexos semi-reflexivos considerando solamente 13-
mites generalizados sobre B (E).
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25. TeoxreMa.—FEl espacio vectoriel localmente conwvexo es seii-
reflexivo sty solo si se verifican las dos condiciones:

25.1. Existe un limite generalisado sobre B {E).

95.2. Para cada x” € E” existe wune sucesicn (X.), con %, € E
VY n €N, que converge a x” para la topologie ¢ (E”, E').

DEMOSTRACION.-—Si E es semi-reflexivo, es evidente que se veri-
fica 25.1 y 25.2, Reciprocamente, si se verifica 25,1, entonces E es
sucesionalmente completo para la topologia « (E, EY) como conse-
cuencia de la proposicién 6. Entonces, dado #” € E”, si (£,) es una
sucesidn que converge a x” para la topologia ¢ (B, E) vy si 4, € E
para cada # € N, es claro que (#,) es una sucesién de Cauchy rara
la topologia ¢ (K, E') v se deduce que v” € T,

26.-TEOREMA.—Sea E un espacio vectorial localmente convizo
cuyo dual E' es separable para la topologia fuerte B (E', E). Una
condicidn necesaria v suficiente paro que E seq semi-reflexivo es que
exista un limite generalizado sobre B (E).

DEMOSTRACION.-—Teniendo en cuenta el teorema 25, basta~ad com-
probar que cuando F’ es separable para la topologia fuertz g (E’, ),
la condicién 253.2 queda satisfecha. En efecto, se sabe que dado
x" € E” existe un acotado M < E tal que «” es s (E”, E') adheren-
te a M ((13), § 23.2 (3)). Pero M° es un entorno de 0 en E’ para la
topologia fuerte 3 (E’, E) y por tanto la polar M°*® de M° en E”
es un conjunto 8 (E’, E)-equicontinuo y por tanto metrizable para
la topologia o (E”, E) ((18), 21.8 {4)). Como 2" € M°* se deduce
que existe una sucesion (#;) con ¥, € M para cada n€ N que con-
vergs a #” nara la topologia « (E”, E').

27, TEOREMA.—Seq E wun espacio wectorial loca’mente convexo
tal gque:

271, La envoltura cerrade convexa de cada corjunto acoiado de
E es completa para la topologia de Mackey.

Entonces una condicién necesaria v suficiente pare que E sea se-
mi-reflexivo es que existe un Bmite generalizado sobre B (E) respec-
to de L (E).

DEMOSTRACION.—La necesidad es consecuercia ce! t-or-ma 21
Reciprocamente, por verificarse 27.1, cada conjunto débilmente con-
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vexo compacto es débilmente relativamente compacto ({13), 24.3 (7))
v entonces se deduce, como consecuencia del teorema 15, que cada
subconjunto M < E acotado cerrado y convexo es débiimente com-
pacto, Basta recordar entonces que un espacip vectorial localmente
convexo es semi-reflexivo si y sblo si cada subconjunto M < E aco.
tado y débilmente cerrado es débilmente compacto {(10), proposi-
cidén 3.8.1),

OnsErvacioN.—La condicidn 27.1 se verifica si E es casi comple-
to para la topologia de Mackey = (E, E") por definicién de espacio
casi-complete y por tanto si E es un espacio vectorial localmente
convexo casi completo, pues entonces es casi completo para la to-
pologia de Mackey ({13), 18.4 (4)).

28. TeorEMA.—Ung condicidn necesariq v suficiente para que el
espacio wectorial localmente convexo metrizable E seq veflexivo es
que exista un limite generelizado sobre B (E) réspecto de £ (E).

DemosTraCION.—Si existe un limite genera'izado sobre B (E) se
deduce que F es sucesionalmente completo y por tanto comnleto por
ser metrizable, Entonces se verifica la condicién 27.1, de modo que
E es semireflexivo y por tanto reflexivo por ser un espacio de Fre-
chet ((10), porposicién 8.8.6).

29, Trorema.—See E wun espacio wectorial localmente convexo
metrizable dotado de wna (F)-norma tal que cada bola

{x€E: x| <r}

es absolutamente convexa, v sea AC.L(E) un anillo tal que A ,C 4.
Una condicion necesaria y suficiente para que E sea reflexivo es que
exista un Wmite (I')-genevalizado sobre ol A-mddulo F-normado B (E).

DEMOSTRACION.—Segtin el teorema 13, cada limite (F)-generali-
zado sobre B (E) es un limite generalizado sobre B (E) respecto de
£ (E) y reciprocamente, de modo que el resultado se sigue de forma
inmediata del teorema anterior.

Y por {ltimo, damos un teorema de existencia de [I-limites ge-
neralizados cuando E es un algebra de Banach y II el producto del
algebra.



30. TeoreMA.—Sea E un dlgebra de Banach sobre T semisim-
ple y X © B (I, E) un subdlgebra. Si existe sobre X wun lmite ge-
mevalizado Lim tol que

{Lim x, x'y = Lim* (x;, x>
i i

jiam cada (x)€ X y cada x" € E', siendo Lim* un [l-limite genera-
hisado sobre B (I, C), entonces Lim es un N-limite generalizedo para
&) producto T del dlgebra.

DEMOSTRACION.—Para cada forma lineal continua #'€E’ se tiene

Lim* {#, v, 'y = {Lim », y,, #"
t i

7y en particular para cada homomorfismo continuo i : E = C se ve-
rifica
(Lim x, y,, by = Lim* {x, y,, i} = Lim* {&,. k) Lim* {y,, k) =
i i i i
= {Lim #,. b) {Lim ¥, h} = (Limx, . Lim y,, k>
) .

i ] i

¥ por tanto si B es semisimple, se obtiene

Lim#, y, = Lim#, . Lim y,
i i i

para cada (x) € X y cada (y,) € X.

OBSERVACTON.—Obsérvese que cuando X =+ B (I, E) y cuando
E es semi-reflexivo y X = B (I, E) se verifican las hipotesis del teo-
rema si E es un dlgebra de Banach sobre © semisimple.

§ 4. TEOREMAS DE EXISTENCIA DE LIMITES (I¥)-GENERALIZADOS
soprE B (I, E)

31. TeoreMa.—S¢a E un espacio vectorial normado y ACL(E)
un anillo. Se supone que cuondo se consideran E y E” como A-mg-
dulos normados existe un A-homomorfismoe N : E” > E tal que
1Ol =1 v O{x)=x para cade x € E. Entonces existe sobre
B (I, E) (resp. B(E)) un limite (F)-generalizado (resp. un limite
(F)-generalizade de Banach).
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DeEMOSTRACION.—Si 1. es una aplicacion lineal L : B (I, E) > E”
definida a partir de un limite generalizado Lim¥* sobre. B (I, K) como
se indica en el teorema 18 y si se define Lim = 1= L, es evidente
que se verifica 1.5.1 como consecuencia de 18.1 y de ser II un A-
homomorfismo, Las propiedades 1.5.2 y 1.5.4 son inmediatas, te-
niendo en cuenta las propiedades de L y 1. Por dltimo, 1.53 es
consecuencia de que ||| =1, pues si (w,) € B(I, E) y si

:r?) = L (x‘)
i
se ticne

| & f =sup{|{x", 2 [t & €1} =sup{|Lim" (o, 2 [ ¥ | €1} <<
i

< sup {sup (e [ <1 <Csup | 4 |-
i i

y por lo tanto
fLme | =T < |#74 <swp (£ ]
i 1

i

También es obvio que Lim es un limite de Banach si Lim* lo es.

32. ProrvosicioNn.—En las condiciones del teorema 31, si ademds
K <A, entonces existe wn II-limite genevalizado Lim* sobre
B (I, K) y un limite (F)-generalizado Lim sobre B (I, E) tales que
se cumple:
321 Lwm (& x) = (Lim* o) (Lim x) pere coda (=) € B (I, K.
i i i
¥y (x)€B(], E).

DemosTRACION.-—Si se procede como en el teorema anterior, pero
siendo Lim* un Il-limite generalizado, se obtiene, como consecuencia.
de 19.2,

Lim(e; #,) =T o L{a,#) =IIo [(Lim*e )L {z)] =
1 1 ' ¢
= (Lim* ¢,) (IT » L {#,)) = (Lim* &) Lim » .
i : i :

33. TeorREMA.—Sea F un espacio vectorial normado v E su dual
dotado de la topologia fuerte. Sea

A={a€L(F)y:a=1t bE.LEF}



Entonces existe sobre B (I, E) un limite (F)-genercitzado Lim cuan—
do E se considera como A-mddulo normado y sobre B (I, K) un
D-limite generalizado Lim* tal que se wverifica 32.1. También existe
un lmite (F)-generlizado de Banach sobve B (E).

DemosTtrACION.—En efecto, la aplicaciéon 11 : E” = E traspuesta
de la inclusién 7 : F > F” verifica

T =0éll =L 1) =x

para cada ~ € E. Ademis, si a = 6f € A se tiene que para cada
x” € E” se verifica

(M Aax7), ) =Bt i () = (", it =T &"), 0 = (eIl (=),

para cada f € F. Esto prueba que IT es un A-hom:morfismo. El re-
sultado es consecuencia del teorema 31 y de la proposicién 82.

OuservACION.—Notese que en este caso, si E no es reflexivo, no-
se puede verificar A, C A, segtin el teorema 29,

34, TeoreMa.—Seq E un espacio vectorial normado y A C £(E)
un anillo. Se¢ supone que E es inyectivo cuando se considera como-
A-médulo normado. Entonces existe un limite (IF)-generalicado so-
bre B (I, E) v un limite (F)-generalizado de Banach sobre B (E).

DEMOSTRACION.—La identidad { : E—= E es un A-homomorfis-
mo de norma [ji{ = 1 se puede extender a un A-homomorfismo
I:E">E de norma {11) =1, que evidentemente verifica las
condiciones requeridas en el teorema 3.8.

OBSERVACTION., — La existencia de un limite (F)-generalizado de-
Banach sobre B (E) también se deduce inmediatamente del teore-
ma 1.29.

35. Cororario.—Sea E wun espacio wvectorial normado y A <
< £ (E) un anillo tal que A, < A. Si E es un A-mddulo normado
inyectivo, entonces E es reflexivo,

DemostraciON.—Consecuencia de los teoremas 29 y 34.
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CariturLo V

$ 1. La proriEDAD (L - P)

1. Derinicién.—Sea E un espacio vectorial localmente convexo
tal que existe un limite generalizade Lim sobre B (I, E). Una red
doble (#;4}¢, sye1xn de vectores de E se dice que posee la propie-
dad (L P) (de linites permutables) respecto de Lim si existen y
-gon iguales log limites reiterados.

1.1 Lim Bm® x;; = lim*¥ Lim x
i a4 d i
donde lim* designa el limite en la topologia débil ¢ (E, E") de una
a4

red con indices en el conjunto dirigido D.

2. TrorEMA.—Sea E un espacio vectorial locamente convexo tal
que existe un limite generalizado Lim sobre B (I, E). Sea

(xid)(i,d) c1xD

-wn red doble de vectores de E tal que:
21, (xq) es una red acotede pare cada d € D,

2.2. Para cada 1€ 171 eviste lm™ x4 = x; uniformemente en 1.
d

Entonces (x;4) poSee lu propiedad (L - P) respecto de Lim.
DEMOSTRACION.~Sea U un « (E, E))-entorno de 0 cerrado y ab-
solutamente convexo, y sea p, su funcional de Minkowsky. Se de-

duce de 2.2 que existe d,€D tal que para d > d, se verifica
Hig— ;€ U para cada i €7, de modo que si define

e =5supp, (x,,— %) (< 1
<uando ¢ > d, y ¢4 = 1 cuando d » d,, se obtiene una red (g4) con-
vergente a 0 como consecuencia de la hipdtesis 2.2. Por otra parte,

Ppara cada & > d, se verifica #,; — #, €5, U y por lo tanto

REIFEENE SR 4N
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para todo % € I, siempre que x€ U’. De esta relacidon v de 2.1 se
deduce que ({x, 2’)) es una red acotada. Como las polares U® de
los s (E, E)-entornos de 0 cubren E’, queda probado que (#)) es
-una red acotada. Sea, pues, ¥ = Lim #,, Entonces si

i

Yg = LImxtd
i

Tesulta

x—y,; = Lim (x, — z ;) € 5,
t

-donde
S=fx,—w,:i€l}ce U
‘para d > d, y por tanto
£ —y, €50 s, U

-para d 2 d,, por ser U cerrado y absolutamente convexo. Se de-
duce entonces que

ey, 2 | < &y
para & € U® y esto prueba que

x =lm¥y,
a

-pues E’ puede recubrirse por las polares U de los entornos U de 0.

3. Coroiario.—Sea Lim* un Bmite generalizado sobre B (I, K)
v sea (Ma)g,oyerxn una red doble de escalares )y € K tal que:
3.1 (Ma) es una red acotads para cada d € D,
8.2, Para cada 1€ I existe lim dyg = A uniformemente en i.
d

Entonces () posee la propiedad (L - F) respecto de Lim*.
DEMOSTRACTON —Evidente,

4. TeoreMA.—See E un espacio wectorial localmente convexo.
Una condicidn necesaria v suficiente para que exista un limite gene-
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ralizado Lim sobre B (I, E) respecto de £ (E) es que exista uw
limite generalizado Lim* sobre B (I, K) tal que para cada red
(x) € B{I, EY v para cada red (X3, o (£, E)-convergente, la red
doble ({x,, X'y)) posca la propiedad (L - P) vespecto de Lim*.

DEMOSTRACION.—Se sabe por el teorema IV.10 que si existe um
limite generalizado Lim sobre B (I, E) respecto de .£ (E), enton-
ces existe un limite generalizado Lim* sobre B (I, K} tal que para
cada &' € E se tiene

Lim* (x , #"y = (Lim %, ).
£ ¢

Sea, pues, (47,) una red en E’, ¢ (E’, E)-convergente a &4/, y
(ry€ B(, E)
Se verifica
Lim* lim {x, ", = Lim* {x,#) = (Lim#,, ") =

i d i ]

= lim {Lim &, #';5 = lim Lim* {x, #’ 5.
d i a

Reciprocamente, si suponemos que dichas redes dobles ({x, #,))
poseen la propiedad (L. P) respecte de Lim*, a partir de Lim* se-
puede definir una aplicacién lineal L : B (I, B) - E” como se in-
dica en el teorema IV.18, poniendo

(L{#), & = Lim* {x , )
i

i

para cada #” € E'. 51 (#";) es una red en E’ que converge a 4 em
la topologia débil ¢ (F’, E) resulta

lim (L {x), #;> = lim Lim* <{x , 2> = Lim* lim {#, #°;> =
g i d i { a
= Lim* {x, #/y = (L (=), 2,5,
L {

v esto prueha que L (x;) € E” es continua para la topologia débil
H

¢ (£, E) v por tanto que L (#) € E de modo que L es un limite
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generalizado sobre B (I, E) respecto de £ (E) como consecuencia
del teorema 18,

5. TEOREMA. — Se¢a E un especio wvectorial localmente convexo
completo y separable. Una condicion necesaria y suficiente para que
exista un limite genevalizado Lim sobre B (I, E) respecto de L (E)
5 que exista wn lmite gemeralizado Lim¥* sobre B (I, K) tal que
para cada sucesidn o (E', E)-convergente (x'x) y cada red (x))€
€ B (I, E) la red doble ({x;, X'v)) posea la propiedad (L - P} respec-
to de Lim*,

DrmosTrRACION.—Andloga a la de]l teorema 4, teniendo en cuen-
‘ta (190), proposicién 3.11.5.

Si E es un espacio vectorial localmente convexo, designaremos
-por n (E/, E) la topologia sobre E’ de la convergencia uniforme so-
‘bre los conjuntos acotados numerables de E. Evidentemente la to-
-pologia n (E’, E) es mas fina que la topologia débil ¢ (E', E) de la
-convergencia uniforme sobre los conjuntos finitos de E.

6. TeorREMA.—Si E es un espacio vectorial localmente convexo
{resp. v completo y separable) tal que en E' cada red (vesp. suce-
siony o (E', E)-convergente es también n (E', E)-convergente, en-
tonces existe sobre B (E) un limite generalizado rvespecto de £ (E)

-y por tanto E es semi-reflexivo si es casi completo para la topologia
de Mackey,

DEMOSTRACION, —Si (#,) € B(E) v si (#',) es una red (resp- su-
cesidén) en E’, convergente para la topolegia débil ¢ (E/, F), sea

'\nd = <xn’ x’d>

‘Es evidente que la red doble (i, verifica 8.1. También se verifica
‘8.2 como consecuencia de la convergencia de la red (#7) para la to-
-pologia = (E', E), pues si

= limw x’d,
d

0o

S={x,:n€N}
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es acotado y numerable, dado ¢ > 0 existe d. € D tal que #’; — 4’ €
€e S’ para d > de, es decir,

I <xﬂr 4"’1) _"<an x’} |< €

para d » d ¢ y todo » € N, lo cual prueba que para cada n, (Aq)
converge uniformemente respecto de n. Entonces el resultado es.
consecuencia del corolario 3, los teoremas 4 y 5 y de la observacién
del teorema IV.27.

Un subconjunto M de un espacio vectorial localmente convexo E.
se dice que posee la propiedad de permutabilidad de limites si para
cada sucesién (#,) de vectores x, € M y para cada sucesion (#7;) de
formas lineales continuas 4. € H C B/, donde H es absolutamente-
convexo y ¢ (B, E)-compacto, se verifica que los lmites dobles

lim lim (¥, #°,), lim lim (%, #7,},
n £ E n

si existen, son iguales,

T. TroreMa.—Sea E wun espacio vectorial locaiente convexo tal
que existe sobre B (E} un lmite generclicado Lim respecio de
L (E). Entonces cada conjunto M < E acotado posee la propiedad
de permutabilidad de limites.

DeMOSTRACION.—Sea H < ¥ absolutamente convexo y s (E', E)--
compacto, y &7, un punto de aglomeracién de una sucesién (#7)
con &', € K, S (#,) € B(E) con r,€ M, y se supone que exizten:
los limites

a = limlim {x, #,5, 8 = limlim (&, 4>
n k k n

se obtiene

a = Hm (x,, 2 ) = (Limx, 25, 8 = lim (Lim ¥, #,) =
n n k n

= (Lim #,, 4" > = .
n

(Se ha utilizado el teorema IV.10.)
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En las hipotesis del teorema 7 si ademis IX es completo para la
topologia de Mackey, se deduce que E es semi-reflexivo, pues se
sabe que entonces un subcomjunto M < E acotado es débilmente-
relativamente compacto si y sdlo si posee la propiedad de permuta--
bilidad de limites (13), 24,6 {1). Este resultado estiq incluide, como-
caso particuiar, en el teorema IV.27.

§ 2. LIMITES GENERALIZADOS EN ESPACIOS VECTORIALES LOCALMENTE:
CONVEXOS CON DESCOMPOSICION DE SCHAUDER

Si E es un espacio vectorial localmente couvexo, una descompo--
sicién de Schauder de E es una familia (Py), .1 de proyecciones con--
tinuas P, : E - E que verifican P, o P, = 0 si w75 ) y tal que para
cada # € E la familia (P, (@) ev s sumable y su suma es

xr = Z B, ().

51 D es el conjunto de todas las partes finitas de L. dirigido por la-
relacidn de inclusion d, » d, si d,D4d,, la suma de la familia (P, (@)
se debe entender como el limite de la red

.= P

red

en la topologia localmente convexa dada en E,

Es claro gue si {Pi}y.1 es una descomposicién de Schauder de-
E entonces (P4}, . s una descomposicidén de Schauder de E’ para.
la topologia débil de s (', E) como consceuencia de (10), proposi-
cién 8.12.8, puesto que para cada &" € E' la red

S, = D PL(x)(d€D)

hed

converge a & para la topologia débil ¢ (E, E) por ser

(%, 8 = (S, >
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para todo x € E, Si se verifica que (P )xc1 es una descomposicion
de Schauder de E’ para la topologia fuerte § (E°, E), entonces se
dice que la descomposicidn de Schouder (P M . es reduciora
(shrinking). Una descomposicién de Schauder (Py),cn de E se dice
-que es acotada completa si para cada familia {#,), 1 con 45 € P, (E)
‘tal que

;Z.rk:dIGDE

AEd

-estd acotado, se verifica que existe v € E tal que

r = 2 x,\.

AeL

Si la familia (P)), <. es numerable (L = N) y si cada subespacio
vectorial P, (E) estd engendrado por un solo elemento ¢,, entonces
se dice que (e))aen ©s una base de Schauder de E y en tal casg a
cada proyeccién P, le corresponde una forma lineal continua ¢’
tal que '

P, (x) = ¢, (#) ¢,

para todo € B,

Es un resultado conocido (16) que si E es un espacio vectorial
localmente convexo atonelado, entonces cada descomposicién de
Schauder (Py);.x de & para su topologia débil ¢ (E, E) también lo
<5 para su topologia atonelada dada inicialmente. Este resultado se
-extiende sin dificultad en el caso de que la descomposicién de Schau-
der (Puh e no sea numerable,

8. LEma.-~—Sea E un espacio vectorial localmente cowvexo con
una descomposicion de Schauder (Py), o1, reductora. Entonces para
{x%)€ B E)y x€FE la red doble

(‘\id)(i.d)elxn
definida por

J\jd = < P;\ (Ki)’ ¥ =
red
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posee la propiedad (L - P) respecto de cada limite generalizado Lim*
sobre B (I, K).

DeEMosTRACION,—3egim el corolario 8 bastard comprobar que se
verifica 3.1 y 3.2. La propiedad 3.1 es evidente. Por otra parte,

| Apg — L2, 2 l =| < AZEQ* PA (J’i)—.‘l'!,x’ >J = I <;\EZ|_1(;P>~ ('1";).-"""> =

=|<rt, Z Pih(r’)>‘

AeL~4d

Como (Pi)sewn es una descomposicion de Schauder reductora, la
familia (P% (#))r.r es sumable para la topologia § (E’, E) de la
convergencia uniforme sobre los conjuntos acotados de E de modo
que por ser {#, : 1€ I} un conjunto acotado, se deduce que la red
(iadaen converge a (x,, &) uniformemente respecto de 4.

9. TEOREMA. — Sea E un espacio vectorial localmente convexo
con una descomposicion de Schauder (Py),ev reductora y acotada
completa, Si ceda subespuacio P, (E) es semi-reflexive, se werifica
que existe un limite genevalizado ILim sobre B (I, E} respecto de
L (E) para cada conjunto divigido 1.

DemMOSTRACION.—Sea Lim* un limite generalizado sobre B (I, K)
y sea ()€ B (I, E). Como cada P, {E) es semireflexivo, denote-
mos por Lim™ el correspondiente limite generalizado sobre
B (I, P, (E)) asociado a Lim* St

¥, = Lim™ P, (x),
i

para cada " € I’ se verifica

Oy 2" = Lim* (P, (#), 27
i

y entonces, para cada d € D:

< 2 yew>= 2 Lim* (P, (), & = Lim" A,
i i

red hed



con

Mg =< Z P, (), # >

hed

Segin el lema 8 existe

H L3
lim Lim* A, ,,
¢ ¢

y esto prueba que existe d, € D tal que estd acotado el conjunto

3<2y?\,x’>;d>du .

rAGd

FPuesto que cada 4 € D se puede expresar como d’ferencia {conjun-
tista) d = d,—d, con &, < d,, d, > d, se deduce que

J< > mow>:deDd

h€d

es un conjunto acotado para todo #” € E, Como la descomposicién
de Schauder (P,), .. es acotada completa, se deduce que existe v+ €E
tal que

Teniendo en cuenta e! lema 8, se deduce

Lin* (r, 25 = Lim* m A, , = lim Lim® A, = lim < > 3, % 3> = (3, #>
¥ 4 “ i . i Acd

para todo &” € E’, v estdo prueba que si se pone

Limz, = »

¢

queda definido un limite generalizads Lim sobre B {I, E) respec-
to de £ (E).
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10. TroREMA.—Si E es un espacio vectorial localinente convexo
con una descomposicion de Schauder (Py)yecv, sea D el conjunto de
las paries fimitas de L divigide por lo inclusion, Si existe sobre
B (D, E) un limite gemevalizudo Lim respecto de wm awillo A que
contenga cada P\, entonces (P er o5 una descomposicidn de Schou-
der acotada completa,

DEMOSTRACIONK.—31 (y,) es una familla de vectores y, € P, (E}
tal que

|55 en

Aed

estd acotado, y si

se verifica

P, =LimP, ( Z‘yh) = Limy, =y,
d

d hea

como consecuencia de las propiedades IV.1.1 y IV.1.4 de Lim, de
modo que {P,), o ¢8 una descomposicién de Schauder acotada com-
pleta,

En (11) James caracterizé los espacios de Banach reflexivos con

base de Schauder mediante las propiedades de la base de ser reduc-
tora y acotada completa. Este resultado se ha generalizado poste-
riormente por diversos autores. Recientemente (4) Thurlow A. Coox
han extendido los resultados de James para el caso de descomposi-
ciones de Schauder numerables en espacios vectoriales localmente
convexos, :
_ Como ejemplo de aplicacién de la teoria de limites generalizados
en espacios vectoriales localmente convexos, damos una nueva de-
mostracién de dichos resultados para el caso de wna descomposicidn
de Schauder no necesariamente numerable,

11. TrOREMA.—Sea E un espacio wvectorial localmente convexo
con una descomposicidn de Schauder (P cvr. Si E es semi-veflexi-
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vo, entonces (Pyh oo es reductora y cotada completa, Reciprocamen-
te, si (Pyyer es reductora v acotada completa v si cada subespacio
P, (E) es semi-reflexivo, entonces E es semi-reflexivo.

Demosrracion.—Si E es semi-reflexivo, se deduce como conse-
cuencia de los teoremas 10 y IV.22 que (P\).c. es una descompo-
posicion de Schauder acotada completa, La demostracion de gque
(Pa)s 1 €s una descomposicidon reductora es aniloga a la dada en (4)
¥ es consecuencia de lo que se indico antes del lema 8, pues por ser
E semi-reflexivo, E es atonelado para £ (E/, E) {(10), proposicién
3.8.4) y sobre E’ coinciden las dos topologias ¢ (E', E) y ¢ (E’, E”).
¥l reciproco es una consecuencia inmediata de los teoremas 9 y IV.22.

§ 3. SUCESIONES CASI CONVERGENTES EN ESPACIOS VECTORIALES
LOCALMENTE CONVEXOS

Si E es un espacio vectorial localmente convexo, designaremos
por A (E) el conjunto de todos los limites generalizados de Banach
sobre B (E) respecto de .£ (E). Una sucesidn (z,) € B (K) se dice
que es casi convergente (almost convergent) a « y se escribe

¢-lim @, =a
n

si para todo limite generalizado de Banach Lim* € A (K) se verifica

Lim* x = a.
n
"

Este concepto fue introducido por Lorentz en (14) para sucesio-
nes acotadas de escalares, donde caracterizd dichas sucesiones con
el siguiente teorema,

12, TrorREMA.—Una swucesidn (2,) € B (K} es casi convergente y

c-—lime =a
n
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siy sélo st

lim ————————  =a

uniformemente en 1.

DEMOSTRACION. —Viéase (14).
Para espacios vectoriales localmente convexos damos la siguien-
te definicion de sucesiones casi convergentes,

13. Dermvicion.—5i E es un espacio vectorial localmente con-
vexo, se dice que una sucesidn (r.) € B (E) es casi convergente a x
y se escribe

¢ —limzx, =z,
i

st y solo si
Lim* {x,, ) = {x, 47
para todo a" € E’ cualquiera que sea
Lim* € A (K).

14. ProrosicioNn.—Si E es un espacio véctorial localmente con-
vexo semi-reflexivo, una suecesidn (x,) € B (EY es casi convergente
y clim Xy = x si ¥y sdlo Limx, = x pare todo Lim € A(E).

13

i 1

DEMOSTRACION.—Consecuencia inmediata de los teoremas IV.21
y IV

Como consecuencia de esta proposicién resu'ta que el concepto
de casi convergencia que hemos dado para sucesiones acotadas en
un espacio vectorial localmente convexo E coincide con el dado por
J. B. Deebs en (5) cuando E es un espacio de Hilhert separable. En
diche trabajo se prueba el siguiente resultado:

15. TrorREMa.—Sea E wun cspacio de Hilbert seprable con base
(Bulpen. S (%) €1 B (E), son equivalentes 151, 15.2 vy 15.3,
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15.1. clim x, = X.

n

| 15.2. c-lim (xy, &) = (X, ¢x) para todo k€N,

ot Ny

Fp'y

— x| = 0 wniformemente en n.

13.3. lim

b

DEeMOSTRACION.—Véase (B).

Seguidamente exponemos un resultado andlogo para el caso de
sucesiones acotadas en un espacio vectorial localmente convexo, no
necesariamente semi-reflexivo con una descomposicion de Schauder
(P e reductora (en general no numerable).

TeoREMA.—Sea E un e-sﬁdcio vectorial localmente convexo con
ung descomposicidn de Schauder (P, o1 reductora. Si (x,) € B (E),
son equivalentes 16.1, 16.2 y 16.3,

16,1, c-lim x, = X.

16.2. c-lim Py (x,) = P, (x) pare todo *€ L.

[ B .
6.8 limv — 2P = x uniformemente en .

» D

DEMOSTRACION.—S1 se supoene que se verifica 16,1, entonces para
cada x € 1,

Lim* {x, , P?, (#)3 = (2P, (#")),

h

o bien

le* (P;_ (Jf”), ‘1”’> = <P;‘ (x).- x’)

para cada 2” € E, cualquiera que sea Lim* € A (K). Como toda for-
ma lineal continua #/, sobre P, (E) se puede extender a una forma
lineal continua #° sobre E, se deduce 16.2. Reciprocamente, si vale
16.2, sea

apg= < D P, >

rEd
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donde d © L es un subconjunte finito de L y #' € E’. Como canse-
cuencia del lema 8 se deduce

_— DR S S _
Lim* {x,, #) = Lim* lim'a, , = lim Lim* ¢_, =
2 2 4 g ]

= lim Z‘ Lim* (P, (#,), #> = lim Z (P, (%), %"y = {x, &)
n d .

d red AEd -

para cada

e E y Lim*€ A(K),

lo cual prueba que se verifica 16.1, La eguivalencia de 16.1 y 16.3
es consecuencia del teorema 12,

CapfruLo VI

$ 1. LIMITES GENERALIZADOS DE BANACH GENERADOS POR UNA MATRIZ
INFINTA

En este apartado se indica cémo es posible construir limites ge-
neralizados de Banach a partir de limites generalizadog mediante una
matriz infinita de némeros reales con ciertas propiedades. Eligiendo
adecuadamente dicha matriz serd posible obtener limites generaliza-
dos de Banach que posean alguna propiedad interesante, como se
verd en el apartado siguiente,

1. TEeorEMA. -— Sea E un espacio vectorial localmente convexo
sucesionolmente completo, I un conjunto dirigido v 2 : I x N>R
una funcidn que verifica:

11, @y 2> 0 para todo €I, n€ N,

1.2 Z' %y = 1 para cada 1€ {.

k=1
Entonces, pare toda sucesion (x.)€ B (E) la serie
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converge cualquiera que sea i € I 8i (i) es le red definide por

20

= 2,- T Sy

k=1
queda establecida una aplicacidn lineal continua
$: BE)>BULE)
definiendo

D () = (v

que posee los propiedades signientes:
13, d(a(x,))=ad((x,) para cada a€.L(E) y (x,}) € B (E).
14, Si @ {(%)) = (1), entonces 5° C R°, donde § = {x,:n € N},
R ={y :1€1}.
15 @{zB(E) B, B).

DeMOSTRACION.—Sea

x)EBE) ¥y M;=supp (x)
"

donde {f;};<; es una familia saturada de seminormas que define
la topologia localmente convexa de E. Para cada j€ J se obtiene

Z ?; (@, x,) <Mj Z 4, = .\JI!.,
3 k
que prueha que la serie

Z g
%

converge. Si su suma es v, se verifica

?j (y,') < Z f’j (u‘.k.t‘k) < NI}
k
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para todo j € ], por lo que (v;) es una red acotada. Evidentemente,
¢ es una aplicacién ‘ineal. Si '

{a. ;e 19" e

son las familias de seminormas que definen la topologia de B (E) ¥
B (I, E), respectivamente, segdn se indicd en el capitulo IV, § 1,
se deduce

qj'* ((3"1)) = sup P_,‘ (3’1) < N[j' = sup f’} (’fn) = q‘; (_(,2‘“)),
] )

lo cual prueba la continuidad de ®. La propiedad 1.3 es inmediata
y la 1.4 se deduce de la relacidn

|<J',-;x’>|<Zaik[<xk:x'>|<1
k

valida para todo x' € 5° y todo 4 € . Para cada j € J y « > 0 existe
m € N tal que

"

?; (.‘V,-‘— Z a‘ucxlg) < €

k=1

y entonces cada y; es adherente a la envoltura convexa de S U {0}
que es un conjunto precompacto si (¥,) € ¢ B (E)) {(10), proposicidon
3.9.7). Entonces {v, : { € I} tamhién es precompacto por estar con-
tenido en la clausura de un precompacto, de modo que se verifi-
ca 1.5.

2. Prorosiciéxy (Toeplitz).—En las hipdtesis del teorema 1 si
ademds se verifica:

2.1. lm %, =0 pora todo k € N.
B
entonces la aplicacion lineal ® establecida en dicho teorema transfor-

ma Sucesiones convergentes en redes convergentes con el mismo
limite.
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"DEMOSTRACION,—Si (#,) es una sucesién convergente y

T, = lim =,
n

para cada j € J, dado ¢ > 0 existe m € N tal que
?; (z, — .1:0) < ¢/2

si k> m y en virtud de 2.1 existe i, € I tal que si ¢ > i, se verifi-
ca que

€

eSS oo, M,

para 1 < kb < m, donde

M, = sup p, (¥, — x.),
k

y entonces

m
P -2 =, ( Z ey (e — ) ) <2 ( Z @y gy — ) &
=1
+_f)] (;; Zlafg(xk_xo)) < Z “;;,Pj (.rk—-.t’o) +k21“,-kf’j (x;;_xn) =
= k=1 =m4 1
<m _° M, +e/2=¢

2mMj

ara 4 = i,, vy esto prueba que &, = lim y; cuando
0 ¥ o o

(¥) = @ ((=,)).

3. TEOREMA. — Sea E un espacio wectorial localmente convexo
sucesionalmente completo y A < £ (E) un anillo. Sea I un conjun-
to dirigido v « : I x N> R una funcidn con las propiedades 1.1,
12, 21 4
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1. a4y > uy,, pare cade 1€/ y k€N,

Si X, €« B{, E) es un subespacio wectorial (A, p)-inwarionte vy
X, C B(E) un subespacio vectorial (A, s)-invarionte que contiene
las sucesiones constantes y tal que 0 (X,) C X, donde ® es la apli-
cacidn lneal establecida en el teorvewma 1. Entonces si LIM es wn li-
mite generalizado sobre X| vespecto de A, queda definido sobre X,
“un limite generalizado de Banach Lim respecio de A cuando se pone:

8.9. Lim x, = LIM 2, iy X para cada (x,) € X,
n i

K==1

DeMosSTRACION.—Notese que como consecuencia de la condicidn
o (X,) € X, se deduce que X, contiene las redes constantes, Bas-
tard probar que si se define Lim = LIM » &, entonces Lim es un
limite generalizado de Banach sobre X, respecto de A. Evidente-
mente Lim es lineal, y

Lime#, =aLlimax,
n n

cuando
e€A vy (F)E€ X,
como consecuencia de 1.3. También es obvio que

Lim x, = %, sl ¥ ==z
"

para todo n€ N. Teniendo en cuenta 1.4 resulta que

Lim x, = LIM y, € R9 < S0,
!

n

donde
=00 5=, :neN}LR={y:1€l}
Sélo queda por demostrar que

Lim », = Lim E
n n
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para cada (#,) € X,. Sea, pues, & = v,/ — ¥, donde

Lg—
= 2o W= enrny

3 &

Sera suficiente probar que

LIM =, = 0.

Se tiene que

35 = ]im Sin'

donde

n
. ‘
8, = ?_ a‘.k(.tk“—.vt):ﬁa”xl+(cz“—ai3JA2+-
i=1 .

+ot (m—inul __'ain}rn + =

X .
im e
Para cada 7 € J se obtiene

n—y

P.i (Sln)_< Z (alk'—zit+1) Pj (J'-na-]) +ainpj (rn+1) +a¢1]:'.?' (':"1"<

k=1
SMie,, —a, ta,—e, +.. to, e te, M be M, =2M, 4,
donde

M, = sup p; (x,).
¢ .

HEntonces, teniendo encuenta 2.1 resulta

lim p, (2} =0
I
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para cada j€ J, y esto prueba que lim & = 0 y por tanto que
it

LIM g, = 0.
i

4, CoRrOLARIO.—Ses [ un conjunto dirigido tal que existe una
aplicacion o : { x N >R con las propiedades 1.1, 1.2, 21 v 3.1.
Sea E un espacio vectoriol localmente convexo casi completo, Si exis-
te un limity generalizado sobre B (I, E) vespecto de £ (E), enton-
tonces E es semi-réflexivo,

DemostrACION. —E €5 sucesionalmente completo por ser casi com.
pleto. Entonces ¢l resutado es una consecuencia inmediata del teo-
rema 3 y del teorema V.27

OrservaciON.—En las hipétesis del teorema 3, si E es metriza-
ble y || | es una F-norma sobre E, y si se dota a B(E) y a B (I, E)
e las F-normas usuales, es inmediato que la aplicacién lineal & es-
tablecida en el teorema 1 es un A-homomorfismo de norma || @] <
<1 entre X, y X, cuando se consideran como A-médulos F-nor-
mados. En este caso es inmediato que si LIM es un limite (F)-ge-
neralizado sobre X, entonces Lim = L.IM » & es un limite {F}-ge-
meralizado de Banach sobre X,.

§ 2. SUMABILIDAD GENERALIZADA DE SERIES DIVERGENTES. SUMA
GENERALIZADA DEL PRODUCTO DE CAUCHY DE DOS SERIES

Si E es un espacio vectorial localmente convexo, usa serie de vec-

tores de I la denotaremos por un par de sucesiones (#,, Si)newn
donde

k=1

Si X € B(E) es un subespacio vectorial, designaremos por S (X)
€l conjunto de todas las series (4, S,) new tales que (S.) € X,
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5. Dermvicion.—Seaz E un espacio vectorial localmente convexo
y Ac .£(E) un anilio. $i X © B (E) es un subespacio vectorial
(A, o)-invariante que contiene las sucesiones constantes, una sume
generalizada ¥ sobre S (X) respecto de A es una aplicaciéon

L S(XK) 2 E

que verifica
5.1, Y (er + by) =a% a4 + DXy para cada o, b€A vy
k E k

cada (xy, S%), (vi, S%) € S (X).
52, a4, =0 si v, = 0 para todo F € N. ’
k

5.3 Wi, = &y + B, para cada {#%, S € 5{(X).
k

k

n
= T gl ;o - . (
5.4 ;..h.GS”, donde § = } g: ik-T&ENS;
(%, S¢) €S (X)
Para hacer mdis flexible la notacién se ha designade por & x
k

Ia suma generalizada &' (v, S¢) de la serie
£

para cada

(7, > Sp) € S (X).

En el caso de que E sea metrizable y || || es usa F-norma sobre
E se deline una suma (F)-generalizada T’ sobre S (X) como una
aplicacién % @ S {X) > E que verifica 5.1, 5.2, 53 y

5.5. | f.’ 7 < sup “ Z Ty H para cada (&, S¢) € 5 (X).

6. ProrosicioN.-—En las condiciones de la definicidn 5, si exis-
te un limite generalizado de Banach (resp. limite (F)-generalizado
de Banach si E es metrizable) Lim sobre X respecto de A, entonces
existe wna suma generalizadg (resp. suma {F)-generalizada) 37 sobre
S (X)) respecto de A definida por '

/’ J— 3
Xx o= Lim E Ky
k n k=1

Demdsrracion.—Es una comprobacién inmediata.
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7. PROPOSICION.—En las condiciones de la definicidn 5, si exis-
te une suma generclizada (resp. swma {F)-genevalizada cuando E e5
metriz‘ablé_) T sobre S (X) réspecto de A, entonces existe un limite
generglizado de Banach (resp. lbmite (F)-genmeralisado de Banach)
Lim sobre X respecto de A tal que

pid

H R V]
Lim E X, = B X,
k

n k=1

fare cada (XF’ Se) € .5 (X).
DEMosTRACION.—Si (S,) € X, ‘sea
v =S, 4, =8—5,_ s k>L
Entonces (a3, S¢) € 5 (X) v se define

Lim 5, = ¥ #,.
7 &

Es inmediato que Lim : X = E es una aplicacién lineal que ve-
rifica: '

i) LimeS, =aLlimS, para todo ¢ € A y (S5,)€ X como con-
secuencia de 5.1,
ity LimS, =8 si S, =S para todo = € N, pues

LimS, =x + %%, ,=8 +0=38,

k4 k

como congecuencia de 5.2 y 5.8,

fli) Lim S, € 5%, donde S = {S, : € N}, como consecuencia
de 5.4, 7

iv) Lim S5, = Lim S,,, para cada (5,) € X, pues

: _ _ IS
leSﬂ—Z xk—x1+x2+f— #y
3 k 4

+2

como consecuencia de 5.3. Entonces, si

r — _ o — —
# =2+ &, =8, =5_,=5, —5



si B > 1 se obtiene

=& +¥, + %, =LmS5,
k 7

- - _ ot ’ N4
Lim5,, =& =% +5+
k

R

Evidentemente, si E es meirizable y || || una F-ncrma sobre E,
se verifica que

| Lim S < sup 9,11,

[ ]}
si £ es una suma (¥)-generalizada para esta F-norma.

8. Trorema.—Sea E un espacio weclorial sucesionalmenic com-
pleto y A C £ (E) un anillo. Sea I el intervalo (0, 1) € R dirigido
con el orden usual de R. Se supone que existe sobre B (I, E) (vesp.
v B (I, E)) un lwmite generalizado LIM respecto de A. Entonces
gueda definida sobre § (B (E)) (vesp. S (= B (E))) una suma gene-
ralizada X7 respecto de A powniendo:

81 %x,=LIM 2 te-!x, para cada (X, Si) € S (B (E))
k t k=1
(resp. § (v B (E)).
DEMOSTRACION.~-Basta tomar x,, = t*~! —t*¥ para cada

(L, E}eI x N

y comprobar que se verifican las condiciones 1.1, 1.2, 2.1 y 3.1. La
sucesion de sumas parciales

n

5, = Z x,

k=1

se transforma mediante la aplicacién lineal @ establecida en el teo-
rema 1, en la red

o

m
D S S

K=1 k=1

El resu'tado es consecuencia del teorema 3 (resp. y 1.5).
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9. TeorEmA.—En las hipdiesis dei teorema 8, si E es metriza-
dle v ||| es una F-norma sobre E, si IIM es un limite (F)-genera-
dizado sobre B (I, E} (vesp. = B (I, E)), entonces queda definida 'so-
bre S (B (E)} (resp. S (x B(E))) una swma (F)-generalizada X7 po-

niendo:
91 %= LIM S ¢t x pore code (xS0 €S (B (B))
. k t k=1
{resp. § (= B (E))).

DeEMoSTRACION.—Aniloga a la del teorema 8, teniendo en cuen-
‘ta la observacién que sigue al corolario 4.

OpseErvacion.—Las hipétesis del teoremia 8 se cumplen si E es
-gsemi-reflexivo (resp. casi completo segiin el teorema IV.18) y su-
«esionalmente completo, En estas condiciones, si W es un altrafiliro
«que contiene a la base de filtro asociada al conjunto dirigido I, sea
LIM* el II-limite generalizado que dicho ultrafiltro define sobre
‘B (I, K) (corolario 1.12), y sea LIM el P-limite generalizado sobre
‘B(I, E) (resp. « B (I, E)) definido por

{LIM y,, &'y = LIM* <y, 2%
t £

para todo & € E'. Esto muestra que LIM v; no es otra cosa que

4
¢l limite débil de la red (y,) segiin el ultrafiltro 9, de modo que
8.1 se puede escribir asi:

es declr, 8.1 se puede considerar como un método generalizado de
Abel de sumacién de series. Teniendo en cuenta el teorema IV.17
<uandg

(xy, 3,) € - B (E)

8.1 se puede poner asi:
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donde lim es el limite segun un ultrafiltro conveniente en la topo-
U
logia de E (lim® era el limite para la topologia debil ¢ (E, EM.

10. TeorEMA.—En las hipdtesis del teorema 8, si LIM es uw
P-limite generalizado con P € P, (E), entonces la suma generehi-
zada ¥ definida por 8.1 verifica:

10,1, P(E X2 y) = & P (x,

(k Xk " ¥) = ( Z (s Ys))

i+izk+1

para cada par de series

(x};l S};l)’ (.yk‘ Stz) E S (B (E))
(resp. S (z (B (ED)).
DeMosTRACION.—Sea
Px, ¥ = {x, x’o) gy con &€A,

Se tiene

PE s,y =P (LIM Z -1z, LIM Z t"‘—lyk) =
i k ¢ k=1 E=1

£

=LM P i’ torm, Doty ) =
t

k=1 k=1

s [< S wein vz (3 ee1y)] =
B Y=1 k=12

= LIM [(2 1 (5, ') ) (2 -1y, )] =

13

Z @, &0 ayj) =

+i=k+1

1l

5

=
_Ms

¥
e

=LIMZ:"H1( Z P(.-El.,yj))=)‘;'( Z P(x,..yj)),

t k=1 i+ f=k+1 k iti=k41
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..11. TeorReEMA.—En lasg hipdiesis del tecrema 8, si LIM* es un

I-limite generclizado sobre B (I, K) tal que

LIM (h ¥ = (LTM* ) (LIM y)
T 1 1

pava coda (M) € B ({, K) y cada (y)€B (I, E) (resp. t+B (I, E)) ¥
st T* es lo correspondiente swina generelizada sobre S (B (K)) de-
finide por 8.1, entonces

11.1. (f* %) (f X ) =§ ( Z’ %)

1+j=k+1
pare cadg (u, Si) € S (B (K))

y cade (X, $%) €85 (B (E)) (vesp. 51 B (E))), donde X' ¢s la suma
generaizada definida por 8.1.

DEMOSTRACION ~—Anéloga a la demostracién del teorema 10.
Obsérvese que la condicién

LIM (A, v,) = (LTM* &,) (LIM 3,)
H t r

se verifica sismpre que E es semireflexivo (resp. casi completo) y
LIM. es ¢l lmite generalizade que el M-limite LIM* gefine sobre
B (1, E} {resp. « B (1. E)) cuando se pone

LIM* {y,.4 = {LIM ¥ £

4 4

para todo #” € E',

12. TrorEMa—En las hipdtesis del teovemo 9, st LIM® es un
-limite generabizade sobre B (I, K) tal que

LIM (7)) = (LIM* A) (LIM y,)
% t k]

pora cada

Q) EBUK) e (v)€BE)
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(resp. = B (I, E)) v si % ¢s lao corvespondiente swma (F)-generaliza-
da sobre S (B (K)) definida por 8.1, entonces

12.1. (E* ) (E’ Xy) = 2 (i+§+1 % xj)

para cade (n, S € S (B (K)) v cade (% 5%) €S (B(E)), donde

3 es lo swma generalizada definida por 9.1.
DeMOSTRACION.—ADAloga a la del teorema 11,

OERSERVACION.—Ndtese (que como consecuencia del teorema IV.33
se vio que pueden existir limites (F)-generalizados sobre B (E) que
verifican la condicién IV.82.1 sin ser E reflexivo. Entonces para el
“caso de espacios vectoriales metrizables el teorema 12 se puede apli-
car en ciertos casos en los que no se verifican las hipdtesis del teo-
rema 11 que aparentemente puede parecer que incluye el teorema 12
como caso particular,

§ 8. LIMITES GENERALIZADOS EN ESPACIOS DE FUNCIONES
PARTICULARES

13. TrorEMA.—Sea E unm espacio wvectorial localmente convexo
casi atonelado vy E' su dual. Sea (x) una red de formas lineales con-
Hnuas tal que su recorrido § = {x/ : i € I} es acotado para lg to-
pologia § (E’, E). §i Lum* es un Mmite generalizado sobre B (I, K),
LRIONCES

x’ (x) = Lim* x7 (x)
1

define una forma lineal continua x' sobre E. Se verifica que x* es
s o (E', E)-tdherente a la envoltura convexa de S.

\

DEMOSTRACION.—Como E es casi atonealdo, la inclusion ¢ : E —
— E” es continua cuando se dota a E” de la topologia fuerte
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B {E”, E) vy entonces la aplicacién traspuesta it : E” = E’ es con-
tinua para las topologias o (E”, E) ¢ (E’, E) ((10), corolario de ‘a
proposicién 8.12.8). (Notese que 1 es la aplicaciéon lineal continua
que a cada x” : E” > K le hace corresponder su restriccién a E.)

Como consecuencia del teorema IV.18 aplicado a E’ dotado de
su topologia fuerte g (E', E), se deduce que existe una aplicacidén
lineal L : B(I, EY = E* definida por

(&7, L(xYy = Lim* (&7, 5
! i

para todo &7 € E”. Si

& =it L(x)).
i

entonces 1 € K y

2 (x) = (&, 8 (277 = (%, &) = Lim* {«, "}

i

para cada x € E, Por otra parte, tenlendo en cuenta la proposicidén
IV.20 se deduce que

¥ =it Lz
i

es un punto o (I, E}-adherente a la envoltura convexa de S como
consecuencia de la continuidad de 4* par las topologias

« (B, EY, o (&, E).

Osservacion.—En general no se verificard que %' sea un punto
¢ (£, E”)-adherente a {a envoltura convexa de S, pues en este caso
se deduciria que Lim =4i*-L es un limite generalizado sobre
B (I, E") y esto implica que E’ es semi-reflexivo en el caso de que
I sea el conjunto de los s (E, E”)-entornos simétricos de 0 dirigido
por la inclusién, como consecuencia de la proposicidn IV.7 v de (10),
proposicidn 8.8.2.
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Sea Q © R™ un abierto. K (@) es el espacio de las funciones rea-
les continuas con soporte compacto contenido en Q, que es un espa-
cio vectorial localmente convexo atonelado para su topologia usual
{descrita en (10), ejemplo 2.12.5). El espacio dual K’ (Q) es el es-
pacio de las medidas.

14. TreorEMaA.—Sea (W) une red de medidas p € K (Q) con in-
dices en el conjunto dirigido I, tal que para cada & € K (Q) se te-
He que

(s, ) € B, R).

Entonces pora cada limite genevalizado Lim* sobre B (I, R) existe
una medida. p € K’ (Q) tal gue

u () = Lim® p ()
i

pare cada 4 € K (D), que es o (K’ (Q), K (0)-adkerente a la envol-
ture convexw de {; 1 i€ [},

DEMosTRACION.—Por hipétesis (1) es una red débilmente acota-
da y los espacios atoneladog tienen la propiedad de que un conjunto
débilmente acotado de su dual también es fuertemente acotado ((10),
corolario de la proposicién 3.6.2). Entonces el resultado es una con-
secuencia inmediata del teorema 13.

15. TeoreEMa.—Sea (x;) una red de funciones x;, € K (Q) con in-
dices en el comjunto dirigido I tal que su recorrido {x : 1€ 1} es
un conjunto precompacto. Si Lim* es un limite generalizado sobre
B (I, R} la funcion

x (t) = Lim* x, (1)
i
definida sobre Q pertenece a K (Q) y para ceda medide p € K" (Q)

se tieme:
151, Lim* [ x, () dp = [ Lim* x; (1) d g,
i i
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DeMOsTRACION.—Como K (@) es completo, el resultado es una
consecuencia inmediata del teorema 1V.16, pues si Lim es un limite
generalizado sobre « B (I, X (Q)) definido por

{Lim #, #'y = Lim* {x,, #7
: !

Ppara cada o’ € K’ (Q), como se vio en la demostracion de dicho teo-
rema, y si # = Limw, entonces evidentemente se verifica que
i

¥ () = Lim* #, (£),
i

Ppues para cada £ € Q, la forma lineal ¥ —s & () es continua, Eviden-
temente, 15.1 es la relacién indicada anteriormente cuando se es-

<ribe

(% p> = fx(t)dn""

Sea D (Q) el espacio vectorial de las funciones reales indefinida-
mente diferenciables, con soporte compacto contenido en el abierto
£ con la topologia localmente convexa usual (descrita en (10), ejem-
plo 2.12.6), Se sabe que D (Q) es reflexivo por ser un espacio de
Montel. Su dual D’ (Q) es el espacio de las distribuciones,

16. TeorREMA,—Si (%) es una red acotada de funciones x,€ D (Q)
con indices en el conjunto divigido I, y si Lim* es un limite gene-
raligado sobre B (I, R), emntonces la funcidn

x {t) = Lim* x, (t)
1

perienece ¢ D (Q) y se verifica

aP (Lim* x, (£)) = Lim* (30 x, (1)
X .

1

para cada

p= (Pl, ey Pk) € NE
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DEMOSTRACION.—Es una consecuencia inmediata del teorema
1V.21, de la continuidad de cada forma lineal x — # (f) y de cada.
aplicacidn lineal

(1)
@

(3)
)
(3)
(6)

®)

)
(10)
(1)
(12)
(13)
(14)

(13)

(16)
(17)

DD
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