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CAPÍTULO III

§ 1. A-MÓDULQS F-NORMADOS CONVEXOS CONTINUOS

Ya se probó (proposición II.2) que en un A-módulo F-normado
Txrecotivexo Y simpre es continua la aplicación y \—> « y para cada
y. € R. Lo que no es cierto en general es que también sea continua
la aplicación a i—^ a 31 para cada y •€ Y (véase ejemplo 13). En este
•capítulo se estudiarán los A-módulos F-normados convexos para los
•que esta última aplicación es continua. Nótese que si sucede esto en
un A-módulo F-normado preconvexo, entonces la norma es regular
;y por tanto es convexo; de modo que en este caso no cabe la dis-
tinción entre éstos dos tipos <le A-módulets.

1. DEFINICIÓN.—-Se dice que un A-módulo F-normado convexo
Y es continuo si -a aplicación de !R en Y, y. .\—> a y es continua para

•cada y € Y,

2. PROPOSICIÓN.—Una condición necesaria- para que. el A-wió-
'dulo P-normado Y sea convexo continuo es que se verifique la pro-
piedad P* para cada n £ N y que

Um
n

-para todo y € Y.
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DEMOSTRACIÓN.—Evidente si se tiene en'cuenta la proposición
ILIO.

3. TEOREMA.—Una condición suficiente para que. el A-módulo-
F-ttor<mado computo Y sea convexo continuo es que se verifique la.
Propiedad Pn para cada n € jV y que

Um = O

pava, cada y € y.

DEMOSTRACIÓN.—Para cada x € E y cada 3* € Y se define el pro-
ducto

r I [n *1a jr = liîïl | y
t [« ai \

yi\ n in \ n

J in a i i
límite que existe por ser I y 1 una sucesión de Cauchy en Y

completo. En efecto, st p, q son números naturales y si

m = q [í a] — p [g o]

se tiene

Pi

[p *] Ci «]
¿.

s\ p <£: q, pues

' [?«]

Entonces

duce

[f «3 + 1 C9»3 [ga] +1
< « < : * -—— < a < ;

< 1 y como consecuencia de la propiedad P« se de-

[#«] r?«3
y —

f q •^M
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pero .< E si p > »e para cierto ws '€ N, pues

lim = o;

Entonces si g > /> > «e se verìfica

[^«] C? «]
y — <

El producto (a, y) j—> a v que se acaba de definir tiene las pro-
piedades deseadas 1.1, 1.2, 1.3, 1.4 y 3.1 del capítulo II.

Las propiedades 1.1 y 1.3 son evidentes.

1.2. (a + ß) y = y. y + ß y, pues

||(a + j8)y — « y — j g y l l =

/ [«(« + £)] [»«] + [«J9Ji- ijim • —
» \ « «

=:
*»

lim y
« *

< Hm
n

y
' n

= 0,

-),

pues

Sfl = [*(* + A] —[»«] — [»«

sólo toma los valores O ó 1.

1.4. st (o y) = a (a y) es consecuencia de la continuidad de Ia
aplicación y \—> ay (a € A) y de la propiedad r (o'y) = a (r y), que
evidentemente se verifica cuando r € . Q .

3.1.

2a* ** II < max !| y*
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•cuando yk € Y, o» > O ... (k = l, ..., n),

_¿ •«*=.!.
t = i

pues

2 «*y*-
t= i

" [*«,]
> Hm

í4- „ /t y*

lim 2
;¡ t = i

[A«t]
y* =^ Hm

A

" [&«,]

Z * ^ < niax ||3ft
l ^ * ¿n

ya ique por la propiedad P„ se tiene

V

^-*-• i

[*«*]
•y* < max y yt \\

1 ¿k ¿n

por ser

^ t* «^ < A-
A = l

Queda por probar la continuidad de la aplicación a |—»- a y para

•cada y 6 Y. Dado E > O, sea m € N tal que

-si | a |< — , resulta

< e ; entonces

«3> || =
y

(m a) —
m < <e.

pues | m a ] < 1. Esto prueba la continuidad en 7. = 0. La conti-
nuidad en cualquier otro punto «0 se deduce poniendo

«y —«0" y = (« — «„) y.
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Si se compara este teorema con el teorema 1.38 se observa que
•es un resultado más fuerte que aquél, puesto que la hipótesis de
ser Y completo es más débil que la hipótesis de la existencia de un
límite generalizado de Danach sobre B (Y) (proposición LIO). Parte
•de la demostración del teorema 3 (verificación de las propiedades 1.1,
-1.2, 1.3, 1.4 Y 3.1) es igual que en la demostración del teorema 1-38.

• • 4, PROPOSICIÓN.—-Si Y es un A-m-ádulo P-normado convexo
'Continuo cow-pleto, entonces existe sobre T B (Y) un límite genera-
lizado de Bana-ch Lim que verifica

a. Lim 2i„ = Lim a x„

$ara cada. (xD) € T B (F) y cada a Ç R.

DEMOSTRACIÓN,—Al ser Y convexo contìnuo se deduce de la pro-
posición. II.2.1. que se verifica

(« ßiy="i(ßy)*ß (a y)

-para cada yGY, « € JR y fa è E. El resultado entonces es conse-
•cuencia de la proposición 11,25,

5. PROPOSICIÓN.—Sea Y un A-wiódulo P-normado completo tal
'Çtbe se verìfica la propiedad P„ para cad-a n-€ M, donde M <^ N fs
•un conjunto infinito, y taî que

• l y
lim —

n € M I « ,
- O

¡para cad&y ë Y. Entonces Y es un A-m-ódulo F-normodo convexo
•continuo.

DEMOSTRACIÓN.—Si suponemos ordenados los elementos de M en
•orden creciente

M = {«t, m,,....m,,,...}.
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la demostración es análoga a la del teorema 3 con m edifica ci ones>
obvias, definiendo el producto

C»V*]
a y = lim y.

6. COROLARIO.—SÍ en el A-mótfulo F-norm&do completo Y- se-
verifica la propiedad Pn para cada n € M y si

Um
ne M

= 0

para cada y '€ Y, donde M <r A" ^ M« confatóo infinito, entonce?
Mmbién se verifica la propieda-d Pn p&ra cceda n € JV, y

= 0

/'íií'o rßrfa y € K.

DEIÍOSTHACIÓN.—Como Y es convexo continuo como consecuen-
cia de la proposición 5, el resultado es consecuencia de la propo-
sición 2.

Obsérvese que como consecuencia, de este corolario es posible de-
finir, como en el teorema 3, el producto

E*«]
a * y = lim y.

pero como

resulta que

f-^,)
\ *»n /

.?) es una gttbsucesión de la sucesión
i [»*]

ion I y,
\ «

[«i, «1 O «1
a y = lim : y = lim y - « * y-

•m~
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:§ 2. CARACTERIZACIÓN DE LOS A-MÓDULOS F-NORMADOS COVEXOS
CONTINUOS

7. TEOREMA. — Sea Y un A-módu'o P-normado convexo conti-
-nuo. Entonces Y es un espado vectorial real y la topología definida
•en Y por la F-fiorma es compatible con la estructura de espado vec-
.torlal de Y, de modo que Y, con esta topología es un espacio vec-
.torial real localmente convexo metrisable.

DEMOSTRACIÓN.—Y es un espacio vectorial real, pues se verifi-
ca a (ß 3») = (a ß) y para cada y € Y, y. 6 R y p '6 R, según se indi-
có en la demostración de la proposición 4. La topología definida en
Y por la F-norma es evidentemente compatible con la adición, como

•consecuencia de la propiedad triangular de la F-norma. También es
compatible con la ley externa (a, y) !—> a y, pues

* y - «fl y, = (« - «€) y0 + «„(?- \) + (« - «<,) (y - y„).

-y.dado e > 0, existe S, 0 < 8 < 1 tal que si | <x — <x0 | < 8, entonces

11 (« - ao> ^o II .< e-

"Entonces si se toma

\\y-y0\\<e, !«-««!.<s,

: res ulta

l l « y - a o y 0 l l < « C 3 + c«o3)-

Entonces Y es un espacio vectorial topològico, en el cual la su-
'cesión de bolas

B„ = {r€Y: ]] y \\ < l/«}

•^es un sistema fundamental de entornos de O, numerable, formado
-por conjuntos equilibrados convexos y absorbentes, ya que cada bola
~Bn es convexa como consecuencia de II.3.1, absorbente por ser con-

-tinua la aplicación « |—> t. y para «, = O y equilibrada por verificarse



- 684 —

II « y il .< Ü y II si ° < Ä < 1 y II y II = ¡I — y I I - Esto Prueba que Y'
es un espacio vectorial real localmente convexo metrizable.

Seguidamente nos proponemos probar un resultado recíproco de-
este último, que nos permitirá caracterizar los A-módulos F-norma-
dos convexos continuos como espacios vectoriales reales localmente-
convexos metrizables. El problema es el siguiente: si Y es un espa-
cio vectorial real localmente convexo metrizable, se trata de encon-
trar una métrica a sobre Y que defina la topología localmente con-
vexa de Y. Esta métrica d deberá ser invariante por traslaciones y
cumplir el requisito de que las bolas cerradas definidas con dicha mé-
trica sean convexas. Entonces, si se define

¡ * || = d (*. 0)

resultará que ¡j | es una F-norma sobre Y", para la cual Y es un A-
módulo F-normado convexo continuo, si se toma como anillo A un-.
anillo de aplicaciones a : Y -> Y lineales y continuas. El probar que
existe una distancia d en Y con estas condiciones es algo laborioso.
El método que utilizamos para construir esta distancia está basado--
en el que se expone en la demostración del teorema de metrizacíón.
de grupos topológícos (no necesariamente abelianos) del libro (9).
Antes de probar el resultado que se ha anunciado, son necesarias-
algunas definiciones y lemas de carácter técnico.

Si Y es un espacio vectorial real localmente convexo metrizable,.
se sabe que existe en Y un sistema fundamental -de entornos de 0>
numerable {*££*} que verifica:

a) f) U* = {0}.
k SN

b) Cada *l£K es convexo absorbente y simétrico.

c) Wjtt! + 3¿± + 1 c S¿t para cada k 6 N.

Por razones de notación convenimos en poner

% , = Y - 2C = {0}.

Para cada k € N sea

(¿)- 24. v (o) = sí v <i) = wn
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y para cada nùmero racional diàdico

l
-h ... + —— (0 < fc1 < ... < ig 0< r < l

2 n

definimos

/ 1 \ / 1 \v w-v(-srr™ + v(»r)
Tenemos definido V (r) para cada número racional diàdico-

r > € [0,1]. Sí r > 1 se define V (r) = Y. Para algunas de las demos-
traciones que siguen es conveniente introducir la notación siguien-
te: si r > O es un número racional diádico; se define T (r) =0 cuando-
r = O o r > 1, y T (r) = n cuando

r= — +...+ — (O < fc l < . . .< fcn, 0 < r < l ) .

8, LEMA.—5í r, s son racionales diádicos y O .< r < s, enton-
ces F (r) c F (s).

DEMOSTRACIÓN.—Es evidente si !r = O o si í > 1. Sean pues,.

1 1 1 1
0 < r < í < l , r =-—- + ... 4- —— , s = —-— + ... +

2*i 2*„ 2p. 2"m

Existe un único entero i tal que k¡ = />; para j < i y fe, >• /> f . Sea.

1
- v i —)\ 2*. /

w = v -— + - + V
2*í_,

Entonces

v ( r ) s a W + V(1l-)+v(-pî-)- I.... + v(-^|cw + v|-^-]+.
& t I \ * *+l f \ ¿ tt

+

l—\\ ^ i
/ 1 \ / 1 \ / 1 \ / ^ \V I 1 + V + ... + V { I + V I -— 4-
\ 2*,+ i / ^ \ 2*/+« / \ 2*n-i P \ 2*„ /^



— 686 —

-H ... -f V

/ 1 \ i l \ l l \ i l \ '
+ V1^)CW + VW + V(_ ;_)+ V(_ 7) +

/ l \ ( 1 \ f 1 \ í 1 \
'(-sH + v(nsH --w-v(l* ) + VU")C

cw^'(l¿r)cw + v(^r) =

-(v(-¿r)+- + v(i¿r))+ v(iír)c v w-
La demostración de este lema está tomada de (9), donde aparece

•como parte de la demostración del teorema 8.2 del capítulo IL El
siguiente lema que necesitamos ya no aparece en (9).

9. LEMA.—Sean r > O y s > O racionales diádicos. Entonces se
•verìfica

P(T) + V (s) c V (r + s).

DEMOSTRACIÓN.—Para T (r) — O o T (s) = O es evidente. Cuando
-r (r) > 1 y T (s) > 1, lo demostraremos por inducción,

a) Si T (r) = T (s) = 1, sea

i i
"~ 2* ' J ~ 3" '

-sí k^p,

V (r) + V (*) C V (r + j)

•por definición de V (r + s). Si k = p, entonces

V M - H V(*) = W, +Ïí tCÍÍ J t_1=v|-^TJ -v|-i- + -i-Uv(r + f).

{Para el caso è = ̂  = 1 hay que tener presente que ?/0 = V (1) = Y),
b) Sea T (r) = n, T (s) = 1. Se supone cierto el resultado cuan-

<Lo T (r) < n, T (s) = 1, Sea, pues,

l l l
r = ——- + ... +a«, 2*„ a»
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Si p T^ kj para cada ; 6 {l, .., «}, entonces por definición de
'V (r + s) resulta que

V (r + j) = V (r) H- V (i)

En caso contrario, sea p = k¡ con l < ; < w, y si

-se verifica que T (r') = n- — 1 y entonces aplicando la hipótesis de
inducción se obtiene

V (r) + V (í) = | V (r') + v / —j j + V (í) = V (f) + V / -^ ) +

IF"/
i \ / i

+ v| — J czv(r ' ) + v |—-— c v r +-^77 | = v( r + Jr).
¿ / \ i

c) Sea ahora T (r) = w, T (i) = m. Se supone cierto el resultado
-para cada c (r) cuando i (s) <. m. Si

r = h ... + , 5 = ——• -i-... -:
2*, Wn 2¿, ' 2/,

Si se verifica que ki^=p, para cada f€ {1, ..., «} y cada /€ {1, ..., m},
el resultado es evidente por definición de V (r + s), pero si k¡ = p¡
para algún i (O < i < n) y algún j (O < í < m) se consideran los
números racionales diádícos :

1 1
r' -r— —-— , s' = s —

2*í 2^-

•tales que

r (r') = M — l, T (i') = «t — l
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y se obtiene aplicando la hipótesis de inducción :

l
V (r) + V (i) = V (f) + V ( —— | -t- V (s') + V

¿ i \ Wj

l
V (O + V | — ) + V (s') c V (r") + V (s') c V (r" + s') = V (r+ s),

¿l Î

donde

Y" = r' + í )
\ 2*r' /

10. LEMA.—Si r y s son racionales diâdicos y 0 < r •< s, enton-

ces 7,-c FB.

DEMOSTRACIÓN. — Si r = O o 5 = 1, es trivial. Sea, pues, O <C
< r < s < 1:

l i l i
r = -rr~ + ••• + TI— . s = -^— + ••• +2\ ^'" 2*M ' 2A "' 2¿M '

y sea fe '€ N tal que

3
r H <J, y fe > fe„.

fit ' «ot

Entonces, si x € Vr resulta

l •£)•* + V|- €V(r) + V — « V r + — I c i V W

como consecuencia del lema 8, y esto prueba que x € V (s) y por

tanto V (r) c V (s). Sea ahora ¿tr € V (r); entonces

^ + V | — | | n v ( r ) ^ 0 .
¿K
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y esto prueba que

i \ í l
xç V (r)- V ( — U V (n + v — | c V (í)

¿ . t \ —I

y por tanto

V (r) c V (í).

Si f es un número racional diàdico tal que r < ¿ < 5 como conse-
cuencia de las dos relaciones obtenidas, se deduce

v (r) c V (O c V (s),

11. TEOREMA.—Sea Y un espacio vectorial real localmente con-
vexo metrisable. Con las notaciones anteriores sea

|| x || = inf { r : x g f (r) }.

Entonces \\ \\ es una F-norm-a sobre Y que induce en Y la topolo-
gía localmente convexa dada inicialmente. Más aún:

V (r) r> {x : x ]] < r }

.V

V (r) = { x : ]] x [j < r }

£ara cada número racional diàdico r > 0.

DEMOSTRACIÓN-.— \ x \[ = O es equivalente a

(F)-* € V I — --ÍÍ.

para cada fe € N y esto a que sea # = 0. Como cada V (r) es simé-
trico se deduce que jj x \ = ! — x ,. Si || x \\ =a y [j ;v' || = p, dado
e > O, existen racionales .díádicos î', í tales que

a <; í- <; a + e, ,,0 <^ -T-< /3 + s. JIT £ V (r), jp € V (j)
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y entonces x -f- y € V {> + í) como consecuencia del lema 9. Esto
prueba que

II * + y II <'' + s < a + / 3 + 2e

para cada e > O y por tanto que

I I - f + >•!!< !!*!! + I l y u -

Entonces |¡ j¡ es una F-norma sobre Y. Por otra parte, para cada
•número racional diàdico r, O < r < 1, si | x \ <C r; se deduce que
existe un racional diàdico s ta! que

o
i l x li < s <r y x e v (s) cz v (r),

lo cual prueba que

V (r) z) { J : ¡I -r || < r }.

Sea ahora x € Y tal que || ¿r || < r; si || ¿r |¡ < r entonces

x e V (r) c V (r)

y si l| x \\ = r, sea

1 1
r = ——- + ... +

2\ &„

entonces también x 6 V (r), pues en caso contrario existiría un nú-
mero natural k ~> kn tal que

/* + V / - M ) f l V(r) = *

\ U* / /

y por tanto

* 3 v O + V í — ) = V (s)
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con

— > r = .r
2K

y se llegaria al absurdo de que existe un racional diàdico í que ve-
rificaria

|| x j] < t < s y jr € V ( í )<= V (¿).

Esto prueba que

V (r) ID \ x : || ¿r || < r }

cuando O < r < 1 ; en el caso r = O o r > 1 esta inclusión es tri-

vial. Sea ahora .r € V (r) ; entonces para cada racional diàdico s > r

se tiene V ('') c: V (í) y por tanto

I I * i!< s y 1 x j] < r,

con lo que queda probado que

V (r) c \ x : || * || < r }.

12. TEOREMA.—.SVa F M« espacio vectorial real localmente con-
vexo metrizable. Entonces existe una F-norma sobre Y que doía a
Y de su topología original y tal gué Y resulta ser un A-módulo F-
normado convexo continuo cuando A. es un anillo de aplicaciones li-
neales continuas de Y en Y.

DEMOSTRACIÓN. — Teniendo en cuenta el teorema 11, sólo hay
que comprobar que la F-norma definida en dicho teorema verifica
la propiedad 3.1 del capítulo II. Por ser Y un espacio vectorial real,
bastará con probar dicha propiedad en el caso n = 2. Sea, pues,

para cada s > O existen números sracionales díádicos r, s tales que

yi € V (r)f yz Ç V (s), .\ < r < A + e, /* < s < p. + e,
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si es r < í, entonces

V, € V (r) c V (í), ;v2 £ V (í)

y como V (s) es convexo se deduce que

ai ?!+ az y ze v (*ï

cuando

^ + «2 = 1> «1>°' S > ° >

y por tanto

*! ̂  + «2 ? 2 il < s < 'f- + e < raax II y, il + £'
í-1,2

y de aquí se deduce

a] J'i + a2 -V21! .̂  max II yi ¡I
í = 1, 2

OBSERVACIÓN.—Si Y es un espacio vectorial complejo 'ocalmen-
te convexo metrizable y el s:stema fundamental de entornos de
O {'¿¿t} de que se partió para definir la F-norma ¡| || es tal que
cada "Uk es equilibrado, entonces cada V (r) también es equilibra-
do, y como consecuencia también lo es cada bola {.v : x || '< p},
como fácilmente se comprueba.

En las condiciones, del teorema 12 cabe distinguir dos conceptos de
conjunto acotado: 1) conjunto acotado según la F-norma; 2) con-
junto acotado según la topología localmente convexa de Y. Enton-
ces cuando pueda haber confusión designaremos por B un (I, Y)
(resp. B (I, Y)) el conjunto de las redes acotadas según la F-norma
(resp. acotadas según la topología localmente convexa) de Y. SÍ Y
es un espacio vectorial normado, entonces

B (i, Y) = B 1 0 ( I , Y ) .

Obsérvese que para los conjuntos totalmente acotados no cabe tal
distinción.

Por otra parte, el resultado que acabamos de obtener pone de
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manifiesto que e! problema de la existencia de límites generalizados
•<ïè Banach sobre todas las sucesiones acotadas de un A-módulo F-
normado convexo completo no tiene solución en general, aunque
•dicho A-módulo sea continuo. En efecto, los teoremas 11 y 12 mues-
tran que existen A-módulos F-normados convexos continuos com-
pletos tales que la F-norma verifica O <í |j x jl < 1 para cada #. En-
tonces si Y es uno de tales A-módulos, resulta que para cada y € Y
se tiene (n y) '6 B¡¡ u (Y), pues todos los subconjuntos de Y son aco-
tados en F-norma. Si existiese un límite generalizado de Banach,
Lim sobre B( t (Y) se deduciría

^

y 5= Lini y = Lim ((n + i) .v — n y} = Lim (n -(- 1) y — Lim « y = ft,
n n n n

para cada y G Y, lo cual es absurdo si Y 7^ {0},

§ 3. EJEMPLOS BE A-MÓDULOS F-NORMADOS

13. EJEMPLO.—Sea E un espacio vectorial real y sea S (E) el
•conjunto de todas las sucesiones (A-") «te vectores A-* & E para cada
n € N\ Se define en S (E) la suma del modo ordinario y se dota a
S (E) de la siguiente F-norma : a) ([ O [I = O ; h) si x = (V1) =¿ O ;

1
11x K = — » donde n € N es el mínimo número natural tal que

.-*•" ̂  0. Se comprueba fácilmente que || |) es una F-norma sobre
S (E), y S (E) puede considerarse como A-móduüo F-normado; sien-
do A un anillo de aplicaciones aditivas y continuas a:S (E) -$ S (E).
Si se define el producto a (je") = (« xrí) .para cada y. € R y cada
¡C**) € S (E), es evidente que \ « ár |¡ = || x j| si a 5¿ O. Como con-
secuencia de esto y de la propiedad

S
t= l ' 1 ̂  f^Tl

fácil de comprobar, se deduce que

«
V̂ «* *> < max

t= i i -í fc^ n
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cuando

2«*< 1 - a t>° (è = 1 w)-*• = i

Si ahora A es un anillo de aplicaciones a : S (E) -> S (E) R-li-_
neales y continuas, resulta que S (E) es un ¿L-módulo F-normdao no-
arquimediano convexo. Es fácil ver que S (E) es completo. Eviden-
temente S (E) es no continuo, pues la aplicación i \—v y. x no puede-
ser continua en a = O si .r 9¿ O como consecuencia de que |¡ a x ¡| —
= I j .v !¡ si <L j¿ 0.

También es evidente que .se verifica la propiedad

(« ,fl) * = a (,0 jr)

para cada JT € S (E), a'ë R y ß ̂  R. Entonces existe un límite ge-
neralizado de Banach Lim sobre T B (S (E)) que verifica

a Lim x„ = I.im y. xf

para cada

« € R y U-J e r B (s (E)),

según la proposición 11.25.

14. EJEMPLO. — Sea S (E) el mismo A-módulo F-normado del
ejemplo anterior. Se define un nuevo producto («, x) !—•> «*.r del si-
guiente modo : sí ^ : E ~» IR es una función aditiva y no multipli-
cativa que verifica -| (1) = 1, f-t), se define a * x = (ty (a) ̂ 1) si
jt: = (^-"). Entonces si

•K

^«^l.

*-l

(4) LA existência de taies funciones resulta, como es sabido, del axioma de
elección.
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con a» > O para k ~ 1, ..., » y si {#„ ..., #„} c S (E) se tiene

Z <; max ¡| a¡ * x{ ü <^ max

pues

II «, * *i 11 = 11V- («,) *, ¡i = 11 *, 11 s¡ ^ («t) ̂  o.

Es inmediato comprobar que con este nuevo producto se verifican?
las demás condiciones de A-módu!o F-normado convexo.

Es evidente que ahora no se verifica la propiedad

(a ß) * x = a * (ß # X)

para cada x € S (E), a € R y ß € R, pero sí se verìfica !a condición:

<* * (iß * x) = ß -H (a * *),

que aparece en la proposición 11.25.

15. EJEMPLO.—Es interesante dar un ejemplo de un A-módulo-
F-normado convexo que no pueda ser A-módtilo normado para nin-
guna norma sobre A. Sea E un espacio vectorial real normado con:
norma q. Con las mismas notaciones del ejemplo 13 se define una,
nueva F-norma sobre S (E) así :

II * I I 0 = max (!1 x\\> 1 t*1))

donde

* = (*„)€ S (E),

siendo || |¡ la F-norma definida en 33. Sea ahora A el anillo de todas;
las aplicaciones a : S (E) -^ S (E) R-lineales y continuas.

Evidentemente la aplicación a : (¿r*) -> (x* +x) es R-lÍnea1. Es^
continua, pues dado s >0, si

S < min 1/2,
« + 1
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y si

l i * - y U 0 < 8

.se deduce que

* -y [ ¡S< —

y por tanto

r1 — yl = O, xz — y2 - 0.

Entonces

|j <r X — <ry ||0 = j] <TX — c r j

y s:

1 / l \y = — < 8 , ( m > — > 2 )
m \ S /

.se deduce

l l 8
T*-«ry| |0 = | |«r*-«,y | | =-^35- < ! ^TZ7<e-

^^_ 1

s

Entonces a € A, pero i no transforma sucesiones acotadas en
sucesiones acotadas, pues si y € E e 3' 7^ O, la sucesión (JT„) defi-
nida por

^ n ={0 ,»3 ' ) 0 1 0 J . . . } ' €S (E)

1
-verifica || xn ||0 = ~£~ , pero

II °-xn H o > « ï ( y )

no está acotado.
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Se comprueba fácilmente que con la F-norma || H„ también es
S (EJ un A-módulo F-normado convexo no continuo cuando se de-
fine el producto (a, x] \—> a & como en el ejemplo 14. Naturalmente,
que ahora S (E) no será no arquimediano, como ocurría con la

-norma I I IL

CAPÍTULO IV

§ 1. DEFINICIONES Y NOTACIONES

En este trabajo, en lo sucesivo, cuando se hable de espacios vec-
toriales localmente convexos, klebe entenderse que nos referimos
:síempre a espacios vectoriales topológicos separados localmente con-
vexos, reales o complejos. Se designará por K el cuerpo real o com-
plejo, y por E un espacio vectorial localmente convexo sobre K no
.reducido a {0}, cuya topología se supondrá que viene dada por la
familia saturada de seminormas [p¡ : / '€ J}. Por £ (E) designare-
mos el anillo de todas las aplicaciones a : E -> E lineales y conti-
nuas, por A un subanillo de £ (E) y por Au el subanillo de £ (E)
engendrado por todas las aplicaciones lineales continuas &<> '• E ~> E
tales que

an * = <*. *'o> JTO

-para cada x € E, donde ̂  € E' y jrD 6 E. La familia de todas las
.aplicaciones bilineales continuas P : E x E -> E se denotará por
ff* (E), y <9\ (E) designará el subconjunto de ZP (E) formado por
todas las aplicaciones bilineales continuas que son de la forma

P(#, y) = <*,#'„> a y

•-con JT'O € E' y a € A. En el caso de que E además sea un álgebra,
•se designará por n la aplicación producto II (x, y) = x y del álge-
'bra. La misma letra n se reservará también, para designar el pro-
•ducto del cuerpo K.

Si I es 'un conjunto dirigido, una red x = (^,) de vectores
JF, i€ E (i '€ I) está acotada si y sólo si

q¡ (;r) = SUp { Pj (.*.) ; Í Ç I } < + co
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para cada ; € J, Entonces {gf : j € ]} es una íamilia de semi n or-
mas sobre el espacio vectorial B (I, E) de las redes acotadas com
valores en E e índices en I ; se supondrá que B (I, E) está dotado
de la topología localmente convexa definida por esta familia de se-
minormas. Las notaciones que ge utilizarán serán análogas a .as usa-
das en los capítulos anteriores para el caso de sucesiones o redes-
con valores en un A-módulo F-normado. Asi, por ejemplo, T B (I, E)'
es el subespacio vectorial de B (I, E) formado por las redes cuyo

recorrido es totalmente acotado y E el subespacio de las redes cons--
tantes que también se identificará con E.

Para cada red (resp. sucesión) (^) con x¡ € E se define x p'
(resp. x <r) ig-ual que se hizo en el capítulo I. Un subespacio vec-
torial X d E (I, E) (resp. B (E)) se dice que es (A, p)-invariante-
(resp, (A, <r)-invariante) si para cada -K. = (x,} '€ X se verifica que-
ü x = (a ,v¡) -6 X para cada a G A y # p ' •€ X para cada / € l
(resp. # < r - € X ) . Cada subespacio X-c B (I, E) se supondrá dota-
do de la topolog-ía relativa. Generalmente nos referiremos a subes--
pacios X de B (I, E') tales que sì I = N tienen la propiedad -de que
x c € X sí y sólo si „v € X. Entonces X es (A, p) invariante si es-
(A, -^-invariante.

Sobre esta cuestión pueden hacerse consideraciones análogas a.
las que se hicieron en el capítulo primero.

1. DEFINICIÓN.—Sea E un espacio vectorial ioca'mente convexo-
y X un subespacio de B (I, E) que es (A, o)-ivariante y contiene las
redes constantes. Se llama iímiíe generalizado sobre X respecto de-
A y se designa por Lim a una aplicación linea! LÍm : X -^ E con:
las siguientes propiedades:

1.1. Lim a & = a L^'m x V .v € X, V a e A.

1.2. Lim A- = .v V x Ç E.
1.3. Lim A- 6 S"", donde S = {x, : t € 1} V x = (^)'€ X (5)
1.4. Lim x = Lim x ç* V x 6 X, V ; •€ L
En las proposiciones que sean ciertas, cualquiera que sea el ani-

llo A se omitirá el calificativo «respecto de A«. (Nótese que siempre
se puede suponer que A r> K.) Así sucede en la sig-uiente proposi-
ción, que es una consecuencia inmediata de la definición.

(ã) Para cada conjunte M 'C E designamos gor M° su polar (abso]uf">'r
M° = { A-'Ç E' : (J r . j f ' î <. l V r € -^ }- y Por MIM> su tnpo^ar.
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2. PROPOSICIÓN.—-En las condiciones de la definición 1 se veri-
-fica que cada límite generalizado Lim sobre X es una aplicación li-
neal continua.

DEMOSTRACIÓN.—Si U es un entorno de O en E, que se puede su-
poner de la forma

U = { y € E : p . (y) ̂  e }

-por ser {p¡ : j € J} una familia saturada de seminormas, entcnces

V = -{x € X : q¡ (*)< e}

•es un entorno de O en X lai que Lim x € U, siempre que x € V,
pues si x = (x¡) € V resulta que

sap-ipj (*,); i e I } < e,

-de modo que x; '€ U para cada i € I y por tanto

Um*, e Sou c U,
«

;pues U es cerrado y absolutamente convexo (6).

Designemos por T la topología localmente convexa de E. Si T,
•es otra topología localmente convexa sobre E compatible con la
•dualidad -del par (E, E') y si designamos por E1 el espacio dotado
•de la topología TI} es evidente que

B (I, E) = B (!,£,),

•pues los conjuntos acotados son los mismos para estas dos topolo-
.gías ((10), teorema 3.5.3).

Entonces, si Lim es un limite generalizado sobre X respecto de
A -c £ (E), cuando sobre E se considera la topología T, también es
un límite generalizado sobre X respecto de

A, = . C ( E . ) n ¿ .

(6) Se verifica que M°° es la envoltura cerrr.da absolutamente convexa de M.
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cuando sobre E se considera la topologia c^ puesto que la bipolar
S°°-de un conjunto S sólo depende del par dual (E, E'). En e] caso-
de ser ^ = « (E, E') se verifica que At ~ A, pues £ (E) c £ (EJ-
en virtud de (10), proposición. B.12.3. Lo mismo sucede cuando TJ
es la topoípgía de M'ackel T (E, E') como consecuencia de lo que se-
acaba de indicar y de (10), proposición 3.15.5. Entonces algunos de
los resultados que se obtengan en lo sucesivo serán válidos cual-
quiera que sea la topología localmente convexa, compatible con la.
dualidad del par (E, E'), que se considere sobre E.

Por otra parte, si E es un espacio vectorial localmente convexo-
metrizab'e, se vio en el capítulo III que cabe considerarlo como-
A-móduIo F-normado cuando se le dota de una F-norma como se-
indica en los teoremas HUÍ y 111,12, siendo A un subanillo de-
£ (E). Entonces, sí X cz B (I, E) es un. subespacio vectorial (A, p)--
invariante cabe considerar sobre X dos definiciones de límite gene--
ralizado.

La definición 1.5 cuando E y X se consideran como A-módulos-
F-normados. y la definición IV.1. cuando E y X se consideran como-
espacios vectoriales localmente convexos. Para distinguir estos dos-
conceptos, en el resto de este trabajo, cuando E sea metrizable,
llamaremos límite (FygeneraUgado a un líimte generlizado sobre X"
en "el sentido de la definición 1.5.

Igual que se hizo en el caso de A-módulos F-norniados. distin--
güimos dos tipos importantes de límites generalizados ;

3. DEFINICIÓN. — En las condiciones de la definición 1. sí
P'€ ¿P, un límite generalizado Lim sobre X se dice que es un P-/í-
mite generalizado o limite generalizado con la propiedad del produc--
to P si se verifica que :

3.1, Lira s = P (Lim x, Lim v) cuando s = (P (#,, y,)) e X.,.
siendo

*• = (x,) e X, y = (yi) 6 X.

4. DEFI N ic ION.—En las condiciones de la definición 1, cuando-
í = N, se dice que un limite generalizado Lim sobre X es un /í-
m/iie generalizado de Banach si se verifica que X es ^-invariante y

4.1. Lim x = Lim x «, V x € X.

Evidentemente, de 4.1 se deduce 1.4.
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OBSERVACIÓN.—Por consideraciones análogas a las que se hicieron
en el capítulo primero después de la definición 1.7 no hay inconve-
niente en pedir que el subespacío vectorial X sea p-Ínvaríante, con-
dición que no sería necesario exigirla, pero .que simplificará la ex-
posición de ios resultados que siguen, pues así cada límite generali
zado de Banach podrá considerarse como un caso particular de '.imite
generaliza do. Naturalmente, que cuando se enuncie algún resu.tada
referente a limites generalizados sobre algún subespacio X c B (E),,
sì se trata de límites generalizados de Banach, deberá suponerse en-
tonces que X es «-invariante, aunque esto no se diga explícitamerte,
ya que esta condición viene dada implícitamente por la definición á~

§ 2. CONDICIONES NECESARIAS FAEA LA EXISTENCIA DE LÍMITES
GENERALIZADOS

5. PROPOSICIÓN.—En fas condiciones de la definición Î, si exis-
te MI Urmte generalizado Lim sobre X y ¿i x = (x¡) € X es UM-G- red
de Catchy, entonces es convergente y su líimte es Lim xd.

i

DEMOSTRACIÓN.—Si (xt) € X es una red de Cauchy, para cada
entorno de O, U en E que sea cerrado y absolutamente convexo-
existe ¿u É I tal que x-} — X i € U siempre que i > Í0, j > Í0, de moda
que si j > ij, resulta

x. — Lim xí = Lim (x. — jr.) = Lim ^,'0 {xj — x^ g S00,

donde

S = { PiJ. (xi - x¿ : i € I }

y evidentemente S -c U y por lo tanto también S00 c U. Esto prue-
ba que la red (JT;) es convergente a Lim x,.

i

Sea Tx una topologia localmente convexa compatible con la dua-
l·dad del par (E, E'). Sea ^í = {Ud}aen una base de ^-entornos de
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•O simétricos. Se define d. < oL cuando Utf =3 Ud ; entonces D es
* 1 2

.un conjunto dirigido.

6. PROPOSICIÓN.—Sea E mi espacio vectorial localmente conve-
.xo 31 X mi subespacio vectorial de B (E) que es (A, ç)-invariante y
contiene todas las sucesiones de Cauchy para una- topología local-
mente convexa fl compatible con la dualidad del par (E, E'). Si
existe un límite generalizado Lim sobre X, entonces E es sucesio-
•nalmente t^-completo.

DEMOSTRACIÓN. — Considerando lo que se indicó después de la
proposición 2, puede suponerse que la topología dada inicialmente
-en E es la T^ y el resultado es una consecuencia inmediata de la pro-
posición 5.

7. PROPOSICIÓN.—Sea E un. espacio vectorial localmente conve-
lo y D el conjunto dirigido de los entornos simétricos de O para una
-topología localmente convexa TI compatible con la- dualidad del par
{E, E'}. Sea X un subespacio vectorial de, B (D, E) que es (A, p)--
•invariante y que contiene todas las redes de Cauchy para ¡a topolo-
.gía TÍ que son acotadas. Una condición necesaria para que exista
-un límite generalizado sobre X es que. E sea casí completo para la
•topología T!.

DEMOSTRACIÓN.—La proposición 5 nos permite afirmar que cada
Ted de Cauchy para la topología TT que sea acotada y con índices
-en D es convergente. Entonces se deduce que cada subconjunto
.acotado y ^-cerrado de E es completo en virtud de (13) 5.5 (1) y en-
tonces E es casi completo para la topologia -ry

8. TEOREMA.—Sea E un espacio vectorial localmente convexo y
A a £ (E] un anillo que verifica-:

8.1. Para cada x € E, x =£ O, y cada y 6 E existe a € Â tal que

^ x — y.

Sea X 'd B (I, E) un subespacio vectorial (A, ^-invariante que
contiene todas las redes de la forma (sq x) con <X) € B (I, K) y
x € E. Entonces sì existe un límite generalizado Lim sobre X res-
pecto de A, se verifica que esiste un limite generalizado Lùn* so-
bre B (ï, K] tal que:

8.2. (Lim* a,) .x = Lim (a, #) para cada (a,) € B (I, K) y .r € E.
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DEMOSTRACIÓN.—Como se ha supuesto E ̂  {0}, sea x € E,
x jé 0. Para cada red (*,) € B (I, K) se tiene

( a , * ) € X , y Lim (<*;*)€ S00,

donde

S = { a ( * : i - 6 I}.

Pero S°° es la envoltura cerrada absolutamente convexa de S que
está contenida en el subespacio engendrado por x, de modo que
existe un único x € K tal que

Lim (a, x) — a .r.
i

Definimos entonces

Lira* a, = a.

Nótese que esta definición es independiente del vector x, pues si
y € JE, y ¿£ O, sea a 6 A tal que a x = y; entonces, si

Um af y = y/ y
i

resulta

a. y = a (a x) = a (7. x} = a Lím a( x = Lim a^ (a x} = Lim a¿ y = a' yf

í t c

<Ìe modo que a = *'. Esto prueba ya la propiedad 8.2. Seguidamente
comprobamos que Lim* es un límite generalizado sobre B (I, K).
Hay que verificar las propiedades 5.1, 5.2, 5.3 y 5.4 del capítulo pri-
mero cuando se considera K como K-módulo normado. Si

( f f ¡ ) e B ( I , K ) y si M = sup | «( [,
/
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entonces para cada x € E, x ̂  O se tiene

S e i A. A- : I \ I < M }

y también

S«û c { A * : j A. | < M),

pues este ultimo conjunto es absolutamente convexo y cerrado. Así
se deduce 5.3, pues

a x £ S110 si a = Lim* et;.
í

Las restantes propiedades son inmediatas.

9. TEOREMA.—En las condiciones del teorema 8 si Lim es un
^-límite generalizado para alguna aplicación biiineal P '€ &* (E) no
idénticamente nula, entonces Lim* es un ^-límite generalizado, y si
t = N y Lim es un limite generalizado de Banach, entonces Lim*
también es un limite generalizado de Danach.

DEMOSTRACIÓN.—Si P1 € í?" (E) aio es idénticamente mi'a, sean
-r € E, y € E tales que

2 = P (x, y) ̂  0.

Entonces, para cada

( a | ) € B ( I , K ) y Go/) 6 B (I, K)

ce obtiene

(Lim* (a¡ £,)) j = Lhi (a ,3i r) = Lim P (a x, ßt y) =
i f i

= P f Lim a/ x, Lim ßt .v) = P (a *, ^3 y) = (a B} z

con

a. = L'm* K . 3 = Lim* £i y s ̂  0.
t
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Esto prueba que

Um'* (a, ßt) = (Lim* «,) (Lim* /3¿).

Por otra parte, si I = N y Lim es un limite generalizado de Ba-
nach, es inmediato que Lim* también lo es.

10. TEOREMA.—Sea E un espacio vectorial localmente convexo y
A ci £ (E) un anillo tal que A0 c A. Sea X c. B (L, E) un subes-
pacio vectorial (A, ^-invariante que contiene todas las redes de la
forma (^ x) con (at) € B (I, /í) y x € E. Entonces si existe un límite
generalizado Lim sobre X respecto de A se verifica- que existe un lí-
mite generalizado Lim* sobre B (I, K) tal que:

10.1. (Lim* a,) .r = Lim (a( x) para cada («¿) Ç B (I, K) y x € E.
ï ' i

10.2. Lim* (ai} x'} = (Lim ̂ , #') para cada (jtr() 6 X y x' € E',
i l

Además, si Lim es un P-límite con P ̂  O, entonces Lim* es un
•à-limite, y si Lim es un límite generalizado de Banach (cuando
I = iV) también Lim* es un limite generalizado de Banach.

DEMOSTRACIÓN.—Evidentemente se verifica la condición 8.1,
pues si .XQ 6 E y0

 !€ E y .vü =£ O, existe JF'O € E' tal que

<*o-*'o> = !'

y entonces rt0 (-^0) = y0, siendo

O O ( T ) = < * , * ' o > y o , a o € A 0 c : A .

Teniendo en cuenta los teoremas 8 y O bastará con verificar 10.2.
Sea, pues,

(j () .€X, x> ç. E', a, = (x^x")

para cada i € I; evidentemente (a,-) € B (I, K) y sí

60(*) = <*,*'>*„,
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se ottiene •
(Lim* «j) x = Lim (y., x l - Lim bü* = bQ Lim ̂ -( = (Lim x., x') x^

l í i i t

y entonces al ser x0 j^ 0 resulta 10.2,

11. COROLARIO.—En las condiciones del teorema 10, si existe un
.límite generalizado Lim sobre X respecto de A, entonces Lim es un
límite generalizado respecto de £ (E).

DEMOSTRACIÓN.—Para cada a € £ (E) sea o> : E' -> E' "a apli-
cación lineal traspuesta. Como consecuencia de 10.2 se deduce

<a Lim #,.#') = <Lim xt, a
1 x') = Lim* \»it o' x') =

t i i

= Lim* <ö x¡t x") = (Lim a xt> x')
i I

para cada x' € E'. Entonces

a Lim x. = Lim a xL

I 1

para cada a € £ (E) y (¿r,) € X.
Para el caso de los límites (F)-generalizados se puede obtener un

resultado análogo aí del teorema 10, que lo utilizaremos posterior-
mente para probar la equivalencia de los dos conceptos de límite
(F)-generalizado y límite generalado cuando A => A^.

12. TEOREMA,—Sea E un espacio vectorial localmente convexo
metriscíble dotado de una F-norma |j j| tal que cada bola

{x££ : ||x||<r}

w equilibrada y sea A d £ (E) un anillo tal que A0^A. Sea
X c ¿J,, u (/, E) wn sub A-módulo (A, c)-Ínvañante que contiene to-
das las redes de la forma (a.¡ x) con (<x¡) € B (I, K) y x 6 E. Enton-
ces, si existe un límite (F)-generalizado Lim sobre X se -verifica que
existe un- límite generalizado Lim* sobre- B (/, K) tal que :

12.1. (Lim* «,) x — Lim (af ^) para cada (at¡) € B (I, K) y ar € E.
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12.2. Lim* <X¡, jr') = (Lim xt, x'} para cada (.r,) 6 X y x1 € E'.
t i

Además, si Lim es un P-limite (F}-gener alisad o y P ̂  O es bili-,
nea-l (resp. wn límite (F}-generaliza do de Banach}, entonces Lim*
es un li-limite- generalizado (resp. un limite generalizado de Ba>nach).

DEMOSTRACIÓN.—Como se ''supone que E =£ {0}, sea x0 € E,
x0j!=§; existe -r'o'€ E' tal que <^0) #'0) = 1. Entonces si

(O € B (l, K)

resulta que (o¡ .rJ € X y se define

Lim* a, = <Lim (a, x¿, ̂ )
j l

En primer lugar probamos 12.2: sea (x¡) € X y # '€ E'; entonces

O(JT) - <ár, ^'u> *u y ¿ W = <*, *'> ^0

definen dos elementos a, b de A. Si -%¡ = (^¡, #'), es evidente que"
( a O - e B ^ K ) y

(Lim* <*„ ^')) % = (Lim* K ) ̂  = (Lina (a, *Q), *'Q> jrfl =
i I " /

= a (Lim (a, *u)) = Lim (a («( ar^) = Lim «( *fl = Lim <* ( . JT') ^o =
i í i l

= Lim (fr ^;) = b (Lim *•.) - (Lim XL, x'} x .
í t l

Como ^o T^ O, se deduce 12.2 Si en la relación que se acaba de ob-
tener :

(Lim* (xt, x')*) x = Lim (.r., x') x
t i

se pone

*.t = a'. *,> x> = *'«>

se obtiene 12.1 cuando x = JFO =j= 0. Como 12.2 prueba que la defini-
cción de Lim es independiente de los vectores x0, #0 elegidos, resulta
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que 12.1 es válido para cada x j^ O (si x = O es trivial). Seguidamente
se comprueba que Lim* es un límite generalizado sobre B (I, K).
Es evidente que si

se verifica que

( « ( ) . € B ( I , K ) y OS,) € B (I, K),

Lira* (a¡ + ßt) = Lim* at + Um* ßt
i i l

a-demás, sì X 6 K, se tiene

Lim* (A «j) = <Lim (A c( ^0), #'0> = Lim* <A «( *Q, *'0>
Í í i

= Lim* (af JP . A jr' > = (Lim («( * ), A .#•' ) = X LÍm* «.

(Nótese que no se supone A :D K.) Teniendo en cuenta lo que aca-
bamos de probar, bastará establecer que

Lim* a( | <^ sup a.

en el caso de que sup | a£ | = 1. Sea, pues, r > O, tal que
i

K*.*'o> K1

cuando |j x |j < r, y sea

S = sup {!<*,*'„> : j] *!!<»•}.

Si

se tiene que

l = sup{ <*,/ . )[ : ||*||<r}.



— 709 —

Para cada E > O, O < s•< 1 existe * € E, x^Q tal que

|| * ||< r y l - « < ¡ <*, /0> ! < 1.

Si se toma

i=<*,r t ì> y * -= — *

se verifica

«, = <•*-,, ¿V y ! Lfo*°i I = lLîm* <*.• y„> I = ! Litn* <a, ̂  í-1 -V0)t i i

= «Um(«,*), í-iy > |< <
l — e

puesto que

II Lim («( je) |l < sup '( a . * , < [| ,r (| < r,
í

ya que las bolas centradas en eJ origen son equilibradas. Las restan-
tes propiedades del límite generalizado son evidentes. También es
inmediato que si Lim es un P-límite (FJ-generalizado., donde P ̂  O
es büineal (resp. un Jjmite (F)-generalizado de Banach), entonces
LÍm* es un ü-límite (resp. un límite generalizado de Banach). La
demostración es igual que en el teorema 9.

13. TEOREMA.—Sea E un espado vectorial localmente convexo
metñsable dotado de una F~-norma \\ )' íaí que cada bola

{x-££ : ¡x¡¡<r}

es absolutamente convexa y sea A <~ £ (E) nn anillo. Sea- X c
d B (/, E) un sube-spacio vectorial que es (A. o)-invariante. En-ton-
£?s, si Lim es un lìmite generalidade sobre X respect^ de A, tam-
bién ¿y M« ¡imite (P")-generalÍza>do sobre X. Recíprocctfne-ftie, si X
contiene tóanos las redes de la forma (^ x) con (v.¡} '6 B (I, K) y
x € E y si AfjCiA, entonces si Lim es un limite (F}~gen$ralisado
sobre X como A-wódulo, tambié-n es u-n Umti-e generalizado sobre
X respecto de £ (E).
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DEMOSTRACIÓN.—Si Lim es un límite generalizado sobre X res-
pecto de A, se verifica que Lim xt € S00 con S = {^¡ : i 61} para
cada (#,) 'É X. Si '

r = sup |¡ xi |¡ < co,

como

Sc{* : H * ||< r},

al ser este último conjunto cerrado y absolutamente convexo se de-
duce que

S««c:{*-.: IMK--M -

y por tanto

|¡ Lim *( || ̂  sup

Recíprocamente, por un razonamiento idéntico al de la demostra-
ción del corolario 11 se demuestra que

Lim ax, = a Lim x.

para cada «•€ £ (E) y cada (x,*) € X. Como cada escalar À € K pue-
de considerarse como un elemento de £ (E), queda demostrado tam-
bién que Lím : X -> E es una aplicación lineal. Por otra parte, si
*•' € S" resulta que

| <Lim f t t , x'y | = | Lim* (x., x'} \ <^ sup | <ár;, x'} \ <£. 1,
i i l

y esto prueba que

Lim jft Ç S°°.
i

OBSERVACIÓN.—En relación con la hipótesis de que cada bola

{ * € E : ¡¡*|l<r}
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sea absolutamente convexa, véase la observación que sigue a] teo-
rema 111.12.

Designaremos por Sí la envoltura convexa de cada conjunta

S c: E. Entonces S" es la envoltura, cerrada convexa del conjunto S.

14. TEOREMA.—En las condiciones del teorew-a 10, cada limite
generalizado Lim sobre X respecto de A tiene la propieda-d;

14.1. Para, cada- (x¡) € X se verifica que L&n ^ € S,* PW& cada
j '€ /, donde $j = {KJ : i > j}. '

i

DEMOSTRACIÓN.—En primer lugar, probaremos que Liin jtt € S%
i

donde S = {JF¡ : i '€ I}. Como S es acotado en E, es precompacto
para la topología débil a (E, E') ((10), 3.2, ejercicio 2), de modo
que sí

V = {*€ E : | <*,*%> | ^ e, *',,£ E', fe = 1, . . . ,m}

es un « (E, E')-eiitorno de O en E, existen y1} ..., yf elementos de S
tales que

Se U B».
H= !

donde

B M = ^ 4 - V (« = 1 p).

Se define entonces

^ = { ¿ € 1 .-^€3^,

*-i

\=\^1 ^ , e ( l í f t - U B„)| para h = 2, . . .
n = 1

Es evidente que

I* iì Ijt = $ si "A ?í fe,
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y que

' - U v
Ä-I

Para cada n = l, ..., /> sea (a/1) la red característica de I,¡. Eviden-
temente (*¿n ;y„) € X para n = l, ..., p y se verifica que

con

Lim (a* yj = (Lim* *.") yn = ̂  ̂ ,
í í

a,„ = Lim* a «, y V ^ = i.
^w
'!=. 1

Sea entonces

x = Lim
î

para cada k = l, ..., m se deduce

< / <*•» y„ — x ,¿—j "J» n' •̂  > Lim ( 2 «,'y«-',),*'*>
í «« i

Lim* < y «(» yrt — jr ( , ^r'
í M = I

< sup < ̂  <*;*:>'„-*„*'*>±-
I! =1

< e,

ya que si i € Ift, entonces

2 *i*yn~x,=yh~^^v

pues

'^B^^ + V.
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Esto prueba que

í
2Xy*e*0 + vt
n = 1

y por taiito,-^ es un punto o (E, E') adhérente a la envoltura con-
vexa de S. Teniendo en cuenta que los conjuntos cerrados convexos
de E son los mismos para todas las topologías compatibles con la
dualidad del par (E, E') ((10), proposición 3.4.3) ,resulta que Lim x¡

es utt punto de la envoltura cerrada convexa S" de S.

Evidentemente, la red (s¡} definida por

a t = (!-/>,')*, + Pl
i*¡

pertenece a X. Como

{ s( : i í I } = S?- y Lim xi = Lim st,
i í

el resultado que se acaba de obtener aplicado a la red (s¿) nos per-
mite deducir 14.1.

Si E es un espacio vectorial localmente convexo, un subconjunto
M c E se dice que es débilmente convexo compacto cuando se ve-
rifica que si

K, ^K.2 ^ . . . ^ K n = 5 K« +1

es una sucesión decreciente de subconjuntos cerrados convexos de
E tales que K„ D M 7^ $ para todo n '€ N, entonces existe un pun-
to (ie M que es 'débilmente adhérente a cada conjunto M fi Kn ((13),
24.3}

15. TEOREMA.—Sea E un esp&clo vectorial localmente convexo.
Una condición necesaria para que exista un límite generalisado so-
bre B (£) res.pecto de £ (E) es que cada, subconjunto M c E aco-
tado cerrado y convexo sea débilmente convexo compacto,

DEMOSTRACIÓN.—Sea K, => K2 ~> ... una sucesión decreciente de
subconjuntos cerrados convexos de E tales que KB n M 7^ <|> para
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cada n <E N. Sea xn € K, Ci M. Entonces (jrB) € B (E) y si x =
= Lim x„, como consecuencia del teorema 14 se verifica que para

n

cada m € N, x es un punto adhérente a la envoltura convexa de

S* = I*» : « >"*}.

que evidentemente está contenida en K* fi M t que es convexo y
cerrado y por tanto jr G Km fi M para cada M € N.

§ 3. CONDICIONES SUFICIENTES PARA LA EXISTENCIA DE LÍMITES
GENERALIZADOS. SEMlRREFLEXIVIDAD

En este apartado nos ocuparemos, en primer lugar, del proble-
ma de la existencia de límites generalizados sobre T B (I, E). Según
los resultados de los capítulos anteriores (teoremas 1.11 y 11.21), en.
el caso de que el espacio vectorial localmente convexo E sea me-
trizable y completo, se sabe que existe un P-límite (F)-generalÍzado>
y un límite (F)-generalizado de Banach (si I = N) sobre T B (I, E)
cuando E se considera como A-módulo F-normado según se indica
en el teorema Ili.12, pudiendo tornarse A = £ (E). El teorema 1£
de este capítulo prueba que estos limites {F)-generalizad.os también
son límites generalizados. Seguidamente extendemos estos resulta-
dos al caso general de un espacio vectorial localmente convexo casí
completo,

16 TEOREMA.—Sea E mi espado vectorial ¡ocalmente convexo
casi completo. Para- cada .P'€ ¿P.e<$}(£) existe un P-ltmite genera-
lizado Lim sobre T B (7. E) respecto de £ (E] cualquiera que sea
el conjunto dirigido 1. También existe u-n límite generalizado de
Bd-nach sobre T ß (E] respecto de £ (E).

DEMOSTRACIÓN.—Sea Lim* un límite generalizado sobre B (L K)
y sea (#/) € T B (I, E). Para cada x' € E' sea

x (x'} = Lim* {xt, #'}.

Es claro que ¿r es lineal y continua para la topologia Ã (E', E) de:
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la convergencia uniforme sobre los conjuntos precompactos de E,
pues dado e > O, e S° es un X (E', E) entorno de O en E', ya que

S = {JT( : ¡£1}

es precornpacto, y si x' € e S° se verifica

| <.!.-, *') (.< sup !<#,,*'> 1 <«.
i

Pero si E es casi completo, se sabe ((13), 21.6, (1)) que el dual de
E' para la topología X (E', E) es precisamente E y por tanto x € E.
Definimos entonces Lim ,v¡ = x. Es inmediato que

i

Uro : r B (I. E)-»E

es una aplicación lineal que verifica

Lim a x. = a Lim x.

para cada a € £ (E). (Véase la demostración del corolario 11.) Para
cada xr € S° se tiene

<JT, x'} i = | Lim* <*., x") \ < sup [ <x., Jr') |< 1 .

y entonces Lim xt 'G S00: Las restantes propiedades del límite gene-
i

ralizado son inmediatas. Es obvio que si I = N y Lim* es un li-
mite de Banach, entonces Lim también lo es. Si ahora se supone que

pe^ £ ( E ) (E) , P (*, y) = (x.x'^ay

(a € £ (E)) es claro que para cada

l * ( ) € r B ( I , E) e Cv,) € r B ( I , E )

se verifica

CP(*i ,y . ) )€TB(i ,E) ,
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pues un conjunto es precompacto en E si y sólo si es relativamente
compacto. Si Lim* es un n-límite generalizado sobre B (I, K), se
tiene

Lim* <P (xt, jf,), x') = Lim* «#(, x'^ (a, y., x'}) =
i i

=3 Lim* {¿FJ, .#•' > lÀm* (a y., x") ~ <Lim x(> x'^} <« Lini y,, JT') =
i i c i

= <P (Lim *., LÍm y ), ár')
í i

para cada x' •€ E', y esto prueba que

P (Lim xt, Lim y;) = Lim P (x., y.).

17. TEOREMA.—Sea E un espacio vectorial localmente convexo-
casi completo. Si *l¿ es un ultrafiltro que contiene a la base de filtro
¿8 asociada al conjunto dirigido I, para cada P € £P.£w)(E) queda
definido sobre- T B (/, £) -un P-limïte generalizado Lim respecto de
£ (£) cuando se pone

Lim x. = Hm x. ¿i (x.) Ç r B (I, E').
1 Ïí

Redprocmnente, si P € £P (E] y P ¿£ O para cada P-límite genera-
lizado Lim sobre T B (I, E) respecto de- £ (E) existe un ultrafiltro-
*U que contiene a ¿B tal que

Lim x. = Hm xf
1 U

para cada (x¡) € T B (I, E).

DEMOSTRACIÓN.—Sea Lim* el IT-Iímite generalizado que el ultra-
filtro Í¿ define sobre B (I, K) (corolario 1.12). Como E es casi
completo, se deduce de un modo análogo a como se hizo en el teo-
rema 1.11 que existe el límite de la red (#¡) según el ultrafiltro *2/,
de modo que se verifica

<Lim-r., .O = <lim ¿r,, *') = lim <jr(, *•') = Lim* <ár.} JF'>
' ^ W
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para cada x' € E',. y de aquí se deduce que Lim es un P4ímite ge-
neralizado si se procede como en la demostración del teorema an-
terior.

Recíprocamente, si Lim es un P-límite sobre T B (I,E) respecto
de £ (E) con P ̂  O, se deduce como consecuencia del teorema 10
y del teorema 1.13 que existe un ultrafiltro *IC 3 éS tal que

lim {xi¡ x'} = <Lim xít x")
U

para cada x' '€ E', es decir, Lim ,t'¡ es el límite débil de la red (xi)
t

según el ultrafiltro Í¿ y por tanto también es el límite de la red (#4)
en la topología T de E, según dicho ultrafiltro, puesto que este lí-
mite existe.

Nótese que como consecuencia del teorema 14 los límites gene-
ralizados considerados en los teoremas 16 y 17 tienen la propie-
dad 14.1.

Seguidamente pasamos a ocuparnos del problema de la existencia
de límites generalizados sobre B (I, E). Para cada conjunto M <= E'
designaremos por M° su polar en E y por M" su polar en E", donde
E" es el dual de E' para la topología fuerte ß (E', E) de E'. Eviden-
temente M* H E = M°. Se designa por e (E", E') la topología sobre
E" de la convergencia uniforme sobre los conjuntos equicontinuos-
de E'. Entonces s (E", E') induce sobre E su topología original. Si
a '€ £ (E) y si _r" € E", se define a x" así :

(d x", Jir') = {Xf/, O( x")

para cada x' € E'.
El siguiente teorema es importante, pues de él se deducen casi

todos los resultados que siguen en este capítulo :

18. TEOREMA.—Sea E un espacio vectorial localmente convexo.
Para cada límite generalizado Lim* sobre B (I, K) queda definida
una aplicación lineal L : B (/, E) -> E", continua para la topolo-
gia s (£", E), cuando se pone

<L(x,). x'> = Lim*<xi, x'>
i i

para cada x' '€ E'.
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Esta aplicación lineal liehe las siguientes propiedades :
18.1. L (a Xi) = a L (x,) para cada (xt) 6 ß (/, E) y a € =C (£).

i i

J 8.2. L (KI) = x si x¡ = x /»or« «idrt Í € /.
i

18.3. L (x¡) e S° • para cada (x¡) •€ 5 (7, £), «e»rfo
i

S = {Xi : i e / } -

18.4. L (x¡) = L (Pi
J xt) /-ara arda (x¡) € B (I, £) y j € /.

i I

DEMOSTRACIÓN.—Es evidente que si (xt) í B (I, E), entonces

«*„ *'» € B (t, K)

para cada x' '€ E', de modo que si se define x" : E' -> K poniendo

<jF",jO = Lim* (^,,^')

resulta que jr" es una forma lineal sobre E' que es continua para
la topología fuerte p (E', E), pues dado e > O, se tiene que s S°
es un entorno de O par^. esta topologia tal que si x' € e S° se ve-
rifica

¡ {x", x'} \ = | Lim* <*,., JT') | < sup (x., x'} \ ̂  e.

Puesto que x" e E", queda definida la aplicación

L : B (I, E) -> E" por L (jet) = x",
i

que evidentemente es lineal. Esta aplicación es continua para la to-
pologia e (E", E), pues sí V es un entomo de O en E" para esta to-
pologia, que puede suponerse de la forma V = M* con M c E'
equicontinuo, entonces U = M° es un entorno de O en E que con-
tendrá un conjunto de la forma

{ x € E : pj (*)< . }.
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Sea

W = { Or,) € B (I, E) : sup p¡ (*,) < e }
í

-el correspondiente entorno de O en B (I, E). Si (ar() € W, se verifi-
ca MI •€ M° para cada i € I y así

| {x", ¿01 = 1 Lim* {xt, *'> | < sup | (xt, x'} \ ̂  1
i t

para cada #' '€ M, de modo que x" € M° = V. Esto prueba la con-
íinuidad de L. Para cada a € £ (E) se obtiene

{a x", x1) = (x", at A"> = Lim* <¿r ( , o* '̂) =
i

= Lim* (ax., x'} = <L (a. x^, x'},

<3e modo que se verifica 18.1. La comprobación de 18.2 y 18.4 es
•elemental. Por ùltimo, si tf € S° se tiene

¡ {x"', x'} \ = \ Lim* (xt¡ x') j <^ sup I (jet, x'} «^ 1.

y esto prueba 18.3

19. PROPOSICIÓN.—En las condiciones del teorema 18 se verifica;

19.1. L (oj x) = (Lí'm* 04) x ./jaro cací.a. (a¡) •€ ß (/, /í) y x € £.
l i

5i además Lim* es un U-límite generalizado, entonces se obtiene:
19.2. L (ai xt) = (Lim* a¡) L (x,) ^flí-a ca^fl (a,) € B (/, ÍC) T

i l i
<x,) € /? (/, Ê),

Por último, si I ~ N y Lim* es un límite generalizado de ßanach,
entonces :

1.9.3. L (xD) = L (xü + ]) /'ara ca£Ía (xn) € ß (E).
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DEMOSTRACIÓN.—19.1 y 19.3 son evidentes teniendo en cuenta 'la
definición de L, y 19.2 es consecuencia de la igualdad

<L (a, x), x'} = Lim* <a ( xt, x'} = Lim* (a.. (xt, x')} =
i ' i

= (Lim* <g (Lim* <*,, x'}} = <(LÍm* «.) L (*,), *')
i i i í

vá'.Ída para cada .r' € E'.

20. PROPOSICIÓN.—¿íw /ctj condiciones del teorema 18 se verifica
que para cada (x¡) '€ B (/. E), d punto L (x,) É-Í <r (E", E')-ad her en-

te a la envoltura convexa S}" de cada S¡ ~ {x¡ : i > ]}.

DEMOSTRACIÓN.—Es análoga a la del teorema 14, pues también^
se verifica que S = {#, : ¿ '€ .1} es acotado en E" para !a topología.
-r (E", E') y por tanto precompacto para dicha topología ((10), 3.2,.
ejercicio 2). Entonces, si

V = {x" £ E" : I <.x",x\) ! <e, *ye E'., ¿ = 1, ..., m }

se procede de la misma manera que se hizo entonces, puesto que-
ahora también se cumple

LC«,"^) = (Lim**.«) yn = «^
i ¡

en virtud de 19.1.

21. TEOREMA.—Si E es un espacio vectorial localmente: convexo-
s e mi-reflexivo existe sobre B (/. E) un P-límite generalizado respec-
to de £ (E) para cada P € £P ¿ív) (£), cualquiera que sea el conjun-
to dirigido I, y sobre B (E) un límite generalizado de Ba-nach.

DEMOSTRACIÓN.—Es consecuencia inmediata -del teorema 18, pues,
si E" = E, entonces L es un limite generalizado sobre B (I, E)
respecto de £ (E). Como consecuencia de la proposición 19 se de-
duce que si Lim* es un H-límite (resp. límite generalizado de Ba-
nach), entonces Lim es un P-límite (resp. límite generalizado de Ba-
nach), pues si

P(*>y) = <*, *'0><*y
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se tiene que para cada (^) € B (I, E) y cada (y¡) 6 B (I, E) resulta,
como consecuencia de 19,2

L (P (*|f 3>¿)) = Lim* (.v,., *'u> L (o y t ) = <L (*,), *'Q> a L 0'.) =
l Í í í (

= P (L (*,), L (yj).

Como consecuencia de este teorema y de la proposición 7, se de-
duce la siguiente caracterización de los espacios vectoriales local-
mente convexos semÍ-reflexivos :

22. TEOREMA. — El espacio vectorial localmente convexo E es
semi-reflexivo si y sólo si existe un límite generalizado sobre B (I, £)
para, cada conjunto dirigido I.

DEMOSTRACIÓN.—SÍ existe un límite g-eseraUzado sobre B (I, E)
para cada conjunto dirigido I, se deduce de la proposición 7 que. E
es casi completo para la topología d (E, E') y por tanto semi-refle-
xivo ((10), proposición 3.8.2). El recíproco resulta del teorema 21.

23. TEOREMA.—El espado vectorial localmente convexo E es
semi-reflexivo si y sólo si existe- una aplicación lineal n : E" -> E
que- verifique:

23.1. n (S° ~)<^S°* para cada- subconjunto acotado S -c E.
23.2. n (x) = x para cada x € E.

DEMOSTRACIÓN.—SÍ existe una aplicación lineal II : E" -> E con
estas propiedades y se define Lim = ïï ° L, donde L es una aplica-
ción lineai con las propiedades que se indican en el teorema 18, es
evidente que Lim : B (I, E) -> E es un límite generalizado sobre
B (I, E) respecto de A = K, y por tanto E es semi-reflexivo según
el teorema 22. Recíprocamente, si E es semi-reflexivo basta tornar
la identidad como aplicación ÏÏ.

24. COROLARIO.—Sea E un espacio vectorial localmente conve-
xo cuyo dual E' es separa-ble para la topología débil <r (E', E). Si
se verìfica que cada conjunto M a E (acotado cerrado y convexo es
débilmente convexo compacto, entonces E es semi-ref ex'vo.

DEMOSTRACIÓN. — Como consecuencia del teorema 23 bastará
comprobar que existe una aplicación lineal II : E" -> E con las pro-
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piedades 23.1 y 23.2. Sea, pues, (*'t) una sucesión densa en E' para
la topología débil a {E', E). Dado x" € E" existe un conjunto aco-
tado cerrado y convexo M c E tal que x" es adhérente a M para
•a (E", E') ((13), § S3.2 (3)). Como M es débilmente convexo com-
pacto por hipótesis, teniendo en cuenta (13), § 24.3 (4), resulta que
existe x € M tal que

Hm {x" — x, *'t> = 0.
K

Este vector x es único, pues si

se deduciría que

lim {*" — y, ;r't> = O
k

lim {x- — y, x'k} = 0,
k

de modo que existiría k.0 € N tal que para k > k0 se verificaría

| <* —y, #'t> ] <l.

Pero

D = {*'t : fe>feo>

sigue siendo denso en E' para la topología « (E', E) y por tanto
D00 = E' y así

.r — y € D° = DOOO = { 0 }.

Nótese también que el vector x es independiente del conjunto aco-
tado cerrado convexo M que se eligió. Entonces, si x" 6 S°*, es
claro que x € S00, pues S°° es acotado cerrado y convexo. Queda
así establecida una aplicación lineal n : E" -> E poniendo n (x"~) = x

•que verifica 23.1 y 23.2.

Seguidamente nos proponemos caracterizar los espacios vecto-
riales localmente convexos semi-reflexivos considerando solamente lí-
mites generalizados sobre B (E).
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25. TEOREMA.—El espado vectorial l o cairn-ente convexo es semi-
reflexivo si y sólo si se verifican las dos condiciones ;

25.1. Existe un límite generalizado sobre B (E).
25.2. Para cada x" 6 E" existe una sucesión (xü), con xn 6 E

V n € N, que converge a x" para la topología a (E", E'}.

DEMOSTRACIÓN.—Si E es semi-reflexivo, es evidente que se veri-
fica 25.1 y 25.2. Recíprocamente, si se verifica 25,1, entonces E es'
sucesionalmente completo para la topologia « (E, E') como conse-
cuencia de la proposición 6. Entonces, dado x" € E", si (.v.„) es una-
sucesión que converge a x" para la topologia « (E", E') y si xn £ E.
para cada n € N, es claro que (JF„) es una sucesión de Cauchy para
la topología <s (E, E') y se deduce que .v" € E.

26.—TEOREMA.—Sea E un espado vectorial localmente convexo
cuyo dual E' es separable para la topología fuerte [ì (E', E). Una
condición necesaria y suficiente para que E se-a semi-refle„vivo es que
exista un limite generalizado sobre B (E).

DEMOSTRACIÓN.—Temendo en cuenta el teorema 25, basta"á com-
probar que cuando E' es separable para Ja topología fuerte (i (E', E),
la condición 25.2 queda satisfecha. En efecto, se sabe que dado
x" ¡€ E" existe un acotado M e E tal que -x" es a (E", E') adhéren-
te a M ((13), § 23.2 (3)). Pero M° es un entorno de O en E' para la
topología fuerte ß (E', E) y por tanto la polar M° * de M° en E"
es un conjunto ß (E', E)'-equicontinuo y por tanto metrizable para
la topología « (E", E') ((13), 21.3 (4)). Como -r" 6 M°* se deduce
que existe una sucesión (.T„) con xn € M para cada « € N que con-
verge a x" nara )a topología c (E", E').

27. TEOREMA.—Sea E un espacio vectorial localmente convexo
tal que :

27.1. La envoltura cerrada convexa de cada conjunto acotado de
E es completa para la tocología de Mackey.

Entonces una condición necesaria y suficiente para que E sea se-
mi-reflexivo es que exista un limite generalizado sobre B (E) respec-
to de £ (E).

DEMOSTRACIÓN.—La necesidad es con?ecue-->cia re! t^or^ma 21.
Recíprocamente, por verificarse 27.1, cada conjunto débilmente con-
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vexo compacto es débilmente relativamente compacto ((13), 24.3 (7))
y entonces se deduce, como consecuencia del teorema 15, que cada
subconjunto M c E acotado cerrado y convexo es débilmente com-
pacto. Basta recordar entonces que un espacio vectorial localmente
convexo es sem i-reflexivo sí y sólo si cada subconjunto M ci E aco-
tado y débilmente cerrado es débilmente compacto ((JO), proposi-
ción 3.8.1).

OBSERVACIÓN.—La condición 27.1 se verifica si E es casi comple-
to para la topología de Mackey T (E, E') por definición de espacio
casi-completo y por tanto si E es un espacio vectorial localmente
convexo casi completo, pues entonces es casi completo para la to-
pologia de Mackey ((33), 18.4 (£)).

28. TEOREMA.—Una condición necesaria y suficiente para que el
espado vectorial localmente convexo metñsable E sea reflexivo es
que exista un límite generalizado sobre B (E) respecto de £ (E}.

DEMOSTRACIÓN.—Si existe un límite genera'izado sobre B (E) se
deduce que E es sucesionalmente completo y por tanto completo por
ser metrizable. Entonces se verifica la condición 27.1, de modo que
E es semi-reflexivo y por tanto reflexivo por ser un espacio de Fre-
chet ((10), porposición 3.8.6).

29. TEOREMA.—¿Va E un espado ve ci orla] localmente convexo
metrizable dotado de una (F}-norma tal que cada boia

f x < € £ : | |x | |<r}

es absoluta-mente convexa, y sea Ac.£(E} un anillo tal que A0<^A.
Una condición necesaria y suficiente, para que E sea reflexivo es que
exista un límite (F')-generalisado sobre el A-módulo F-norma do B (E}.

DEMOSTRACIÓN.—Según el teorema 13, cada límite (F)-generali-
zado sobre B (E) es un límite generalizado sobre B (E) respecto -de
£ (E) y recíprocamente, de modo que el resultado se sigue de forma
inmediata del teorema anterior.

Y por último, damos un teorema de existencia de Fl-Iímites ge-
neralizados cuando E es un álgebra de Banach y n el producto del
álgebra.
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30. TEOREMA.—Sea E un álgebra de Banack sobre C semisim-
•j>le y X c B (1, E) un subálgebra. Sì existe sobre X un límite ge-
me.raliza-do Lim tal que

<L¿m x¡, x') = Lim* (x^ x')
i i

•para, cada (x¡) i€ X y cada x' € E', siendo Lim* un U-límite genera-
Usado sobre B (/, C), entonces Llm es un Tl-Umite generalizado para
.el producto H del àlgebra.

DEMOSTRACIÓN.—Para cada forma lineai continua #'€E' se tiene

Lim* <#, yp x'} = <Lim .r¡ y (, *'>
I í

y en particular para cada homoniorfismo continuo h : E -> C se ve-
rifica

<Lim JT( y., A) = Lim* <# ( y (, /¡) = Lim* <^r /i) Lim* <y, , A) =
j í I f

= <Lim ^;. /t> (Lini v.. /') = <Lim xl . Lim >'., /i)
f i t i

y por tanto sì E es semisimple, se obtiene

Lim xt y¡ = Lim x. . Lim y(

t t i

•para cada (>,) € X y cada (31,) € X.

OBSERVACIÓN.—Obsérvese que cuando X = T B (I, E) y cuando
'E es semi-reflexivo y X = B (I, E) se verifican las hipótesis del teo-
Tema si E es un àlgebra de Banach sobre C semisimple.

§ 4. TEOREMAS DE EXISTENCIA DE LÍMITES (F)-GENERALIZADOS
SOBRE ß (I, E)

31. TEOREMA.—$ea E un espacio vectorial normado y A<^£(E)
•un anillo. Se supone que cuando se consideran E y E" como A-fnó-
•dulos normados existe un A-homomorfismo n : E" -> E tal que
' I I H || = 1 y n (x) = x para cada x € E. Entonces existe sobre
B (I, E) (resp. B (E)) un límite (F}-gener ali sa do (resp. un lìmite
(F}-generaliza d o de Banack).
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DEMOSTRACIÓN.—Si L es una aplicación lineal L : B (I, E) -> E"
definida a partir de un ¡imite generalizado Lim* sobre B (I, K) como
se indica en el teorema 18 y si se define Lim = n » L, es evidente
que se verìfica 1.5.1 como consecuencia de 18.1 y de ser n un A-
homomorfismo. Las propiedades 1.5.2 y 1.5.4 son inmediatas, te-
niendo en cuenta las propiedades de L y n. Por último, 1.5.3 es
consecuencia de que || II | = 1, pues si (<xt) € B (I, E) y si

X" = M*)

se tiene

ü x" H = sup í (x», x'} \ • || *' |i < 1 } = sup { Lim* (X¡, x') \ : \\ x> ¡] < 1} <
i

^ sup { sup ¡ (x:¡, x'} : \\x' ü < l } < sup || xi \\.
i i

y por lo tanto

H Lim *( j) = | |n(*")lí<| |*"ü<sup| |^ |] .
í i

También es obvio que Lim es un límite de Banach sí Lim* lo es.

32. PROPOSICIÓN.—En las condiciones del teorema SI, si ademas
K c/1, entonces existe un U-límite generalizado Lim* sobre
B (I, K} y un límite (F)-generalizad o Lim sobre B (I, E} tale's què-
se cumple :

32.1. Lim {«i Xj) = (Lim* «i) (Lim x¡) para cada («i) '€ B (I, K}.-1 i f
y (xO '6 B (I, E).

DEMOSTRACIÓN.—Si se procede como en el teorema anterior, pero-
siendo Lim* un li-limite generalizado, se obtiene, como consecuencia.
de 19.2,

Lim (a¡ *,) = n o L («( *,) = n = [(Lim* a ) L (xfi =
f í i

= (Lim* «,) (n o L (*()) = (Lim* a.) Lim x .
i i i i

33. TEOREMA.—Sea F un espacio vectorial normado y E su dual
dotado de la topología fuerte. Sea

A = { a e £ (E) : a = b», b £ £ (F) }
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Entonces existe sobre B (I, E) un limite (F)-g enero-Usado Lim cuan-
do E se considera como A-módulo normado y sobre B (I, K~) un
n-límite generalizado Lim* tal que se verifica 32.1. También existe-
un límite (F)-genertizado de Banach sobre B (E).

DEMOSTRACIÓN.—En efecto, la aplicación ü : E" -> E traspuesta
de la inclusión i : F -> F" verifica

¡tuli = |N¡ -1, !!(*)=*

para cada x € E. Además, si a = bl € A se tiene que para cada.
x" € E" se verifica

<n (a *"), /) = <bl x", i (/)> = {x", \ (b /» = <n (*"), b /> - <a n (*"), f>

para cada / € F. Esto prueba que n es un A-homcmorfismo. El re-
sultado es consecuencia del teorema 31 y de la proposición 32.

OBSERVACIÓN.—Nótese que en este caso, sì E no es reflexivo, no-
se puede verificar A0 c: A, según el teorema 29.

34. TEOREMA.—Sea E un espacio vectorial normado y A c =£?(£)•
un anillo. Se supone que E es injectivo cuando se considera- como-
A-módulo normado. Entonces existe un límite (T7)-gener'alisado so-
bre B (I, E) y un límite (F)-generalisado de Banach sobre B (E).

DEMOSTRACIÓN.-—La identidad i : E->E es un A-homomorfis-
mo de norma ¡j i \\ = 1 se puede extender a un A-homomorfismo-
IT : E" -> E de norma jj II | =1, que evidentemente verifica las
condiciones requeridas en el teorema 3.3.

OBSERVACIÓN. — La existencia de un límite (F)-generalÍzado de-
Banach sobre B (E) también se deduce inmediatamente del teore-
ma 1.29.

35. COROLARIO.—Sea E un espacio vectorial normado y A cr
c £ (E) un anillo tal que A0 cr A. Si E es un A-módulo normado
inyectivo, entonces E es reflexivo.

DEMOSTRACIÓN.—Consecuencia de los teoremas 29 y 34.
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CAPÍTULO V

§ 1. LA PROPIEDAD (L • P)

1. DEFINICIÓN,—Sea E un espacio vectorial localmente convexo
-tal que existe un límite generalizado Lim sobre B (I, E). Una red
-doble ( X i d ì a . d ì e i x n 'de vectores de E se dice que posee '.a propie-
-dad (L • P) (de. limites permutables) respecto de Lim si existen y
-son iguales los límites reiterados.

1.1 Lim limw x¡ d = lim*" Lim x „,
t d d t

donde lim™ designa el límite en la topología débil n (E, E') de una
d

ired con índices en el conjunto dirigido D.

2. TEOREMA.—Sea E un espacio vectorial localmente convexo tal
•que existe un limite generalizado Lim sobre B (I, E). Sea

(xid'(i,d) e i x D

-wn red doble de vectores de E tal que:

2.1. (xid) es una red acotada para cada d 6 D.

2.2. Paf a cada Ì € / enviste /W2 w x l d = x¡. uniformemente en i.
à.

.Entonces (xia) posee la propiedad (L • P} respecto de Lim.

DEMOSTRACIÓN.—Sea U un <r (E, E')-entorno de O cerrado y ab-
solutamente convexo, y sea pu su funcional de Minkowsky. Se de-
•duce de 2.2 que existe d0 '€ D tal que para d > d0 se verifica
-<#id—Xi € U para cada ¿ •€ I, de modo que si define

«d = sup pu (xt d — *,) « 1)

•cuando d > rf0 y ed = 1 cuando d > rf0, se obtiene una red (s¿) con-
vergente a O como consecuencia de la hipótesis 2.2. Por otra parte,
para cada d > d0 se verifica xlá — xt € ed U y por lo tanto

I <Xia~
xi'X"> I < «¿
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para todo ¿ € I, siempre que x € U°. De esta relación y de 2.1 se
deduce que ((x , ¿r')) es una red acotada. Como las polares U° de

"los s (E, E')-entornos de O cubren E', qu«da probado que (JP/) es
:una red acotada. Sea, pues, x = Linier,-. Entonces si

rresnlta

y a = Lim *, a
i

x — yd = Um (*( - xt d) £ S«°,
í

•donde

S = {xt — xld : ¿ € I}c «¿U

-para d > d0 y por tanto

* — >„•€ S™ c *d ü

-para d > rf0) por ser U cerrado y absolutamente convexo. Se de-
duce entonces que

! <f~yd,^> I <ed

para tf 6 U° y esto prueba que

x = ]imwyd,
ä

"pues E' puede recubrirse por las polares U° de los entornos U de 0.

3. COROLARIO.—Sea Lim* un límite generalizado sobre B (I, K)
•y sea ( ^ i d ) ( i , d > e i x r > una red doble de escalares X i d ' € / í tal que:

3.1. (Xld) es vffia· red acotada para cada d € D.
3.2. Pa-ra cada i € I existe, lim Xu = X¡ uniformemente en i.

d

Entonces (Xìtì) /w^ /a propiedad (L • P) respecto de Lim*.

DEMOSTRACIÓN.—Evidente,

4. TEOREMA.—Sea E un espacio vectorial localmente convexo.
¡Una condición necesaria y suficiente- para que exista un límite gene-
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raizado Lim ¿obre B (ï, E) respecto de £ (E) es que exista un
limite generalizado Lint-* sobre B (I, K) tal que para cada red
(x¡) € B (I, E) y para cada red (x'd), c (E', E}-convergente, la red'
doble «K!, x'd» posea la propiedad (L • P} respecto de Lim*.

DEMOSTRACIÓN.—Se sabe por el teorema IV.10 que si existe urr.
límite generalizado Lim sobre B (I, E) respecto de £ (E), enton-
ces existe un límite generalizado Lim* sobre B (I, K) tal que parai
cada Jt' 'E E' se tiene

Lim* (x , Xey = (Lini x t x').

Sea, pues, (x'á] una red en .E', a (E', EVconvergente a x', y

O r ) ' € B ( I , E ) .

Se verifica

Lim* hm (^, x'd} = Lim* {x., x'} = (Lim xt, x'} -
¡ d ; i

= lim <Lim x., x'ä'? = lim Lim* (x., x'ay.
d i d i

Recíprocamente, si suponemos que dichas redes dob'.es ((xt, x'd}}'
poseen la propiedad (L • P) respecto d,e Lim*, a partir de Lim* se
puede definir una aplicación lineal L : B (I, B) -> E" como se in-
dica en el teorema IV.18, poniendo

<L (*,),*'> = Lim* {x ,x")
i I

para cada x' € E'. Si (x'd) es una red en E' que converge a x' ere
la topologia débil c (E', E) resulta

lim <L (x ), x'ä~) = lim Lim* (x , x'd} = Lim* lim <#,, x'^ =
d ì d i { d

- Lim* <jTp x'} = <L (x }, x.},
i i

y esto prueba que L (jtr¡) 6 E" es continua para la topología débil
i

ç (E', E) y por tanto que L (¡#¡) € E de modo que L es un límite
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_generalizado sobre B (I, E) respecto de £ (E) como consecuencia
<tel teorema 18.

5. TEOREMA. — Sea E un espacio vectorial localmente convexo
-completo y separable. Una condición necesaria y suficiente para que
•exista un limite generalizado Lim sobre B (I, E) respecto de £ (E)
•es que exista -un límite generalizado Lim* sobre B (ï, Á") tal que
para cada- sucesión a (E', E')-convergente (x'k) y cada red (Xi) €
€ B (I, E} la red doble «Xi, x'k» posea la propiedad (L • P) respec-
to de IJm*.

DEMOSTRACIÓN.—Anàloga a la del teorema 4, teniendo en cuen-
ta (10), proposición 3.11.5.

Si E es un espacio vectorial localmente convexo, designaremos
por n (E', E) la topología sobre E' de la convergencia uniforme so-
bre los conjuntos acotados numerables de E. Evidentemente la to-
•pología n (E', E) es más fina que la topología débil i (E', E) de la
•convergencia uniforme sobre los conjuntos finitos de E.

6. TEOREMA.—Si E es un espacio vectorial localmente convexo
•(resp. y completo y separable} tal que en E' cada red (resp. suce-
.sión) s (E', E)-com>er gente es también n (E', E)-convergente, en-
tonces existe sobre B (E) un límite generalizado respecto de £ (£)

•y por tanto E es semi+reflexivo sí es casi completo para la topología
de Mackey.

DEMOSTRACIÓN.—Si (#„) € B (E) y si (jr'd) es una red (resp- su-
cesión) en E', convergente para la topología débil a (E', E), sea

X«í = <*n'*'í>-

Es evidente que la red doble (Xn(í) verifica 8.1. También se verifica
'3.2 como consecuencia de la convergencia de la red (x'd) para la to-
•pología n (E', E), pues si

x' = Hm«1 tf d,
ä

•como

S = {*s : » € N >
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es acotado y numerable, dado e > O existe de € D tal que x'd — tf €
6 e S° para d ¿> d&, es decir,

í<*n'*V — <Xn'X'> I < 6

para d ¿> d & y todo « € N, lo cual prueba -que para cada w, (Amií}-
converge uniformemente respecto de w. Entonces el resultado es-
consecuencia del corolario 3, los teoremas 4 y 5 y de la observación,
del teorema IV.27.

Un subconjunto M de un espacio vectorial localmente convexo E.
se dice que posee la propiedad de permutabilidad de límites si para
cada sucesión (#„) de vectores xn € M y para cada sucesión (jr't) de
formas lineales continuas x\ '€ H a E', donde H es absolutamente-
convexo y « (E', E)-compacto, se verifica que los límites dobles

Hm Hm (_xn, x'f.y, um lim (xn, xf
k),

n k k n

si existen, son iguales.

7. TEOREMA.—Sea E un espacio vectorial localmente convexo tal-
que existe sobre B (E) un límite generalizado Lim respecto, de
£ i(£). Entonces cada conjunto M e E acotado posee la propie.dad'
de permutabilidad de límites.

DEMOSTRACIÓN.—Sea H e E' absolutamente convexo y u (E', E)-
compacto, y 1#'0 un punto de aglomeración de una sucesión (.#'*)•
con x'f. 6 E'. S: (>"„) € B (E) con .v„ •€ M, y se supone que existem
los límites

a = Jim Üm {x, x't}, ß = lim lim (xn, x'k}
n k k n

se obtiene

a = lim (^, x'o} = <Lim JM, ^'Q>, ß = lim (JJm *n, ^'j.)
n n J: n

= {Lim^,^) = a.
n

(Se ha utilizado el teorema TV.10.)
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En las hipótesis del teorema 7 sí además E es completo para la-
topologia de Mackey, se deduce que E es semi-reflexivo, pues se-.
sabe que entonces un subconjunto M c: E acotado es débilmente-
relativamente compacto si y sólo si posee la -propiedad de permuta-
bilidad de limites (13), 24,6 (1.)- Este resultado está incluido, comò-
caso particular, en el teorema IV.27.

§ 2. LÍMITES GENERALIZADOS EN ESPACIOS VECTORIALES LOCALMENTE:

CONVEXOS CON DESCOMPOSICIÓN DE SCHAUDER

SÍ E es un espacio vectorial localmente convexo, una descompo-
sición de Schauder de E es una familia (Px)?, e L de proyecciones con-
tinuas PX : E -> E que verifican Py, o Px = O si ¡t ̂  X y tal que para-
cada x € E la familia (P?. (#))x e L es surnablè y su suma es

= 2 PX (*)•

Si D es el conjunto de todas las partes finitas de L dirigido por la-,
relación de inclusion dl^d2 si d^dz, la suma de la familia (Px (#))*
se debe entender como el límite de la red

s, = 2 P.W
*e d

en la topología localmente convexa dada en E.

Es claro que si {P?.}xei, es una descomposición de Schauder de-
E entonces (P*x)x e L es una descomposición de Schauder de E' para-
la topología débil de s (F/, E) como consecuencia de (10), proposi-
ción 3.12.3, puesto que para cada A-' •€ E' la red

s'* = 2 pí* <*'> ( d e D)
*ed

converge a x' para la topología débil ff (E', E) por ser

(X, S'd> = <Sd, *'>
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•para todo x € E. Si se verifica que (P'x)x6L es una descomposición
de Schauder de E' para la topología fuerte ß (E', E), entonces se
dice que la descomposición de Schauder (P/)x e L es reductora
(shrinking). Una descomposición de Schauder (Px)xeL de E se dice

•que es acotada completa, si para cada familia (#X)X<=L con ̂  € Px (E)
'tal que

^1 *- : d <e D j
*̂.ea

•está acotado, se verifica que existe .v € E tal que

*= 2X-
A € L

SÍ la familia (Px)x e L es numerab.e (L = N) y si cada subespacio
•vectorial Px (E) está engendrado por un solo elemento e*, entonces
se dice que (Vx)XeN es una base de Schauder de E y en tal caso a
cada proyección Px le corresponde una forma lineal continua e\
tal que

Px (,) = e\ (,) e^

;para todo x •€ E.
Es un resultado conocido (16) que si E es un espacio vectorial

"localmente convexo atonelado, entonces cada descomposición de
Schauder (Pt)* 6 N de E para su topología débil i (E, E') también Io
•es para su topologia atonelada dada inicialmente. Este resultado se
•extiende sin dificultad en el caso de que la descomposición de Schait-
•4er (Px)x g L no sea numerable.

8. LEMA.—Sea E un espacio vectorial localmente convexo con
•una descomposición de Schauder f-Px)>. e L reductora. Entonces para
<xO € B (I, E) y x' Ç E' la red doble

v*id)(¡,d> ei x D

'definida por

Aid = < 2 PX (*!>'*'>
X € d
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posee la propiedad (L • P') respecto de cada límite generalizado Lim*
sobre B (l, K).

DEMOSTRACIÓN.—Según el corolario 3 bastará comprobar que se
verifica 3.1 y 3.2. La propiedad 3.1 es evidente. Por otra parte,

\*ti-<*t;f>\= <2" PX (*,)-*!,*'> = < £ * l ( * í ) , f >
*.£d ?>€ L. - íí

<**• 2 pl*(*'>>
>•€ L ~.rf

Como (PjJxsL es una descomposición de Schauder reductora, la
familia (P\ <X)X<= L es sumable para la topología fi (E', E) de la
convergencia uniforme sobre los conjuntos acotados de E de modo
que por ser {,r¡ : í ' € 1} un conjunto acotado, se deduce que la red
0-td)dcr> converge a (xl}x'} uniformemente respecto de i.

9. TEOREMA. — Sea E un espacio vectorial localmente convexo
con mía descomposición de Schauder (Px)xeL reductora y acotada
completa. Si cada subespacio Px (E) es semi-re flessivo, se verifica
que existe un límite generalizado Lim sobre B (I, E) respecto de
JC (E) para cada conjunto dirigido I.

DEMOSTRACIÓN.—Sea Lim* un límite generalizado sobre B (I, K)
y sea (jr¡) '€ B (I, E). Como cada Px (E) es semi-reflexivo, denote-
mos por LÍma> el correspondiente límite generalizado sobre
B (I, P,. (E)) asociado a Lim*. Si

yx = TJm<*í Px (jr.).vx
í

para cada x' € E' se verifica

<yx.*'> = I-ÍTn*<Px (*),*'>
i

y entonces, para cada d 6 D :

< S y-'.- x'> = 2" Lim* <p?. (*.)• *'> = Lim*A
í d

x e r f í í
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con

'\ä = <2, *x (*,).*'>x t d

Según el lema 8 existe

lim Lim* A; d,

y esto prueba que existe dü € D tal que está acotado el conjunto

< 2 y*x'>-- d>do\-
t.Gd

Puesto que cada d € D se puede expresar como d:ferencia (conjun-
tista) d = d2 — d1 con d^ < d0, d2 ^- d0 se deduce que

)<2" ^ ' ^ > : d € D ¡
X e d

es un conjunto acotado para todo x' 6 E', Como la descomposición
de Schauder (Px)XeL es acotada completa, se deduce que existe A"€E
tal que

* = 2" -V
x e L

Teniendo en cuenta e! lema 8, se deduce

Lim* <A- J } ,r'> = Lim* l:m A. (/ ^ lim Lim* /\ tf = lim < ^, yx, *•' > = <-i% .v;
i í í. . . . í x t d

para todo x' € E", y esto prueba que si se pone

Lim x. = x

queda definido un límite generalizado Lim sobre B {I, E) respec-
to de £ (E).
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10. TEOREMA.—Sì E es un espado vectorial localmente convexo
con una .descomposición de Schauder (P\)*€i,, sea D el conjunto de
las partes finitas de L dirigido Por la inclusión. Si existe sobre
B (D, £) un limite generalizado Lim respecto de un anillo A que
c-ontenga cada P\, entonces (ÍVXei. es una descomposición de Schau-
der acotada, completa.

DEMOSTRACIÓNN.—Si (yx) es una familia de vectores yx '€ P\ (E)
tal que

2 ^ : d € D
\ e d

está acotado, y si

y= Lim Sy*
d A £ < a

se verifica

P„ (y) = Lim P^ ( 2^A ) = Lim ̂  = y^

como consecuencia de las propiedades IV.1.1 y IV.1.4 de Lim, de
modo que {Px)xeL es una descomposición de Schauder acotada com-
pleta.

En (11) James caracterizó los espacios de Banach reflexivos con
base.de Schauder mediante las propiedades de la base de ser reduc-
tora y acotada completa. Este resultado se ha generalizado poste-
riormente por diversos autores. Recientemente (4) Thur!ow A. Coox
han extendido los resultados de James para el caso de descomposi-
ciones de Schauder numerables en espacios vectoriales localmente
convexos.

Como ejemplo de aplicación de la teoría de límites generalizados
en espacios vectoriales localmente convexos, damos una nueva de-
mostración de dichos resultados para el caso de tina descomposición
de Schauder no necesariamente numerable.

11. TEOREMA.—Sea E un espacio vectorial localmente convexo-
con una descomposición de Schauder (Px)xei.. Si E es semi-refleœv-
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•z/o, entonces C^xXeL es reductora y cotada completa. Recíprocamen-
te, si (jPx)x e L e$ reductora y acotada completa y si cada subespacio
PI (E) es semi-re f le.vivo, entonces E es semi-reflexivo.

DEMOSTRACIÓN.—Si E es semi-reflexivo, se deduce como conse-
cuencia de los teoremas 10 y IV.22 que (P*)x e L es una descompo-
posición de Schauder acotada completa. La demostración de que
(Px)x € L es una descomposición reductora es análoga a la dada en (4)
y es consecuencia de lo que se indicò antes del lema 8, pues por ser
E semi-reflexivo, E' es atonelado para ß (E', E) ((10), proposición
3.8.4) y sobre E' coinciden las dos topologías c (E', E) y <r (E', E").
El recíproco es una consecuencia inmediata de los teoremas 9 y IV.22.

§ 3. SUCESIONES CASI CONVERGENTES EN ESPACIOS VECTORIALES
LOCALMENTE CONVEXOS

Si E es un espacio vectorial localmente convexo, designaremos
por A (E) el conjunto de todos los límites generalizados de Banach
sobre B (E) respecto de £ (E). Una sucesión (zn) € B (K) se dice
que es cas-i convergente (almost convergent) a a y se escribe

c-lim a = a

si para todo límite generalizado de Banach Lim* € A (K) se verìfica

Lim*

Este concepto fue introducido por Lorentz en (14) para sucesio-
nes acotadas de escalares, donde caracterizó dichas sucesiones con
el siguiente teorema.

12. TEOREMA.—Una sucesión (s.n) £ B (K} es casi convergente y

c — Km ct_ = a
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si y sólo si

,. « „ + , + - + n n + p
nm ——-—

îtniformemente en n.

DEMOSTRACIÓN.—Véase (14).
Para espacios vectoriales localmente convexos damos la siguien-

te definición de sucesiones casi convergentes.

13. DEFINICIÓN.—Si E es un espacio vectorial localmente con-
vexo, se dice que una sucesión (,r„) •€ B (E) es casi convergente a x
y se escribe

c — Jim x = x,

si y sólo si

Lim* (xn, x') = {x, x'}

para todo x' € E' cualquiera que sea

Lim* 6 A (K).

14. PROPOSICIÓN.—Si E es un espado vectorial localmente con-
vexo semi-re f le.vivo, una sucesión (xu) € B (E) es casi convergente
y c~lim xn = x si y sólo Lim x„ = x para todo Lim É A (JE).

!) U

DEMOSTRACIÓN.—Consecuencia inmediata de los teoremas IV.21
y IV.10.

Como consecuencia de esta proposición resu'ta que el concepto
de casi convergencia que hemos dado para sucesiones acotadas eil
un espacio vectorial localmente convexo E coincide con el dado por
J. B. Deebs en (5) cuando E es un espacio de Hubert separable. En
dicho trabajo se prueba el siguiente resultado :

15. TEOREMA.—Sea E un espacio de Hubert sep-rable con base
(Ck)keN. Si (xn) € T B (E], son equivalentes 15.1, 15,2 y 15.3.
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15.1. c-liin xn = x.
n

15.2. c-lim <xn, ek> = <x, ek) para todo k € N.

x»-.,+-..+ XT,
15.3. lim

P

n + l ' ' ' ' n 4- P
~" —' X = O uniformemente en n.

DEMOSTRACIÓN.—"Véase (5).
Seguidamente exponemos un resultado análogo para el caso de

sucesiones acotadas en un espacio vectorial localmente convexo, no
necesariamente semi-reflexivo con una descomposición de Schauder
(Px)x6L reductora (en general no numerable).

. TEOREMA.—Sea E un espacio vectorial localmente convexo con
una descomposición de Schauder (A)* e L reductora. Si (xn) € B (£),
son equivalentes 16.1, 16.2 y 16.3.

16.1. c-lim xn = x.
n

16.2. c-lim Px (xn) = PI (x) para todo * € L.
n

X .1 l -y

16.3. limw —a— î̂ - = x uniformemente en n.

DEMOSTRACIÓN.—Sí se supone que se verifica 16.1, entonces para
cada X 6 L,

LmV^vP'.lX)) = <*,P'X (*')>,
n

o bien

Lim*<Px(^).^> = <PX(^^'>
n

para cada -f' € E', cualquiera que sea Lim* 6 A (K). Como toda for-
ma lineal contìnua ¿r'x sobre Px (E) se puede extender a una forma
lineal continua x' sobre E, se deduce 16.2. Recíprocamente, si vale
16.2, sea

«»- = < 2 px<-v>.*'>



— 741 —

•donde d c L es un subconjunto finito de L y. x' è. E'. Como conse-
cuencia del lema 8 se deduce

Lini* (xn, x'} — Lim*' lini an d — Hm Lim* and =
n í; d tí n

= lim 2 Lira* <PX (*«)• *'> = Hra 2 <Px W' *"> = <*' -r/>

tí A € d n d \€ d

para cada

*' € E' y Lim* ç A (K),

lo cual prueba que se verifica 16.1. La equivalencia de 16.1 y 16.3
es consecuencia del teorema 12.

CAPÍTULO VI

§ 1. LÍMITES GENERALIZADOS DE B ANACI-I GENERADOS POR UNA MATRIZ

INFINTA

En este apartado se indica cómo es posible construir límites ge-
neralizados de Banach a partir de límites generalizados mediante una
matriz infinita de números reales con ciertas propiedades. Eligiendo
adecuadamente dicha matriz será posible obtener límites generaliza-
dos de Banach que posean alguna propiedad interesante, como se
verá en el apartado siguiente.

1. TEOREMA. — Sea E un espacio -vectorial localmente convelo
sucesionalmente completo, I un conjunto dirigido y ct : / x JV->R
una función que verifica:

1.1. <x¡k > O para todo Í '€ I, n € N.
rã

1.2 ^ <xik = 1 para cada i € /.
¿ = i

Entonces, para toda sucesión (xn) •€ B (E) la serie

S ai* x*
k = i
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converge cualquiera que sea i £ /. Si (y¡) es la red definida por

Vy¡ = ¿j a i k x k '
k = l

queda establecida una aplicación lineal continua

0> : B (E) -> fí (7, £)

dtf/iwiVwcio

* ((*„)) = (y,).

$M? posee las propiedades siguientes:

1.3. * (a (xn)) = a $ ((xn)) />fl«i cafiía a € ̂  (£) y (xn) e S (£).

1.4. 5¿ * ((x,,)) = (y,), entonces S° c A0, rfonrfe- 51 = {xn : » € AT},
A = {7i : i € / } .

1.6. 4» (T B (E)) c T B (I, E).

DEMOSTRACIÓN.—Sea

K) € B (E) y ii, = sup pt (A-J,
n

donde {/ ' / í /ej es una familia saturada de seminormas que define
la topología localmente convexa de E. Para cada / € J se obtiene

2" í/ («ít ' tXM^ V a í t = M / (

A í

que prueba que la serie

2-

converge. SÍ su suma es >',-, se verifica

í;(y/X 2 fijbit'tXMj

*
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para todo / € J, por lo que (y^ es una red acotada. Evidentemente,
$ es una aplicación lineal. Si

U);6r {?/}j€ J

son las familias de seminormas que definen la topología de B (E) y
E (I, E), respectivamente, según se indicó en el capítulo IV, § 1,
se deduce

q* ((y,}) = SUP fj (y,) < M, = sup pì {xn} = q. ((*n)).

lo cual prueba la continuidad de *• La propiedad 1.3 es inmediata
y la 1.4 se deduce de la relación

<yl.
jff> I <2*¡*!<**'*'> l « i

k

válida para todo x' € S° y todo í € I. Para cada j € ] y e >- O existe
m € N tal que

* t ( y t — 2 *<***) <

y entonces cada j¡ es adhérente a la envoltura convexa de S U {0}
que es un conjunto precompacto si (#„) '€ T B (E)) ((10), proposición
3.9.7). Entonces {;v¡ : i € 1} también es precompacto por estar con-
tenido en la clausura de un precompacto, de modo que se verifi-
ca 1.5.

2. PROPOSICIÓN (ToepÜtz).—En las hipótesis del teorema, 1 si
además se verifica:

2.1. Hm aik = O para todo k € N.
. i

entonces la aplicación lineal * establecida en dicho teorema transfor-
ma sucesiones convergentes en redes convergentes con el mismo
limite.
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DEMOSTRACIÓN-.—SÌ (#») es una sucesión convergente y

x* = 1¡m *r,

para cada / •€ J, dado & > O existe m € N tal que

P¡ (xx - V < e/2

si fe > w y en virtud de 2.1 existe Í0 G I tal que si i > «„ se verifi-
ca que

a ' f c < 2 m M .

para 1 < & < m, donde

M; = sup p j (xt — *0),
t

y entonces

m

í;0' t-·»o) = ̂ (2a '*C*t—*u)) <^ ( 2«/*^*—^o)) +
i: * = 1

» m w>

+ Pí ( 2 "í * <** — ^u) ) < 2 a/ * h ̂  — *¿ + 2 a'- * ?/ (A"* ~ ^u> ^
t = m- i - l *: = ! fc = m + l.

e
«< «ï M , + e/2 = e

- • 2 m M. ;

para i > i0, y esto prueba que x0 = lim y( cuando
j

Cy,) = *((*„)).

3. TEOREMA.—Sea E un espacio vectorial localmente convexo
sucesionahnente completo y Á a £ (E) un anillo. Sea I un conjun-
to dirigido y a : / x A^-> R wna función con las propiedades 1.1,
1.2, 2.1 y
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3.1. ccik > y.iìLJ, 1 para cada i € / y k Ç A'.

Si X1 c B (1, E) es MW sube'spacio vectorial (A, ç)-iyjsuarictnte y
X^ c: B (E) un subespacio vectorial (A, ^-invariante que contiene
las sucesiones constantes y tal que * (X2) c Xlr donde * es ia apli-
cación lineal establecida en el teorema Î. Entonces si LIM es un- li-
mite generalizado sobre Xl respecto de A, queda definido sobre X2

'un limite generalizado de Ranach Lim respecto de A cuando se pone:

3.2. Lim xu = LIM X a¡h xk para cada (xn) € X2.

DEMOSTRACIÓN.—Nótese que como consecuencia de la condición
$ (X2) c Xt se deduce que X3 contiene las redes constantes. Bas-
tará probar que si se define Lim = LIM <• *, entonces Lim es un
límite generalizado de Banach sobre X, respecto de A. Evidente-
mente Lim es lineal, y

Lim ax., —a Lim x..

cuando

< * € A y Oge X2

como consecuencia de 1.3. También es obvio que

Um xn = jro sì *, = *ü

para todo n •€ N. Teniendo en cuenta 1.4 resulta que

Lim jrn = LIM yt ,ç R00 c S00,
n l

donde

(y.) = * ((*,)), S = { *„ : » € N }. R = {^ : í •€ I }.

Sólo queda por demostrar que

Lim *n = Lfm *B+1
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para cada (X,) € X2. Sea, pues, *( = y / — y„ donde

V , Vy. = ¿i "'k'f y* = ¿ «i*-^»-* *

Será suficiente probar que

LIM a, = 0.
i

Se tiene que

*i = lim S
ÍH.

donde

n

S¡ « = ¿ K' * tj* + I ~ **í = ~ Kí 1 *1 + (A- 1 — «i -> X2 +•
* = 1

+ "• + ( * í s _ 1 — «íJ*,, +*,„,*«+!•

Para cada / € J se obtiene

n-l

íy ̂  nX 2 (a- * - a(* + i) ^; K * i) + *; n M*»*,) + «, T ^/ ^i* .<* = i

< ^(«M-'ÍÍ + ̂ Í-"^ + - + « £ , , - ! "«í B) + « r « ̂  + a^ M; = 2 M / a | l

dojide

M f = sup f y (jrt).
«

Entonces, teniendo encuenta 2.1 resulta

lim pf (s^ = 0
i



- 747 —

para cada j € J, y esto prueba que Hm s¡ = O y por tanto que
í

LIM et = 0.
¡

4. COROLARIO.—Sect I. mi conjunto dirigido tal que existe una
•aplicación <x : / x ./V' -> R con leis propiedades 1.1, 1.2, 2.1 3; 3.1.
Sea E un espacio vectorial localmente convexo casi completo. Si exis-
te un limite generalizado sobre B (l, E) respecto de £ (£), enton-
tonces E es s emi-re'f lesivo,

DEMOSTRACIÓN.—E es sucesionalmente completo por ser casi com-
pleto. Entonces el resultado es una consecuencia inmediata del teo-
Tema 3 y del teorema IV.27.

OBSERVACIÓN.—En las hipótesis del teorema 3, si E es metriza-
ble y |j || es una F-norma sobre E, y si se dota a B (E) y a B (I, E)
de las F-normas usuales, es inmediato que la aplicación lineal <í> es-
iablecida en el teorema 1 es un A-homomorfismo de norma ||$|| <
< 1 entre X2 y X-, cuando se consideran como A-módulos F-nor-
mados. En este caso es inmediato que si LIM es un límite (F)-ge-
neraüzado sobre X,, entonces Lim = LIM o $ es un límite (F)-ge-
:neralizado de Banach sobre X0.

§ 2. SU M AB IL: D AD GENERALIZADA DE SERIES DIVERGENTES. SUMA

GENERALIZADA DEL PRODUCTO DE CAUCHY DE DOS SERIES

Si E es un espacio vectorial localmente convexo, usa serie de vec-
tores de E la denotaremos por un par de sucesiones (.r„, S«)Ä e N f

•donde

S„ = Z -V
fc = i

Si X e B (E) es un subespacio vectorial, designaremos por S (X)
«l conjunto de todas Ias series (xn, S«) » € N tales que (S«) 6 X.
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5. DEFINICIÓN.—Sea E un espacio vectorial localmente convexo
y A c £ (E) un anillo. Si X •<= B (E) es un subespacio vectorial
(A, ^-invariante que contiene las sucesiones constantes, una suma
generalizada T.' sobre S (X) respecto de A es una aplicación

r : s (X) -* E

que verifica:
5.1. S' (a A't -f- ô j*) — a £' ,vk + b S' 3^ para cada a, & '6 A y

* k *
cada to, 6%), (y*, S2*) € S (X).

5.2. S' .v* = 0 si -v* = 0 para todo k € N.
k

. 5.3. £' A'k =• X-L + S'.rí + 1 para cada to, S*) € S (X).

5.4. S' je* € Suo, donde ò"1 = j V A> : n € N j , para cada
t k= l

(.rfc, S») € S (X)
Para hacer rnás flexible la notación se ha designado por 2' #>

la surna generalizada 2' to, S*) de la serie
i

C^.s^escx).

En el caso de que E sea metrizable y ¡| es usa F-norma sobre
E se define una suma (F)-generalizada 2' sobre S (X) como una
aplicación S' : S (X) -> E que verifica 5.1, 5.2, 5.3 y

n

5.5. ¡j 2' #fc ¡¡ < sup y ̂  para cada to, St) € S (X).
* " fri

6. PROPOSICIÓN.—£ji /aj condiciones de la definición 5, si exis-
te un limite generalizado de Banach (resp. limite (F)-generalizado
de Banach si E es metrizable) Lim sobre X respecto de A, entonces
existe una suma generalizada (re:sp. suma {F)-generalizad(t) S' sobre
S (AT) respecto de A definida por

a

S' xk = Um 2 *r
k n t = l

DEMOSTRACIÓN.—Es una comprobación inmediata.
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7. PROPOSICIÓN.—En las condiciones de la definición õ, si exis-
te una suma generalizada (resp. suma (F)-generalÍ3ada cuando E es
metrisable) 2' sobre S (X) respecto de A, entonces existe un límite
generalizado de B ana c h (resp. límite (F)-generalisado de Banach)
Lim sobre X respecto de A tal que

Lim ̂  Xjt = s' xk
n k = i k

para cada (xb, 5k) € 5 (X).

DEMOSTRACIÓN.—Si (S«) 6 X, sea

•ri = Si' x* = Sfc-St.-i si *>!•

Entonces (xt, St) € S (X) y se define

Lim S_ = S' x,..k-
t

Es inmediato que Lim : X -> E es una aplicación lineal que ve-
rifica :

i) Lim a S,„ = a Lim S„ para todo o, •€ A y (S„) '€ X como con-
n n

secuencia de 5.1.

ii) Lim Sn = S si S„ = S para todo n € N, pues

Lim Su = *, + 2'*t + 1 = S1 + 0 = S,

como consecuencia de 5.2 y 5.3.
iii) Lim S,„ € S00, donde S = {S„ : n € N}, como consecuencia

de 5.4. rt

iv) Lim S„ = Lim Srt.hl para cada (S») € X, pues

Lim S,n = £' Xìt = *1 + xz + S' ̂
n i *

como consecuencia de 5.3. Entonces, si

• *', =*, +*2 = S2> x*' = j r*4.i = st+i-st
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si k > 1 se obtiene

Lim SM + 1 = S/^it = */
1 + r^ i f c, l = \ + - r 2 + S'^ + s = Lim S„.

n t * M

Evidentemente, si E es metrizable y ¡j |[ una F-ncrma sobre E,
se verifica que

si S' es una suma (F)-generalizada para esta F-norma.

8. TEOREMA.—Sea E un espado vectorial suc e si analmente com-
pleto y A 'd £ (£) un anillo. Sea / el intervalo (O, 1) c R dirigido
con el orden usual de F. Se supone que existe sobre B (I, E) (resp.
T B (/,£)) un limite generalizado LIM respecto de A. Entonces
queda definida sobre S (B (E)) (resp. S (T B (£))) una suma gene-
ralizada S' respecto de A poniendo:

8.1. S'xk = L/M V t k - l x k para cada (xk, 5k) € 5 (B (E))
k l fti-

(Í-M/.. 5 (T ß (£))).

DEMOSTRACIÓN.—Basta tomar %tt = i * - J — t * para cada

(í, fe) e I x N

y comprobar que se verifican las condiciones 1.1, 1.2, 2.1 y 3.1. La
sucesión de sumas parcials

s- = 5>*

se transforma medíante la aplicación lineal $ establecida en el teo-
rema 1, en la red

yt= JT (^-.l-Í^S^ £ í*- l^.

* = 1 * = 1

El resu'tado es consecuencia del teorema 3 (resp. y 1.5).
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9. TEOREMA.—En las hipótesis dei teorema 8, si E es inetriza-
<ble y || !j es ima l·'-norma sobre E, si LÏM es un limate {F)-genera-
¿igado sobre B (ï, E) (resp. T B (I, E}}, entonces queda definida so-
ère S (B (E}) (resp. S (i B (E)}} una swna (F)-generalizada £' po-

-Miendo :

- 9.1. S' xt = LIM V t*- 1 x,, para cada -(x*, St) $ S (B (E)}
* < ffi

•(*•«#. S (T S (£))).

DEMOSTRACIÓN.—Análoga a la del teorema 8, teniendo en cuen-
ta la observación que sigue al corolario á.

OBSERVACIÓN.—Las hipótesis del teorema 8 se cumplen si E es
•semi-refíexlvo (resp. casi completo según el teorema IV.16) y . s u -
*cesionalmente completo. En estas condiciones, si "3/" es un ultrafiltro
•que contiene a la base de filtro asociada al conjunto dirigido I, sea
l·IM* el n-límite generalizado que dicho ultrafiltro define sobre
B (I, K) (corolario 1.12), y sea LIM el P-límite generalizado sobre

.'B (I, E) (resp. T B (I, E)) definido por

<LIM yt. x'} = LIM* <yt, x'}
í í

3>3ra todo x' 'É E'. Esto muestra que LÏM y, no es otra cosa que
t

-el límite débil de la red (yt) según el ultrafiltro It, de modo que
-S.1 se puede escribir así :

S'^ = lím«1^**"1**-
* U * = l

«es decir, 8.1 se puede considerar como un método generalizado de
Abel de sumadón de seríes. Teniendo en cuenta el teorema IV.17
•cuando

(^S t )e rE(E) .

S.l se puede poner así:

£'*. = lim 2'*"1**'
* U *-i
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donde lim es el límite según un ultrafiltro conveniente en la topo-
U

logia de E (limw era el límite para la topología débil <r (E, E')).

10. TEOREMA.—En las hipótesis del teorenva 8, si LIM es uit-
P-límite generalizado con P^¿PA(E), entonces la suma generali-
zada £' definida por 8.1 verifica:

10.1. P (S' xk, r yk) = S' ( V P (x„ 7j))
b- V \j * ^™™ 'K * * 1 + J = J E + 1

para cada par de series

(*». V)- Ü't- V ) € S ( B ( E ) )

(resp. S (T (B (£)))).

DEMOSTRACIÓN.—Sea

P (x, y) = {x, x'o) a y con a € A.

Se tiene

Pa'-VS'^P^lM^ **-1*f LIM 2" í*-13'Jt)
í *

= L I M P ( ¿ **-**., ¿í*-1 y*) =
í fc = 1 t = 1

= LIM r [< 2 '*-* **• '̂o > a ( ¿L í*-1 y. )] =
t Jt = 1 t = 1

^LIM[(¿^-I<^^'O>). f l(¿ í* - iy , ) ] =
t t = i t = i

= LIM2 í*"1( 2 <* í '* /o>°>'/) =
t *=: l I + J - t+l

= L I M ¿ Í * " I ( S pC*(,y ;)) = s ' ( 2 P(* f .y ,>) '
t t^ i ¡4- / = *+i * ; + ; = t + i
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- .11. TEOREMA.—En las hipótesis del teorema 8, sì LIM'* es un
Jl-litnite generalizado sobre B (I, K) tal que

UM (\ yt> = (UM* \) (UM yt)
t t t

para cada (Xt) € B (I, K) y cada (yt) € B (/, E) (resp. t B (I, E)) y
si S* es la correspondiente suma generalizada sobre S (B (KJ) de-
finida- por 8.1, entonces

11.1. (2* ah) (S' xk) = S' ( y «, Xj)
k k b x i + JTÏ+i

para cada («k, 5») € »S1 (o fK")l

31 cada (Xk, 5"t) ^ ^ (B (E}} (resp. S ^ B (E))'), do-nde X' c s la suma
generalizada definida por 8.1.

DEMOSTRACIÓN.—Análoga a la demostración de] teorema 10.
Obsérvese que la condición

L1M (A, y t ) = (LTM* A ( ) (LIM y¿
i t t

se verifica siempre que E es semi-reflexivo (resp. casi completo) y
LIM- es el límite generalizado que el n-limite LIM* define sobre
B (I, E) (resp. - B (L E)) cuando se pone

. LIM V}1,.*') = <LIMy ( ,*->

para todo x' € E'.

12. TEOREMA.—En las hipótesis del teorema- 9, si LIM* es un
Tl'limite generalizado sobre B (/, K) tal que

UM (A. yt) = (UM* ,\) (UM yt)"t
t t -l

para cada

• (\}çB(l,K} e (y¿c.B(I,E)
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(resp. T B (I. E)) y si S* es la correspondiente suma- (F)-generaliza-
da sobre S (B (A")) definida por 8.1, entonces

12.1. (S*«,) (E'Xfc) = r ( V a ¡ X j )i, i, • • . •*•• '
¡ + j = k + l

para cada (ak, $k) € .9 (ß (£)) ;y coda (xkf S'k) 6 5 (B (£)), a*0wrf0.

2' íí ía íwmtï generalizado, definida por 9.1.

DEMOSTRACIÓN.—Análoga a la del teorema 11.

OBSERVACIÓN.—Nótese que como consecuencia del teorema IV.33
se vio que pueden'existir límites (F)-generalizados sobre B (E) que
Aerifican la condición IV.32.1 sin ser E reflexivo. Entonces para el
•caso de espacios vectoriales metrizables el teorema 12 se puede apli-
car en ciertos casos en los que no se verifican las hipótesis del teo-
rema 11 que aparentemente puede parecer que incluye el teorema 12
•como caso particular.

§ 3. LÍMITES GENERALIZADOS EN ESPACIOS DE FUNCIONES

PARTICULARES

13. TEOREMA.—Sea E un espacio vectorial localmente convexo
•casi atondado y E' su dual. Sea (x/) una red de forma-s lineales con-
tinuas tal que su recorrido S = {x/ : i € /} es acotado para la to-
pología § (E', E). Si Lñn* es un límite generalizado sobre B (/, K),
entonces

x' (x) = Lim* x/ (x)
i

define una forma- lineal continua x' sobre E. Se verifica que x' es
<cs c (E', E)-adherente a la envoltura convexa de S.

DEMOSTRACIÓN.—Como E es casi atonealdo, la inclusión i : E ->
—> E" es continua cuando se dota a E" de la topología fuerte
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ß (E", E') y entonces la aplicación traspuesta i1 : E'" -» E' es con-
tinua para las topologías <r (E'", E') o (E', E) ((10), corolario de la
proposición 3.12.3). (Nótese que i[ es la aplicación lineal continua
que a cada x'" : E" -» K le hace corresponder su restricción a E.)

Como consecuencia del teorema IV.18 aplicado a E' dotado de
su topología fuerte ß (E', E), se deduce que existe una aplicación
lineal L : B (I, E') -^ E'" definida por

{x", L (#/)> = Lim* {x", xt")
i i

para todo x' € E". Si

x' = i* M*/),
i

entonces x' 6 E' y

x' (x) = <JT, ì( (*"')> = <#, *'"> = Lim* <A-, #,')

para cada „r € E. Por otra parte, teniendo en cuenta la proposición
IV.20 se deduce que

x' = i» L O/)

es un punto <r (E', E)-adherente a la envoltura convexa de S como
consecuencia de la continuidad de i* par las topologías

(r(E"% EO- o-(E', E).

OBSERVACIÓN.—En general no se verificará que x' sea un punto
c (E', E")-adherente a !a envoltura convexa de S, pues en este caso
se deduciría que Lim = i1 » L es un límite generalizado sobre
B (I, E') y esto implica que E' es semi-reflexívo en el caso de que
I sea el conjunto de los 5 (E', E")-entornos simétricos de O dirigido
por la inclusión, como consecuencia de la proposición IV.T y de (10),
proposición 3.8.2.
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Sea ü c: R" un abierto. K (ß) es el espacio de las funciones rea-
les continuas con soporte compacto contenido en ü, que es un espa-
cio vectorial localmente convexo atondado para su topología usual
{descrita en (10), ejemplo 2.12.5). El espacio dual K' (ü) es el es-
pacio de las medidas.

la. TEOREMA.—Sea (¡A¡) una red de medidas $1 ^ K' (u) con ín-
dices en el conjunto dirigido I, tal que para- cada fy € K (ü) se tie-
ne que

G*, W) € B (ï, R).

Entonces para cada límite g enero-lisa do Lvrn* sobre B (I, R) existe
una medida.- [x 6 K' (Ü) tal que

v w = Lim* ^ w
i

para cada fy € K (Q), que es G (K' (ß), K (Q)}-adhere-nte a la envol-
tura convexa de {¡¿i : i '€/}.

DEMOSTRACIÓN.—Por hipótesis ([/,•) es una red débilmente acota-
da y los espacios atondados tienen la propiedad de que un conjunto
débilmente acotado de su dual también es fuertemente acotado ((10),
corolario de la proposición 3.6.2). Entonces el resultado es una con-
secuencia inmediata del teorema 13.

15. TEOREMA.—Sea (x¡) una red de funciones x¡ € K (u) con in-
dices en el conjunto dirigido I tal que $u recorrido {xf : Í € /} es
un conjwnto precompacto. Si Lim* es un límite generalizado sobre
B (/, R) la función

x (t) = Lim* xL (t)
i

definida sobre Q pertenece a K (u) y para cada medida (Jt € K' (ü)
se tiene:

15.1. Lim* / x, (t) d p. - / Lim* ^ (t) d (t.
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DEMOSTRACIÓN.—Como K (Q) es completo, el resultado es una
consecuencia inmediata del teorema IV.16, pues si Lim es un límite
generalizado sobre T B (I, K (£3)) definido por

<Lim x(, x') = .Lim* (x., #'>
t i

para cada \x' € K' (û), como se vio en la demostración de dicho teo-
rema, y si x — LÍmi#¡ entonces evidentemente se verifica que

i

x (i) = Lim* xl (t),
i

pues para cada í '6 O, la forma lineal x \—*- x (í) es continua. Eviden-
temente, 15.1 es la relación indicada anteriormente cuando se es-
cribe

<x, /*> = f#(f)dp.

Sea 3) (u) el espacio vectorial de las funciones reales indefinida-
mente diferenciales, con soporte compacto contenido en el abierto
.O con la topología localmente convexa usual (descrita en (10), ejem-
plo 2.12.6). Se sabe que 3) (u) es reflexivo por ser un espacio de
Montei. Su dual 3)' (Ú) es el espacio de las distribuciones.

16. TEOREMA,—Si (xf) es una red acotada de funciones x¡€3)(u)
•con Índices en el conjunto dirigido I, y si Lim* es mi limite gene-
ralizado sobre B (/, E), entonces la función

x (t) = Lim* Xj (t)
i

pertenece a> S) (ü) y se verifica

ÒP (Lim* x¡ (t)) - Lim* (o' x¡ (t))
í j

para cada

P = (Plf -, Pk) € N*
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DEMOSTRACIÓN.—Es una consecuencia inmediata del teoremas
IV.21, de ia continuidad de cada forma lineal x \—> x (í) y de cada.
aplicación lineal

Ò» : 3> (Ú) -> 2> (£3).
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