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En este trabajo consideramos aplicaciones con valores en un es-
pacio localmente convexo definidas en un conjunto infinito S sin
ninguna estructura algebraica o topològica, y para ellas damos una
noción muy general de sumabilidad (la J-sumabilidad) asociada a una
familia J de medias sobre S.

En la teoría clásica de la sumabilidad desempeña un papel muy
notable la noción de casi convergencia introducida por Lorentz
en (12). Es obvio que una función casi convergente en general no
converge a través de un filtro y también es bien sabido que no existe
ningún método de sumabilidad matricial que sea equivalente a la casi
convergencia. Sin embargo, la noción de J-sumabilidad que hemos
-dado, cuando se particulariza de modo adecuado la familia J, da lugar
no sólo a la noción usual de convergencia a través de un filtro, sino
•que también se obtienen la casi convergencia y una clase muy amplia
de métodos matriciales de sumabilidad (los asociados a matrices de
Toeplitz positivas), cuando estos últimos se consideran aplicados den-
tro del campo de las funciones cuyo recorrido es acotado o relativa-
mente compacto.

Estos resultados bastan para mostrar la generalidad del concepto
de función J-sumable, aunque queda pendiente el estudiar con más
detenimiento su alcance efectivo, es decir, el investigar qué métodos
clásicos de sumación quedan fuera de esta noción. No obstante, la
•definición 14 de función (a, J)-sumable engloba todos los métodos
usuales de sumación (incluso la J-sumabilidad) y es el punto de par-
tida de una teoría general de sumabilidad de funciones no acotadas,
de la cual nos ocuparemos en la segunda parte de este trabajo.

Motivados por el teorema de Banach-Saks (2), que establece que
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cada sucesión acotada en Lp [0,1] (l < p < oc) posee una subsuce-
sión que es sumable Césaro, algunos autores se han ocupado del pro-
blema recíproco.

Se verifica que si un espacio de Banach E posee esta propiedad,
entonces E es reflexivo. En (14) y (19) se muestra que se verifica un
resultado mucho más general : basta requerir que cada sucesión aco-
tada en E posea una subsucesión sumable débilmente mediante algún
método «almost regular*» (véase el final del párrafo V). Por otra
parte, en (18) se muestra, en el caso más general de ser E localmente
convexo casi completo para la topología de Mackey, que la existen-
cia de un límite generalizado sobre todas las sucesiones acotadas,
implica la semi-reflexividad del espacio E. Unos y otros resultados,,
de naturaleza análoga, en principio parecía difícil relacionarlos entre
sí. La noción general de sumabilidad que hemos introducido muestra
que dichos resultados son corolarios inmediatos de un principio ge-
neral de semi-reflexividad contenido en los teoremas 24 y 29. El co-
rolario 27, que comprende el teorema 16 de (3), como caso particular
muestra que en el criterio de semi-reflexividad obtenido en (3) no
es esencial que S sea un semigrupo ni que la media cuya existencia
se postula sea invariante, sino que lo esencial es que S esté relacio-
nado de algún modo con la familia J a la cual se pide que pertenezca
la media.

Finalmente, mostramos una de las aplicaciones más interesantes
que hemos encontrado : la teoría de sucesiones bien distribuidas. La
noción de sucesión J-distribuida engloba varias nociones usuales de
sucesiones bien distribuidas, de modo que es posible dar un trata-
miento unificado a bastantes cuestiones generales de esta teoría.

Como fruto de la teoría de sucesiones J-distribuidas, hemos ob-
tenido de nuevo la solución del problema de la distribución del pri-
mer dígito significativo, planteado y resuelto por Bumby y Ellentuck
en (5). Hemos determinado una familia de medias J para la cual la
sucesión (Iogll0 ri) está J-distribuida ; cada media ¡A € J suministra
una solución del problema (véase proposición 38).

I. Definiciones y notaciones. Resultados previos

Sea S un conjunto con infinitos elementos, y m (S) la familia
de todas las medidas positivas ¡A, finitamente aditivas sobre el álge-
bra de todas las partes de S, tales que [i (S) = 1.

Dada una función <p : S —> C, y una medida ¡A € m (S), para
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cada partición finita de S, p = (ST, S2, ..., S«), y cada sistema de

puntos or = (í1; í2, ..., i„), con s¡ € S¡, 1 < i < n, consideremos la
suma

n

5 (<p, TT) = 2"1 p. (Sj) <f

*=l
<*,),

donde K = (u, />).
Si existe el límite de la red de sumas

lim 3 (cp, ir) = x

(cuando el conjunto de índices se ha dirigido poniendo u > ic' si
71 = (*> /0> TC/ = (;(J'> /•')> y /> es una partición más fina que />'), di-
remos que '9 es p-sumable, y pondremos entonces

u (9) = / <p d i¡ = x.
s

[1]

Se prueba fácilmente que toda función acotada 9 : S —> C es

(X-sumable (véase (17), pág. 402), y que la aplicación <p |—> ¡A (<p)
es una media sobre el espacio vectorial B (S) de todas las funcio-
nes acotadas sobre S.

La aplicación ¡x ¡—> 51 establece una biyección entre m (S) y e!
conjunto de todas las medias sobre B (S), en la cual a la media L
le corresponde la medida a € m (S) definida por '[i (A) = L (y^).
En lo sucesivo será conveniente identificar la medida (i con la me-

dia escalar asociada ¡i.

Sea ahora E un espacio vectorial localmente convexo separado.
De modo análogo se define lo que se entiende por aplicación ¡i-su-
mable con valores en E. El conjunto de las aplicaciones [A-sumables
/ : S —j- E es un espacio vectorial que denotaremos L^ (S, E), so-
bre el cual la integral

í :/(—>/i(/) = //d 'u

s

es una aplicación lineal.
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Se debe hacer notar que pueden existir aplicaciones ¡¿-sumables
no acotadas. En efecto, si H ci S es un suconjunto infinito ¡A-nulo
(¡i (H) = 0), entonces cualquier aplicación / : S —> E que se
anule en H" es ¡¿-sumable y ¡A (/) = 0. Resulta entonces que si
/, g : S —> E son dos aplicaciones que difieren en un conjunto
[A-nulo, entonces / es ¡¿-sumable si y sólo si lo es g, y en este caso

V- (/) = ¿ fl-
uiremos que una aplicación / : S —>• E es (¿-esencialmente aco-

tada (resp. (¿-esencialmente relativamente compacta) si existe H.CS
con ¡¿ (H) = O tal que / (S\H) es acotado (resp. relativamente com-
pacto).

Se prueba fácilmente que si / : S —>• E es ¡x-sumable, entonces
/ es (¿-esencialmente acotada.

Resulta inmediatamente de la definición, que si / es [¿-sumable
entonces ¡¿ (/) ¡6 co (/ (S)), donde co (/ (S)) es la envoltura conve-
xa de / (S). Conservando las notaciones y definiciones dadas en (3),
si B (S, E) es el espacio vectorial de todas las aplicaciones acota-
das / : S —> E, resulta que sobre el subespacio

X,, = 1̂  (S, E) fi B (S, E)

la aplicación / |—^ ¡¿ (/) es una media.
Diremos que una aplicación / : S —> E es débilmente <^-suma-

ble si es [¿-sumable cuando E se considera dotado de la topología
débil <r (E, E').

De la definición resulta de modo inmediato que / : S —> E es
débilmente ¡¿-sumable y ¡¿ (/) = x, si y sólo si para todo x' '€ E' la
función

íh-><*', /0)>

es [¿-sumable, verificándose que

<*',*> = / * < * ' , / > . .

Resulta de la proposición 6 de (3) que si la envoltura convexa
cerrada y equilibrada de / (S) es débilmente compacta, entonces
/ (S) es débilmente ¡¿-sumable.

En particular, si E es casi completo para la topología de Mackey,
y / (S) es relativamente compacto (o ¡¿-esencialmente relativamente
compacto) para la topología débil, entonces / es débilmente [¿-su-
mable.
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Si E es casi completo y / (S) es relativamente compacto (o ji-esen^
cialmente relativamente compacto), entonces / es ¡x-sumable. La
prueba se basa en que / (S) es precompacto. Entonces se puede
proceder de modo análogo a como se hace en el caso de funciones
numéricas mostrando que 2 (p, n) es una red de Cauchy acotada y
por consiguiente convergente.

1. DEFINICIÓN.—Sea J c m (S), J =j= <j>. Dada una aplicación

f : S —> E, si existe x 6 E tal que [i (f) = x para todo \L € /, di-
remos çue í es J-sumable o J'-convergente, y en este caso escribire-
mos J-lim f (s) = x. Designaremos por J (S, E) el espacio vectorial

8

de todas las aplicaciones' J-sumables ï : S —»• E.
Evidentemente J-lim es una media sobre J (S, E) fi B (S, E). Di-

remos que / es débilmente J-sumable si es J-sumable cuando E se
considera dotado de la topología débil.

Si J consta de un único elemento y,, a veces convendrá escribir
fi-lim / (s) en lugar de {¡A}-lim / (s). (Evidentemente

S " S

/í — l i m / ( j ) =/T(/)) .

II. Caracterización de la convergencia según un filtro

2. DEFINICIÓN.—Sea J ^ m (S) J =t <j>. Si existe un filtro & en
S tal que J (S, E), es precisamente' el conjunto de las aplicaciones
f : 6"—> E para las que existe el límite a través de Sf, lim f (s),

9

verificándose además que

Km { (s) = J-lim I (s),
? s

diremos que la J-sumabilid'ad es equivalente a la convergencia a tra-
vés de &.

Seguidamente nos proponemos dar condiciones necesarias y su-
ficientes para que la J-sumabilidad sea equivalente a la convergencia
a través de un filtro. Necesitamos previamente algunas definiciones
y resultados previos.

3. DEFINICIÓN.—Sea / <= m (S), J ̂  $ y & un filtro en S. Se
define

/• = { F a s : M (F) = l, V P € / },
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y de modo dual se define también

&' = { n 6 m •• f (F) = L V F •€ ̂  }.

Es fácil comprobar que J' es un filtro en S y que si 1C es un
ultrafiltro, entonces 1C' consta de un solo elemento, a saber: la
medida ¡A € m (S) definida por -¡i (F) = 1 si F € U, ¡x (F) = O o si
F (í *££. Recíprocamente, si ¡i '€ m (S) es una medida que solamente
toma dos valores, O y 1, es obvio que{(i}' es un ultrafiltro. Será
conveniente denotar por ¿P el subconjunto de m (S) formado por
estas medidas y definir entonces ëf° = &' fi ÍP para cada filtro
'9 en S. Es fácil ver que ^° 4= <j>, pues si 1C es un ultrafiltro que
contiene a 9, y *2£' = {¡i}, entonces necesariamente ¡ t€^°.

4. PROPOSICIÓN.—Si £7 es mi filtro en S, entonces

& = &'• = &••.

DEMOSTRACIÓN.—La inclusión 5 7 ' ' . c g f 0 * resulta de & ° < ^ - S f .
Puesto que 0 c £7' ', bastará probar que ^ 0 ' <= ff. Supongamos
que existe G € ê?"', G 3 á?. Entonces á8 = {G" 0 F : F € á?} es
una base de filtro. Si IL es un ultrafiltro que contiene a B, se de-
duce que también contiene a ff, por lo cual la medida ¡A tal que
{{i} = 1C' pertenece a £?". Como G'€&°' se ha de cumplir que
¡A (G) = 1, lo cual está en contradicción con G" € 1C. Resulta en-
tonces que Sf°' cgf.

5. OBSERVACIÓN. — Es inmediato que para cada J c m (S) es
J c J' ', pero no es cierto en general que J = J' ', como Io mos-
trará el ejemplo 13.5. Sin embargo, se verifica que J' = J'", como
consecuencia de la proposición 4 aplicada ai filtro J'.

6. TEOREMA.—-Una condición suficiente para que Ia J-sumabili-
dad sea equivalente a Ia convergência a través de un filtro & es que
gr» c:/c: gr-..

DEMOSTRACIÓN.—Observemos en primer lugar que si •(!••€ ¿P, en-
tonces una aplicación / : S —>- E es ¡i-sumable si y sólo si existe
el límite Hm / (S) a través del ultrafiltro 1C = {[>.}', verificándose

li
entonces que

/«(/) = Hm f (s).
U
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En efecto, cuando pi € ¿P, cada suma

5 tf, T) = V ^ (s*) / (f*>.¿_/t = i

se reduce a un único sumando ¡i (S¡) / (s¡) correspondiente al único
S*, 1 < è < w, con ¡x (St) = l y se ve fácilmente que la convergen-
cia de la red S (/, it) equivale a la convergencia de / (s) a través del
filtro

U = { H c: S : « (H) = l}.

Esto prueba el teorema cuando í? es un ultrafiltro (obsérvese que
<U° = ÎT = {¡t}).

Sea ahora / : S —> E una aplicación J-sumable, donde & ° c:
<= J <= S?'. Entonces, si 2/ es un ultrafiltro, IL ^ #", y si {¡1} = ií'
se tiene que

/i'ÉÍT =1í° c.&° cj,

por lo cual ¡A (/) = x, siendo x — J-lim / (s). Por lo que se acaba
£

de probar, resulta que lim i (s) = x para cada ultrafiltro *U z> &,
11 '

lo cual implica que existe lim / (s) = x.
3

Recíprocamente, supongamos que existe el límite lim / (s) = x.
9

Dado un entorno de O convexo, V ^ E, sea

H = { * 6 S : / (*)€(* +V)}.

Si ft € J, entonces (i (H) = 1, pues y. 6 ̂ ' y H € ^. Sea it =
= («0, />„), donde í. = (H, HO-

Sea w > 7c0, it = (w, /)), donde ^ = (Sj, ..., S»), v = (^, ..., i„),
•S't € 6't, 1 < k •< w

S (f, ff) = 2^ / (ít) fe (S^) = _^ / (ít)/x (St),
t = i t e n

donde D c {1, 2, ..., n} es el subconjunto de índices correspondien-
tes a los S* c: H. Como / (ít).€ / (H), si k 6 D y

21/«(£.) = l,
*eD
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resulta que

2 (f, n) 6 co (/(H)) CO + V).

Hemos probado así que

lim 2 (J, ir) = x,
TC

y por consiguiente que / es ¡Ji-sumable y que se cumple ¡i (/) = x.

7. COROLARIO. — Una apUcación í : -S —> E converge hacia
x € E a través de un filtro & en S si y sólo si es êf'-sumable y

&'-lim f (s) = x ;
B

(y también si y sólo si es ê?°-sumable y

&°-lim f (s) = x).
8

DEMOSTRACIÓN.—Basta aplicar el teorema 6 cuando J = &'
y ' ] ' = & ' .

8. COROLARIO.—Una condición necesaria para que la J-sumabi-
lidad sfa equivalente a la convergencia según un filtro & es que
]• = 9.

DEMOSTRACIÓN.—Sea A € ]' y x € E, x 4= O ; entonces la fun-
ción / (s') = /A (s) x es J-sumable con

J-lim / O) = x.
3

Entonces también es convergente a través de & y

x = lim / (s) = (lim xA (s)) x = (£"-lim XA (s}) x,
9 9 J

donde Ia última igualdad es consecuencia del corolario 7. De

É? Mim xA (í) = 1,
j

se deduce que ¡x (A) = 1 para cada ¡A '€ 3-', es decir, que A€^" = &
(proposición 4). Hemos establecido así que J' c &. Basta observar
ahora que el razonamiento que acabamos de efectuar se puede in-
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vertir, obteniendo entonces que 0 c J', lo cual prueba la igual-
dad y = s?.

9. TEOREMA.—Una condición necesaria y suficiente para que la
J-sumabUidad sea equivalente a la convergencia a través de algún
filtro es que J (S, E) = l" (S, E).

DEMOSTRACIÓN.—Supongamos que la J-sumabilidad equivale a la
convergencia según un filtro ff. Entonces es J' = & en virtud del
corolario 8 y por tanto J ' * = 0'. Se tiene entonces que

J' • (S, E) = ff' (S, E) = J (S, E),

donde la segunda igualdad es consecuencia de la hipótesis y del co-
rolario 7.

Recíprocamente, a] ser J c J' ' resulta que J' '-lim es la restric-
ción de J-lim a J ' " (S, E) c J (S, E), pero al verificarse la igual-
dad ]' ' (S, E) = J (S, E) se obtiene que la J-sumabilidad es equiva-
lente a la J' '-sumabilidad, la cual, a su vez, equivale a la conver-
gencia según el filtro & = ]'.

10. OBSERVACIÓN.—La condición J (S, E) = J' ' (S, E) se puede
verificar aunque sea J :£ J' ', como lo mostrará el ejemplo 13.6.

La condición J = J ' ' es necesaria y suficiente para que exista
un filtro ff con &' = J. En efecto, si J = J", el filtro £? = J'
cumple que &' = J y recíprocamente de &' — J se deduce

j = 9- = (9- T = J' '.

III. J-sumabilidad de funciones convergentes. Ejemplos

Una cuestión de gran interés en teoría de sumabilidad consiste
en caracterizar, dentro de una determinada clase de métodos de su-
mación, aquellos para los que cada función convergente es sumable.
Seguidamente abordaremos este problema en relación con el con-
cepto de J-sumabilidad que hemos introducido y tomando como fun-
ciones convergentes las que resultan cuando en S se considera el
filtro £ formado por los conjuntos cuyo complementario es finito.
Nos limitaremos al caso E = K, pues a posteriori se podrá ver que
los resultados obtenidos siguen siendo válidos en general y no de-
penden del espacio E.

11. TEOREMA. — Una condición necesaria y suficiente para que
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toda función convergente (a través die £) sea J-sumable es que exis-
ta una medida numerablemente aditiva \C.vn(S), una familia K ^ £'
y dos números reales y-, ß > O, <x + § = 1 tales que

) = a*. + ß K = {<**. + ßr : r Ç K }.

En estas condiciones si <p : 5" —>• K es convergente se tiene :

11.1.

J-lim <p (í) = 1/3 litn m (s) + a. 'S"1 a-.,

*—*

donde
o-, = J-lim 8S (f) (*).

t

DEMOSTRACIÓN.—Supongamos que toda función convergente es
J-sumable. Entonces, cada función 8,, (s € S) es J-sumable y si

o-, = J-lim 8S (t)
t

se verifica

• JT <?-, = «< 1.
*

Si * = O, entonces <ss = O para todo j € S, lo cual implica que

J-lim XF (s) = l,
s

cualquiera que sea F€ £, es decir, en este caso } c £', por lo cual
se cumple 11.1 con a = O, § = 1, J = K. Si a r): Ô, entonces queda
definida una medida numerablemente aditiva /. € m (S) por

A (A). = — V o-,.
„ lú^J

Para cada (JL € J se verifica que ¡A (A) — ï X (A) > O, y por tanto,
si « = 1, la medida positiva ¡A — i. es idénticamente nula, ya que

/.(S)-A(S) =1,

(*) Ss es la función definida por 8S (j) = 1, 8S (í) = O si í £ í.
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k> cual prueba 11.1 en este caso. Finalmente, si a =(: O y a 4= 1> en-
tonces la medida positiva v = fi"1 ((t — a X) pertenece a m (S) y se
verifica que v (F) =1 para cada Fi £', pues al ser F' = A, finito,

v (A) = /3-1 (,, (A) - V o-,) = 0.
« S A

Resulta así que

K = { v = /î-i 0» - s X) : /x € J } <=.£•

y por consiguiente que J = <x X + § K con K c «C°
Como consecuencia de K c £ ' se deduce que si <p es convergente

entonces es K-sumable con

K-lim <p (s) = Hm ip (í).

Pêro como «p es acotada (pues es convergente según el filtro £),
se deduce que es A-sumable y

X ̂  = ̂  °"s 9 ̂ 'j

y por consiguiente que se verifica 11.1.
Recíprocamente, si J = * X + K, con K c £' resulta que toda

función convergente <p es K-sumable. Como también es X-sumable
por ser acotada, resulta de modo inmediato que 9 es J-sumable.

12. COROLÁRIO.—Una condición necesaria y suficiente para que
toda función convergente 9 (a través de £} sea J-s'umable, y que

J-Km tf (s) = Km <p (s)

es que se cumpla J ̂  £'.

DEMOSTRACIÓN.—Según el teorema anterior, la condición

J-lim (p (s) — litn <p (s)
s s

para toda función convergente ç equivale a que sea a = O y § = 1.

13. EJEMPLOS :

13.1. Sea S un semigrupo para el cual existe una media inva-
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riante a la izquierda sobre B (S), y sea F (S) c: m (S) el subconjun-
to de todas las médias invariantes a la izquierda. Las funciones aco-
tadas F (S)-sumables son precisamente las funciones casi convergen-
tes (12). La noción de casi convergencia se debe a Lorentz, el cual
la introdujo en el caso particular de ser S el semigrupo aditivo de
los números naturales, obteniendo en este caso la siguiente carac-
terización : una sucesión numérica acotada (aM) es casi convergente
hacia <x si y sólo si

l im^l + - + « » + n = q

uniformemente en p •€ N (Lorentz (12)). Este concepto ofrece gran
interés dentro de la teoría de sumabilidad, por lo cual se ha exten-
dido a situaciones más generales, en particular a funciones definidas
sobre un semigrupo S (que posea alguna media invariante) con va-
lores en un espacio localmente convexo E (véase (7), (11) y (13)).
El concepto de función vectorial casi convergente dado en (4) co-
rresponde a la noción de función acotada / : S —> E, débilmente
F-sumable, y se obtiene para él una caracterización análoga a la de
Lorentz.

13.2. Siguiendo con las notaciones e hipótesis de 13.1, la no-
ción de función numérica acotada F' '-convergente ofrece un inte-
rés especial, pues estas funciones son precisamente los multiplica-
dores del espacio vectorial formado por las funciones casi conver-
gentes (véase (7)).

Por otra parte, se muestra en (4) que la mayoría de las nociones
usuales de convergencia para aplicaciones / : S —> E correspon-
den a convergencia a través de filtros & c r*. Como entonces
&' ^> F° ' r> r, resulta que la F''-convergencia es una noción de
convergencia a través de un filtro (£? = F') que extiende todas es-
tas nociones usuales.

13.3. Sea ahora S un conjunto dirigido y & el filtro cuya base
son los conjuntos Fs = {í € S : í>í}. Entonces las medias [¿ € 9'
poseen la propiedad ¡i (9) = y. (4) si 9 (í) = $ (t) para todo t > s,
(í € S")

Estas medias son las que en (18) hemos llamado límites genera-
lizados. Los límites generalizados correspondientes a medias [i € &°
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son precisamente los límites generalizados con la propiedad del pro-
ducto

n ( f s ) = p ( t ) n ( g ' ) , V / , £ € B ( S , R ) ,

según hemos probado en (18).
Evidentemente, todo límite generalizado ¡A es una extensión del

límite ordinario a través de &, pues ¡L € &'.

13.4. Sea ahora S el semigrupo aditivo de los números natu-
rales, dirigido del modo usual. En este caso el filtro I? que hay que
considerar (según (13.3) es el filtro de Fréchet £ formado por los
conjuntos cuyo complementario es finito. Ahora £' está formado
precisamente por las medidas no atómicas, y es obvio que T c £',
siendo r (W) la familia de las medidas invariantes. Los límites ge-
neralizados correspondientes a medidas ¡A € F son los que usualmen-
te reciben el nombre de límites generalizados de Banach.

13.5. La sucesión numérica ((— 1)") es casi convergente hacia O,
pero no converge a través del filtro F'. Entonces

r (K, R) * r • (N, R),

por lo cual, en este caso se tiene F 1(1 F" '.

13.6. Cuando S = N, se tiene £° ± £', pues F c £' y

F H £° = (j), ya que ningún límite generalizado -de Banach puede
poseer la propiedad del producto. En general, si 3- es un filtro tal
que $f° ^p &' y si ] = Sf°, entonces 0' = } ' ' = ( = J, y sin embar-
go J (N, R) = J" (N, R) en virtud del teorema 6 y el corolario 8.

13.7. Sobre la extensión de las nociones de media y límite ge-
neralizado al caso de funciones con valores vectoriales, nos remiti-
mos a (3) y (18). El modo usual de obtener medias sobre funciones
/ : S —> E es a partir de medias ¡¿ sobre funciones numéricas aco-
tadas, tal como indicamos al principio de este trabajo, consideran-
do las aplicaciones acotadas / : S —> E, que son débilmente ¡i-su-
mables.

Este procedimiento es completamente general, pues como se
muestra en (3), teorema 12, si L es una media sobre un subespacio
X c B (S, E) que contenga todas las funciones / de la forma
/ (j) = 19 (í) x con ç 6 B (S), x '6 E, entonces existe ¡x € m (S) tal
que toda / € X es débilmente [i-sumable, verificándose además que
IA (/) = L (/). Resulta entonces que una condición necesaria y su-
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fidente para que exista una media sobre X es que exista una me-
dia escalar (i € m (S) tal que toda / € X es débilmente ¡i-sumable.

IV. Sumabilidad mediante métodos de Toeplitz generalizados

En este párrafo consideramos dos conjuntos S y T con infinitos
elementos. En todo lo que sigue, a será una aplicación

« : S' x T —>• R

Si / : T —> E es una aplicación tal que para cada í € S,

£ a (s, t) f (t)

t €T

es convergente (en el sentido de que existe el limite de la red de
sumas

<rD {*) = 2" a (*• *) t (*)
t en

cuando D recorre la familia de las partes finitas de T, dirigida
por la inclusión conjuntista) denotaremos por a (f) la aplicación
g : S —> E definida por

£ 0 0 = V « (í, 0/0).
té1!

14. DEFINICIÓN. — Sea f : T —*• E una aplicación tal que está
definida g = a (f) y es J-sumable con

J-lim g (s) = x

Diremos entonces que f es (a, J)-sumable y que

(a, J)-lim í (t) = x.
t

Obsérvese que la (a, J)-sumabilidad comprende como caso par-
ticular la J-sumabilidad cuando S = T y a (s, t~) = 0 si s ^ t,
a (s, í) = 1 para todo s '€ S. Cuando J = &', donde È? es un filtro
en S, resulta que / es (a, J)-sumable si y sólo si

^T a (s, t} f (í)

t ei
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converge para todo j •€ S y existe el limite lim a (/) = x ; en este
»

caso
(a, J)-Km f (í) = *.

t

Resulta así que todos los métodos de sumabilidad lineales asociados
a matrices infinitas son versiones particulares de la noción de (<*, J)-
sumabilidad que hemos dado.

Cuando « verifica determinadas condiciones en relación con la
familia J (las cuales se cumplen automáticamente en la mayoría de
los casos particulares), la (o., J)-sumabilidad está íntimamente rela-
cionada con la J (a)-sumabilidad respecto a determinada familia
J (a) c m (T).

Un problema central en la teoría de sumabilidad consiste en de-
terminar condiciones suficientes (o mejor aún necesarias y suficien-
tes) sobre una matriz infinita a para que se cumpla que a (/) es
J-sumable siempre que / es J0-sumable (J c m (S), J0 (m (T)) y tam-
bién para que además se cumpla que

J-lim a (/) = Ji0-lim /.

En otras palabras, se trata de estudiar cuándo la (a, J)-sumabilidacf
es una extensión de la J0-sumabilidad. En esta dirección están al-
gunos de los resultados que veremos en este párrafo.

15. DEFINICIÓN.—Sea J <= m (S), J =|= <|> y * : Sx T—>• R una
aplicación con las' propiedades siguientes :

15.1. x (s, t) > O para cada s € S y t € T.
15.2. Para todo s £ S es

^T a (s, t) = a (s) < + oo.
t € T

15.3. La función s |—> a (s) es J-sumable y

J-lim a (s) = 1.
s

Diremos entonces que x es una matriz de Toeplits positiva de tipo Jr

Çj además se verifica que la función s j—^ a (s, t) es J-sumable con

J-lim a (s, t) = 0,

cualquiera que sea t € T, diremos que a es regular.
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16. PROPOSICIÓN.—Sea a. : S x T —> R una matriz de ToepMz
positiva de tipo J, y E un espacio vectorial localmente convexo, casi
completo para su topologia de Mackey. Entonces para cada ìGB(T,E)
está definida a (f) = g, y se cumple:

16.1.

<X, g 0)> < « M sup { (x>, f (í)> ; t € T }

farà todo x' € £'.

DEMOSTRACIÓN.—Para cada seminorma p sobre E, continua para
la topologia de Mackey, se verifica

: (s, t) f (í)) < a (s) sup { p (f (t)) ; í € T}.2>(*
f €T

Se deduce que para cada í € S la red de sumas finitas <TD (•?) es
de Cauchy para dicha topología. Es fácil ver que esta red es aco-
tada y por consiguiente que es convergente para la topología de
Mackey, por ser E casi completo para esta topología. Pero enton-
ces aD (s) también converge para la topología de E, menos fina que
la de Mackey

Para cada x' € E' se tiene

<X, g W> = ̂  « (s, f) {*', f (í)> < a (s) M,
í ex

donde
M = sup { «./(«)> : í ' €T} ,

es decir, se cumple 1.6.1.

17. PROPOSICIÓN.—En las condiciones de la proposición 16, si
f 6 B (T, E) y g = a (f) se verifica:

17.1. g (S) es ^-esencialmente acotado para cada [i 6 /.

17.2. Si f (T) es relativamente compacto y E es casi completo,
entonces g (S) es ¡¿-esencialmente relativamente compacto para cada
V. € /.

17.3. Si f (T) fs relativamente compacto para la topología dé-
bil, entonces g (S} es ^-esencialmente relativamente compacto para
esta topologia para cada u. € /.
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DEMOSTRACIÓN.—Para cada ¡JL € J la función a (s) es (¿-esencial-
mente acotada por ser ¡¿-sutnable. .Dada JJL 6 J, sea S0 ̂  S tal que
(i (S0) = 1, y a (S0) es un conjunto acotado de números reales. Sea
c > O tal que a (S0) c [o, c]. De 16.1 se deduce 17.1 y también que

£ (S0) c: [O, c] .co(/(T)).

Si / (T) es relativamente compacto para la topología débil, en-

tonces co (/ (T)) es débilmente compacto, pues E es casi completo
para la topología de Mackey. Se deduce de esto que

[O, c] - ço (J (T))

•es débilmente compacto y por consiguiente 17.3. La prueba de 17.2
es anàloga, pero teniendo en cuenta ahora que al ser / (T) precom-

pacto, también lo es co (/ (T)), y entonces co (/ (T)) es compacto.

18. TEOREMA. — ¿Va y. : S x T —> R una matriz de ToepHts
positiva de tipo J. Entonces para cada p. € / queda definida una
medida A € m (T) por

A (A) = p (a (XA)).

Si E es casi completo y f (T) es relativamente compacto, entonces f
.¿s \-sumable, a. (f) es ¡i-sumable y se verifica

Ã (f) = ~f. (a (f)).

Si E es casi completo para Ia topologia de Mackey, y f (T) es re-
lativamente compacto para Ia topologia débil, entonces f es débil-
bilmente ¡>-sumable, a (f) es débilmente ^-sumable y se verifica

Ã (f) = ; (« (f)).

DEMOSTRACIÓN.—Si / (T) es relativamente compacto para la to-
pología . débil y E es casi completo para la topología de Mackey,
entonces g — a (f) es débilmente jA-sumable, pues g (S) es [i-esen-
•cialmente relativamente compacto para la topología débil en virtud
de 17.3. Entonces sobre el subespacio X de B (T, E) formado por
las aplicaciones / cuya imagen / (T) es relativamente compacta para
la topología débil, definimos la aplicación

L (/) = í (a (/)).
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Para cada x' 6 E' se tiene

{x', L (/)> = /í {x', £> < sup { O', / (í)> : í 6 T }

en virtud de 16.1, pues y, (a) = 1. Se deduce así que

L(/ )€ .co( / (T)) .

Hemos probado que L es una media sobre X. En virtud del teore-
ma 12 de (3) debe existir una media X € m (T) tal que se cumpla

À {x', /> = {x', L (/)>

para todo x' '€ E'. Como / es débilmente A-sumable, por ser / (T)
relativamente compacto para la topología débil se verifica que

\ {x', /> = {x', Ã (/)>

para cada x' € E' y por consiguiente

L C/) = Ã (f),

es decir,

£ (a (/)) = Ã (/).

Si / (T) es relativamente compacto y E es casi completo, se prue-
ba de modo análogo, utilizando 17.2, que g = a (/) es ¡i-sumable
y que

« (« (/)) = Ã (/).

Aplicando el resultado obtenido a la función / = XA se deduce
que A es la medida determinada por

A (A) = ,. (« (XA)).

En lo sucesivo, si a es una matriz de Toeplitz positiva de tipo J
y JA € J, denotaremos por ¡L » a Ia medida À € m (T) definida por

x (A) = /x (« (XA)) (A e. T),

y por J (a) la familia {¡i « a : [i € J}.
Designaremos por ^CT el filtro en T formado por los comple-

mentarios de los conjuntos finitos
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19. TEOREMA. •— ¿Va a : S x T —> R una matriz de To e plitz
positiva de tipo J regular. Entonces J (a) c: £\,

DEMOSTRACIÓN.—Consecuencia inmediata de la condición de re-
gularidad.

20. TEOREMA.—Sea -j.: S x N —> R una matriz de Toeplitz po-
sitiva de tipo J regular que cumple:

20.1. a„it> ask + 1 para todo s£S y k € N.

Entonces J (a) c r (3N).

DEMOSTRACIÓN.—Sea (_xt) una sucesión numérica acotada arbitra-
ria y A = ¡i « a € J (a) con (i 6 J. Consideremos las funciones

O) = ^aíkxk

h(s) = ¿'"^^-n·
fc= i

Bastará probar que y, (g — /¡) = 0. Se tiene

g (s) —h (s) = Hm % (í),
n

donde

n n — 1

% W =J^a
í*(**+J—**) = 2" («s*" «***!)** + :! + 0 t s" ^ni+l"0»!*!"

í = l *=l

Ltiego

I '» W I .< 2 «, ! M,

donde M = sup | xk \ y por lo tanto
*

U(í) -*( í ) l .<2« M M

para todo í € S. Se deduce entonces que a (| g — h |) = 0 y como
consecuencia ¡i (¿· — h) = 0.

21. TEOREMA. ¿Va a: S x T—> R w«a matriz de Toeplitz pò-
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sitiva de tipo j y E casi completo. Sea f : T—> E tal que i (T)
•es relativamente compacto. Entonces í es (a, J)-sumable si y sólo si
es J (z)-sumable y en este caso

f (œ)-Km f (t) = (a, D-lim í (t).

DEMOSTRACIÓN.—Sea X = ¡i ° a € J (a) con ¡A € J. Entonces

!(/)=; (« (/))

en virtud del teorema 18. El resultado es consecuencia de las defi-
niciones.

22. TEOREMA.—Sea o. : S x T —> R una matriz de Toeplits po-
sitiva de tipo J y E casi completo para la topologia de Mackey. Una
aplicación í £ ß (T, £) es débilmente (a, J)-sumable si y sólo si es
débilmente J (y.)-sumable, verificándose entonces

J (a)-Um í (t) = (a, D-lim i (t).
t t

DEMOSTRACIÓN.—Sea

ÏVW = <*',/«>, O'€E');

/ es débilmente (a, J)-sumable y

(a, J)-lim/(í) =*,
t

si y sólo si y. (f) es débilmente J-sumablë, es decir, si y sólo si

.« <*', « (/)> = <*', ^>

para todo ¡x € } y para todo ^r' € E'. Como

<*', a (/)> = a (^,),

esta condición equivale a que cada yx> sea (a, J)-sumable con

(a, J)-lim tpx, = <*'-• *>.

lo cual es equivalente en virtud del teorema 21 a que cada 9^ sea
J (a)-sumable con

J (a)-lim (px, = (x', x),



SOBRE UNA NOCIÓN GENERAL DE SUMABILIDAD 317

es decir, a que / sea débilmente J (a)-sumable con

J (cO-lim / (í) = x.
t

23. EJEMPLOS :

23.1. Sea S un conjunto dirigido y 9 el filtro considerado en
13.3. Si J c &', entonces J-lim es una extensión del límite a través
de &, por lo cual toda matriz de Toeplitz positiva a: S x T—> R,
en sentido usual, es una matriz de Toeplitz positiva de tipo J (que
será regular si es regular en sentido ordinário).

Evidentemente, si &° c J c ff' los dos conceptos son equivalen-
tes, pues entonces J-lim equivale al límite a través de ff.

Supongamos en lo que sigue que se cumple esta última condi-
ción, de modo que a es una matriz de Toepitz positiva en sentido
ordinario. En este caso, la (a, J)-sumabilidad es precisamente la su-
mabilidad usual mediante la matriz a, y resulta del teorema 21 que
si / (T) es relativamente compacto, entonces la J (a)-sumabilidad de
/ equivale a la sumabilidad usual de / mediante la matriz de Toe-
plitz positiva y. si E es casi completo.

Análogamente, si E es casi completo para la topología de Mac-
key y / (T) es acotado, en virtud del teorema 22 resulta que la su-
mabilidad de / mediante la matriz a en sentido débil, equivale a la
J (a)-sumabilidad débil.

23.2. Sea T = N, S .= (O, 1) dirigido por el orden > de R y
& el filtro considerado en 23.1. Se comprueba fácilmente que

« (s, k) = í*-i — s*

define una matriz de Toeplitz positiva en sentido ordinario, regular
y verificando 20.1, por lo cual 0' (Y) ̂  T (TN). Sea , pues,

^° a ] Œ&'.

Si

£•t = l

es una serie de vectores xt € E, cuyas sumas parciales

/ (*) = g **
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forman un conjunto acotado en E (casi completo para la topología
de Mackey), resulta de la relación

00 00

^«(í, «)/(») =2?s*~1**'
»1 = 1 ¡1 = 1

que la serie es débilmente sumable en sentido de Abel si y sólo si es
J (a)-sumable, verificándose entonces que

J (a)-lim \^ xk = ¡im "̂"
n *=1 s-s-1 t^i

V.-LV

Si se supone E casi completo y la sucesión de sumas parciales
relativamente compacta, se obtiene un resultado análogo.

23.3. Sea (p¡) una sucesión de números reales p¡ > O con
/i > O y œ : NxN •—> R la matriz de Toeplitz positiva defi-
nida por a (i, j) = O si i > ;',

« (i, /) = ! si i <^ j
í, + ... +

Sea £° cr J cz .£'. Si consideramos la J (a)-sumabilidad, se obtie-
nen resultados análogos a los de 23.3 en relación con la sumabilidad
en sentido de Riesz.

•so

Si la serie ̂  p¡ no converge, entonces a es regular y por con-
¡ = i

siguiente J (x) c: £\ Si la serie J? />, no converge y (p¡) es de-
¡ = i

creciente, entonces y. verifica 20.1 y en este caso se deduce que
J (a) CI r (N).

Un caso particularmente interesante se obtiene cuando p¡ = 1,
V i € N, pues entonces se obtiene la sumabilidad en sentido de Cé-
saro. Si Jp = ]v_i (a), ,p = 1, 2, ..., m, J0 = J, y a es la matriz
correspondiente a las medias de Casaro, es fácil comprobar que la
Hm-sumabilidad en sentido de Holder corresponde a la J„-sumabi-
lidad.

Finalmente, si la serie ^y p¡ es convergente, entonces
í = i

cardat)) = 1,
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y la única medida X € J (a) es numerablemente aditiva y está defi-
.nida por

*({*} = >»2 Pí~l

i =1

V. Sumabilidad y semi-reflexividad

La noción de J-sumabilidad permite dar una condición suficiente
•de semi-reflexividad, de la que se deducen fácilmente como corola-
rio las obtenidas en (18), (3), (6) y (14).

24. TEOREMA.—Sea E casi completo para ¡a topología de Mac-
key con la propiedad de que toèa sucesión acotada en E posee una
subsucesión débilmente J-sumable para algún / <= £'. Entonces E
•es sema-reflexivo.

DEMOSTRACIÓN.—Sea M <= E acotado cerrado y convexo, y

K, => K2 z> K3 ^ ...

sucesión decreciente de subconjuntos de E cerrados y convexos ta-
les que K„ fi M =(= t- Sea, pues xn <€. K„ fi M. Por hipótesis existe
una subsucesión x„k = yt, que es débilmente J-sumable. Sea

y = J-lim yt = /i-lim yt,
k lc

donde ¡i € J ̂  £'.

Como ¡x-lim es un límite generalizado,

/i-lim yk = /i-lim zt,
t k

donde

Sl = «2 = '•• = zr> = ^B, -*= l'j: si * > Í-

Entonces, para cada p € N, v 6 co (Hp), donde

H, = {yt : *»}.
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Como Hj> ^ M 'fi K„ y M 'fi K„ es cerrado y convexo, se deduce
que y € M fl K, para todo p € N, lo cual implica que

00

pj (M n KJ * f

Hemos probado que todo subconjunto M c E acotado cerrado y
convexo es débilmente convexo compacto y por consiguiente débil-
mente compacto, pues E es casi completo para la topología de Mao
key [(9), 24.3 (7)]. Resulta entonces que E es semi-reflexivo.

De modo inmediato se obtiene como corolario el resultado si-
guiente, obtenido en (18).

25. COROLARIO.—Sea E casi completo para la topología de Mac-
key. Si existe un límite generalizado sobre B (N, E), entonces E
es semi-reflexivo.

DEMOSTRACIÓN.—Según lo indicado al final de 13.3, existe un lí-
mite generalizado L sobre B (M, E) si y sólo si existe un límite ge-
neralizado p, € £' tal que toda sucesión (xn) '€ B (N, E) es débil-
mente ¡ji-sumable verificándose

p <*'.-*„> = <*', LC*„>

para todo x' € E'.
También resulta como corolario del teorema 24 el siguiente re-

sultado obtenido en (6) y (14) para espacios normados :

26. COROLARIO.—Sea E casi completo para la topologia de Mac-
key con la propiedad de que toda sucesión acotada en E posee una
subsucesión sumable Cesara débilmente. Entonces E es' semi-re-
flexivo.

DEMOSTRACIÓN/—Si £° c J c: £'t como la matriz a que define las
medias de Césaro es regular, se verifica que J (a) <= £'t en virtud del
teorema 19. Según lo indicado en 23.1, resulta que una sucesión
acotada es débilmente J (a)-sumable si y sólo si es sumable Césaro
en sentido débil. Entonces el resultado es una consecuencia inme-
diata del teorema 24.

Si S es un conjunto con infinitos elementos, y J c m (S), J ^p <j>,
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diremos que S posee la propiedad P (J) si existe una matriz de Toe-
plitz positiva de tipo ] regular a : S x N —> R, tal que

o M = y <* (s, k)
é-i

es una función acotada.

27. COROLARIO.-—Sea S con la propiedad P (/) y E casi com-
pleto para la topología de M'ackey. Si para cada g 6 B (S, E) exis-
te ¡L € / tal que g es débilmente ^-sumable, entonces E es semi-re-
fi ex'w o.

DEMOSTRACIÓN. — Sea a : 5 x N —> R una matriz de Toeplitz:
positiva de tipo J regular tal que

a (s) = V a (s, k)
fri

es acotada. Dada una sucesión acotada (x¿) en E, sea

£ O) = "V" a (J, k) xk.
t = l

Se deduce de 16.1 que g €. B (S, E), y por hipótesis existe (i € J
tal que g es débilmente ¡¿-sumable. Pero esto significa que (x¿) es-
débilmente (a, {[Jt,})-sumable, lo que equivale, según el teorema 22,
a que (.**) sea débilmente u, ° a sumable. Como ¡i » a € £' (en vir-
tud del teorema 19), el resultado es consecuencia del teorema 24*

Si un semigrupo S posee la propiedad (A) (véase (3)), entonces
posee la propiedad P (r) cuando T es la familia de las medias inva^
riantes. Entonces, si S posee la propiedad (A), y E es casi completo
para la topología de Mackey, la existencia de una media invariante,
sobre B (S, E) équivale la existencia de ¡A € T tal que' toda
g '€ B (S, E) es débilmente ¡i-sumable, la cual implica que E es se-
mi-reflexivo. Se obtiene así de nuevo el teorema 16 de (3).

28. TEOREMA. — Sea E un espacio vectorial localmente convexo-
cuyo dual E' es separable para la topología fuerte ß (E', E), con la
propiedad de que toda sucesión acotada en E posee una s-ubsucesión



522 G. VERA

débilmente J-sumable para algún J c £'. Entonces E es semi-re-
flexivo.

DEMOSTRACIÓN.—Dado x" € E", razonando como en el teorema 26
<del capitulo IV de (18), se deduce que existe una sucesión acotada
(xn) que converge a x" en la topología a (E", E'). Por hipótesis
existe una subsucesión xn — yk que es débilmente [¿-sumable para
.algún ¡i € £'. Sea

y = ¿i-lim yk.

Entonces para cada x' € E' se tiene

{x', x") = lim (x', :vt> = /x-lini <#', yt> = <>', y>
* t

y por consiguiente ¿r" = y € E, lo cual prueba que E es semi-re-
flexivo.

Como corolario de este último teorema se obtiene el teorema 29
•del capítulo IV de (.18).

Sea a : S . x N —> R y J ^ m (S), J ={= $ con la siguiente pro-
pnedad : C) toda sucesión numérica convergente es (a, J)-sumable y
existe una sucesión

(V v v .... &n,...)

con S0 rj= O, tal que

(a, J) - lim xn = 30 Hm xn + V 8„ ^„
" " ¿^l

para cada sucesión numérica convergente (#„).

29. TEOREMA.—Seia E completo para la topología de Mackey,
con la propiedad de que toda sucesión acotada en E posee una sub-
jucesién que es débilmente (a, J)-sumable para algún par (a, /) con
.la propiedad C ) . Entonces E es scmi-refleivivo.

DEMOSTRACIÓN. — Probaremos que cada subconjunto acotado
"M C- E posee la siguiente propiedad de permutabilidad de límites :

PL) Para cada sucesión acotada (#„) en M y para cada suce-
sión (•x't) de formas lineales continuas en H, donde H ^ E' es un
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conjunto absolutamente convexo y a (E', E) compacto, se verifica
que ios límites dobles

lim lim {x'k. xn), Hm Km (x't, *„>,
n i n *

;si existen, son iguales.
Una vez que esté establecido PL), se seguirá, en virtud de (9)

24.6 (1), que cada subconjunto acotado M c E es débilmente rela-
vtivamente compacto y por consiguiente que E es semi-reflexivo.

Sea, pues, H. ^ E' absolutamente convexo, a (E', E)-compacto y
jc\ un punto de aglomeración de una sucesión (x'm) c: H. Suponga-
.mos que (#•„) a M es una sucesión tal que existen los límites

u = lim lim (x'm, xn}, v = lim lim (x'm, xn} (*).
n m -m n

Si seguimos llamando (i#„) a una subsucesión de (xn) que sea dé-
bilmente (a, J)-sumable, se sigue verificando (*). Sea, pues,

x = («> J) — lim xn-
n

Se tiene

00

<>'o, x) = J-lim 2 a (s, k) <^0, xk) = 8o tt + ̂  8„ <*"0, *„>
* l· — 1 ,, — i

pues
lira <Xo, ^t> = «

»

y se verifica C). Análogamente:

00 00

<*«. ^> = >iim 2a (í> k} <x'm' *k} = 8°Vm + 2Sn ^'m> *n>'

«donde
lim <^'M, jrt> = vm.
k

De la condición C) se deduce que

218-1 < °°'
n- l
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lo cual implica la convergencia uniforme de la serie

oo

28« <*»•*->•
»1 = 1

Resulta entonces

<*'o,*> = 6o v + £ Sn <*V Xn)
n=\

y por consiguiente u = v, pues 80 4
1 0. Resulta entonces que se ve-

rifica JPL).
La condición C) se cumple, por ejemplo, cuando

a: N x N —* R

es una matriz de las consideradas en (19) («almost regular*») y;
cuando J = £'. Estas matrices están caracterizadas por:

i)

S i a (H, m) I < M < + oo.

if)

%' a (îî, TO) —> C, si jn —> co.

n = 1

iii)

a (»w, «) —> cn si TO —>• oo.

iv)

' *Zv
M = 1

Por consiguiente, el resultado central de (19) (para espacios de Ba-
nach) resulta como corolario inmediato del teorema 29.

También se verifica la condición C) cuando a) es la identidad y
] es una familia como la considerada en el teorema 11.
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VI. Sucesiones J-distribuidas respecto a. una. medida. Aplica-
ciones

Sea X un espacio topològico compacto separado y 3*C (X) el
¡espacio vectorial de las funciones continuas sobre X (reales o com-
plejas), dotado de la topología de la convergencia uniforme.

30. DEFINICIÓN.—Sea J ^ m (N), J ^ <t>- Una sucesión s = (xn)
4e puntos xn € X, diremos que es I-admisible si se verifica que (xa)
es una sucesión numérica J-sumable para cada <p 6 5K. (X).

31. PROPOSICIÓN. — Si s = (xn) es J-admisible, entonces existe
.sobre X una única medida de probabilidad (*) ¡AS que verifica:

/
X"

9 M d ns (x) = J-lim 9 (xn)

para cada <p € -/ (X).

DEMOSTRACIÓN.—Sea P la forma lineal sobre ¡K (X) definida por

P («p) = J-lim 9 (*n)
H

•como

I P (?) i = i À - Hm ç og < sup i ç og ¡ < ü <p ||, (A € J),

résulta que P es continua. Como P (9) > 0 si <p > O, por el teo-
rema de representación de Riesz se deduce que existe una única
medida de Borei positiva [is, regular, verificando

P (<p) = / !f (x} d ¡L¡ (X).= / T W

Evidentemente, [is (X) — 1.
En las condiciones de la proposición 31 diremos que (is es la me-

dida de probabilidad inducida por la sucesión J-admisible s.
En lo que sigue, ¡ji será una medida de probabilidad en X.

(*) En este trabajo llamamos medida de probabilidad a una medida de Borei
positiva en X tal que ¡í (X) = 1.
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Un conjunto de Borei M Œ X, diremos que es ¡i-continuo si
fi (ò M) = O (ò M es la frontera de M).

32. DEFINICIÓN.—Una sucesión s = (xn) en X se dice que esta
j'-distribuida respecto a [i si se verifica que para cada conjunto de'
Borei ^-continuo M, la sucesión /M (xn) es J-sumable y

J-to* XM (xn) = /x (M}.
u

33. PROPOSICIÓN.—Una sucesión s = (xn) en X está J-distribuí-
da respecto a ¡x si y sólo si es J-admisible y ¡i, = ¡i. (i[xs es la me-
dida inducida por í según la proposición 31.)

DEMOSTRACIÓN. — Supongamos que (^) está J-distribuida res-
pecto a ¡A, y sea 9Y el conjunto de las funciones simples

y /u,¿—i 'i = i
formadas con conjuntos de Borei [A-continuos. Evidentemente,

J-lim h (*n) = f h (x) d ,« (x)
n J

X

para cada h € 9í. Es fácil probar (véase (10), pág. 176) que para
cada 9 •€ SK (X) y e > 0 existe h^fff tal que

I 9 (x) - h (x) \ < s

para todo x € X. Entonces si X '€ J, se tiene :

/ d ¡í — (A — ïim <p (x J, ^ / (9 —
I ¿^ n •'

A ) r f / i +

+ | A - Hm (,9 (xn) - h (x J) \^2 e (\-ç J).
n

Resulta así que

/
9 d f. = À — lim tp (xn)

n

cualquiera que sea > € J. Esto prueba que 9 (x„) es J-sumable y que-

J-lim <p (xj = f <p d ¡í,
n J

X

por lo cual (x¡n) es J-admisible y se verifica que [is = [i.
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Recíprocamente, si s = (#„) es J-admisible y \LS es la medida de
probabilidad inducida, sea M un conjunto de Borei y ¡i-continuo,,
y sean ç, fy € 91" (X) tales que

O < 9 < x¿ . x¿ < ^ < l-

De la monotonía de la media A-lirn (con A € J), se deduce

/*j (9) < * — l i m XM C*») .< MS W)
71

y de esta desigualdad resulta

Hs (M) < À — lim XM (*B) <; (us (M),
n

Como

^ (M) = /xs (M) = Ms (M),

pues [is (ò M) = O, se deduce que

A — l i m XM K) = /"5(M)-

Como esto se verifica para cada A € J, resulta que y_M (JT„) es J-su-
mable y que

/x, (M) = j-iim XM K),

lo que prueba que (x.¿) está J-distribuida respecto a ¡AS.

34. PROPOSICIÓN.—Sea 31 c~- ¡K (X) «w subconjunto denso. Una
condición necesaria y suficiente para que la sucesión s = (xn) este
J-distribuida respecto a ¡L es que para cada f € S% la sucesión î (xn};

sca J-sumable y

34.1.

j-liffl/(*„)= f f (*)<!?(*•).
n J

DEMOSTRACIÓN.—La necesidad de la condición es evidente des-
pués de la proposición 33. Para probar la suficiencia basta tener en
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-cuenta que (.*•„) es A-admisible para cada A € J. Entonces si As es
la medida de probabilidad inducida por

AÍ (?) = A — lim 9 (*„).
71

resulta que todas las medidas de la familia {As : X € J} coinciden
•con {i en ̂  subconjunto denso de "¿K (X), por lo cual A s = ¡A para
cada A € J. Queda probado así que (•#•„) es J-admisible y que la me-
dida asociada ¡is = [i. Resulta de la proposición 33 que (,#•„) está
distribuida respecto a ¡i.

35. COROLARIO.-—Sea X un grupo compacto conmutativo y ¡i
la medida de Haar sobre X. Una sucesión s = (xn) en X está J-
•distribuida respecto a y, si y sólo si para cada carácter no trivial •%_,
(/ =j= 1) se veri-fica que y (xn) es J-sumable y

J-Um x (xn) = 0.
n

DEMOSTRACIÓN.—Consecuencia inmediata de 34, puesto que las
funciones continuas o € ¡K (X) se pueden aproximar uniformemente
mediante combinaciones lineales de caracteres, y para éstos se
cumple 34.1.

36. EJEMPLOS :

36.1. Sea <t una matriz de Toeplitz positiva de tipo J,

£° c ]<=.£'.

En virtud del teorema 22 resulta que una sucesión (x¿) en X
•está J (a)-distribuida respecto a ¡x si y sólo si es una sucesión (a, fj.)-
uniformemente distribuida según la definición dada en (10), pág. 207.

En particular, cuando <x es la matriz de las medias de Césaro,
•se obtiene el concepto usual de sucesión ¡¿-uniformemente distri-
buida.

36.2. Si F c tn (N) es la familia de las medias invariantes, re-
•sulta que el concepto de sucesión F-distribuida respecto a ;i coinci-
de con la noción usual de sucesión ¡¿-bien distribuida dada en (10),
página 200.

Resulta así que el corolario 35 es precisamente el criterio de
Weil usual para el caso de sucesiones (a, ^-uniformemente distri-
"buidas cuando se toma como J la familia J (a) considerada en 36.1.

Cuando se toma J = T, entonces el corolario 35 da el criterio
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de Weil usual para sucesiones ¡¿-bien distribuidas (véase (10), pá-
gina 27).

36.3. Si X = R/Z es el grupo de los reales módulo 1 con la
topología cociente, su medida de Haar ¡A es precisamente la medi-
da inducida por la medida de Lebesgue, y los caracteres son las
.aplicaciones

em (x) = <>2 rc ¡ m xt

donde x es la clase determinada por x € R.
Si x n es una sucesión de números reales tal que (xn) es una su-

cesión de J-distribuida respecto a ¡x, diremos que (xn) es una su-
cesión J-distribuida módulo l, de acuerdo con la terminología em-
pleada en los casos usuales 36.1 y 36.2.

Bastantes resultados generales de la teoría de sucesiones unifor-
memente distribuidas se extienden fácilmente al caso más general
de sucesiones J-distribuidas, obteniéndose así de modo simultáneo
diferentes resultados particulares, según se elija J ^ m (N).

Sin demostración indicamos seguidamente algunas propiedades
sencillas de establecer:

a) Si (*;„) es j-distribuida respecto a ¡i en un grupo X, y si

Km (*,-?„) = O,
n

•entonces (yn) también es J-distribuida respecto a (i.
b) Sea T f c: tn (N) la familia de todas las medias invariantes

que cumplen 40.1. Si

(V). (V)-.-, (V)

•son p sucesiones J-distribuidas respecto a u., y ] c Fp, entonces la
sucesión

cv.'xV-V- V-V---V--)
también es J-distribuida respecto a ¡ï. '

c) Sea (,rn) una sucesión J-distribuida respecto a ¡i, y sea (yn)
•otra sucesión tal que • . . . .

: . H = {« :*„*>,,} • - . . . , . ,

«s X-nulo para todo À € J. Entonces (_y„) también es J-distribuida
respecto a ¡A.
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La teoría de sucesiones J-distribuidas tiene aplicaciones intere-
santes a la teoría de probabilidad sobre conjunto numerables, pue$
permite obtener fácilmente álgebras 31 de partes de N, tales que
para todo A € 31 la función XA es J-sumable, de modo que sobre 31
queda definida una medida finitamente aditiva d¡ poniendo

dj (A) = J-lim XA

para cada A E 5?.
El modo de proceder es el siguiente : si 850 es la familia de to-

dos los conjuntos de Borei ¡i-continuos en X, y si s = (#„) es una
sucesión J-distribuida respecto a ¡A, es obvio que

á0 = {í-i.(M) : M €#„.},

con

. . í-i (M) = {»i : xn£ M},

es un álgebra de partes de N con la propiedad antes citada, y ve-
rificando además que

¿j O-1 (M)) = p (M), V M .ç ¿30.

Aplicaremos estas ideas a un caso concreto. Sea Pm el conjunto
de todos los números naturales cuya primera cifra significativa (en
base 10) está comprendida entre 1 y m (1 < m < 9). Se sabe em-
píricamente que en una tabla de constantes físicas experimentales
la proporción de los números naturales que pertenecen a Pm es
aproximadamente logrt (m + 1). En (5), Bumby y Ellentuck han
probado que existen medidas invariantes ¡A € T tales que

: if (Pm) = logro (m + 1) si l < m < 9 .

Seguidamente obtenemos el mismo resultado como consecuencia de
la teoría de sucesiones J-distribuidas.

Sea q '€ N y T, >cz T (N) la familia de todas las medias invarian-
tes \'ÇT, tales que A (A) •=. q X (q A) para todo A c: N. Esta fa-
milia no es vacía, como veremos en la proposición 40.

Si (an) es una sucesión numérica acotada, designaremos por
(a„<?)) la obtenida a partir de ella repitiendo cada término q veces
consecutivas, es decir am

(5) = an si

(« — 1) q < m <: n g.
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Es fácil comprobar que si A € F5, entonces

A — lim o < 9 > = À — lim o_.

37. PROPOSICIÓN.—Sea q '€ N y a £ R tales gué log^ q (£ <Q.
Entonces x„ = loga n es una sucesión T\-distribuida módulo 1.

DEMOSTRACIÓN.—Sea em (X) = eì'Ktmx un carácter no trivial
(m =|= ï), y sea zn = em (xn). Si an = zna y (an

(í)) es la sucesión
deducida de (a„) repitiendo cada término q veces consecutivas, es
fácil ver que

V9) — *« = * (* + 1 >« — 2 «« + t

si m =,n q.+ k con O < k < q.
Un calculo sencillo permite probar que

lim (*<„ + n » — *»« + *) = °.

para Ã = O, 1, 2, ..., g — 1, de donde se deduce que

f o n <«„.<«-*„,) = (>. . . . . .
m

Entonces, si

A € T« y * = A — Hm aM,
n

como áfA f f = <8fff ^M? resulta

js = A — lim a.n<ç> = A — Hm an = A — lim sn<[ = %% A — Hm á^ = ^ i.
n « « n

Luego z = O, pues .s« 4= 0, ya que loga q $ Q.
Hemos probado que

F,-lin»'»„.(*„) = O,

y por consiguiente que JIT« es una sucesión redistribuida módulo lr

en virtud del corolario 35.

38. PROPOSICIÓN.—Sea Pm'CiN el subconjunto de todos los-
números naturales cuya primera cifra significativa (en base 10) está
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comprendida entre 1 y m (l < m < 9). Si loglv q € Q, entonces

>(fm) = k*w («n + 1)

para todo X e r3.

DEMOSTRACIÓN.—Sea

M = { e* * * O : O < 6 < log¿0 (m + 1) }.

Es fácil ver que

Pm = { ¿ € N : *2«-¡»° B i a t € M }

como la sucesión £2*i;togjo* = #t está redistribuida en el círculo
unidad G = {2 € C : | 2 =1} respecto a su medida de Haar ¡A,
resulta :

logw (m + 1) = /x (M) + A (Pm)

para cada X € Fj.
Finalmente, probaremos que T« no es vacía, es decir, que existen

medias invariantes X € r (N) tales que

A. (A) = 2 A (? A)

para todo A c: N.

39. PROPOSICIÓN.— Existe X€£' con la propiedad:

39.1.

A — /»'TO an .= A •— lim an
u n

para caota sucesión numérica acotada (an).

DEMOSTRACIÓN.—La matriz infinita a (n, k) definida por

a (n, k) =
n

si k = q' con 1 '< i < n, a (n, k) = O para los restantes valores de
£, es una matriz de Toeplitz positiva regular en sentido usual.

Entonces £' («.) c £'. Bastará probar que cada X 6 £' («) veri-
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fica 39.1. En efecto, si À = )l3 » a, entonces en virtud del teorema 18
se verifica :

.. , .. .a'n + V + ' • • + <VA — lim an = \l — Ijm • " j _ *

para cada sucesión acotada (a„). Como

tt4*+l aq — °4*-H

cuando w —> oc, se deduce que

A — um an — A — lim an , = AI — fim / ^ ~ "*"" ) .= 0,
» » » \ « I

pues A^ ^?'.

40. PROPOSICIÓN.—Sea q € 7V. Existe y. '6 r (AT) íai ^we:

40.1. '(í (/4) = q ¡A (q ̂ ) para todo A <^N.

DEMOSTRACIÓN.—Sea J5 la familia de las medias í € £' que ve-
rifican 39.1, y sea ß la matriz que define las medias de Césaro. Cada
¡x € J, (6) es invariante en virtud del teorema 20. Sea ¡i = X » -p con
A é J7. Entonces por definición :

v II) + ... -f y.(«)
j1(A) = AC|8A)) = X-lim-ÍÍ Í£

y si Sw = {1, 2, ..., «} y ¡ H ] es el cardinal de H, resulta

XA<»+- + XAW I A R S J = |gAns,/|
» « »í 3

y por consiguiente

„ W - g . A - l n , l g A f 1 S^ = g A-h m Jl_AfiS"' = g A ( g A ) ,
n « ? m W

luego cada ¡A € J„ (p) c r (N) 'satisface 40.1.
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41. PROPOSICIÓN.—Se verifica que

fir,**..
q = l

DEMOSTRACIÓN.—Sea p € N, g '€ N, /> ^ ?• Es fácil probar que
si X € =C' y ¡A € r„, entonces queda definida una media y.l € T (N) por

/x (A) + q fi (q A) + ... ?•>"(«» A)
/» (A) = A. — Iim

Evidentemente, ¡ĵ  € r„ y un calculo análogo al realizado al final
de la demostración de la proposición 39 permite probar que (j^ € Tt.
Resulta así que T» (1 F4 4: <j>. Razonando por inducción, se prueba
fácilmente que cada intersección finita

]> n rä,n - n r„m

no es vacía. Sea entonces ('/„) la sucesión creciente de los números
primos y

**€r,«nrain-niv

Entonces
v (A) = A — lim XB (A)

n

define una media invariante v que pertenece a cada F4. En efecto,
para cada número primo qm se verifica que

\ (í. A) = — \ (A>
•9m

si n > w y por lo tanto

* (ï« A) = — v W'
?m

pues X '€ £'. Esto prueba que

" ñr',
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De la relación Tp (] l\ c Ffq y de la descomposición de un nú-
mero natural en factores primos se deduce que

nr,
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