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El objeto de esta nota es resolver el .siguiente problema que se
plantea de modo natural al estudiar medidas finitamente aditivas en
espacios topológicos :

Dada una medida positiva X, finitamente aditiva, sobre todas las
partes de un espacio topològico E, se trata de determinar un anillo
SI-,, de partes de E, de modo que :

a) La restricción X.0 de X al anillo Sí\ sea numerablemente aditiva.
b) Exista una única medida topològica ¡x en E que sea una ex-

tensión de X0.
(La condición b) exige que el anillo ̂ x sea suficientemente amplio

•desde el punto de vista de la teoría de la medida en espacios topo-
lógicos.)

El problema planteado tiene solución satisfactoria en el caso de
•espacios localmente compactos si X es localmente finita. En el caso
•de espacios completamente regulares el problema también tiene so-
lución si se supone que el espacio es localmente X-compacto. Cuando
se consideran espacios topológicos regulares se obtiene el mismo
resultado si además se supone que todo punto posee un sistema fun-
damental de entornos X-continuos.

Si el procedimiento que exponemos para obtener 5ÏX y la medida
•topològica ¡i se aplica en caso de que X sea una extensión arbitraria
•del contenido de Peano-Jordán en RIK, se obtendrá que Sl^ es la
clase de los conjuntos medibles Jordán, de modo que entonces ¡i es
la medida de Lebesgue en R".
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Utilizaremos algunos resultados de B. Rodríguez-Salinas sobre
medidas exteriores topológicas en espacios regulares, que expone-
mos brevemente a título de referencia.

Sea E un espacio topològico regular separado. Denotaremos por
cp*, Q, &, 9<C, ¿3 las clases de los subconjuntos de E que son res-
pectivamente, entornos de x, abiertos, cerrados, compactos y de-
Borei,

1. DEFINICIÓN.—Una medida exterior topològica ¡i* sobre E es-
una medida exterior, localmente finita, para la cual son medibles
todos los conjuntos de Borei, que satisface:

1.1. (A* (G) = sup ¡p.* (Gì), si {G¡:i '6/} es una familia de-
't « j

abiertos, filtrante creciente, y G = M GÌ.
Ì 8 /

1.2. Para cada X c E es .{i* (X) = inf {y.* (G) : X c G <€ Q}.
Se llama medida topològica a la restricción ¡¡A de ¡JL* a la v-álgebra'

9ì de los conjuntos borelianos (o también a la v-álgebra SV£ (¡A*)-
de todos los conjuntos ^-medibles).

2. DEFINICIÓN.—Una clase generatriz en X c: E es una clase &C
de partes de E tal que :

2.1. * 6 m.
2.2. Si A , B > d S K entonces 4 U B'€ 9Ï.
2.3. Para todo x '6 X, ¡fC O "-P* es una base de entornos de x..

3. DEFINICIÓN.—Sea Sff una clase generatriz de cerrados en E"
y X una medida exterior finitamente subaditiva sobre E que cumple:-

3.1. X es localmente finita.
3.2. Para cada A '€ SfC existe una clase generatriz 9YA en A° tal'

que X (A U F) = A (A) + X (F) para cada F '€ 9YA.

3.3. Todo A '€ Sf( es \-compacto (es decir, para cada z > O y
cada recubrimiento abierto £,a de A existe un número finito de"
abiertos Gk '€ Qw k = 1, ..., m, que satisfacen

•U-\jGk\
\ i •< '

;<e)-

k = l

Entonces se dice que \ es un contenido respecto de 3{.



MEDIDAS FINITAMENTE ADITIVAS EN ESPACIOS TOPOLÓGICOS 425^

4. TEOREMA.—Sea '&C una clase generatriz de cerrados en E y \
un contenido respecto de SK. Para cada X a E sea

v.*(X) = i»f\\JG):XcG e Q\

donde

X.(G) = ív/¡X. (A):G^>A Ç 2f(

Entonces ¡A* es una medida exterior topològica sobre E que sa-
tisface :

4.1. ¡x* (Â) < X (A) '< ¡A* (A) para cada A •€ ff(.

DEMOSTRACIÓN.—Véase [1].

5. TEOREMA.—6í ¡A* « «wa medida exterior topològica sobre E
y 3f es una clase generatriz en E, se verifica:

5.1. p* (G) = sup {.¡i* MJ : G => A € ÍK}, para todo G '6 Q.

DEMOSTRACIÓN.—La clase *££„ de los conjuntos A '€ 3Y conteni-
dos en el abierto G es una clase generatriz en G. En [1] se prueba
que si IL es una clase generatriz en el abierto G, se verifica

ti*{G) = sup{n*(G O M): M 6 <UL\.

Basta aplicar este resultado a la clase generatriz ?¿0 para deducir 5.1,
En lo que sigue denotaremos por A (E) la familia de todas las

medidas finitamente aditivas X, positivas y localmente finitas, sobre
todas las partes del espacio regular E.

6. DEFINICIÓN.—Sea X ' 6 A f £ j . Un conjunto H c: E diremos
que es \-nulo si

t*f\\(G):HcG €£¡=0

Un conjunto A 'C E diremos que es ^-continuo si su frontera
H = ò A es un conjunto i-nulo.

En lo sucesivo, dada X •€ A (E), denotaremos por 31-^ la familia
de todos los conjuntos A cr E que son X-continuos y X-compactos,
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Es fácil probar que todo subconjunto cerrado de un conjunto
I-compacto también es A-compacto. En lo que sigue será de interés
<el siguiente lema :

7. LEMA.—-Sea B a E un conjunto ^-continuo. Entonces B es

'.A-compacto si y sólo sí B es \-compacto.

DEMOSTRACIÓN. — Supongamos que B es A-compacto, y sea
;£ > O y Qa un recubrimiento abierto de B (y por consiguiente
•de B). Se deduce entonces que existe un número finito de abiertos
d ... Gm '6 ffü tales que

X(B —G, U ••. U Gm)<s.

Como A (ó B) = O, por ser B A-continuo, teniendo en cuenta la
inclusión

B"— G, u ... U Gw c d B U (B - G, U ... U Gm)

se deduce que

X ( B - G , U ... U G,„)<£.

•Queda probado así que B es A-compacto.

Recíprocamente, supongamos que B es A-compacto. Dado un re-
cubrimiento abierto ^0 de B y un número e. > O, como ò B es
A-nulo existe G'6£ tal que G n o B y A(G)<e/2. Como ^,'U {G}

•es un recubrimiento abierto de B, se deduce que existe un número
finito de abiertos d, ..., Gm '€ Qü tales que

X(ÏÏ—G U G, U ... U Gm)<s/2.

Teniendo en cuenta que

(B - G, U ... U G«) c (B- fi U Gj U ... U G«) U G

st obtiene :

X(B —G, U - . . U Gw)<s

lo cual prueba que B es A-compacto.
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8. PROPOSICIÓN.—-Sí^ es un anillo de partes de E con la pro-

piedad.

8.1. A '€ 5ïx, Â c B e Ã=^> B <€ £CV

DEMOSTRACIÓN.—Si A'6¿£x y Ä'CB'CA, teniendo en cuenta què

Â c B c B c A

resulta ò B c: ò A y por consiguiente B es A-continuo. Como A es

¿-compacto en virtud del lema 7, y B es un cerrado contenido en A,.

se deduce que B es A-compacto. Aplicando nuevamente el lema T
se obtiene que B es A-compacto y por consiguiente que B € 31^
Queda probada así la propiedad 8.1.

Consideremos ahora dos conjuntos arbitrarios A, B € ¡£7£v Es.
inmediato que A 'U B € 31^. Por otra parte, como es

d (A n B') c ô A U à B

se deduce que A fi B" es A-continuo. Como À fi B" es A-compacto»

por ser un subconjunto cerrado de A que es A-compacto, una nueva,
aplicación del lema 7 permite concluir que A O B" es A-compacto y
por lo tanto que A fi B" '6 5ÏV

9. DEFINICIÓN.—Diremos que A '•€ A (E) está adaptada a la to-
pología de E si se verifica:

9.1. Para todo x € E, ^P^ fi ffL^ es un sistema fundamental de-
entornos de x.

En virtud de la proposición 8, resulta que cuando A está adap-
tada a la topología de E cada punto x '€ E posee un sistema funda-
mental de entornos formado por conjuntos cerrados A-continuos y
A-compactos.

10. LEMA.—Si A € A (E) y E es completamente regular, cada-
punto x '€ E posee un sistema fundamental de entornos ^-continuos.

DEMOSTRACIÓN.—Si U es un entorno arbitrario de x € E, como-
A es localmente finita se puede asegurar la existencia de un entorno
V de x, contenido en U, con A (V) < +130. Sea a i Ë—-» R uni
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función continua no negativa tal que a (x) > O, y « (í) = O si t (ï V.
Para cada r 2> O sea

tìr=\t 6 E:a(*) = r j .

Probaremos que Hr es A-nulo salvo para un conjunto numerable
D c [O, + 00) de valores de r.

Para ello definimos

X(Hr) = in f ¡X(G) :H r cG ç £|

y bastará probar que para cada n '€ W es finito el conjunto

i _ i )
D, = r € lO,-j-oo):X(H r)S: •

En efecto, si para algún n '€ N fuese infinito el conjunto D„,
sería posible elegir m puntos

O < r, < r, < ... < rm

en D„ (con m tan grande como se desee). Si

so < r\ < si • • • < r«-i < •f«-i < '"«i

y consideramos los m abiertos disjuntos

Gk=\t € E:f A _,<a( / )<j A ¡ , ¿ = 1,2, . . . /»,

se tiene H^ c: G«: y por lo tanto

1 _
— <ÍX(H, )<£X(G,)
« *

Entonces

"» _"*, /,m \
— <2"X(G A )=X| y G*J^X(V)<ao ,

*=l ^*—i '

lo cual es absurdo pues m es arbitrariamente grande.
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oo

Como D = H D« es numerable, es posible elegir un r $ D tal
«=i

•que O < r < a. (x). Entonces

V r = i < € E:a(í)>ri

«s un entorno de x cuya frontera ò Vr está contenida en el conjunto
À-nulo ïlf. Resulta asi que Vr es un entorno de x, X-continuo, con-
tenido en V y por consiguiente en U.

11. PROPOSICIÓN.—Sea E un espacio completamente regular y
3. '€ A (E). Se supone que cada x € E posee un entorno i-compacto
(E es localmente i-compacto) entonces X está adaptada a la topo-
logía de E.

DEMOSTRACIÓN.—Como todo subconjunto cerrado de un conjun-
io X-compacto es X-compacto, se deduce que cada x*€ E posee un
sistema fundamental de entornos cerrados y X-compactos. Para cada
«entorno U de x, cerrado y X-compacto, existe un entorno de x

;X-continuo V 'C U, en virtud del lema 10. Como V c U, resulta
•que V es X-compacto, y el lema 7 permite concluir que V € SÍK.
•Queda probado así que ^«fl«^*. es un sistema fundamental de en-
lornos de x.

12. PROPOSICIÓN.—Si E es localmente compacto y \^h.(E),
¿odo'punto x '€ E posee un sïstema fundamental de entornos com-
pactos y i-continuos, y por consiguiente X está adaptada a la topo-
logía de E.

DEMOSTRACIÓN.—Basta tener en cuenta que todo compacto es X-
•compacto. Si U es un entorno compacto de x, y V es un entorno
•cerrado X-continuo de x, contenido en U, se obtiene que V es un
•entorno de x, compacto y X-continuo, contenido en U.

13. TEOREMA.—Sea E un espacio topològico regular separado y
X € A (E) adaptada a la topología de E. Entonces existe una única
•añedida exterior topològica y.* sobre E que verifica:

13.1. Todo A '€ 3li es ^medióle.
13.2. X (A) = [t* (A) para cada A € ££x.
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'. DEMOSTRACIÓN.'—La familia SfC de todos los conjuntos cerrados-
X-compactos M cr E es una clase generatriz en ¡E-y es inmediato
que X es un contenido respecto de ÍK. Sea ¡A* la medida .exterior to-'
pológica inducida por X según la proposición 4. Para cada abierto-
G 'C E se tiene

,^(G) = UG)<MG),

y por consiguiente [i* (H) = O para cada conjunto X-nulo H cr E„
Entonces para cada A '€ -StK es ¡i* (o A) = 0. Como A = Â (J

U (A,— Â) con A — A-ç ò A, se deduce .13.1. .

.Por. otra parte, si. M € &C es X-continuo, es (i*-.(ò M) = O y por
O

consiguiente ¡i* (M) = ¡i* (M), lo cual implica, en virtud de 4.1¡.
que p.* (M) = X (M). • ' .

Para probar 13.2, dado A € ¿£x consideremos el conjunto X-

continuo Ã = M € £7£ que cumple ;¡A* (M) = X (M). Como ò A es.
X-nulo se verifica que

•k(àA) = 0 y n*(¿)A) = 0,

deduciéndose entonces la igualdad

X ( A ) = X(Ã) = ,i(Ã)-.,i(A)-

Queda por probar la unicidad dé la medida exterior ;*,*. Sea pue»
v* otra medida exterior topològica sobre E que coincide con ¡i*"
sobre ^x, y denotemos por £7£,ò 1a clase formada por todos los con-
juntos cerrados X-compactos y X-continuos M c: E. Como X es adap-
tada a la topología de E se deduce que SKa es una clase generatriz:
en E. En virtud de la proposición 5 resulta

H* (G) = sup JX (M) : G Z) M ç f?f0¡ = v* (G),

para cada G'€ Q, lo cual implica (en virtud de 1.2) que ¡i* ..= v*.

14. COROLARIO.-—En las hipótesis del teorema 13, sea X0 la res-
tricción de X al anillo 5ÏX, Entonces X,0 es numerablemente aditivos
y se puede extender de modo "unico a una medida topològica ft
sobre E.
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DEMOSTRACIÓN.—Basta considerar la restricción ¡i de (i* a la
c-álgebra de los conjuntos ¡i^-medibles, que contiene a Sl^.

NOTA.—Dada X '€ A (E) la hipótesis del teorema 13 se cumple auto-
máticamente cuando E es completamente regular y localmente X-
compacto, y también cuando E es localmente compacto, en virtud
de las proposiciones 11 y 12 aunque en este último caso se puede
obtener un resultado algo más fuerte :

15. PROPOSICIÓN.—JT¿ E es localmente compacto cada A € A (E)
es numerablemente aditiva sobre el anillo c^x formado por los con-
juntos M d E que son X-continuos y relativamente compactos. Exis-
te una única medida topològica y. que coincide con A sobre <^x.

DEMOSTRACIÓN.—Bastará probar la unicidad de jx, pues ¿Rxc,S£x.
Para ello basta proceder como en la demostración del teorema 13r

tomando como clase iH.a la formada por los conjuntos A-continuos
y compactos, que es una clase generatriz en E como consecuencia,
de la proposición 12.
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