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El objeto de esta nota es resolver el siguiente problema que se
plantea de modo natural al estudiar medidas finitamente aditivas-en:
-espacios topologicos: '
~ Dada una medida positiva X, finitamente aditiva, sobre todas las
partes de un espacio topoldgico E, se trata de determinar un anillo
A, de partes de E, de modo que:

a) La restriccion i, de X al anillo HA, sea numerablemente aditiva.

b) Exista una tnica medida topolédgica ¢ en E que sea una .ex-
tension de A,. ’ .

(La condicién b) exige que el anillo &4, sea suficientemente amplio
desde el punto de vista de la teoria de la medida en espacios topo-
logicos.) '

El problema planteado tiene solucién satisfactoria en el caso de
-espacios localmente compactos si A es localmente finita. En el caso
de espacios completamente regulares el problema también tiene so-
lucién si se supone que el espacio es localmente A-compacto. Cuando
se consideran espacios topolégicos regulares se obtiene el mismo
resultado si ademas se supone que todo punto posee un sistema fun-
damental de entornos A-continuos.

Si el procedimiento que exponemos para obtener H, y la medida
topoldgica y se aplica en caso de que X sea una extensién arbitraria
«del contenido de Peano-Jordin en R, se obtendrd que A, es la
clase de los conjuntos medibles Jordin, de modo que entonces g es
la medida de Lebesgue en R",
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Utilizaremos algunos resultados de B. Rodriguez-Salinas sobre
medidas exteriores topologicas en espacios regulares, que expone-
mos brevemente a titulo de referencia.

Sea E un espacio topolégico régular separado. Denotaremos por
D, G, F, K, B las clases de los subconjuntos de E que son res-
pectivamente, entornos de x, abiertos, cerrados, compactos y de:
Borel.

1. DeriniciON.—Una medida exterior topoldgica p* sobre E es
une medide exterior, localmente finita, para la cual son medibles
todos los conjuntos de Borel, que satisface:

11, p* (G) = sup p* (Gy), si {Gi:i€ 1} es una fomilia de
ie/

abiertos, filtrante creciente, y G = U Gi.
ie/
1.2. Para cada X € E es p* (X) =inf {p* (G): X < G€ G}.
Se llama medida topoldgice a la restriccidn yw de w* a la s-dlgebra
B de los conjuntos borelianos (o también o la s-dlgebra M (p*)
de todos los conjuntos w*-medibles).

2. DermnicioN.—Una clase generatriz en X < E es una clase FH
de partes de E tal que:

2.1, d€H.

22, St A, B€H entonces AYJ B€H.

2.3. Para todo x€ X, H N D, es una base de entornos de X..

3. DerFiNiciON.—Sea T unae clase generatriz de cervados en E
Y A una medida exterior finitamente subaditiva sobre E que cumple :

3.1. X es localmente finita.
3.2. Para cada A€ H existe una clase generatriz F, en A° tal
que A (AUF) =X (A) + % (F) para cada F € H,.

3.3. Todo A€ H es A-compacto (es decir, para cade ¢ >0 y
cada recubrimiento abierto G, de A existe un wmimero finito de
abiertos Gy € G,, k =1, ..., m, que satisfacen

X(A— Gk)<e).
Y

Entonces se dice que k es un contenido respecto de H.
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4. TeorREMA.—Sea F una clase generatriz de cerrados en E y X
un contenido respecto de H. Para cada X < E sea

W (X)=inf N (G): X G € Gi
donde

K (G)=sup )\ (A):G > A4 € FH|

Entonces w* es una medida exterior topoldgice sobre E que sa-
tisface:

41, p*¥(A) <) (4)'<p*(A) pora cada A€H.
DeMoSTRACION.—Véase [1].

5. TEOREMA.—Si u* es una medida exterior topoldgica sobre E
vy H es una clase generatriz en E, se werifica:

51, p¥(G) = sup {p*¥ (A) : G D A€ H}, para todo GE€G.

DemostrACION.—La clase U, de los conjuntos A€ F conteni-
dos en el abierto G es una clase generatriz en G. En [1] se prueba
que si U es una clase generatriz en el abierta G, se verifica

p*(G)=sup }p*(G N M): M € Ul.

Basta aplicar este resultado a la clase generatriz U, para deducir 5.1.

En lo que sigue denotaremos por A (E) la familia de todas las
medidas finitamente aditivas ), positivas y localmente finitas, sobre
todas las partes del espacio regular E.

6. DErFINICION.~—Sea A€ A (E). Un conjuntoc H < E diremos
que es A-nulo si

infINMG):HC G € Gl=0

Un conjunto A< E diremos que es I-continuo si su frontere
H = 3 A es un conjunto r-nulo.

En lo sucesivo, dada X € A (E), denotaremos por A, la familia
de todos los conjuntos A< E que son i-continuos y l-compactos.
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Es facil probar que todo subconjunto cerrado de un conjunto
A-compacto también es A-compacto. En lo que sigue serd de interés
el siguiente lema:

7. Lema.—Sea BC E un con]’uhto \-continuo. Emtonces B es

A-compacto sty sélo si B es h-compacto.

DEMOSTRACION. — Supongamos qile B es A-compacto, y sea

«>0 y €, un recubrimiento abierto de B (y por consiguiente
de B). Se deduce entonces que existe un numero finito de abiertos
Gy ... Gn € G, tales que

AB~—Gy U ... UGw)<Ts.

Como A (0B) =0, por ser B )-continuo, teniendo en cuenta la
inclusién : ‘

Be—G,U... UGn<oBUB—G U ... U Gm)
se deduce que
AMB~G, U ... UGm<e.

Queda probado asi que B es x-compacto.

Reciprocamente, supongamos que B es i-compacto. Dado un re-
cubrimiento abierto G, de B y un ntimero ¢>0, como 3B es
rnulo existe G€G tal que GDOB y 2(G) <</2. Como §G,U {G}
es un recubrimiento abierto de B, se deduce que existe un namero
finito de abiertos Gy, ..., Gu € G, tales que

MB—G UG, U ... UGm<¢/2.
Teniendo en cuenta que
B=GU...UGWCB—-GUGU...UGWmUG
se obtiene :
AB—G, U ... UGmw<e

1o cual prueba que B es i-compacto.
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8. ProrosiciON.—HA, es un anillo de partes de E con la pro-
piedad.

81. A€HA, AcBc A=—>B€HA,.
DEMOSTRACION.—S] A€ A, y A< B.< A, teniendo en cuenta qué

o —

[+] —_—
AcCcBcCBc A

resulta d B d A y por consiguiente B es i-continuo. Como A es
A-compacto en virtud del lema 7, y B es un cerrado contenido en A,

se deduce que B es A-compacto. Aplicando nuevamente el lema 7
se obtiene que B es A-compacto y por consiguiente que B € H,.
Queda probada asi la propiedad 8.1.

Consideremos ahora dos conjuntos arbitrarios A, B € i&H,. Es
inmediato que ‘AU B € A,. Por otra parte, como es

J(ANBYcC oA UIB

se deduce que A N B® es A-continuo. Como A NN B® es i-compacto

por ser un subconjunto cerrado de A que es A-compacto, una nueva.
aplicacion del lema 7 permite conclmr que A (1 B¢ es d-compacto y
por lo tanto que A N B®€ H,.

9. DrrFINICION.—Diremos que X € A (E) esté adaptada a la to-
tologia de E si se verifica:

9.1. Para todo x€ E, D, N A, es un szstema fundamental de
entornos de x. .

En virtud de la proposicién 8, resulta que cuando i estd adap—
tada a la topologia de E cada punto 1€ E posee un sistema funda-
mental de entornos formado por conjuntos cerrados A-continuos y
A-compactos.

10. LemMa.—Si A€ A (E) y E es completamente regular, cade
punto x € E posee un sistema fundamental de ewtornos i-comtinuos.

DEMOSTRACION.—Si U es un entorno arbitrario de € E, como
% es localmente finita se puede asegurar la existencia de un entorno
V de #, contenido en U, con X (V)< + 0. Sea «: E —> R una
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funcién continua no negativa tal que = (#) >0, y «(¢) =0 si t¢V.
Para cada » > 0 sea

H =t € E:a(f) =r].
Probaremos que H, es i-nulo salvo para un conjunto numerable

D < [0, + o0) de valores de .
Para ello definimos

A(H,)=inf}\(G):H, C G € G!

¥ bastarad probar que para cada »'€ N es finito el conjunto
. _ 1
D,,-—.;r €10, +xo):AH)=—)
n

En efecto, si para algin »€ N fuese infinito el conjunto D,,
seria posible elegir m puntos

0L < rg< oo <tm
en D, (con m tan grande como se desee). Si
S0 < Spove < Pmoyg < Sy < 'rmy
y consideramos los m abiertos disjuntos
Gy=1{t €E:spy <a(B) <5y}, £=1,2,...m,
se tiene H, < G, y por lo tanto

1
— <YH, ) <1 (GY
”

Entonces

= S
—= A (Ga) = Gk) AV) <o,
n — .

Al

lo cual es absurdo pues m es arbitrariamente grande.
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o

‘Como D = U D, es numerable, es posible elegir un » ¢ D tal
n=1

que 0 <7 <<« (x). Entonces

V,=1¢t € Eia(t) >r}

s un entorno de x cuya frontera 0 V, esta contenida en el conjunto
a-nulo H,. Resulta asi que V, es un entorno de &, i-continuo, con-
tenido en V y por consiguiente en U.

11. ProrosiCiON.—Sea E un espacio completamente regular y
2 €A (E). Se supone que cada x€ E posee un entorno A-compacto
(E es localmente X-compacto) entonces : estd adaptada a la topo-
logia de E.

DeMosTRACION.—Como todo subconjunto cerrado de un conjun-
to A-compacto es i-compacto, se deduce que cada x€ E posee un
sistema fundamental de entornos cerrados y l-compactos. Para cada
entorno U de #, cerrado y A-compacto, existe un entorno de &

a-continuo V< U, en virtud del lema 10. Como V c U, resulta

.que V es A-compacto, y el lema 7 permite concluir que V € H,.
‘Queda probado asi que D.NHA, es un sistema fundamental de en-
tornos de .

12. ProrosicioN.—3Si E es localmente compacto y A€ A (E),
dodo punto x'€ E posee un sistema fundamental de entornos com-
pactos y h-continuos, y por consiguiente : estd adapiada a la topo-
logia de E.

DeMosTRACION.—Basta tener en cuenta que todo compacto es A-
<ompacto. Si U es un entorno compacto de #, y V es un entorno
<errado A-continuo de #, contenido en U, se obtiene que V es un
entorno de #, compacto y A-continuo, contenido en U.

13. TEOREMA.—Sea E un espacio topoldgico regular separado vy
2 €A (E) adaptada o la topologia de E. Entonces existe una #nica
medida exterior topoldgica n¥ sobre E que wverifica:

13.1. Todo A € H, es p*medible.

13.2. X (A) = p* (A) para cada A € RA,.
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. DEMostrRACION.—La famiha H .de todos los coﬁjunto"s cerrados
A-compactos M < E es una clase generatriz en: ‘E-y es inmediato
que A es un contenido respecto de FH. Sea: y,* la medida exterior to.
polégica inducida por X segln la proposicién 4. Para cada abierto
G < E se tiene

P (G) =1, (G) < A (G),

y 'pbr' cbnsiguiente ¥ (H) = {.para cada conjunto'k-hulio' H c E.
Entonces para cada A€ A, es p* (dA) =0. Como A =AY
U(A— A) con A— A < 0A, se deduce 13.1. :

Por otra parte, si. M €K es A-continuo, es ©*:(d M) = 0 y por
consiguiente w* (M) = u* (M), lo cual implica, en Vlrtud de 41
que u* (M) = A (M).

Para probar 13.2, dado A€ 5@ cons1deremos el con]unto )\-

continto A = M€ H que cumple w* (M) = A (M). Como DA es
A-nulo se verifica que

MeA=0 y wEA=0,
deduciéndose entonces la igualdad

M (A) =1 (B) = p(R) =p.(A)

Queda por probar la unicidad dé la medida exterior p¥. Sea pues
v¥* otra medida exterior topolégica sobre E que coincide con p*
sobre HA,, y denotemos por H; la clase formada por todos los con-
juntos cerrados A-compactos y A-continuos M < E. Como X es adap-
tada a la topologia de E se deduce que &, es una clase generatriz
en E. En virtud de la proposxcmn 5 resulta

T (G)—sup 3)\(M) GDOMEHl=v (G)»
para cada G‘Eb g, lo cualyimplica‘ (en virtud d¢ 1.2) que p¥ = v*.

14. CoroLARIO.—En las thoteszs del teorema 13, sea R la res-
triccion de % al anillo HA,. Entonces i, es numerablemente aditive
vy se puede extender de modo "#nico a une. medida topologzca A
sobre E.
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DemostraCION.—Basta considerar la restriccién p de p* a la
c-dlgebra de los conjuntos p*-medibles, que contiene a H,.

Nora.—Dada A€ A (E) la hipéfesis del teorema 13 se cumple auto-
maticamente cuando E es completamente regular y localmente i~
compacto, y también cuando E es localmente compacto, en virtud
de las proposiciones 11 y 12 aunque en este ultimo caso se puede
obtener un resultado algo mdas fuerte:

15. Prorosicion.—Si E es localmente compacto cada » € A (E)
es numerablemente aditiva sobre el anillo R, formado por los con-
juntos M < E que son h-continuos y relativamente compactos. Exis-
te una inica medida topoldgica u que coincide con X sobre R,.

DemosTtraCION.—Bastard probar la unicidad de ¢, pues R, < H,.
Para ello basta proceder como en la demostracién del teorema 13,
tomando como clase ¥, la formada por los conjuntos A-continuos
vy compactos, que es una clase generatriz en E como consecuencia
de la proposicién 12.
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