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Abstract

In this paper we study the compactness for the range of the Indefinite Pettits Integral. A theo-
rem of Stegall [5) asserts that in the case of a function with values in a Banach space, Pettis integrable
with respect to a perfect finite measure, the range is relatively compact in the norm topology. We ex-
tend this result to functions taking values in quasi—complete locally convex spaces and perfect measu-
res not necessarily finite. We also give conditions, in terms of the image measure associated to the
function, which imply its Pettis integrabilty and the compactness for the range of its indefinite inte-
gral. As a consequence of the results obtained, we give a negative answer to a conjeture settled by
Wheeler in {17].

1. INTRODUCCION

En este trabajo estudiamos la compacidad del recorrido de la integral in-
definida asociada a una funcién integrable Pettis. Un teorema de Stegall [5]
establece queen el caso de funciones valoradas en espacios de Banach, inte-
grables Pettis con respecto a una medida perfecta finita, este recorrido es re-
lativamente compacto en norma. Nosotros extendemos este resultado al caso
de funciones valoradas en espacios localmente convexos casi-completos y me-
didas perfectas no necesariamente finitas. También damos condiciones, en
términos de la medida imagen asociada a una funcién, que aseguran la inte-
grabilidad de Pettis de la misma y la compacidad del recorrido de su integral
indefinida. Como consecuencia de los resultados obtenidos damos respuesta
negativa a una conjetura planteada por Wheeler en [17].

2. RESULTADOS PRELIMINARES

En todo este trabajo (X, ) designara un espacio localmente convexo
casi—completo, X' su dual topologico y Xo el espacio X dotado de la topo-
logia 0(X, X'). P(X) designara a la familia de todas las seminormas y—conti-
nuas sobre X. Sip € P(X), designamos por ¥, al conjunto {x:p(x) < 1%

S designara un conjunto no vacio, 2 una o—éalgebra de subconjuntos de
S,y (S, 2, u) un espacio de medida positivo. Si m:2 —> X es una medida vec-
torial o—aditiva y IT C Z es un reticulo, diremos que m es [I—regular si para
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cada € > 0, cada p € P(X) y cada E € X existe un conjunto H € I, H C E ve-
rificando |lm ||, (£ — H) <€, donde llml|, es la p-semi-variacion de la medida
m definida por:

firmll, (B) = sup{l <x!m>|(B) :x'eV‘p’}
Si m es Il-regular es facil probar que para cada £ € Z se cumple:
m(E) = limg>pgm(H) (HEI).

1. Lema.— Sim:Z > X es una medida vectorial o—aditiva tal que para
cada x' € X’ 1a medida escalar | <x', m >| es [I—regular entonces m es [I—re-

gular.

Demostracion.— La familia de medidas escalares F ={| <x', m >} :
x' e V; } es uniformemente acotada para cada p € P(X). (Véase el teorema
1.3 de [11]). Razonando como en la prueba del teorema 1.2.4. del libro de
Diestel—Uhl [1] y teniendo en cuenta que cada medida de F es II—regular,
se obtiene una medida finita, positiva y II-regular v definida sobre 2 con la
propiedad de que la familia F es uniformemente v—continua.

Puesto que Iim g0y W(E — H) = 0 (H €1II), para cada E € Z, se de-
_duce facilmente que m es [1—regular.

Una funcion f:.S =~ X se dice que es escalarmente Z—medible si para ca-
da x’' € X’ 1a funcion <x', > es £ —medible. Edgar ha probado que f es es-
calarmente 2 —medible si y solamente si es medible respecto a la o0—4lgebra
de Baire de X, que denotaremos B,(X;), ([2]).

Si <x’, > es u—integrable para cada x’ € X’ se dice que f es escalarmen-
te u —integrable. Si Il es una subfamilia de £ y f una funcién escalarmente
- p—integrable tal que para cada H € 11 existe xy € X verificando

x'(xg) = f<x',j> du paratodox' €X'
H
diremos que f es p—integrable Pettis sobre Il y que / fdu=xg.
H

Cuando I = 2 se dice que f es u—integrable Pettis. Es sabido que en

este caso su integral indefinida ms(4) = f fdp (A €Z)esunamedida vec-
' A

torial o—aditiva con valores en X. Aplicando el lema 1 a la familia Z* forma-
da por los conjuntos A € £ con u(A4) <+ o | se obtiene que my es T*—re-
gular.

El siguiente lema recoge algunas de las propiedades de la integral de
Pettis que se requieren para establecer resultados posteriores:

2. Lema.~ Sif.S ~ X es escalarmente p—integrable v p € P(X) entonces

sup { fsl <!, | dwx' €VSF< +eo (2.1
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Si ademas f es u—integrable Pettis se cumple:

Paracadae > Qexiste 4 €EZ* talquesiBEZ* y 4 N B = ¢, entonces
p( [ faw<e. 2.2)
B
limy, g, 4 sup{f <, f>ldu:x' € V5= 0 (2.3)
E

Demostracion.— Véase [14]. Aunque en [14] se consideran s6lo medi-
das o —finitas, es facil ver que los resultados que recoge este lema siguen sien-
do vilidos para medidas arbitrarias.

La siguiente proposicién completa un resultado de Fremlin que puede
verse en [12], al mismo tiempo que lo extiende al caso de espacios localmen-
te convexos v medidas infinitas.

3. Proposicion. - Sea X un espacio localmente convexo separado y casi-
completo, g una medida positiva definida sobre 2 (finita 0 no) y Z4 una
sub-g-algebra de £ . Sif:S ~» X esuna funcion escalarmente £, —medible u—
integrable Pettis sobre £, entonces f es u—integrable Pettis sobre Z. Si ade-
mas el recorrido de la integral de f sobre 2, es relativamente compacto en-
tonces el recorrido de la integral indefinida de fsobre Z también es relativa-
mente compacto.

Demostracion.— Supongamos en primer Iugar que u(S) < + o0, y sea
Mo la restriccion de pua X,.Dado F € Z definimos sobre Z, la medida fini-
ta v po—continua ur(4) = u(4 N F). Aplicando el teorema de Radon—Ni-
kodym encontramos una funcién u, —integrable 0 <gg <1 tal que:

uF(A)=ng dug =fgp du siAE€EZ
A A

Sea s, una sucesion de funciones 2y —simples 0 <5, < gr que conver-

ge uniformemente hacia g», y sea m, la integral indefinida de f sobre Z,.

Sea x, = f 5, dm ; Un razonamiento similar al que se hace en la demostra-
S

cion del teorema VI.1.1 de [1] permite probar que x, € co(mp(Z,)), la en-
voltura convexa del recorrido de my.
Dadap € P(X)

PO, — Xm ) < sup{ﬁ Sn ~ Sm M) <x',m>|:x" € Vo) =
'S
= s = smll sup {[1<6", £ >l dugx’ €5}
S
teniendo en cuenta (2.1) se obtiene que p(x,, — x,,) tiende a cero cuando n
y m tienden a infinito, luego x,, es una sucesion de Cauchy en un espacio ca-

si-completo, por lo tanto x, converge hacia un elemento xz € Co(ms(Zy)).
Aplicando el teorema de la convergencia dominada se tiene
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x'(xg) = lim, x(x,,)—hmfsn d<x' mf>-—hm fs,,<x > duy =
S

—fgp <x',f>du, = f<x fZdur —f<x > au
por consiguiente xp = fF f du. Ast, tenemos probado que f es integrable
Pettis sobre 2, y que mp(Z) C co(mp(Z)). '
Supongamos ahora que u(S) = + o . Paracada F€ X, con W(E) <+
definimos g sobre 2 por pg (4) = m(E N A4). Si f es u—integrable Pettis so-

bre 2y, también es ug —integrable Pettis sobre £ y la prueba anterior nos
asegura que f es iy —integrable Pettis sobre 2, y que paracadad € 2.

Jaus =] i om0,

Sea A un con]unto de Z ,yxang —[ fdu la red obtenida cuando

8

E recorre la subfam111a 2§ de Z, formada por los conjuntos de medida fini-
ta. Esta red es débilmente de Cauchy, porque para cadax’ € X', x'(x4n &)

converge hacia j <x', f>du (recuérdeseque las funciones escalares u—inte-
A

grables se anulan fuera de un conjunto de medida 0 —finita).

Como m;y es una medida vectorial ¢ —aditiva sobre Z4, m(Z4) es un
conjunto relativamente débilmente compacto en X [15]. Como X es casi
completo, To(my(Z,)) es débilmente compacto. Asi, tenemos una red débil-
mente de Cauchy en un conjunto débilmente compacto, por tanto x4 Ng
converge hacia un x4 € co( mg(2,)), y evidentemente x4 = / fdu.

/4

Hemos probado que f es u—integrable Pettis y que m(Z) € Co(m(Z)).
En el caso de que my(Z,) sea relativamente compacto, por la casi-completi-
tud de X, tendremos que m,(Z) también serd relativamente compacto.

3. INTEGRALES INDEFINIDAS DE PETTIS CON
RECORRIDO RELATIVAMENTE COMPACTO

En este apartado vamos a establecer condiciones suficientes para que
el recorrido de la integral indefinida de una funcién integrable Pettis sea rela-
tivamente compacto. Utilizaremos frecuentemente el siguiente resultado:

4. Lema.— Sea X un espacio localmente convexo separado casi-comple-
to, y M € X un subconjunto acotado con la siguiente propiedad:

Cada red equicontinua xg € X' que converge en la
topologfa o(X’, X) es uniformemente convergente sobre M. “.1)

Entonces M es un conjunto relativamente compacto.
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Demostracion.— Es un corolario del teorema §21.7 de [8]. En efecto,
consideremos la familia Y formada por los M C X acotados que cumplen
(4.1), y ¢ la familia de los equicontinuos de X’. (4.1) implica que sobre cada
conjunto N € ¢ coinciden la topologfa o(X’, X) y la topologfa de la conver-
gencia uniforme sobre los conjuntos de Y. Aplicando §21.7 [8] se obtiene
que cada conjunto M € Y es precompacto para la topologia de la conver-
gencia uniforme sobre los equicontinuos, es decir, la topologia de X. Como
X es casi completo se tiene que M es relativamente compacto en X.

En el siguiente teorema extendemos al caso localmente convexo un re-
sultado de Edgar([3]4.1) que vamos a utilizar de modo sistemdtico para estu-
diar la compacidad del recorrido de la integral indefinida.

5. Teorema.— Sea X un espacio localmente convexo completo, y
f:S =~ X una funcién escalarmente u—integrable. Si para cada P €EP(X la
restriccion a V', del operador T;: X' — L' (u), definido por Te(x") = <x', >,
es (0(X', X) — || Il; )—continuo, entonces f es u—integrable Pettis y su inte-
gral 1ndef1mda tiene recorrido relativamente compacto.

Demostracion.— Para cada £ € £ consideramos xg como forma lineal
continua sobre L'(u). El operador ¢z (x') = f<x’, > dp = <xg, Tr(x") >

es continuo sobre V', para cada p € P(X). Del teorema de completitud de
Grothendieck [8] se deduce que ¢ € X, luego f es u—integrable Pettis.

Par probar la compacidad del recorrldo mg(Z) usaremos el lema 4. Sea
X¢ una red equicontinua que converge a x’ en la topologfa a(X’ X), esta red
estd contenida en algin V . Como el operador T es continuo para la norma
oy, <g, Tf(xa) > converge hacia <g, Ty(x') > uniformemente en

{g€L™w): gl <1}.

Tomando g = xg, con E € X, se tiene:

e, [ fdu>=<xe, T > — e, Tx)>=<x', [ fdu>
E E
uniformemente en £ € Z.

La condicion de completitud en el teorema anterior, sélo se ha utilizado
para la demostracion de la integrabilidad de £ Si en las hipo6tesis se supone
que f es u—integrable Pettis, basta con que X sea casi—completo para obtener
que la integral indefinida tiene recorrido relativamente compacto. Por otra
parte, en el caso de funciones acotadas y medidas finitas también basta pedir
que X sea casi— completo pues en este caso, si X essu completado, se tlene
que ¢ € u(E). o4 (f(S)) CX.
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6. Teorema.— Sea X un espacio localmente convexo casi—completo y
vy -8 = X una funcidon p—integrable Pettis. Se supone que para cada A €2
con p(A4) < + o , y para cada p € P(X), el conjunto{<x’, > :x' €V} es
relativamente compacto en L (u, ), donde ugq(E) =u(ENA) (E €2). En-
toces my(Z) es relativamente compacto.

Demostracio‘n.— Seap € P(X),y xoa € V%, unared o(X ', X) convergen-
te hacia x’ € V5. Si 4 € Z con u(4) < + o, de la hipotesis del teorema
se obtiene la ex1sten01a de un punto de aglomeracmn Yy € L (m )
de la red Ty 4 (xq) = < xa, > que estd contemda en un subconjunto compac-
to de L' (uy ). Por tanto existe una subred xa(,) de xa que cumple:

9 dus =1tm; [ <, r>dia = 1im; <chgy, [ fda >=
E E E
=<, [fduy>= [ <, > dua
'E E

para cada E € Z. Entonces ¢ = <x', £> en L' (u,). Hemos probado que la
red <xg, f>>, tiene un Gnico punto de aglomeracion en L, ) y por consi-
guiente es convergente en L!(i4) hacia dicho punto de aglomeracion <x, f>.

Queda probado que la aplicacion Ty4: X' = L'(u4 ) restringida a cada
V‘;, es o(X', X)— || |I; continua. Aplicando el teorema 5 se tiene que

n, = { f fdu: E€ 2} es relativamente compacto en X,
ANE
Utilizando el lema 4 vamos a probar que mg(Z*) es relativamente com-
pacto en X. Sea xg € V9, una red o(X’, X) convergente haciax’ € V5. Da-

do € > 0, por (2.2) encontramos un conjunto 4 € Z* tal que p( ffdu) <e

para cada B € Z* talque BN A4 = ¢. Sea E € Z* y xp =/f du, entonces
tenemos:

xa(xe) — X' (xe) | = | Xy (xena) =X (xena) 1+ (xa = XN (Xenacdl =
= oz na) —x' (e na) |+ 2p(Uenacfdn)<| (xa—x"Yerna) | +2e.

Como I, es relativamente compacto, x'q converge a x’ uniformemente
sobre I, . De la igualdad anterior se sigue ficilmente que x'y converge a x'
uniformemente sobre m(Z*). Aplicando el lema 4 tenemos que my (Z*) es
relativamente compacto en X.

Como suponemos que f es u—integrable Pettis, su integral indefinida m;
es regular con respecto a los conjuntos de medida finita, por lo tanto
my2) C mg(2*) es un conjunto relativamente compacto en X.

Si f es un funcidén escalarmente Z—medible, en virtud del teorema de
Edgar es medible respecto a la 6—4dlgebra de Baire B,(X,) por lo que sobre
dicha o-algebra podemos considerar la medida imagen u f*. En los resultados
que siguen daremos condiciones suficientes en términos de esta medida
imagen para que el recorrido de m, sea relativamente compacto.
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7. Teorema.— Si X es un espacio localmente convexo casi—completo
v . S~ X esuna funciéon u — integrable Pettis que cumple:

Para cada p € P(X) toda sucesion x;, en V; posee una subsucesion  (7.1)
convergente en casi todo punto respecto a la medida uf™!

Entonces m(Z) es relativamente compacto.

Demostracion. — En virtud del teorema 6 bastara probar que para cada
A € Z* y cada p € P(X) la familia de funciones{<x', > : x' € V;} es relati-
vamente compacta en L!(uy ). La condicién (7.1) implica que cualquier su-
cesion x, en V;,’ posee una subsucesion y, que converge en casi todo
punto con respecto a la medida imagen uy f*. Siy' es un punto de aglomera-
cion de y, para la topologia o(X', X) se tiene que <y, , £> converge hacia
<y', f> en casi todo un punto (uy ). Como esta sucesion estd acotada en
L'(u,) en virtud de (2.1) y es uniforme integrable en virtud de (2.3), apli-
cando el teorema de Vitali se deduce que es convergente, en la norma de
L'(p,4), hacia <y', f>.

Diremos que la medida imagen uf! est4 soportada por un subconjunto
MC X siparacada 4 € B,(X,) disjunto con M se cumple uf ' (4) = 0.

8. Teorema.— Sea X un espacio localmente convexo casi-complejo y
f: S ~ X una funcién u—integrable Pettis. Si uf"! est4 soportada por un sub-
espacio cerrado que estd generado por un conjunto débilmente o—compacto,
entonces m(2) es relativamente compacto.

Demostracion.— Si X, es un subespacio cerrado de X generado por un
conjunto débilmente 0 —compacto, es facil ver que es la adherenecia de un
conjunto débilmente o—compacto, y en consecuencia el espacio C(X,), de
las funciones reales continuas sobre X,, es angélico para la topologia de la
convergencia puntual [13]. Si suponemos que uf ! esta soportada por X,
Yy X, es una sucesion en V', existird una subsucesion y, convergente pun-
tualmente sobre X, hacia algan x' € V‘;,. El conjuntoF de los puntos donde
¥, converge hacia x’ es un conjunto de B,(X,) que contienen a X,. Por con-
siguiente uf (X — E) = 0, es decir y; converge hacia x' en casi todo punto
respecto a uf . Aplicando el teorema 7 se obtiene el resultado.

Como corolario de este teorema se obtiene que si X es un espacio local-
mente convexo generado por un conjunto débilmente o—compacto (en par-
ticular si X es separable o débilmente compacto generado) el recorrido de la
integral indefinida de cualquier funciéon pu—integrable Pettis 1S = X es siem-
pre relativamente compacto.

Recordemos que un espacio de medida (S, 2, u) se dice que es perfec-
to si para cada conjunto 4 € Z* cada funcion Z—medible £S5 - IR y cada
conjunto F C IR con f1(F) € 2 se cumple que existe un conjunto de Borel
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BC F verificando u(4 N f1(F) = u (4 N f1(B)). Es facil comprobar que
si (S, 2, 1) es un espacio de medida perfecto y 4 € Z* entonces el espacio
de medida inducido en A es perfecto. La version del siguiente teorema para
el caso particular de medidas finitas y espacios de Banach se debe a Stegall

[5].

9. Teorema.— Si (S, Z, u) es perfecto, X un espacio localmente convexo
casi completo y f:S = X es u—integrable Pettis entonces ms(2) es relativa-
mente compacto.

Demostracion.— Comprobaremos que se verifican las condiciones de
teorema 6. Si A € Z* sea uy la medida perfecta que u induce en 4. Su me-
dida imagen u4 ' también es perfecta[5]. Sip € P(X) y x5 es una sucesion
en V,‘,’, un teorema de Fremlin [4] permite asegurar la existencia de una sub-
sucesion y; que converge en casi todo punto con respecto a la medida per-
fecta uyf . Procediendo como en la prueba del teorema 7 se obtiene que la
familia {<x', f>:1x' € Vp°} es relativamente compacta en L! (uy).

10. Corolario.— Sea X un espacio localmente convexo casi completo
y 12§ = X una funcién u—integrable Pettis cuya medida imagen uf ™! esperfec-
ta. Entonces m/(2) es relativamente compacto.

Demostracion.— Sea £, ={f'(4): 4€B,(X,)}. Aplicando el teorema
anterior a la identidad que es uf ! —integrable Pettis, se deduce que

my (Eo)=={fo duf ' )(x): A €EB,(X, )}es relativamente compacto.

Aplicando la proposicion 3 se deduce que mg(Z) también es relativa-
mente compacto.

Recordemos que una medida positiva finita v sobre B,(X,) se dice que
es 7 —aditiva, si para cada red decreciente hacia cero de funciones continuas
acotadas g;: X~ IR, se cumple [ g; dv ~ 0. Es bien conocido que entonces
v se puede extender a una medida sobre la o0—dlgebra de Borel Bo(X,), [7],
y que entonces existe el soporte de v (T = sop v, dado por la interseccion de
todos los conjunto cerrados F C X, tales que pu(F) = v(X), siendo v»(T) =
v(X)).

11. Teorema.— Sea (S, Z, u) un espacio de medida finito, X un espacio
localmente convexo casi completo vy f:5 = X una funcién escalarmente
¥ —medible cuya medida imagen uf ! es T—aditiva.

Si f es acotada, es u—integrable Pettis. Si f es u—integrable Pettis enton-
ces mg(Z) es relativamente compacto.

Demostracion.— Sea N\ 1a medida de Borel que se obtiene al extender
la medida imagen uf ! a la 6—4lgebra Bo(X,) y T = sop \. Es bien sabido [7]
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que si G esun abierto en X, entonces AM(G) = sup{\(Z): G D Z €3} donde 3
es la familia de los ceros de funciones reales débilmente continuas. De aqui
se deduce que si G = X— ¢o (A(S)) se cumple ANG) = 0. Por consiguiente T
es un conjunto (X, X")—cerrado contenido en Co((f(S)).

Designemos por X' la restriccion de x' a Ty sea H, ={X":x' € V3}. Hpes
un conjunto convexo y compacto para la topologia de la convergencia pun-
tual sobre T. Sea Ay la medida de Borel que A induce en T. Como 7 es el so-
porte de A se deduce que si X', /);' son dos funciones de H, que coinciden en
casi todo punto respecto de Ay entonces X' = 7'. Aplicando un teorema de
Ionescu—Tulcea [6] se obtiene que para cada p € P(X) H, es metrizable para
la topologia de la convergencia puntual. De aqui se deduce facilmente que se
cumple la condicion (7.1). Enefecto cada sucesiéon x', en ¥ posee una sub-
sucesion que converge en cada punto de T, y si B es el conjunto de Baire
formado por los puntos donde esta subsucesion es convergente, se tendrd que
T C By que uf 1 (X — B) = 0. Aplicando el teorema 7 se obtiene que mg(Z)
es relativamente compacto si f es u—integrable Pettis.

Probaremos a continuacién que si f es acotada entonces es u—integrable
Pettis. Puesto que T € co(f(S)), H, es un conjunto de funciones uniforme-
mente acotado. Teniendo en cuenta que H, es metrizable para la topologia
de l1a convergencia puntual y utilizando €] teorema de la convergencia domi-
nada para la medida Ar se obtiene que la aplicacion V}’, - L1(\p) dada por
x' =+ % eso(X’, X) — || ||, continua.

Six} esunared en V5,0(X ', X) convergente hacia x' € V5, se tiene:

Ji<yox o tdu= [1x) = X" 1N =11%) =%l >0
S . X
Aplicando el teorema 5 se obtiene que f es integrable Pettis.

Como consecuencia de este teorema se obtiene una mejora de un resul-
tado de Khurana [5] sobre existencia de baricentros:

Si (X, ) es un espacio localmente convexo casi completo para su topo-
logia de Mackey y A es un subconjunto de X acotado cerrado y convexo,
dotado de la topologia inducida por 6(X’, X). Aplicando el teorema anterior
a la inclusién i: A — X se obtiene que cada medida finita 7 —aditiva sobre
(B,(A4)) tiene baricentro. (Khurana considera 4 con la topologia inducida
por v, y X v—completo.)

12. Corolario. Si X es casi—completo, Lindeldf para su topologia débil, y
(S, Z, 1) es un espacio de medida finito, cada funcion escalarmente Z —me-
dible acotada f es mu—integrable Pettis, y para toda funcidn p—integrable
Pettis m(2) es relativamente compacto.

Demostracion.— Inmediata, pues toda medida finita sobre B,(X,) es
T—aditiva. Véase [16].

Diremos que una medida finita v sobre B,(X,) es z-aditiva si su integral
es un operador-continuo sobre cada H €X, donde X es la familia de los sub-
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conjuntos de Cp(X,) uniformemente acotados y relativamente compactos
para la topologfa de la convergencia puntual, (denotamos por Cp(X,) el es-
pacio de la fuciones reales acotadas débilmente continuas definidas sobre X).
Esta clase de medidas ha sido introducida por Wheeler en [17], donde prue-
ba que bajo el axioma de Martin toda medida raditiva es z—aditiva.

13. Teorema. Sea (S, Z, 1) un espacio de medida finito y X un espacio
localmente convexo casi—completo. Sif:.S —~ X es una funcidén escalarmen-
te £—medible acotada y su medida imagen uf! es z—aditiva, entonces f es
u—integrable Pettis y my(Z) es relativamente compacto.

Demostracion. — Dada p € P(X) sea x,'- una red en V; débilmente conver-
gente hacia x’. Como f es acotada existe un numero positivo n tal que
| <y', f(s) > | <n paracadas €Sy caday’' € V5. Sea 1, (x") la funcién que
coincide con x' sobre el conjunto{x:|x' (x)| <n}, y que vale n (resp. —n) en
los puntos x donde x'(x) > n (resp. x'(x) < —n). Sea H ={|7,(v") — 7. (x")|:
y' € V). Obviamente H es un subconjunto de C(X) uniformemente acotado
y compacto para la topologia de la convergencia puntual. Como uf! esz—
aditiva y #; = | 1.(xj) — 7. (x")| es una red en H que converge puntualmente
a cero se tiene:

]I<x}—x',f>|du=fh,~°fdu=fh,-duf’1—>0
s s X

Aplicando el teorema 5 se obtiene el resultado.

Wheeler en [17] conjetura que una funcion acotada escalarmente Z—
medible con los valores en un espacio de Banach X es u—integrable Pettis si
y solo si su medida imagen uf! es z—aditiva. Fremlin y Talagrand en [5]
(ejemplo 2.D.) construyen un espacio de medida finito y una funcion f con
valores en el espacio de Banach £7(/V), acotada y u—integrable Pettis cuya in-
tegral indefinida no tiene recorrido relativamente compacto. Este ejemplo vy
el teorema anterior ponen de manifiesto que la conjetura de Wheeler no se
cumple en general. Esta conjetura se puede reformular en los siguientes tér-
minos: ;Serd cierto que si x es un espacio de Banach y f:.5 = X es una fun-
cion acotada u—integrable Pettis con m (%) relativamente compacto enton-
ces la medida imagen uf ! es z—aditiva?. También se puede plantear el pro-
blema de caracterizar los espacios de Banach para los que la integrabilidad
Pettis de toda funcion acotada escalarmente medible equivale a que su medi-
da imagen sea z—aditiva.
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