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Introdu

iónEsta memoria se dedi
a al estudio de la 
ompa
idad para topologías τ = σ(X,B)en un espa
io de Bana
h X dadas por la 
onvergen
ia puntual sobre los elementosde un sub
onjunto normante B de BX∗ , es de
ir, tal que la norma de 
ada elemento
x de X es el supremo de { |b∗(x)| : b∗ ∈ B }. Estas topologías no sólo tienen inte-rés por sí mismas (las topologías débil y débil∗ son 
asos parti
ulares) sino que, eno
asiones, pueden ser el sustituto natural de la topología débil 
uando no se 
ono
euna des
rip
ión manejable del espa
io dual. Ejemplos de este tipo de topologías son:la topología de 
onvergen
ia puntual sobre un 
ompa
to (C(K), tp(K)); la topologíade 
onvergen
ia extremal σ(X, ext(BX∗)); 
iertas topologías naturales en espa
ios defun
iones integrables Bo
hner σ(Lp(µ,X), Lq(µ,X∗)) o más generalmente en espa
iosde Orli
z σ(LΦ(µ,X), LΨ(µ,X∗)); topologías naturales en un espa
io de fun
iones in-tegrables respe
to a una medida ve
torial (ver la se

ión 4.7); topologías en espa
iosde medidas numerablemente aditivas en un espa
io medible (Ω,Σ) dadas por la 
on-vergen
ia sobre el 
onjunto de fun
iones Σ-simples, σ(ca(Ω,Σ), S(Σ)); así 
omo 
iertastopologías naturales en ℓ1(Γ) (ver se

ión 4.3). Algunas propiedades interesantes deestas topologías pueden en
ontrarse en mu
hos artí
ulos y monografías, por ejemploen [38, 2, 13, 8, 26, 11, 33, 18, 76℄.Prin
ipales resultadosEn esta memoria hemos tratado fundamentalmente 
on tres tipos de 
uestionesrelativas a estas topologías σ(X,B): la validez del teorema de Krein-Smulian, la frag-mentabilidad de sub
onjuntos σ(X,B)-
ompa
tos respe
to a la norma de X y la
oin
iden
ia de los 
ompa
tos en las topologías débil y σ(X,B) 
uando B es unafrontera de BX∗ (es de
ir, 
ada elemento de X al
anza su norma en un elementode B). A 
ontinua
ión se espe
i�
an los problemas estudiados y los resultados mássigni�
ativos.



iv Introdu

iónResultados de tipo Krein-SmulianEstudiamos en qué 
ondi
iones la envoltura 
onvexa y τ -
errada de un sub
onjunto
τ -
ompa
to y a
otado H ⊂ X es τ -
ompa
ta y veri�
a

co(H)
τ

= co(H)
‖ ‖ (1)Por brevedad, en este 
aso diremos que (H, τ) veri�
a la propiedad fuerte de Krein-Smulian.Es bien 
ono
ido que esta propiedad se 
umple si τ es la topología débil ([28,
hapter V℄). Si τ es la topología débil∗, la di�
ultad está en 
onseguir la igualdad (1).Haydon ([39℄) probó que esta igualdad se veri�
a para todo 
onjunto débil∗-
ompa
tosi, y sólo si, X no 
ontiene una 
opia isomorfa de ℓ1. Posteriormente Talagrand, en [76,
hapter 7℄, lo
alizó la propiedad anterior probando que los 
onjuntos de Pettis, queson una 
lase espe
ial de sub
onjuntos débil∗-
ompa
tos, veri�
an la e
ua
ión (1).Daremos una breve idea de 
ómo demostrar resultados de tipo Krein-Smulian: da-do un sub
onjunto a
otado y τ -
ompa
to H en X, para demostrar que co(H)

τ es
τ -
ompa
ta, basta probar que 
ada probabilidad de Radon µ en (H, τ) tiene un bari-
entro xµ en X, es de
ir,

x∗(xµ) =

∫

H

x∗|H dµ para 
ada x∗ ∈ X∗ (2)Para que se 
umpla lo anterior, existen bási
amente dos problemas: primero, que el
onjunto de restri

iones { x∗|H : x∗ ∈ BX∗ } sea universalmente medible; y segundo,que el fun
ional en X∗ dado por x∗ → ∫
H
x∗|H dµ sea débil∗-
ontinuo en BX∗ para quede�na el bari
entro bus
ado. Para resolver estos problemas se requiere un �no análisisde los resultados sobre 
onjuntos puntualmente 
ompa
tos de fun
iones medibles ([12,76℄) que es a lo que fundamentalmente se dedi
a el 
apítulo 1 y parte del 2, 
omo
omentaremos más adelante. Siguiendo estas ideas, en [18℄ se prueba que si (BX∗ , ω∗)es se
uen
ialmente 
ompa
ta, enton
es 
ualquier sub
onjunto τ -
ompa
to y a
otadode X veri�
a la propiedad fuerte de Krein-Smulian. Nosotros probamos, dando unmayor al
an
e a las té
ni
as anteriores, que la propiedad fuerte de Krein-Smulian essatisfe
ha en espa
ios de Bana
h que no 
ontienen una 
opia isomorfa de ℓ1(c); másgeneralmente, H 
umple la propiedad anterior si no 
ontiene una familia que genereuna 
opia isomorfa de ℓ1(c) (teorema 2.21). Nuestros resultados extienden y mejoranlos que previamente se 
ono
ían en este sentido.



Introdu

ión vFragmentabilidadSe estudian 
ondi
iones su�
ientes bajo las que puede a�rmarse que los sub
onjun-tos τ -
ompa
tos son fragmentados por la norma. Siguiendo a Jayne y Rogers ([47℄),se di
e que un espa
io topológi
o está fragmentado por una métri
a ρ en X si 
a-da sub
onjunto no va
ío de X 
ontiene abiertos relativos no va
íos 
on ρ-diámetroarbitrariamente pequeño. Es 
ono
ido que todo 
onjunto débilmente 
ompa
to esfragmentado por la norma ([54℄); este resultado impli
a que todo sub
onjunto pun-tualmente 
ompa
to de C(K) es fragmentado por la norma. Si τ es la topología débil∗,todo sub
onjunto débil∗-
ompa
to es fragmentado por la norma si, y sólo si, X∗ tienela propiedad de Radon-Nikodym ([54℄). En [54℄ también se pone de mani�esto que lossub
onjuntos débil∗-
ompa
tos y fragmentados por la norma tienen la propiedad fuer-te de Krein-Smulian. En el 
itado artí
ulo, Namioka de�ne los 
ompa
tos de Radon-Nikodym 
omo aquéllos que son homeomorfos a sub
onjuntos débil∗-
ompa
tos de undual que tiene la propiedad de Radon-Nikodym, los 
ara
teriza 
omo aquellos 
ompa
-tos que están fragmentados por una métri
a inferiormente semi
ontinua, y prueba que
ontienen un sub
onjunto Gδ denso y metrizable, y por lo tanto son se
uen
ialmente
ompa
tos. Estas últimas propiedades son apli
ables a sub
onjuntos τ -
ompa
tos yfragmentados por la norma de un espa
io de Bana
h, debido a que la norma es infe-riormente semi
ontinua respe
to a la topología τ dada por un normante. Por último,en [18℄ se prueba, que si D es un 
onjunto denso en un 
ompa
to K y tp(D) es latopología en C(K) de 
onvergen
ia puntual en D, la fragmentabilidad por la normade un sub
onjunto tp(D)-
ompa
to, a
otado y 
onvexo equivale a que veri�que lapropiedad de Radon-Nikodym. Nosotros demostramos el siguiente resultado (ver losteoremas 3.14 y 3.17 y los 
orolarios 3.14.2 y 3.16.1).Teorema. Sea K 
ompa
to y D un sub
onjunto denso de K.(1) Si C(K) es puntualmente Lindelöf y tp(D) es la topología de 
onvergen
ia pun-tual sobre D, enton
es todo sub
onjunto tp(D)-
ompa
to de C(K) es fragmen-tado por la norma.(2) Todo sub
onjunto puntualmente Lindelöf y tp(D)-
ompa
to H de C(K) es frag-mentado por la norma si se 
umple alguna de las siguientes 
ondi
iones:a) K no 
ontiene una 
opia homeomorfa de βN.b) H es débilmente Lindelöf.
) H es 
onvexo.



vi Introdu

iónEn [18℄ se prueba que si X es débilmente Lindelöf y (BX∗ , ω∗) es se
uen
ialmente
ompa
ta, los τ -
ompa
tos son fragmentados por la norma. Nosotros mejoramos esteresultado 
on el siguiente teorema (3.16).Teorema. Sea X un espa
io de Bana
h, B un sub
onjunto normante de BX∗ y H unsub
onjunto σ(X,B)-
ompa
to y débilmente Lindelöf de X. Enton
es (H, σ(X,B))está fragmentado por la norma, y en 
onse
uen
ia, es un 
ompa
to de Radon-Nikodym.Como apli
a
ión de los resultados anteriores se prueba que si C(K) es puntual-mente Lindelöf, toda fun
ión tp(D)-
ontinua f : T → C(K), donde T es métri
o
ompleto, es de la primera 
lase de Baire (proposi
ión 3.19). En los teoremas 3.20,3.21 y 3.24 se demuestra lo siguiente.Teorema. Sea K un espa
io 
ompa
to y separable.(1) Si C(K) es puntualmente Lindelöf enton
es K es metrizable si, y sólo si, existeun sub
onjunto denso y numerable D en K tal que C(K) es tp(D)-analíti
o.(2) Si K es un 
ompa
to de Rosenthal, K es metrizable si, y sólo si, C(K) espuntualmente Lindelöf.Teorema. Si K es un 
ompa
to tal que C(K) es puntualmente Lindelöf, D ⊂ K esdenso y T es un espa
io topológi
o que 
ontiene un sub
onjunto denso C¥
h-analíti
ode Baire, enton
es toda fun
ión tp(D)-
ontinua f : T → C(K) es 
ontinua en normaen un sub
onjunto Gδ denso de T .Problema de la fronteraEstudiamos el siguiente problema que apare
e en [23, problem I.2℄.Sea X un espa
io de Bana
h y B una frontera de BX∗ . Sea H un sub
on-junto a
otado por la norma de X. ¾Es 
ierto que H es σ(X,B)-
ompa
tosi, y sólo si, H es débilmente 
ompa
to?Antes de este trabajo se 
ono
ían algunas respuestas par
iales positivas de esteproblema. Un primer ante
edente es el 
ono
ido teorema de Grothendie
k, [38℄, quea�rma que los sub
onjuntos a
otados y puntualmente 
ompa
tos de C(K) son débil-mente 
ompa
tos. En el 
ontexto de los espa
ios de Bana
h generales, la respuesta al



Introdu

ión viiproblema de la frontera es positiva si H es τ -se
uen
ialmente 
ompa
to ([71℄), 
on-vexo ([31, 8.3℄) o fragmentado por la norma ([18℄); o bien, para 
ualquier H si X no
ontiene una 
opia isomorfa de ℓ1 ([36℄) o si (BX∗ , ω∗) es se
uen
ialmente 
ompa
ta([18℄). Durante la elabora
ión de esta tesis, en [15℄, se ha demostrado que el problematiene solu
ión positiva para X = C(K).Aquí probamos que también tiene solu
ión positiva para espa
ios de Bana
h queno 
ontienen una 
opia isomorfa de ℓ1(c), 
orolario 4.7.1, 
aso que engloba a las
lases de espa
ios de Bana
h anteriores salvo el 
aso del C(K) (el al
an
e de esteresultado puede quedar más 
laro teniendo en 
uenta el 
uadro de la se

ión A.2.3).Más generalmente demostramos el siguiente resultado (teorema 4.7).Teorema. Si B es una frontera de BX∗ , y H es un sub
onjunto a
otado en normay σ(X,B)-
ompa
to, enton
es H es débilmente 
ompa
to si, y sólo si, H no 
ontieneuna familia equivalente a la base 
anóni
a de ℓ1(c).También se demuestra el siguiente teorema (4.6) donde se presentan los 
asoslo
alizados 
ono
idos ampliándolos 
on alguna 
ondi
ión nueva 
omo es, por ejemplo,el 
aso en que H es débilmente Lindelöf.Teorema. Sea X un espa
io de Bana
h, B una frontera de BX∗ y H un sub
onjuntode X a
otado en norma y σ(X,B)-
ompa
to. Son equivalentes:(1) (H,ω) es 
ompa
to.(2) (H,ω) es K-analíti
o.(3) (H,ω) es numerablemente determinado.(4) (H,ω) es Lindelöf.(5) (H, σ(X,B)) está fragmentado por la norma de X.(6) (H, σ(X,B)) es se
uen
ialmente 
ompa
to.(7) Cada su
esión (b∗n) en BX∗ posee una subsu
esión (b∗nj
) tal que (b∗nj

(h)) 
onvergepara 
ada h ∈ H .(8) Cada su
esión (b∗n) en B posee una subsu
esión (b∗nj
) tal que (b∗nj

(h)) 
onvergepara 
ada h ∈ H .(9) co(H)
σ(X,B) es σ(X,B)-
ompa
to.(10) Cada sub
onjunto σ(X,B)-separable de H es débilmente separable.Debido a que el problema de la frontera está resuelto si H es 
onvexo o si H esfragmentado por la norma, nuestro enfoque general para enfrentarnos al problema hasido el de utilizar los resultados de tipo Krein-Smulian y de fragmentabilidad.



viii Introdu

iónApli
a
ionesSe estudia el problema de la frontera en los siguientes espa
ios: el espa
io defun
iones integrables L1(µ) respe
to a una medida ve
torial, el espa
io C(K,E) defun
iones 
ontinuas de un 
ompa
toK en un espa
io de Bana
h E y el ε-produ
toEεFde dos espa
ios de Bana
h, donde se dan algunas respuestas par
iales al problema.En el 
aso del espa
io L1(µ) los resultados obtenidos mejoran otros de Okada ([56℄)relativos al 
on
epto de 
onvergen
ia σ-débil de Diestel. Se da una demostra
ión nuevade que el problema de la frontera tiene solu
ión positiva en el espa
io ℓ1(Γ) para Γarbitrario, resultado que 
ontrasta 
on la solu
ión en espa
ios que no 
ontienen una
opia de ℓ1(c). También se in
luye una apli
a
ión de los resultados anteriores al 
asode un espa
io de Orli
z ve
torial 
on la topología σ(LΦ(µ,X), LΨ(µ,X∗)).Contenido de 
ada 
apítuloCapítulo 1Se estudia un importante teorema de Bourgain, Fremlin, Rosenthal y Talagrand(BFRT) en el que se dan diversas 
ondi
iones equivalentes al he
ho de que 
ada su-
esión de un sub
onjunto uniformemente a
otado Z de C(K) tenga una subsu
esiónpuntualmente 
onvergente. Con
retamente en el teorema 1.14 se añaden dos 
ondi-
iones equivalentes a las ya 
ono
idas en [12, theorem 2F℄, [76, theorem 14-1-7℄ y [27,theorem 3.11℄. Una de ellas es que se veri�que la propiedad de Bourgain respe
to atodas las probabilidades de Radon en K (de�ni
ión 1.2). La utilidad de esta 
ondi
iónradi
a en que si Z 
umple la propiedad de Bourgain respe
to a una medida µ, enton-
es todo elemento de la 
lausura puntual de Z es µ-medible y además es el límite en
asi todo punto de una su
esión en Z. Estas propiedades resultan ser la 
lave parademostrar la validez de la fórmula bari
éntri
a (2), ya que resuelven los problemas demedibilidad y 
ontinuidad a los que se ha
e referen
ia. La segunda 
ondi
ión equiva-lente que se añade al teorema es que para 
ada su
esión de Z, su 
lausura puntualno es homeomorfa a βN. Esta propiedad resulta ser 
lave para probar resultados detipo Krein-Smulian en espa
ios de Bana
h que no 
ontienen una 
opia isomorfa de
ℓ1(c) ya que, según un resultado de Talagrand, un espa
io de Bana
h no 
ontiene una
opia isomorfa de ℓ1(c) si, y sólo si, (BX∗ , ω∗) no 
ontiene una 
opia homeomorfa de
βN. Estas dos 
ondi
iones nuevas son las que han permitido por un lado, dar mayor



Introdu

ión ixal
an
e a los resultados obtenidos ini
ialmente en [18℄, y por otro, simpli�
ar algunaspruebas de di
ho artí
ulo.Capítulo 2Se estudian los sub
onjuntos de un espa
io C(K) que tienen la propiedad P (D)(de�ni
ión 2.1). Esta terminología pro
ede de [18℄. La base de este 
on
epto es que siun sub
onjunto tp(D)-
ompa
to H ⊂ C(K) veri�
a la propiedad P (D), enton
es Z =

{δx|H : x ∈ D} 
umple las 
ondi
iones del teorema de BFRT. El trabajo del primer
apítulo permite dar nuevas 
ara
teriza
iones de la propiedad P (D). Los sub
onjuntosdébil∗-
ompa
tos del dual de un Bana
h que no 
ontiene una 
opia isomorfa de ℓ1,o más generalmente, los 
onjuntos de Pettis de un dual, 
umplen la propiedad P (D)([76, 
hapter 7℄). Nosotros demostramos que un 
onjunto τ -
ompa
to y a
otado deun espa
io de Bana
h que no 
ontiene una familia que genere ℓ1(c) tiene la propiedad
P (D) (teorema 2.14).Los 
onjuntos 
on la propiedad P (D) tienen las siguientes propiedades.- Veri�
an la propiedad fuerte de Krein-Smulian ([18℄). Aquí damos una demos-tra
ión más sen
illa que la dada en [18℄ (teoremas 2.17 y 2.20): utilizamos lapropiedad de Bourgain en vez de la estabilidad en medida para resolver los pro-blemas de medibilidad y 
ontinuidad que se plantean 
uando se quiere trasladarla demostra
ión 
lási
a del teorema de Krein-Smulian a la topología dada porun normante, 
omo hemos 
omentado anteriormente.- Si son 
onvexos, veri�
an la propiedad débil de Radon-Nikodym. Además, esto
ara
teriza la propiedad P (D) ([18℄).- Si son 
onvexos, veri�
an el teorema de Krein-Milman, es de
ir, 
oin
iden 
onla envoltura 
errada en norma y 
onvexa de sus puntos extremales. Ademássi se exige esta propiedad (o bien que se veri�que la e
ua
ión (1)) para todossus sub
onjuntos 
onvexos y 
errados, se 
ara
teriza la propiedad P (D) (verse

ión 2.2.4).- Son homeomorfos a sub
onjuntos débil∗-
ompa
tos del dual de un espa
io deBana
h que no 
ontiene a ℓ1, es de
ir, de un dual 
on la propiedad débil deRadon-Nikodym (proposi
ión 2.33). Esta propiedad es más general que la que
umplen los 
ompa
tos de Radon-Nikodym de [54℄ que son homeomorfos a sub-
onjuntos débil∗-
ompa
tos de un dual 
on la propiedad de Radon-Nikodym.



x Introdu

iónCapítulo 3La primera parte del ter
er 
apítulo se dedi
a a probar que si C(K) es puntual-mente Lindelöf enton
es todo sub
onjunto tp(D)-
ompa
to de C(K), 
on D denso en
K, es fragmentado por la norma (se

ión 3.2). Posteriormente se demuestran los 
asoslo
alizados 
uando sólo se exige que H es puntualmente Lindelöf (se

ión 3.3). El res-to del 
apítulo se dedi
a a dar las apli
a
iones ya 
omentadas en la se

ión anterior.En la se

ión 3.5 se demuestra que las propiedades de Radon-Nikodym y de Krein-Milman son equivalentes en sub
onjuntos a
otados y τ -
ompa
tos, apoyándonos enel 
aso 
ono
ido de los duales y mejorando un resultado de James, [42, theorem 3.2℄,donde se prueba la misma propiedad en el 
aso en que B es numerable.Capítulo 4En el 
uarto 
apítulo se desarrollan los resultados relativos al problema de lafrontera ya 
omentados. Aparte de los dos teoremas men
ionados en la se

ión ante-rior, se da una 
ara
teriza
ión de la 
ompa
idad débil de un sub
onjunto τ -
ompa
to
H a través de la topología en X∗ de 
onvergen
ia uniforme sobre su
esiones de H(teorema 4.18) para lo que se utiliza un resultado sobre inter
ambio de límites deGrothendie
k, teorema 4.17. Además- Se prueba que ℓ1(Γ), 
on Γ arbitrario, 
on la topología de 
onvergen
ia sobreuna frontera de Bℓ∞(Γ) es angéli
o (teorema 4.15). Se resuelve el problema de lafrontera en ℓ1(Γ) de modo distinto a 
omo se ha
e en [15℄.- En un espa
io C(K,E) de fun
iones 
ontinuas de un 
ompa
to K en un espa-
io de Bana
h E estudiamos algunas 
ondi
iones su�
ientes sobre sub
onjuntosnormantes del dual que aseguren que se veri�que la propiedad fuerte de Krein-Smulian (proposi
ión 4.24), la solu
ión positiva del problema de la frontera (4.27y 4.27.1) y la angeli
idad del espa
io (4.29).- En la se

ión 4.6 se da una 
ondi
ión su�
iente para que el problema de lafrontera en un espa
io ε-produ
to de dos espa
ios de Bana
h tenga solu
iónpositiva para 
ierto tipo de fronteras.- En el espa
io de fun
iones integrables L1(µ) respe
to a una medida ve
torial

µ : Σ → X, se demuestra que el problema de la frontera tiene solu
ión positivasiempre. En los 
asos en que o bien X tiene la propiedad de S
hur o bien el



Introdu

ión xire
orrido de µ es relativamente 
ompa
to en norma, el 
onjunto normante Bde�nido en la e
ua
ión (4.17) es una frontera (teoremas 4.38 y 4.39), de modoque los 
onjuntos σ(L1(µ), B)-
ompa
tos y a
otados son débilmente 
ompa
tos.- El espa
io de Orli
z ve
torial LΦ(µ,X), 
on la topología σ(LΦ(µ,X), LΨ(µ,X∗)),es angéli
o, y además sus 
ompa
tos son de Eberlein, veri�
an la propiedadfuerte de Krein-Smulian, son fragmentados por la norma y 
umplen la propiedadde Radon-Nikodym si son 
onvexos (se

ión 4.8).Apéndi
eFinalmente, por su importan
ia en este trabajo, se ha in
luido un apéndi
e en elque se re
opilan algunos resultados 
ono
idos referentes a 
uándo βN puede sumergirseen un espa
io 
ompa
to, y 
uándo ℓ1(c) puede sumergirse de manera isomorfa en unespa
io de Bana
h.El 
ontexto de un espa
io C(K)En buena parte de esta memoria se trabaja en el 
ontexto de un espa
io de fun
io-nes 
ontinuas sobre un 
ompa
to, C(K). Esta situa
ión es lo su�
ientemente generalpara gran parte de los objetivos, ya que todo espa
io de Bana
h X puede mirarse 
o-mo un sub
onjunto de C(BX∗ , ω∗), y las topologías de la norma y de la 
onvergen
iapuntual de C(BX∗) indu
en en X, respe
tivamente, las topologías de la norma origi-nal y la débil; además, la topología τ = σ(X,B) dada por un normante está indu
idapor la 
onvergen
ia puntual en un sub
onjunto denso D ⊂ BX∗ (proposi
ión 2.12).Por otro lado, en el 
aso del C(K) se dispone de las topologías tp(D), débil y tp(K).Esta última no tiene su análogo en el 
aso de un espa
io de Bana
h general. Hayalgunas diferen
ias notables entre los resultados que se obtienen en los 
asos C(K) yun espa
io de Bana
h genéri
o, 
omo son:- La propiedad fuerte de Krein-Smulian se 
umple en todo espa
io de Bana
hque no 
ontenga una 
opia isomorfa de ℓ1(c) para una topología dada por un
onjunto normante. Para un espa
io C(K), basta que C(K) no 
ontenga una
opia isométri
a de ℓ1(c) para que la topología tp(D) tenga la misma propiedad.- La 
ondi
ión de Lindelöf en la topología débil asegura que todo sub
onjun-to τ -
ompa
to es fragmentado por la norma. En el 
aso del espa
io C(K), la



xii Introdu

iónfragmentabilidad de un sub
onjunto tp(D)-
ompa
to H se obtiene si C(K) espuntualmente Lindelöf, o bien si H es puntualmente Lindelöf y 
onvexo.- El problema de la frontera se ha resuelto positivamente en C(K) ([15℄), mientrasque en el 
aso general sólo se han obtenido respuestas par
iales.Bibliografía bási
aEl prin
ipal punto de partida de este trabajo son los artí
ulos de B. Cas
ales yG. Vera, [18℄ y [19℄. En realidad, gran parte de lo que aquí se ha
e son mejoras delos resultados de di
hos artí
ulos. También han sido de gran ayuda los artí
ulos deBourgain, Fremlin y Talagrand [12℄, Farmaki [30℄, Godefroy y Talagrand [37℄, Jayne,Namioka y Rogers [45℄, Namioka [54℄, Rosenthal [61℄, Talagrand [74, 75, 76℄ y eltrabajo de Bourgain publi
ado en [60℄. Parte de los resultados de este trabajo hansido publi
ados en [17℄ y [16℄.



Terminología y de�ni
ionesLa nota
ión y terminología que utilizamos es estándar. Como referen
ias generalesseñalamos los siguientes libros: [25℄, [26℄, [6℄, [77℄ y [21℄.Sea X un espa
io de Bana
h dotado de la norma ‖ ‖. Denotaremos por BXa la bola unidad del espa
io, es de
ir, BX = { x ∈ X : ‖x‖ ≤ 1 }, y por SX ala esfera unidad, { x ∈ X : ‖x‖ = 1 }. X∗ representa al 
onjunto de apli
a
ioneslineales y 
ontinuas de X en R dotado de la norma usual: si f ∈ X∗, ‖f‖ es elsupremo de { |f(x)| : x ∈ BX }. En X 
onsideraremos la topología débil, σ(X,X∗),que denotaremos también 
omo ω. En general, si B es un sub
onjunto de X∗, latopología σ(X,B) en X es la de 
onvergen
ia puntual sobre los elementos de B. Latopología débil∗ en X∗ es la topología σ(X∗, X), que denotaremos también 
omo ω∗. Sidos espa
ios de Bana
h X e Y son isomorfos (linealmente homeomorfos) es
ribiremos
X ∼= Y . Si Y 
ontiene una 
opia isomorfa de X, es
ribiremos X ⊂ Y .Si Γ es un 
onjunto, una familia a
otada { xγ : γ ∈ Γ } de un espa
io de Bana
h
(X, ‖ ‖) se di
e equivalente a la base 
anóni
a de ℓ1(Γ) si existe una 
onstante
M > 0 tal que para 
ada sub
onjunto �nito A ⊂ Γ y 
ada familia de números reales
{ ai : i ∈ A }, se 
umple

M
∑

i∈A

|ai| ≤

∥∥∥∥∥
∑

i∈A

aixi

∥∥∥∥∥

X 
ontiene una familia equivalente a la base de ℓ1(Γ) si, y sólo si, X 
ontiene unsubespa
io isomorfo a ℓ1(Γ). En el 
aso en que Γ = N, llamaremos ℓ1-su
esiones a lassu
esiones equivalentes a la base de ℓ1 = ℓ1(N).Si K es un espa
io topológi
o 
ompa
to y Hausdor�, denotaremos por C(K) alespa
io de fun
iones reales 
ontinuas de�nidas en K. C(K) es un espa
io de Bana
h
uando se le dota de la norma del supremo, ‖ ‖∞ (o simplemente ‖ ‖ si no hay lugar a
onfusión); a los sub
onjuntos a
otados en esta norma los llamaremos uniformemente



xiv Terminología y de�ni
ionesa
otados. La topología de 
onvergen
ia puntual en C(K) se denotará por tp(K). Si
D es un sub
onjunto de K, tp(D) es la topología en C(K) de 
onvergen
ia puntualsobre los elementos de D.Si (Ω,Σ, µ) es un espa
io de medida, denotaremos por M(µ) al 
onjunto de fun-
iones µ-medibles, es de
ir, medibles respe
to a la 
omple

ión Σµ de Σ respe
to a µ.
Σ+ será el sub
onjunto de Σ formado por los 
onjuntos de medida µ positiva. Traba-jaremos siempre 
on medidas �nitas. Para 
ada p 
on 1 ≤ p ≤ ∞, denotaremos por
Lp(µ) al sub
onjunto de M(µ) formado por las fun
iones 
uya norma ‖ ‖p sea �nita.Si 1 ≤ p <∞, la norma ‖ ‖p viene dada por

‖f‖p
p =

∫

Ω

‖f‖p dµy si p = ∞ la norma ‖f‖∞ es el supremo µ-esen
ial de |f |. Denotaremos por Lp(µ)el espa
io 
o
iente formado a partir de Lp(µ) donde se identi�
an las fun
iones que
oin
iden en 
asi todo punto. En general no distinguiremos por su nota
ión a unafun
ión de Lp(µ) de su 
orrespondiente 
lase de equivalen
ia, pero si es ne
esario,denotaremos la 
lase de f ∈ Lp(µ) 
omo [f ] ∈ Lp(µ). (Lp(µ), ‖ ‖p) es un espa
io deBana
h para 
ada p ∈ [1,∞]. Diremos que un 
onjunto de fun
iones µ-medibles A esuniformemente a
otado si existe M > 0 tal que |f(ω)| ≤ M para 
ada ω ∈ Ω y 
ada
f ∈ A.En M(µ) también 
onsideraremos la topología de 
onvergen
ia en medida, tm,de�nida por la pseudo-métri
a:

d(f, g) =

∫

Ω

(|f − g| ∧ 1) dµ(a∧b es el mínimo de a y b). Para sub
onjuntos Z uniformemente integrables de L1(µ),las topologías tm y ‖ ‖1 
oin
iden (re
ordemos que Z es uniformemente integrablesi es ‖ ‖1-a
otado y para 
ada ε > 0, existe δ > 0 tal que si µ(B) < δ enton
es∫

B

|f | dµ < ε para 
ada f ∈ Z). En parti
ular, si Z es uniformemente a
otado, en Z
oin
iden las topologías tm y ‖ ‖1.Dado un 
onjunto A denotaremos su 
ardinal por card(A) o por |A|. Por c re-presentaremos o bien el 
ardinal del 
ontinuo, o bien un 
onjunto 
on di
ho 
ardinal,dependiendo del 
ontexto. Representaremos por P(A) el 
onjunto de partes de A.Si dos espa
ios topológi
os X e Y son homeomorfos es
ribiremos X ≈ Y . En este
ontexto, X ⊂ Y signi�
ará que Y 
ontiene una 
opia homeomorfa de X.



Terminología y de�ni
iones xvPara un espa
io topológi
o T , y un espa
io de Bana
h X, B1(T,X) es el espa
iode fun
iones de la primera 
lase de Baire, es de
ir, fun
iones que son el límite puntualde una su
esión de fun
iones norma-
ontinuas de T en X. Si X = R, enton
es es
ribi-remos B1(T ) en vez de B1(T,R). Br(T ) denotará el 
onjunto de fun
iones f : T → Rtales que para 
ada 
errado no va
ío L de T , la restri

ión f |L tiene algún punto de
ontinuidad. Si T es un espa
io pola
o, es de
ir, homeomorfo a un espa
io separable,métri
o y 
ompleto, un teorema 
lási
o de Baire asegura que B1(T ) = Br(T ) (ver [7℄).
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2 Resultados preliminares: 
ompa
idad puntual y medibilidad1.1. Un teorema de Bourgain, Fremlin, Rosenthal yTalagrandEl siguiente teorema es el resultado del trabajo de varios matemáti
os. Su pre
ur-sor fue Rosenthal ([61, 62℄) quien dio una 
ara
teriza
ión de los espa
ios de Bana
hque no 
ontienen una 
opia isomorfa de ℓ1 poniendo de mani�esto el papel que desem-peñan en ello las su
esiones independientes. Este trabajo dio pie a otras extensionesde diferente naturaleza que se formulan en términos de 
ompa
idad puntual en espa-
ios de fun
iones 
on algún tipo de regularidad (por ejemplo, medibilidad universal,estabilidad en medida, et
) que 
ulminó en [12, theorem 2.F℄ y en el siguiente teoremaque apare
e en [76, theorem 14-1-7℄ (ver también [27, theorem 3.11℄). La de�ni
ión desu
esión independiente de fun
iones puede verse en la página 9 
omo de�ni
ión 1.7;la de�ni
ión de 
onjunto µ-estable puede verse en la página 4 
omo de�ni
ión 1.3; elresto de de�ni
iones ne
esarias apare
e en las notas sobre terminología.Teorema 1.1 (Bourgain, Fremlin, Rosenthal, Talagrand) Si K es un espa
io
ompa
to y Hausdor� y Z un sub
onjunto uniformemente a
otado de C(K), las si-guientes 
ondi
iones son equivalentes.(1) Cada su
esión en Z tiene una subsu
esión tp(K)-
onvergente.(2) Z no 
ontiene ninguna ℓ1-su
esión.(3) Z no 
ontiene ninguna su
esión independiente en K.(4) Z es relativamente tp(K)-
ompa
to en Br(K).(5) Para 
ada medida de Radon µ en K, Z es relativamente tp(K)-
ompa
to en elespa
io de fun
iones µ-medibles, M(µ).(6) Z es µ-estable para 
ada medida de Radon µ en K.La µ-estabilidad es un 
on
epto té
ni
o que impli
a el de 
ompa
idad relativa en
M(µ) para la topología puntual (ver proposi
ión 1.4). El 
on
epto de µ-estabilidadtiene gran interés, entre otras razones, porque si (Ω,Σ, µ) es un espa
io de medida�nita y Z es un sub
onjunto de RΩ que es µ-estable, enton
es la apli
a
ión identidad
id : (Z, tp) → (Z, tm) es 
ontinua (ver [76, theorem 9-5-2℄). Esta propiedad es la que se



1.1 Un teorema de Bourgain, Fremlin, Rosenthal y Talagrand 3utilizó en [18℄ para estable
er la validez de la fórmula bari
éntri
a, y obtener teoremasde tipo Krein-Smulian.En este primer 
apítulo, añadiremos en el teorema 1.1 dos nuevas propiedadesequivalentes que serán de utilidad en lo que sigue. Una de ellas es la propiedad deBourgain respe
to a todas las medidas de Radon en K, que tiene la ventaja de sermás manejable que la µ-estabilidad. Permite dar una demostra
ión sen
illa de la
ontinuidad de la apli
a
ión identidad id : (Z, tp) → (Z, tm). La segunda 
ondi
iónequivalente que añadiremos en el teorema anterior trata sobre la ausen
ia en Z desu
esiones 
uya 
lausura puntual sea homeomorfa a βN.Como los prin
ipales resultados de esta tesis se basan en la in
orpora
ión de estasdos nuevas 
ondi
iones, hemos 
reído 
onveniente detallar algunos resultados 
ono
i-dos 
on la inten
ión de que quede 
laro el papel que juegan los diferentes 
on
eptosinvolu
rados, al tiempo que mostramos un 
amino alternativo para una prueba ra-zonablemente auto
ontenida del teorema 1.14 donde se in
orporan las dos nuevas
ondi
iones. La prueba de este teorema es auto
ontenida 
on las siguientes ex
ep
io-nes: los resultados 
lási
os de [61℄, la impli
a
ión (8) ⇒ (5) del teorema para la quenos remitimos a [12, theorem 2F℄ y la proposi
ión 1.11, que esen
ialmente se debe aTalagrand, [76℄. Todos los resultados, salvo el teorema 1.13 que es original, apare
enmás o menos dispersos en las referen
ias que se 
itan.1.1.1. La propiedad de BourgainLa propiedad que nosotros 
onsideramos aquí 
omo propiedad de Bourgain apare
ere
ogida en unas notas no publi
adas del propio Bourgain, aunque pare
e ser que laprimera reseña se en
uentra en [60℄, donde se rela
iona 
on la integrabilidad Pettis.Para una fun
ión real f : Ω → R y para un sub
onjunto B de Ω, denotaremos por
osc (f |B) a la os
ila
ión de f en el 
onjunto B, es de
ir,

osc (f |B) = sup{ |f(x) − f(y)| : x, y ∈ B }De�ni
ión 1.2 (Propiedad de Bourgain) Si (Ω,Σ, µ) es un espa
io de medida,se di
e que un sub
onjunto Z de RΩ tiene la propiedad de Bourgain respe
to a µ sipara 
ada 
onjunto A de Σ+ y 
ada ε > 0, existe una familia �nita de sub
onjuntos de
A, A1, . . . , Ak ∈ Σ+ tal que para 
ada f ∈ Z existe i ∈ {1, 2, . . . , k} 
on osc (f |Ai

) ≤ ε.La siguiente de�ni
ión apare
e en [76, 9-1-1℄



4 Resultados preliminares: 
ompa
idad puntual y medibilidadDe�ni
ión 1.3 Sea (Ω,Σ, µ) un espa
io de medida �nita y 
ompleto, Z un sub
on-junto tp(K)-a
otado de M(µ) y A ∈ Σ+. Se di
e que A es un 
onjunto µ-
ríti
o para
Z 
uando existen es
alares α < β en R tales que:

∀k, l ∈ N µ∗
k+l

(⋃

f∈Z

((
{f < α}k × {f > β}l

)
∩Ak+l

)
)

= (µ(A))k+l (1.1)Se di
e que Z es µ-estable si no existe ningún 
onjunto µ-
ríti
o para Z.La siguiente proposi
ión se debe a Talagrand ([76, 
hapter 9℄).Proposi
ión 1.4 Sea (Ω,Σ, µ) un espa
io de probabilidad 
ompleto, y Z un sub
on-junto µ-estable de M(µ). Enton
es Z es relativamente tp(K)-
ompa
to en M(µ).Demostra
ión. Si Z no fuera relativamente tp(K)-
ompa
to en M(µ) existiría unafun
ión h no medible que sería un punto de a
umula
ión de Z para la topología
tp(K). Ahora bien para una tal fun
ión no medible, existen números reales α < β yun 
onjunto A ∈ Σ+ tal que U = { h < α } ∩ A y V = { h > β } ∩ A veri�
an
µ∗(U) = µ∗(V ) = µ(A) (ver [76, 1-1-5℄). Por tanto ∀k, l ∈ N se veri�
a

µ∗
k+l(U

k × V l) = (µ(A))k+l (1.2)Por otro lado, 
omo existe una red en Z que tp(K)-
onverge a h, para 
ada k y l en
N se veri�
a:

Uk × V l ⊂
⋃

f∈Z

(
{f < α}k × {f > β}l

)Este 
ontenido, 
ombinado 
on la igualdad (1.2) nos lleva a que se debe satisfa
er lae
ua
ión (1.1), de donde A sería µ-
ríti
o para Z, y por tanto Z no sería µ-estable.El re
ípro
o de la proposi
ión anterior no es 
ierto en general, aunque sí se veri�
apara medidas perfe
tas y 
onjuntos numerables ([27, proposition 2.4℄). Es más, si Ωes un espa
io topológi
o 
ompa
to y Hausdor�, µ una medida de Radon en Ω y Z unsub
onjunto de C(Ω) que es relativamente puntualmente 
ompa
to en RΩ, enton
es
Z es relativamente puntualmente 
ompa
to en M(µ) si, y sólo si, 
ada sub
onjuntonumerable de Z es µ-estable ([76, theorem 9-4-2℄; ver también [27, proposition 2.5℄).La siguiente 
ara
teriza
ión de la propiedad de Bourgain que re
uerda, en 
iertaforma, la 
ondi
ión de µ-estabilidad, apare
e enun
iada en [60℄.



1.1 Un teorema de Bourgain, Fremlin, Rosenthal y Talagrand 5Lema 1.5 Sea (Ω,Σ, µ) un espa
io de medida y Z un sub
onjunto de RΩ. Si Z 
umplela propiedad de Bourgain, enton
es Z veri�
a la siguiente 
ondi
ión:Para 
ada A ∈ Σ+ y 
ada α < β, existen sub
onjuntos de A, A1, . . . , Ak en
Σ+ tales que si f ∈ Z, existe i ∈ {1, . . . , k} tal que o bien inf (f |Ai

) ≥ α obien sup (f |Ai
) ≤ β.Además, el re
ípro
o es 
ierto si Z es uniformemente a
otado.Demostra
ión.Si Z 
umple la 
ondi
ión de Bourgain, dados A ∈ Σ+ y α < β, podemos obtenersub
onjuntos de A, A1, . . . , Ak ∈ Σ+ de modo que para 
ada f en Z se 
umple que

osc (f |Ai
) ≤ ε = β − αpara algún i ≤ n. Es obvio enton
es que para ese i, o bien inf (f |Ai

) ≥ α o bien
sup (f |Ai

) ≤ β.Re
ípro
amente, si Z es uniformemente a
otado, supongamos dados el 
onjunto
A de Σ+ y ε > 0. Sean

M(A,Z) = sup{ f(ω) : f ∈ Z, ω ∈ A } y
m(A,Z) = inf{ f(ω) : f ∈ Z, ω ∈ A }Si M(A,Z) = m(A,Z), el resultado es obvio. En 
aso 
ontrario, sean

α =
2

3
m(A,Z) +

1

3
M(A,Z) y β =

1

3
m(A,Z) +

2

3
M(A,Z)Por hipótesis, existirán sub
onjuntos de A, A1

1, . . . , A
1
n1

∈ Σ+ que veri�quen la 
on-di
ión del enun
iado para los α y β dados. De�nimos B1
1 
omo el sub
onjunto de Zformado por las fun
iones f tales que o bien inf(f |A1

1
) ≥ α o bien sup(f |A1

1
) ≤ β;de�nimos B1

2 
omo el sub
onjunto de Z \ B1
1 formado por las fun
iones f tales queo bien inf(f |A1

2
) ≥ α o bien sup(f |A1

2
) ≤ β, y así su
esivamente. De esta forma, seobtiene una parti
ión �nita de Z en sub
onjuntos B1

i 
on 1 ≤ i ≤ n1 tales que
M(A1

i ,B
1
i ) −m(A1

i ,B
1
i ) ≤

2

3
(M(A,Z) −m(A,Z))donde M(A1

i ,B
1
i ) y m(A1

i ,B
1
i ) son el supremo e ín�mo en A1

i tomado en los elementosde B1
i . Si a 
ada uno de estos 
onjuntos A1

j le apli
amos nuevamente el mismo pro
eso



6 Resultados preliminares: 
ompa
idad puntual y medibilidadque al A ini
ial, 
on la familia de fun
iones B1
j en lugar de Z, y pro
edemos su
esi-vamente, obtenemos la 
ondi
ión de Bourgain para Z en un número �nito de pasos.En la siguiente proposi
ión se re
ogen unos resultados bási
os sobre la propiedadde Bourgain. Las tres primeras propiedades pueden en
ontrarse en [60, theorem 11℄.La propiedad (4) fue enun
iada por Talagrand en [76, 9-5-4℄.Proposi
ión 1.6 Sea (Ω,Σ, µ) un espa
io de medida �nita y Z ⊂ RΩ un 
onjuntode fun
iones 
on la propiedad de Bourgain respe
to a µ. Enton
es se 
umple:(1) Ztp veri�
a la propiedad de Bourgain respe
to a µ.(2) Ztp

⊂M(µ).(3) Cada elemento de Ztp es el límite en 
asi todo punto de una su
esión en Z.(4) Z es µ-estable.Demostra
ión.
(1) Supongamos que Z ⊂ RΩ 
umple la propiedad de Bourgain. Enton
es, dado A en
Σ+ y ε > 0, tomamos los sub
onjuntos de A, A1, . . . Ak ∈ Σ+ dados por la de�ni
ión dela 
ondi
ión de Bourgain. Si existe f ∈ Z

tp tal que para 
ada i ∈ {1, . . . , k} se 
umple
osc (f |Ai

) > ε, enton
es tomando una red (fα) en Z que 
onverge puntualmente a f ,tendríamos que osc (fα|Ai
) > ε para 
ada i = 1, . . . , k y 
ada α ≥ α0, en 
ontradi

ión
on la hipótesis.

(2) La 
ondi
ión anterior nos asegura que basta demostrar que si Z 
umple la pro-piedad de Bourgain, enton
es Z ⊂ M(µ). Sea g ∈ Z. Para 
ada A ∈ Σ+ y ε > 0
onsideramos el 
onjunto de�nido por
Z(A ; ε) = { f ∈ Z : osc (f |A) ≤ ε } (1.3)Por 
umplir Z la 
ondi
ión de Bourgain, sabemos que si A ∈ Σ+, enton
es existe

B ⊂ A, B ∈ Σ+ tal que g ∈ Z(B ; ε). Para ε > 0 �jo, formamos una familia maximal
Fε de 
onjuntos disjuntos de medida positiva B tales que g ∈ Z(B, ε). Nótese quesi denotamos Bε =

⋃
{B : B ∈ Fε }, se 
umple que µ(Ω \ Bε) = 0 debido a lamaximalidad de Fε. Por otra parte, Fε es ne
esariamente una familia numerable.



1.1 Un teorema de Bourgain, Fremlin, Rosenthal y Talagrand 7Para 
ada número natural m 
onsideramos una enumera
ión (Am,n)
n∈N

de F 1
m
, y
onsideramos el 
onjunto

C :=

∞⋂

m=1

∞⋃

n=1

Am,nque veri�
a µ(Ω \ C) = 0; vamos a demostrar que 
ierta su
esión de fun
iones µ-medibles 
onverge uniformemente a g en C, lo que nos propor
ionará la µ-medibilidadde g. En efe
to, para 
ada par de números naturales m y n elegimos un punto xm,n ∈

Am,n y de�nimos la fun
ión
fm =

∞∑

n=1

g(xm,n) · χ
Am,nque es una fun
ión medible para 
ada m ∈ N. Dado x ∈ C, se 
umple que para 
ada

m �jo existe n tal que x ∈ Am,n, luego
|fm(x) − g(x)| = |g(xm,n) − g(x)| ≤

1

m
ya que osc

(
g|Am,n

)
≤

1

mPor tanto, (fm) 
onverge a g uniformemente en C, y g es µ-medible.
(3) Dada h ∈ Z

tp , sea U un ultra�ltro en Z tal que h es un tp-punto de a
umula
iónde U . Como Z veri�
a la propiedad de Bourgain, dados A ∈ Σ+ y ε > 0, existensub
onjuntos de A, A1, . . .Ak ∈ Σ+ tales que se 
umple Z =
k⋃

i=1

Z(Ai ; ε), dondelos Z(Ai ; ε) se de�nen 
omo en la e
ua
ión (1.3). Esto signi�
a que 
ierto Z(Aj ; ε),
on j ∈ { 1, 2, . . . , k } está en U (en 
aso 
ontrario, al ser U un ultra�ltro en Z,tendríamos que Z \ Z(Ai ; ε) está en U para i ≤ k, y por lo tanto la interse

iónde todos ellos�que es va
ía�también estaría en U). Podemos razonar así 
omo enel apartado (2) y 
onsiderar para 
ada ε > 0 la familia maximal Fε de 
onjuntos Bmutuamente disjuntos de medida positiva tales que Z(B ; ε) ∈ U . Para 
ada ε > 0,la familia Fε es numerable, y si llamamos Bε =
⋃

B∈Fε

B, se 
umple que µ(Ω \ Bε) =

0, por la maximalidad de la familia Fε. Para 
ada m ∈ N, denotamos de nuevopor (Am,n)n∈N una enumera
ión de F 1
m
, tomamos xm,n en Am,n y 
onsideramos el
onjunto C =

∞⋂

m=1

∞⋃

n=1

Am,n que veri�
a µ(Ω \ C) = 0. Elegiremos ahora una su
esiónde fun
iones de Z que 
onvergerá puntualmente a h en C. Para 
ada m ∈ N, el
onjunto m⋂

i=1

m⋂

n=1

Z(Ai,n ;
1

i
) está en U , y por la ele

ión de U , podemos 
onsiderar una



8 Resultados preliminares: 
ompa
idad puntual y medibilidadfun
ión hm en m⋂

i=1

m⋂

n=1

Z(Ai,n ;
1

i
) tal que se 
umple

|hm(xi,n) − h(xi,n)| <
1

i
para 
ada i, n en { 1, . . . , m } (1.4)Enton
es, dado x ∈ C sabemos que para 
ada m ∈ N, existe k ∈ N tal que x ∈ Am,k.Así se tiene:

|hm(x) − h(x)| ≤ |hm(x) − hm(xm,k)| + |hm(xm,k) − h(xm,k)| + |h(xm,k) − h(x)|El primer sumando es menor que 1
m

ya que osc
(
hm|Am,k

)
≤ 1

m
. El segundo sumandotambién es menor que 1

m
por la desigualdad (1.4). Por último, el ter
er sumando esmenor o igual que 1

m
debido a que h ∈ Z(Am,k ; 1

m
), y la os
ila
ión de las fun
ionesde Z(Am,k ; 1

m
) en Am,k es menor o igual que 1

m
. Esto prueba que h es el tp-límite en
asi todo punto de una su
esión en Z.

(4) Hay que demostrar que no existe un 
onjunto µ-
ríti
o para Z. Sean A ∈ Σ+ y
α < β arbitrarios. Por el lema 1.5, podemos tomar sub
onjuntos de A, A1, . . . Ak en
Σ+ tales que para 
ada f en Z existe un subíndi
e i ≤ n tal que o bien inf (f |Ai

) ≥ αo bien sup (f |Ai
) ≤ β. Sean k = l = n. Consideramos así el sub
onjunto

D := (A1 × · · · × An × A1 × · · · ×An) ⊂ Ak+lque es µk+l-medible 
on medida positiva. Si denotamos por
Dk,l =

⋃

f∈Z

((
{ω ∈ Ω : f(ω) < α }k × {ω ∈ Ω : f(ω) > β }l

)
∩ Ak+l

)se tiene que Dk,l es disjunto 
on D, luego será µ∗
k+l(Dk,l) < µk+l(A

k+l), es de
ir, A noes µ-
ríti
o para Z.El re
ípro
o de la propiedad (4) en la proposi
ión anterior no es 
ierto (ver [76,9-5-4℄), aunque sí se 
umple que la µ-estabilidad para todas las medidas de Radonequivale a la propiedad de Bourgain para todas las medidas de Radon si Z es un
onjunto de fun
iones 
ontinuas sobre un 
ompa
to de Hausdor� (ver el teorema 1.14en la página 15).Una 
onse
uen
ia inmediata del apartado (3) de la proposi
ión anterior es el si-guiente



1.1 Un teorema de Bourgain, Fremlin, Rosenthal y Talagrand 9Corolario 1.6.1 Sea (Ω,Σ, µ) un espa
io de medida �nita y Z ⊂ RΩ un 
onjunto
on la propiedad de Bourgain. Enton
es la identidad
id : (Z, tp) → (Z, tm)es 
ontinua. Si además Z es un sub
onjunto uniformemente integrable de L1(µ), en-ton
es id : (Z, tp) → (Z, ‖ ‖1) es 
ontinua.Demostra
ión. Basta demostrar que para 
ada A ⊂ Z, 
ualquier punto de a
umula
iónde A en la topología tp es un punto de a
umula
ión de A en la topología tm. Ahorabien, si f ∈ A

tp , el apartado (3) de la proposi
ión 1.6 nos permite asegurar que existeuna su
esión en A que 
onverge a f puntualmente en 
asi todo punto. Pero en espa
iosde medida �nita esto nos di
e que tal su
esión 
onverge a f en tm.La segunda parte del enun
iado se dedu
e del he
ho ya 
omentado que para sub-
onjuntos uniformemente integrables de L1(µ), 
oin
iden las topologías de 
onvergen-
ia en medida, tm, y de la norma, ‖ ‖1.Otra demostra
ión, aunque más 
ompli
ada, del 
orolario anterior se basa en uti-lizar el teorema 9-5-2 de [76℄, donde se demuestra la 
ontinuidad de la identidad en
Z respe
to a las topologías tp y tm si Z es µ-estable, junto 
on el apartado (4) de laproposi
ión 1.6.1.1.2. Su
esiones delgadas y su
esiones independientes de fun-
ionesSu
esiones independientesLa siguiente de�ni
ión apare
e en [61℄.De�ni
ión 1.7 Sea I un 
onjunto y (Ai, Bi)i∈I una familia de pares de sub
onjuntosde un 
onjunto Ω. Se di
e que di
ha familia es independiente 
uando se 
umplen lassiguientes 
ondi
iones:

Ai ∩ Bi = ∅ para 
ada i ∈ I.Para 
ada par de 
onjuntos �nitos y disjuntos P,Q ⊂ I se veri�
a
(⋂

i∈P

Ai

)
∩

(⋂

i∈Q

Bi

)
6= ∅
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ompa
idad puntual y medibilidadUna familia (fi)i∈I de fun
iones en RΩ se di
e que es independiente sobre A ⊂ Ω siexisten dos números reales α < β tales que para 
ada par de 
onjuntos �nitos disjuntos
P,Q ⊂ I se 
umple

(⋂

i∈P

{ω ∈ A : fi(ω) < α}

)
∩

(⋂

i∈Q

{ω ∈ A : fi(ω) > β}

)
6= ∅Si I = N, se habla de su
esión independiente de fun
iones.Rosenthal fue el primero en estudiar las su
esiones independientes al 
ara
terizarlos espa
ios de Bana
h que no 
ontienen 
opias isomorfas de ℓ1 ([61℄). Este 
on
eptoresultó ser fundamental en la demostra
ión del teorema 1.1 en [12℄. Como hemosseñalado, nuestro interés está en añadir dos nuevas 
ondi
iones en el teorema 1.1. Elprimer paso será rela
ionar la propiedad de Bourgain 
on la 
ompa
idad relativa en

Br(K). Ne
esitaremos un lema que apare
e en [76, 14-1-1℄.Lema 1.8 Si K es un espa
io 
ompa
to de Hausdor� y f es una fun
ión real de�nidaen K, son equivalentes:(1) f ∈ Br(K).(2) Para 
ada sub
onjunto 
errado no va
ío L de K y 
ada par de números reales
α < β, al menos uno de los 
onjuntos L∩{ f < α } o L∩{ f > β } no es densoen L.Si µ es una medida de Radon en K se 
umple que Br(K) ⊂M(µ).Demostra
ión. La impli
a
ión (1) ⇒ (2) es inmediata. Para el re
ípro
o, sea L unsub
onjunto 
errado no va
ío de K y (αn, βn) una enumera
ión de pares de númerosra
ionales 
on αn < βn. Para 
ada n ∈ N, 
onsideramos los 
onjuntos

An = L ∩ { f < αn }, Bn = L ∩ { f > βn } y Ln = An ∩ BnCada Ln es un 
errado nun
a denso en L, es de
ir, el interior de Ln es va
ío; en efe
to,si U ⊂ Ln es un abierto, se 
omprueba que U = An ∩ U = Bn ∩ U , de modo que por lahipótesis, el 
onjunto 
errado U ha de ser va
ío. Apli
ando el teorema de la 
ategoríade Baire (válido en el 
ompa
to L), tenemos que ∞⋂

n=1

(L \ Ln) = G es un Gδ denso en
L. En parti
ular G 
ontiene algún punto. Ahora bien, f |L es 
ontinua en 
ada punto



1.1 Un teorema de Bourgain, Fremlin, Rosenthal y Talagrand 11de G; en efe
to, si f |L es dis
ontinua en x0, enton
es existe ε > 0 tal que para 
adaentorno U(x0) existe y ∈ U(x0) 
on |f(x0)− f(y)| > ε. Por lo tanto, se 
umple que, obien x0 ∈ L ∩ { f > f(x0) + ε } o bien x0 ∈ L ∩ { f < f(x0) − ε }. En el primer 
aso,si elegimos números ra
ionales αn y βn tales que
f(x0) < αn < βn < f(x0) + εse tiene que x0 ∈ An ∩ Bn = Ln y así x0 no está en G. El segundo 
aso se razona deforma análoga.Finalmente, para la segunda parte del lema, si existiese una fun
ión h en Br(K)que no fuera µ-medible para una medida de Radon µ en K, tendríamos que existe unsub
onjunto A 
on medida positiva tal que para 
iertos α < β se tiene

µ∗(A ∩ { f < α }) = µ∗(A ∩ { f > β }) = µ(A) (1.5)(ver [76, 1-1-5℄). Puede suponerse que A es 
ompa
to y que 
oin
ide 
on el soportede la medida restri

ión µ|A. Así se 
umple que { f < α } ∩ A y { f > β } ∩ A sonambos densos en A, lo que 
ontradi
e el he
ho de ser f ∈ Br(X).Proposi
ión 1.9 Sea T un espa
io topológi
o Hausdor�, µ una medida de Radon so-bre T y Z un sub
onjunto uniformemente a
otado de C(T ) que no 
ontiene su
esionesindependientes sobre T . Enton
es se 
umple:(1) Z tiene la propiedad de Bourgain respe
to a µ.(2) Si T es 
ompa
to, Ztp
⊂ Br(T ).Demostra
ión.

(1) Por redu

ión al absurdo, suponemos que Z no 
umple la propiedad de Bourgainrespe
to a µ. Enton
es, la proposi
ion 1.5 nos asegura que existirán un sub
onjunto
A ∈ Σ+ y números reales α < β tales que para 
ada familia �nita de sub
onjuntos de
A, A1, A2, . . . , Ak ∈ Σ+, existe f ∈ Z tal que para 
ada i ∈ {1, 2, . . . , k} se 
umple:

inf (f |Ai
) < α y sup (f |Ai

) > β (1.6)Llamamos L al soporte de µ|A, que es un 
errado no va
ío de T tal que 
ada sub-
onjunto U no va
ío y abierto relativo a L veri�
a µ(U) > 0. Vamos a 
onstruir
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ompa
idad puntual y medibilidadindu
tivamente una su
esión independiente en L. Para n = 1 tomamos U1 = L. Porla e
ua
ión (1.6), sabemos que existe f1 ∈ Z tal que
U1 ∩ {f1 < α} 6= ∅ y U1 ∩ {f1 > β} 6= ∅Supuesto que hemos obtenido f1, . . . , fn una su
esión �nita independiente (en L),
onsideramos los 
onjuntos
UP =

(⋂

k∈P

{fk < α}

)
∩

(⋂

k 6∈P

{fk > β}

)para 
ada P ⊂ {1, 2, . . . , n} (hay 2n abiertos de esta forma). Por la independen
iade f1, . . . , fn, sabemos que UP ∩ L es un abierto no va
ío en L para 
ada P , luego
µ(UP ∩ L) > 0. De nuevo, por la e
ua
ión (1.6), existe fn+1 ∈ Z tal que tomavalores menores que α y mayores que β en 
ada abierto de L de la forma UP ∩ L.Enton
es f1, f2, . . . fn+1 forman una su
esión independiente en L. El pro
eso repetidopor indu

ión da la su
esión bus
ada.
(2) Si suponemos que Z no es relativamente tp-
ompa
to en Br(T ), existirá una fun
ión
h ∈ Z

tp
\ Br(T ). El lema 1.8 nos asegura la existen
ia de un sub
onjunto L 
erradono va
ío de T tal que para 
iertos números reales α < β se 
umple

L ∩ {h < α} = L ∩ {h > β} = L (1.7)El 
errado no va
ío L veri�
aPara 
ada familia �nita de abiertos no va
íos U1, U2, . . . , Un de L, existe
f ∈ Z tal que inf (f |Ui

) < α y sup (f |Ui
) > β para 1 ≤ i ≤ n.En efe
to, por la e
ua
ión (1.7) se 
umpliría que inf (h|Ui

) < α y sup (h|Ui
) > β para
ada 1 ≤ i ≤ n, y bastaría tener en 
uenta que h ∈ Z

tp. La demostra
ión termina
onstruyendo una su
esión independiente en L de forma totalmente análoga a 
omose ha he
ho en la demostra
ión del apartado (1).La 
lave en la demostra
ión de la proposi
ión anterior es la siguiente propiedadque tienen los 
onjuntos Z que no son relativamente 
ompa
tos en Br(T ).Propiedad A: Dado Z ⊂ C(T ), existe un sub
onjunto no va
ío y 
errado
L en T , y existen es
alares reales α < β tales que para 
ualquier familia



1.1 Un teorema de Bourgain, Fremlin, Rosenthal y Talagrand 13�nita de abiertos relativos y no va
íos U1, . . . , Uk de L, existe una fun
ión
f en Z tal que

inf (f |Ui
) < α y sup (f |Ui

) > β para i = 1, . . . , ko expresado de otra forma
(U1 × · · · × Uk × U1 × · · · × Uk) ∩

(
{ f < α }k × { f > β }k

)
6= ∅Se llega así al 
on
epto de 
onjunto topológi
amente estable de Talagrand, quegeneraliza la propiedad A anterior, y que nos servirá para 
ompletar la demostra
ióndel teorema 1.14.De�ni
ión 1.10 Sea T un espa
io topológi
o y Z un sub
onjunto de C(T ). Un sub-
onjunto 
errado y no va
ío L de T se di
e topológi
amente 
ríti
o para Z (o sim-plemente t-
ríti
o si el 
ontexto es 
laro) si existen es
alares reales α < β tales que

∀k, l ∈ N el 
onjunto
⋃

f∈Z

(
{ω ∈ T : f(ω) < α }k × {ω ∈ T : f(ω) > β }l

)
∩ Lk+les denso en Lk+l.Diremos que Z es t-estable si no existe ningún 
onjunto t-
ríti
o para Z.Por la demostra
ión de la proposi
ión 1.9 y los 
omentarios que siguen a ella, es
laro que

L es t-
ríti
o para Z ⇒ L 
umple la propiedad A ⇒

⇒ Z 
ontiene una su
esión independiente en T .Por lo tanto, podemos 
on
luirCorolario 1.10.1 Sea T un espa
io topológi
o Hausdor� y Z un sub
onjunto de C(T )que no 
ontiene su
esiones independientes en T . Enton
es Z es topológi
amente esta-ble.El siguiente resultado apare
e explí
itamente en [27, proposition 3.10℄, y se basaen algunos resultados obtenidos por Talagrand, [76, 
hapter 14℄.Proposi
ión 1.11 Sea K un espa
io 
ompa
to y Hausdor� y Z un sub
onjunto t-estable de C(K). Enton
es toda su
esión (fn) en Z tiene una subsu
esión puntual-mente 
onvergente. Es más, 
ada tp(K)-punto de a
umula
ión de { fn : n ∈ N } es ellímite puntual de una subsu
esión de (fn).
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ompa
idad puntual y medibilidadSu
esiones delgadasDe�ni
ión 1.12 Sea Ω un 
onjunto y (fn) una su
esión uniformemente a
otada en
RΩ. Se di
e que la su
esión (fn) es delgada si su 
lausura en la topología puntual noes homeomorfa a βN.Queremos rela
ionar la existen
ia o no de su
esiones delgadas en un sub
onjunto
on las 
ondi
iones del teorema 1.1. Es 
laro que toda su
esión uniformemente a
otaday puntualmente 
onvergente (fn) es delgada (el 
ardinal de { fn : n ∈ N }

tp es nume-rable, frente al 
ardinal de βN que no es numerable); por lo tanto, en el 
ontexto delteorema 1.1, el he
ho de que toda su
esión en Z posea una subsu
esión puntualmente
onvergente, impli
a que toda su
esión en Z posee una subsu
esión delgada. Inspi-rándonos en ideas de [74, lemme 1℄, probaremos la siguiente rela
ión entre su
esionesindependientes y su
esiones delgadas.Teorema 1.13 Sea K un espa
io 
ompa
to y Hausdor� y Z un sub
onjunto unifor-memente a
otado de C(K). Si (fn) es una su
esión de Z que es independiente en K,enton
es { fn : n ∈ N }
tp es homeomorfo a βN.Demostra
ión. Suponemos que (fn) es una su
esión de fun
iones 
ontinuas unifor-memente a
otada por 1, e independiente sobre K. Probaremos que el 
onjunto tp-
ompa
to F := {fn : n ∈ N}

tp es homeomorfo a βN. Para ello se 
onsidera la apli
a-
ión lineal 
ontinua T : C(F ) → ℓ∞ de�nida por ϕ → (ϕ(fn)). T es una isometría si
onsideramos en ambos espa
ios la norma del supremo. Si demostramos que es sobre-ye
tiva, tendremos que T es un isomor�smo isométri
o entre los espa
ios (C(F ), ‖ ‖)y (C(βN), ‖ ‖) y podremos apli
ar el teorema de Bana
h-Stone, [49, �25.2(3)℄, para
on
luir que (F, tp) es homeomorfo a βN. Así pues la prueba termina si demostramosque para 
ada x ∈ ℓ∞ existe ϕ ∈ C(F ) tal que T (ϕ) = x.Primera etapa: Observemos en primer lugar que 
uando K es 
ompa
to y las fun
io-nes fn son 
ontinuas, la de�ni
ión de independen
ia es equivalente a la que resultaha
iendo intervenir parejas arbitrarias P,Q de sub
onjuntos disjuntos de N. Pode-mos asegurar enton
es que existen dos números reales α < β tales que para 
adasub
onjunto M de N se pueden en
ontrar dos puntos k1, k2 ∈ K veri�
ando:
fn(k1) ≥ β, fn(k2) ≤ α para todo n ∈ M , y
fn(k1) ≤ α, fn(k2) ≥ β para todo n 6∈M



1.1 Un teorema de Bourgain, Fremlin, Rosenthal y Talagrand 15Segunda etapa: Dado τ = (β − α)/8, que 
umple τ ≤ 1/4, probaremos que existe
ϕ ∈ C(F ) tal que

‖ ϕ ‖ ≤
‖ x ‖

4
y ‖ x− T (ϕ) ‖ ≤ (1 − τ)‖ x ‖Por homogeneidad basta probar esto 
uando ‖ x ‖ = 4. Por la primera etapa, dado el
onjunto M := {n : xn ≥ 2} se pueden en
ontrar dos puntos k1, k2 ∈ K que 
umplenlas 
ondi
iones arriba indi
adas. De�nimos ϕ ∈ C(F ) mediante la formula

ϕ(f) :=
f(k1) − f(k2)

2Enton
es ‖ ϕ ‖ ≤ 1 y
ϕ(fn) ≥

β − α

2
= 4τ si n ∈M , y ϕ(fn) ≤ −

β − α

2
= −4τ si n 6∈MPor lo tanto

n ∈M ⇒ 0 ≤ xn − ϕ(fn) ≤ 4 − 4τ = 4(1 − τ)

n 6∈M ⇒ −4(1 − τ) = −4 + 4τ ≤ xn − ϕ(fn) ≤ 2 + 1 < 4(1 − τ)y se obtiene que ‖ x− T (ϕ) ‖ ≤ 4(1 − τ) que es lo que había que demostrar para el
aso ‖ x ‖ = 4.Ter
era etapa: Repitiendo el pro
eso 
on el elemento x − T (ϕ) de ℓ∞ y pro
ediendoindu
tivamente se obtiene una su
esión ϕn ∈ C(F ) que 
umple:
‖ ϕn ‖ ≤

(1 − τ)n−1

4
‖ x ‖ y ‖ x−

n∑

i=1

T (ϕi) ‖ ≤ (1 − τ)n‖ x ‖.La primera desigualdad impli
a que la serie ∞∑

n=1

ϕn de�ne un elemento ϕ de C(F ) yla segunda que T (ϕ) = x 
on lo 
ual queda demostrado que T es supraye
tiva.Estamos en 
ondi
iones de añadir al teorema 1.1 las 
ondi
iones (3), (4) y (6) delsiguiente teorema.Teorema 1.14 Sea K un espa
io 
ompa
to Hausdor� y Z un sub
onjunto uniforme-mente a
otado de C(K). Son equivalentes(1) Toda su
esión en Z posee una subsu
esión puntualmente 
onvergente.



16 Resultados preliminares: 
ompa
idad puntual y medibilidad(2) Z no 
ontiene ninguna su
esión equivalente a la base 
anóni
a de ℓ1.(3) Toda su
esión en Z posee una subsu
esión delgada, es de
ir, posee una subsu
e-sión 
uya 
lausura en la topología puntual no es homeomorfa a βN.(4) Toda su
esión en Z es delgada.(5) En Z no existen su
esiones independientes.(6) Z tiene la propiedad de Bourgain respe
to a 
ada medida de Radon µ en K.(7) Z es µ-estable para 
ada medida de Radon µ en K.(8) Ztp
⊂M(µ) para 
ada medida de Radon µ en K.(9) Ztp
⊂ Br(K).(10) Z es topológi
amente estable.Demostra
ión.

(1) ⇒ (2) Para su
esiones a
otadas de C(K), la existen
ia de límite puntual y la 
on-di
ión de ser de Cau
hy en la topología débil son equivalentes (ver [25, 
hapter VII℄).Por otra parte, los ve
tores unitarios de la base de ℓ1 forman una su
esión que obvia-mente no tiene subsu
esiones de Cau
hy en la topología débil. Si Z 
ontuviera unasu
esión equivalente a la base 
anóni
a de ℓ1, ésta no tendría subsu
esiones de Cau
hyen la topología débil, y por tanto, di
ha ℓ1-su
esión no tendría ninguna subsu
esiónpuntualmente 
onvergente.
(2) ⇒ (5) es exa
tamente la proposi
ión 4 de [61℄.
(5) ⇒ (1) se en
uentra también en [61℄.
(1) ⇒ (3) es inmediato.
(3) ⇒ (5) se dedu
e del teorema 1.13, ya que si (fn) es una su
esión independienteen Z, todas sus subsu
esiones son también independientes, y por lo tanto, ninguna desus subsu
esiones es delgada.
(5) ⇒ (6) se en
uentra en la proposi
ión 1.9.
(6) ⇒ (7) está en la proposi
ión 1.6.
(7) ⇒ (8) es la proposi
ión 1.4.
(8) ⇒ (5) apare
e en [12, teorema 2F℄.
(5) ⇒ (9) se en
uentra en la proposi
ión 1.9.
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(9) ⇒ (8) se dedu
e de la proposi
ión 1.8.El 
orolario 1.10.1 asegura que (5) ⇒ (10).Para la impli
a
ión (10) ⇒ (4), tenemos que si Z es t-estable y (fn) es una su
esiónen Z, enton
es todo punto de A = { fn : n ∈ N }

tp es el tp-límite de una subsu
esiónde (fn) por la proposi
ión 1.11. Por lo tanto, A no puede ser homeomorfo a βN yaque este último espa
io no 
ontiene su
esiones 
onvergentes no triviales y su 
ardinalno es numerable (ver el apéndi
e A).Para 
on
luir, la impli
a
ión (4) ⇒ (3) es inmediata.El teorema anterior puede emplearse para obtener 
ara
teriza
iones de espa
ios deBana
h que no 
ontienen una 
opia isomorfa de ℓ1 (véase por ejemplo [27, 
hapter 4℄).La 
ondi
ión (4) del teorema 1.14 da la siguiente 
ara
teriza
ión.Proposi
ión 1.15 Sea X un espa
io de Bana
h. Enton
es son equivalentes:(1) X no 
ontiene una 
opia isomorfa de ℓ1.(2) Para 
ada su
esión (xn) en BX se tiene que su 
lausura en X∗∗ para la topología
ω∗ no es homeomorfa a βN.Demostra
ión. Consideramos BX 
omo un sub
onjunto del espa
io de fun
iones

C(BX∗ , ω∗), de modo que estamos en las hipótesis del teorema 1.14. Por un lado,
X 6⊃ ℓ1 equivale a que BX no 
ontenga una ℓ1-su
esión, y por el teorema 1.14 estaúltima 
ondi
ión equivale a la siguiente: para 
ada su
esión (xn) en BX se tiene que
{xn}

tp(BX∗)
6≈ βN. Por último, basta tener en 
uenta que {xn} ⊂ BX∗∗ y que

{xn}
tp(BX∗)

= {xn}
ω∗

⊂ BX∗∗

Como 
omplemento a esta se

ión, in
luiremos sin demostra
ión un importanteresultado de Bourgain, Fremlin y Talagrand ([12, teorema 2F y apartado 5I℄), que nosdi
e que en las 
ondi
iones del teorema 1.14, si Z 
umple alguna de las diez propiedadesequivalentes allí enun
iadas, enton
es su envoltura 
errada (respe
to a la topología de
onvergen
ia puntual) y 
onvexa 
umple también 
ualquiera de esas 
ondi
iones. Ladi�
ultad en esta a�rma
ión está en pasar de Z a su envoltura 
onvexa, ya que el pasoal 
ierre es 
asi inmediato (véase, por ejemplo, la proposi
ión 1.6).
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ompa
idad puntual y medibilidadTeorema 1.16 (Bourgain, Fremlin, Talagrand) Sea K un espa
io 
ompa
to yHausdor�, y sea Z un sub
onjunto uniformemente a
otado de C(K). Enton
es Z
umple alguna de las 
ondi
iones equivalentes del teorema 1.14 si, y sólo si, su en-voltura 
onvexa y 
errada en la topología de 
onvergen
ia puntual 
umple alguna dedi
has 
ondi
iones.
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20 Fragmentabilidad débil2.1. La propiedad P (D)A lo largo del 
apítulo, C(K) será el espa
io de fun
iones reales 
ontinuas de�nidasen un espa
io topológi
o 
ompa
to y Hausdor� K, D un sub
onjunto denso de K, y
tp(D) la topología en C(K) de 
onvergen
ia puntual sobre los elementos de D. Dadoun espa
io de Bana
h X y un sub
onjunto normante B de BX∗ , la topología σ(X,B)de 
onvergen
ia puntual sobre el 
onjunto normante está indu
ida por una ade
uadatopología tp(D) (véase la proposi
ión 2.12).En este 
apítulo de�niremos la propiedad P (D) para sub
onjuntos de C(K) la
ual es un po
o más general que la fragmentabilidad (de�ni
ión 3.1) o que la propie-dad de Pettis (ejemplo 2.10), y que nos permitirá dedu
ir algunos resultados sobresub
onjuntos tp(D)-
ompa
tos y, en 
onse
uen
ia, sobre sub
onjuntos 
ompa
tos paratopologías más gruesas que la débil de un espa
io de Bana
h.2.1.1. Defini
ión y 
ara
teriza
iones de la propiedad P (D)Empezamos de�niendo el 
on
epto de 
onjunto 
on la propiedad P (D). Este 
on-
epto apare
e por primera vez en [18℄, y ha demostrado ser útil en el estudio de pro-piedades en un espa
io de Bana
h relativas a topologías más débiles que la topologíadébil.De�ni
ión 2.1 Sea K un espa
io topológi
o Hausdor� y 
ompa
to, y D un sub
on-junto denso de K. Sea H un sub
onjunto tp(D)-
ompa
to y a
otado en norma de
C(K). Diremos que H tiene la propiedad P (D) si para 
ada su
esión (dn) en D,existe una subsu
esión (dnj

) tal que (h(dnj
)) 
onverge para 
ada h ∈ H.La de�ni
ión anterior está rela
ionada 
on las 
ondi
iones del teorema 1.14. Efe
ti-vamente, para 
ada k ∈ K, sea δk : C(K) → R la apli
a
ión de�nida por δk(f) = f(k)para 
ada f ∈ C(K), k̂ = δk|H , y para 
ada sub
onjunto A deK, sea Â = { â : a ∈ A }.Enton
es,

D̂ es un sub
onjunto a
otado de C(H, tp(D));
K̂ es sub
onjunto a
otado y puntualmente 
ompa
to de C(H, tp(K));
D̂ es denso en K̂ para la topología tp(H).



2.1 La propiedad P (D) 21Así, la 
ondi
ión de ser H un 
onjunto 
on la propiedad P (D) equivale a que 
adasu
esión en D̂ ⊂ C(H, tp(D)) posee una subsu
esión puntualmente 
onvergente en
RH (
uyo límite estará de he
ho en K̂), es de
ir, equivale a que D̂ sea relativamentese
uen
ialmente 
ompa
to en RH para la topología tp(H). Este punto de vista nospropor
iona dos ejemplos sen
illos en los que se 
umple la 
ondi
ión P (D).Proposi
ión 2.2 Sea H un sub
onjunto a
otado de C(K). Enton
es(1) Si (H, tp(K)) es 
ompa
to, enton
es H 
umple la propiedad P (D) para 
ualquiersub
onjunto D denso en K.(2) Si (H, tp(K)) es separable y (H, tp(D)) es 
ompa
to para un sub
onjunto �jo Ddenso en K, enton
es H tiene la propiedad P (D).Demostra
ión. Comenzamos por el 
aso tp(K)-
ompa
to. En este 
aso, K̂ es un sub-
onjunto puntualmente 
ompa
to del espa
io C(H, tp(K)), donde (H, tp(K)) es 
om-pa
to; por lo tanto será se
uen
ialmente 
ompa
to ([49, �24.5(1)℄), y así D̂ es re-lativamente se
uen
ialmente 
ompa
to para la topología tp(H), es de
ir, H tiene lapropiedad P (D).Por otro lado, en el 
aso tp(K)-separable, tenemos que K̂ es un 
onjunto 
ompa
-to de fun
iones 
ontinuas respe
to a la topología puntual de C(H, tp(K)), y por lotanto será metrizable, lo que nos da la propiedad de 
ompa
idad se
uen
ial en K̂ quebus
ábamos.Más adelante estable
eremos 
ondi
iones intermedias entre la 
ompa
idad de Hrespe
to a las topologías tp(D) y tp(K) que aseguren la propiedad P (D). Antes, enun-
iamos la siguiente proposi
ión que apare
e en [18, proposition 2℄, y que será utilizada
on 
ierta fre
uen
ia.Proposi
ión 2.3 (Cas
ales y Vera) Sea K un espa
io 
ompa
to Hausdor� y D unsub
onjunto denso de K. Enton
es se 
umple:(1) Para 
ualquier sub
onjunto A de D, la restri

ión RA : C(K) → C(A) lleva
onjuntos 
onjuntos 
on la propiedad P (D) a 
onjuntos 
on la propiedad P (A).Si H es un sub
onjunto tp(D)-
ompa
to y uniformemente a
otado de C(K), en-ton
es se 
umple:



22 Fragmentabilidad débil(2) H ⊂ C(K) tiene la propiedad P (D) si, y sólo si, el 
onjunto de restri

iones
RA(H) ⊂ C(A) tiene la propiedad P (A), para 
ada sub
onjunto numerable A de
D.(3) H tiene la propiedad P (D) si, y sólo si, 
ada sub
onjunto de H que sea separablepara la topología tp(D), tiene la propiedad P (D).Para el siguiente teorema, ne
esitamos la de�ni
ión de 
ompa
to de Rosenthal.De�ni
ión 2.4 Un espa
io topológi
o Hausdor� se di
e que es un 
ompa
to de Ro-senthal si es homeomorfo a un sub
onjunto puntualmente 
ompa
to de un espa
io defun
iones de la primera 
lase de Baire, B1(P ), donde P es un espa
io pola
o (es de
ir,

P es homeomorfo a un espa
io métri
o, separable y 
ompleto).Re
ordemos que, siguiendo a Fremlin, un espa
io topológi
o Hausdor� T se di
eangéli
o si 
ada sub
onjunto relativamente numerablemente 
ompa
to A ⊂ T veri�
a:(a) A es relativamente 
ompa
to.(b) Para 
ada x ∈ A existe una su
esión en A que 
onverge a x.En los espa
ios angéli
os, los 
on
eptos de 
ompa
idad, 
ompa
idad se
uen
ial y
ompa
idad numerable 
oin
iden ([31, 3.3℄). Los 
ompa
tos de Rosenthal son angéli
os(ver [63℄), y en 
onse
uen
ia, son se
uen
ialmente 
ompa
tos.Teorema 2.5 Si K es un espa
io 
ompa
to y Hausdor�, D un sub
onjunto denso de
K y H un sub
onjunto a
otado y tp(D)-
ompa
to de C(K), las siguientes propiedadesson equivalentes.(1) H tiene la propiedad P (D), es de
ir, 
ada su
esión en D̂ posee una subsu
esiónpuntualmente 
onvergente ha
ia un punto de K̂.(2) D̂ no 
ontiene ninguna su
esión equivalente a la base 
anóni
a de ℓ1.(3) Toda su
esión en D̂ posee una subsu
esión delgada, es de
ir, toda su
esión en D̂posee una subsu
esión 
uya 
lausura respe
to a tp(H) no es homeomorfa a βN.(4) Toda su
esión en D̂ es delgada.(5) Para 
ada sub
onjunto numerable C de D̂, Ctp(H) es un 
ompa
to de Rosenthal.



2.1 La propiedad P (D) 23(6) D̂ no 
ontiene ninguna su
esión independiente en H.(7) D̂ veri�
a la propiedad de Bourgain para 
ada probabilidad de Radon µ en
(H, tp(D)).(8) D̂ es µ-estable para 
ada probabilidad de Radon µ en (H, tp(D)).(9) Para 
ada probabilidad de Radon µ en (H, tp(D)), K̂ ⊂M(µ).(10) K̂ es un sub
onjunto de Br(H).Demostra
ión. Salvo la propiedad (5), la equivalen
ia entre el resto de propiedades sededu
e del teorema 1.14.Para 
ompletar la demostra
ión, 
omprobaremos que (5) impli
a (4) y que (1)impli
a (5).

(5) ⇒ (4) Si 
onsideramos una su
esión (d̂n) en D̂, enton
es la hipótesis nos aseguraque el 
onjunto A := { d̂n : n ∈ N }
tp(H) es un 
ompa
to de Rosenthal, y por lo tanto

A no es homeomorfo a βN (por ejemplo, A es se
uen
ialmente 
ompa
to�[63℄�y βNno lo es).
(1) ⇒ (5) Sean H un 
onjunto 
on la propiedad P (D). Supondremos por 
omodidadque H está a
otado por 1. Sea C = { d̂n : n ∈ N } un sub
onjunto numerable de
D̂ y A = C

tp(H) la 
lausura puntual de C. Como A está 
ontenido en K̂ y esteúltimo espa
io es 
ompa
to en la topología puntual, tendremos que A es puntualmente
ompa
to. Comprobaremos ahora que A puede mirarse 
omo un sub
onjunto de unespa
io de fun
iones de la primera 
lase de Baire, B1(P ), 
on P pola
o.Empezamos de�niendo el espa
io pola
o. Podemos 
onsiderarH 
omo sub
onjuntode C(K̂) de forma natural, y para 
ada fun
ión h ∈ H , 
onsiderar la restri

ión h|A.Denotamos por G = { h|A : h ∈ H } que es un sub
onjunto de C(A). La apli
a
ión
T : (H, tp(D)) → (G, tp(C))de�nida por T (h) = h|A es sobreye
tiva y 
ontinua, de modo que (G, tp(C)) es unespa
io 
ompa
to y metrizable, y por lo tanto, pola
o.Por otro lado, [−1, 1]G puede mirarse 
omo un sub
onjunto 
ompa
to de [−1, 1]H(un elemento (xh)h∈H de [−1, 1]H está en [−1, 1]G si se 
umple que xh1 = xh2 siem-pre que sea h1|A = h2|A). De esta forma A puede 
onsiderarse un sub
onjunto de
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[−1, 1]G; es más C puede 
onsiderarse un sub
onjunto del espa
io de fun
iones 
on-tinuas C(G, tp(C)). Como H tiene la propiedad P (D), podemos asegurar que 
adasu
esión en C posee una subsu
esión tp(G)-
onvergente, de modo que la 
ondi
ión
(10) de este teorema (que es equivalente a la (1)) nos di
e que

A = C
tp(G)

⊂ Br(G, tp(C)) = B1(G, tp(C))donde la última igualdad se da por ser (G, tp(C)) un espa
io pola
o, lo que 
on
luyela demostra
ión.2.1.2. La propiedad P (D) y 
opias de βNEn el teorema 2.5 apare
e el espa
io βN en una de las 
ara
teriza
iones. En es-ta se

ión trataremos de exponer el papel que di
ho espa
io topológi
o tiene en la
ara
teriza
ión de la propiedad P (D), 
uestión que se 
ompletará en se

iones pos-teriores. Empezamos �jando la aten
ión en una sen
illa 
onse
uen
ia del teorema 2.5que apli
aremos 
on fre
uen
ia.Corolario 2.5.1 Sea K un espa
io 
ompa
to que no 
ontiene una 
opia homeomorfade βN. Sea D un sub
onjunto denso de K. Enton
es 
ualquier sub
onjunto H de C(K)a
otado y tp(D)-
ompa
to tiene la propiedad P (D).Como 
onse
uen
ia, la tesis de este 
orolario es válida si se veri�
a alguna de lassiguientes 
ondi
iones:(1) K es se
uen
ialmente 
ompa
to;(2) El peso de K es menor que c;(3) La estre
hez de K es menor que c;(4) (C(K), tp(K)) o bien (C(K), ω) tiene la propiedad propiedad C de Corson (enparti
ular si uno de di
hos espa
ios es Lindelöf);(5) C(K) no 
ontiene una 
opia isométri
a de ℓ1(c).Demostra
ión. Sea H 
omo en el enun
iado. La apli
a
ión f : K → K̂ es 
ontinuay sobreye
tiva, y 
omo K no 
ontiene una 
opia de βN, K̂ tampo
o la 
ontiene



2.1 La propiedad P (D) 25(proposi
ión A.1). Por lo tanto, D̂ ⊂ K̂ no 
ontiene ninguna su
esión 
uya 
lausurasea homeomorfa a βN, y el teorema 2.5 nos permite 
on
luir que H tiene la propiedad
P (D).Las proposi
iones A.1 y A.2 aseguran que si se 
umple alguna de las 
ondi
iones
(1)�(5) enton
es K no 
ontiene una 
opia homeomorfa de βN, y esto 
on
luye lademostra
ión.En el 
orolario anterior se prueba que para 
ada D ⊂ K denso, la 
ondi
ión
βN 6⊂ K asegura que todo sub
onjunto tp(D)-
ompa
to y a
otado de C(K) tienela propiedad P (D). Sin embargo, para que un sub
onjunto �jo H de C(K) que sea
tp(D)-
ompa
to y a
otado 
umpla la 
ondi
ión P (D), basta pedir que βN 6⊂ K̂ (porla 
ondi
ión (3) del teorema 2.5). La 
ondi
ión βN 6⊂ K̂ es po
o manejable porque
K̂ depende de H , y en general, es difí
il des
ribir K̂. El siguiente ejemplo demuestraque ambas 
ondi
iones no son equivalentes. Re
ordemos que un 
ompa
to de Eberleines un espa
io 
ompa
to y Hausdor� homeomorfo a un sub
onjunto de un espa
iode Bana
h 
on su topología débil; se 
umple que todo sub
onjunto uniformementea
otado y puntualmente 
ompa
to de un espa
io C(X) de fun
iones 
ontinuas sobreun 
ompa
to X es débilmente 
ompa
to, [38℄.Ejemplo 2.6 Existe un 
ompa
to K que 
ontiene una 
opia de βN tal que βN 6⊂ K̂para 
ierto H.Para verlo, puede tomarse K = βN, D = N y H un sub
onjunto débilmente
ompa
to de C(βN) = ℓ∞(N), enton
es K̂ ⊂ C(H,ω) es un 
ompa
to de Eberlein, ypor ello βN 6⊂ K̂.Por otra parte, aunque se 
umpla βN ⊂ K, puede o
urrir que para un sub
onjunto�jo D denso en K, siga siendo 
ierto que todo sub
onjunto tp(D)-
ompa
to y a
otadode C(K) tenga la propiedad P (D) 
omo ponen de mani�esto el ejemplo 2.8 y laproposi
ión siguientes. La proposi
ión se demuestra 
on los mismos argumentos 
onque se probó el teorema 1.13.Proposi
ión 2.7 Sea K un espa
io 
ompa
to y Hausdor�, D un sub
onjunto densode K, H un sub
onjunto tp(D)-
ompa
to y uniformemente a
otado de C(K) y (dn)una su
esión en D. Si la su
esión { d̂n : n ∈ N } es independiente en H, enton
es la
lausura de { dn : n ∈ N } en K es homemorfa a βN. En 
onse
uen
ia, si la 
lausurade 
ada su
esión de D no es homeomorfa a βN, enton
es H tiene la propiedad P (D).



26 Fragmentabilidad débilEjemplo 2.8 Existe un sub
onjunto 
ompa
to K que 
ontiene una 
opia de βN pa-ra el 
ual existe un sub
onjunto denso D ⊂ K tal que la 
lausura en K de 
adasub
onjunto numerable de D no es homeomorfa a βN.Para ello, 
onsideramos el 
onjunto 
ompa
to K := [0, 1]c y el sub
onjunto denso
D := { (xα)α∈c ∈ K : {α ∈ c : xα 6= 0} es numerable },Tenemos que 
ada su
esión en D es tal que su 
lausura en K es metrizable, de modoque di
ha 
lausura no puede ser homeomorfa a βN. Por otro lado, K sí 
ontiene una
opia de βN (proposi
ión A.2).En resumidas 
uentas, si llamamosC1: βN 6⊂ K;C2: para 
ada su
esión en D, existe una subsu
esión tal que su 
lausura en Kno es homeomorfa a βN;C�1: βN 6⊂ K̂, para un H dado;C�2: la 
lausura en la topología tp(H) de 
ada su
esión en D̂ no es homeomorfaa βN (esta 
ondi
ión es equivalente a que H satisfaga la 
ondi
ión P (D) por elteorema 2.5),se tiene el siguiente 
uadro de impli
a
iones.

C�1C1 C2C�2 ⇔ P (D)

-

-
? ?

Proposi
ión A.1 Proposi
ión 2.7
Los ejemplos 2.6 y 2.8 ponen de mani�esto que los re
ípro
os de C1 ⇒ C�1 y deC1 ⇒ C2 no se veri�
an en general. Tampo
o se 
umple el re
ípro
o de C2 ⇒ C�2: si

K = βN, D = N y H es un sub
onjunto de ℓ∞ formado por un solo punto, enton
esse 
umple C�2 pero no C2.Y respe
to a la propiedad P (D), podemos asegurar que
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umple C1, enton
es para 
ualquier sub
onjunto denso D de K y 
ualquiersub
onjunto H de C(K) que sea tp(D)-
ompa
to y a
otado en norma, H tienela propiedad P (D);si �jamos el sub
onjunto denso D de K y se veri�
a C2, obtenemos que 
ualquiersub
onjunto H de C(K) que sea tp(D)-
ompa
to y a
otado, tiene la propiedad
P (D) para ese D �jo;si �jamos el sub
onjunto denso D de K y el sub
onjunto H a
otado y tp(D)-
ompa
to de C(K), C�2 equivale a la propiedad P (D).2.1.3. EjemplosLos sub
onjuntos ω∗-
ompa
tos de duales 
uyo predual no 
ontiene a ℓ1 puedenser mirados 
omo 
onjuntos 
on la propiedad P (D); más en general, los 
onjuntos dePettis introdu
idos por Talagrand en [76℄, tienen la propiedad P (D). Veámoslo.Ejemplo 2.9 Sub
onjuntos ω∗-
ompa
tos del dual de un espa
io de Bana
h que no
ontiene una 
opia isomorfa de ℓ1.Se 
umple que si X es un espa
io de Bana
h y ℓ1 6⊂ X, enton
es todo sub
onjunto ω∗-
ompa
to H de X∗ tiene la propiedad P (BX) en C(BX∗∗ , ω∗) (nótese que X∗ puedemirarse 
omo un sub
onjunto de C(BX∗∗ , ω∗), y que BX es ω∗-denso en BX∗∗). Lajusti�
a
ión de esto tiene sus orígenes en los primeros trabajos de Rosenthal sobrela 
ara
teriza
ión de espa
ios de Bana
h que no 
ontienen una 
opia isomorfa de ℓ1(ver [63℄). Rosenthal probó que ℓ1 6⊂ X si, y sólo si, toda su
esión a
otada (xn) de Xtiene una subsu
esión ω-Cau
hy (es de
ir, una subsu
esión (xnj

) tal que (x∗(xnj
)) es
onvergente para 
ada x∗ ∈ X∗); en el 
ontexto del teorema 1.14, este resultado es
onse
uen
ia de la impli
a
ión (1) ⇔ (2). Pues bien, esta propiedad nos di
e que 
adasu
esión en B̂X tiene una subsu
esión que 
onverge puntualmente en RH , es de
ir, Htiene la propiedad P (BX).Ejemplo 2.10 Los 
onjuntos de Pettis.En [76℄, Talagrand de�ne los 
onjuntos de Pettis 
omo aquellos sub
onjuntos H deldual de un espa
io de Bana
h que son ω∗-
ompa
tos y que veri�
an la siguientepropiedad:



28 Fragmentabilidad débilpara 
ada probabilidad de Radon µ en (H,ω∗), y para 
ada x∗∗ en X∗∗,
x∗∗|H es µ-medible.Esta última propiedad equivale a que B̂X∗∗ esté 
ontenida en el espa
io de fun
ionesmedibles M(µ) para 
ada probabilidad de Radon µ en (H,ω∗), y del teorema 2.5(equivalen
ia (1) ⇔ (9)) dedu
imos que

H es un 
onjunto de Pettis ⇔ H tiene la propiedad P (BX) en C(BX∗∗ , ω∗)Esta propiedad es una versión lo
alizada de la del ejemplo anterior, ya que lapropiedad X 6⊃ ℓ1 equivale a que para 
ada x∗∗ ∈ X∗∗, x∗∗|BX∗
sea medible respe
toa 
ualquier probabilidad de Radon µ en (BX∗ , ω∗) (esto puede verse de nuevo 
omouna 
onse
uen
ia del teorema 1.14, utilizando la equivalen
ia (2) ⇔ (8), tomando K
omo (BX∗ , ω∗) y Z un sub
onjunto a
otado de X, y teniendo en 
uenta que

BX
tp(BX∗)

= BX
ω∗

= BX∗∗ ⊂ X∗∗).Por lo tanto, BX∗ es un 
onjunto de Pettis, y en 
onse
uen
ia, todo sub
onjunto
ω∗-
ompa
to de X∗ es también un 
onjunto de Pettis.2.1.4. La propiedad P (D) relativa a un 
onjunto normante dela bola del dual de un espa
io de Bana
hComo hemos 
omentado, uno de nuestros objetivos prin
ipales es el estudio depropiedades de un espa
io de Bana
h respe
to a topologías de 
onvergen
ia puntualsobre los elementos de un sub
onjunto normante de la bola del dual.De�ni
ión 2.11 Sea X un espa
io de Bana
h y B un sub
onjunto de BX∗. Se di
eque B es un sub
onjunto normante de BX∗ si para 
ada x ∈ X se 
umple:

‖x‖ = sup{ |b∗(x)| : b∗ ∈ B }La siguiente proposi
ión es una bien 
ono
ida 
onse
uen
ia del teorema de Hahn-Bana
h.Proposi
ión 2.12 Sea X un espa
io de Bana
h y B un sub
onjunto de BX∗ . Enton-
es B es un sub
onjunto normante de BX∗ si, y sólo si, D = co(B ∪ (−B)) es densoen (BX∗ , ω∗).
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ión. Suponemos primero queD no es denso en BX∗ . Existirá así un elemento
x∗0 de BX∗ que no está en D

ω∗ . El teorema de Hahn-Bana
h nos permite separarestri
tamente el 
ompa
to 
onvexo { x∗0 } del 
errado 
onvexo Dω∗ de modo que existeun elemento x ∈ X = (X∗, ω∗)∗ y es
alares α ∈ R y ε > 0 tales que:
x∗(x) ≤ α < α + ε < x∗0(x) ∀x∗ ∈ B ∪ (−B)Al ser B normante tendríamos que ‖x‖ < x∗0(x), 
on x∗0 ∈ BX∗ , lo 
ual es absurdo.Re
ípro
amente, si D es ω∗-denso en BX∗ enton
es, para 
ada x ∈ X se tiene

‖x‖ = sup{ |x∗(x)| : x∗ ∈ BX∗ } = sup{ |x∗(x)| : x∗ ∈ D }ya que x̂ = x|BX∗
: BX∗ → R es ω∗-
ontinua.Así, si X es un espa
io de Bana
h y B es un sub
onjunto normante de BX∗ ,podemos plantearnos si un sub
onjunto a
otado H de X que sea σ(X,B)-
ompa
totiene la propiedad P (D) para D = co(B ∪ (−B)), ya que podemos mirar

H ⊂ X ⊂ C(BX∗ , ω∗),

D es un 
onjunto denso en BX∗ por la proposi
ión anterior, y la topología tp(D)
oin
ide 
on la topología σ(X,B) en H . Por ejemplo, la proposi
ión 2.2 nos aseguralo siguienteSi el sub
onjunto H anterior es débilmente 
ompa
to, enton
es H tiene la pro-piedad P (D), 
on D = co(B ∪ (−B)), para 
ualquier sub
onjunto B que seanormante en BX∗ .Si el sub
onjunto H es σ(X,B)-
ompa
to, a
otado y débilmente separable, en-ton
es H tiene la propiedad P (D) para D = co(B ∪ (−B)).Observa
ión: El teorema 1.16 nos asegura que el 
onjunto B̂ ⊂ C(H) 
umple algunade las 
ondi
iones del teorema 1.14 si, y sólo si, D̂ = co(B̂ ∪ (−B̂)) 
umple alguna dedi
has 
ondi
iones, por lo que puede trabajarse indistintamente 
on B̂ o D̂ si queremos
omprobar que veri�
a alguna de las 
ondi
iones equivalentes del teorema 2.5. Espor ello que, en adelante, 
uando se presente esta situa
ión nos referiremos sin más
omentarios a las propiedades P (D) o P (B).El 
orolario 2.5.1 nos propor
iona un 
aso importante en que se da la 
ondi
ión
P (D).
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ión 2.13 Sea X un espa
io de Bana
h que no 
ontiene una 
opia isomorfade ℓ1(c). Si B es un sub
onjunto normante de BX∗, enton
es todo sub
onjunto a
otadoy σ(X,B)-
ompa
to en X tiene la propiedad P (B).Demostra
ión. El 
orolario 2.5.1 nos asegura que si X es un espa
io de Bana
h tal que
(BX∗ , ω∗) no 
ontiene un sub
onjunto homeomorfo a βN, enton
es todo sub
onjunto
H de X que sea a
otado y σ(X,B)-
ompa
to (
on B normante en BX∗) tiene lapropiedad P (B); teniendo en 
uenta que los espa
ios de Bana
h 
uya bola dual 
on latopología ω∗ no 
ontiene un sub
onjunto homeomorfo a βN son justamente aquellosespa
ios que no 
ontienen una 
opia isomorfa de ℓ1(c), donde c tiene el 
ardinal del
ontinuo (ver apéndi
e A.7), podemos 
on
luir el resultado.La proposi
ión anterior es válida para una amplia 
lase de espa
ios de Bana
h (verla se

ión A.2.3 en el apéndi
e). En parti
ular es válida en el 
aso en que (BX∗ , ω∗)es o bien se
uen
ialmente 
ompa
ta, o bien angéli
a, lo que extiende los 
asos que sere
ogen en [18℄ y [19℄.El resultado de la proposi
ión 2.13 puede lo
alizarse, 
omo demostramos en elsiguiente teorema. Dado H �jo, para obtener la 
ondi
ión P (B) en H basta que elpropio H no 
ontenga una familia equivalente a la base 
anóni
a de ℓ1(c).Teorema 2.14 Sea X un espa
io de Bana
h, B un sub
onjunto normante de BX∗ y
H un sub
onjunto a
otado y σ(X,B)-
ompa
to de X. Si H no 
ontiene una familiaequivalente a la base 
anóni
a de ℓ1(c), enton
es H tiene la propiedad P (B).Demostra
ión. Podemos suponer de partida que B es absolutamente 
onvexo (es de
ir,
B 
oin
ide 
onD = co(B∪(−B))), ya que en las hipótesis del enun
iado se 
umple que
H es σ(X,D)-
ompa
to. Estamos así en las 
ondi
iones del teorema 2.5, luego bastademostrar que B no 
ontiene ninguna su
esión independiente en H . Por redu

ión alabsurdo, sea (x∗n) una su
esión en B para la que existen números reales α < β demodo que si R y S son sub
onjuntos �nitos y disjuntos de N, se 
umple:

⋂

n∈R

{ h ∈ H : x∗n(h) ≤ α } ∩
⋂

n∈S

{ h ∈ H : x∗n(h) ≥ β } 6= ∅ (2.1)Por la σ(X,B)-
ompa
idad de H , para 
ada sub
onjunto M ⊂ N, existe xM ∈ H talque
x∗n(xM) ≤ α ∀n ∈ M y x∗n(xM ) ≥ β ∀n ∈ N \M (2.2)
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to, dado M ⊂ N, enumeramos los 
onjuntos
M = {m1, . . . , mk, . . . } y N = N \M = {n1, . . . , mj, . . . }De�nimos Mk := {m1, . . . , mk } y Nj = {n1, . . . , nj }, para 
ada k, j ∈ N (si Mfuera �nito, (Mk) sería 
onstante a partir de 
ierto subíndi
e; lo mismo o
urriría si Nfuese �nito). Utilizando la e
ua
ión (2.1), obtenemos que la familia de sub
onjuntos

σ(X,B)-
errados de H
( ⋂

n∈Mk

{ h ∈ H : x∗n(h) ≤ α } ∩
⋂

n∈Nk

{ h ∈ H : x∗n(h) ≥ β }

)

k∈Nveri�
a la propiedad de la interse

ión �nita, luego al ser H un 
onjunto σ(X,B)-
ompa
to, existirá xM ∈ H que está en la interse

ión de todos los elementos de di
hafamilia; este xM veri�
a la e
ua
ión (2.2).Enumeramos ahora los polinomios 
on 
oe�
ientes ra
ionales (pn), y de�nimos
Mt = {n ∈ N : pn(t) > 0 } para 
ada t ∈ R. La familia (Mt)t∈R en P(N) veri�
a lasiguiente 
ondi
ión: para 
ada par de sub
onjuntos P y Q de R �nitos y disjuntos, se
umple

(⋂

t∈P

Mt

)
∩

(⋂

t∈Q

(N \Mt)

)
6= ∅ (2.3)Para terminar, utilizamos el razonamiento de [61, proposition 4℄, para demostrar quela familia (xMt)t∈R de H es equivalente a la base 
anóni
a de ℓ1(c). Demostraremosque si (αi)i∈A es una familia �nita de números reales (
on A ⊂ R), se 
umple:

1

2
(β − α) ·

∑

i∈A

|αi| ≤

∥∥∥∥∥
∑

i∈A

αixMi

∥∥∥∥∥Sean Q = {i : αi ≥ 0} y P = {i : αi < 0}. La e
ua
ión (2.3) nos asegura que existeun número natural n0 ∈
⋂

i∈P

Mi ∩
⋂

j∈Q

(N \Mj), y por lo tanto la e
ua
ión (2.2) nospermite a�rmar que
x∗n0

(xMi
) ≤ α ∀i ∈ P y x∗n0

(xMi
) ≥ β ∀i ∈ QA partir de aquí, podemos distinguir dos 
asos:



32 Fragmentabilidad débilCaso 1. Si (α + β) ·
∑

i∈A

αi ≥ 0, enton
es:
1

2
(β − α) ·

∑

i∈A

|αi| ≤
1

2
(β − α) ·

∑

i∈A

|αi| +
α+ β

2

∑

i∈A

αi =

= β
∑

i∈Q

αi + α
∑

i∈P

αi ≤
∑

i∈Q

αix
∗
n0

(xMi
) +

∑

i∈P

αix
∗
n0

(xMi
) =

=
∑

i∈A

αix
∗
n0

(xMi
) ≤

∥∥∥∥∥
∑

i∈A

αixMi

∥∥∥∥∥Caso 2. Si (α+β) ·
∑

i∈A

αi < 0, basta 
onsiderar βi = −αi para 
ada i ∈ A. Por el 
aso
1, se 
umple

1

2
(β − α) ·

∑

i∈A

|βi| ≤

∥∥∥∥∥
∑

i∈A

βixMi

∥∥∥∥∥de donde 1

2
(β − α) ·

∑

i∈A

|αi| ≤

∥∥∥∥∥
∑

i∈A

αixMi

∥∥∥∥∥, lo que 
on
luye la demostra
ión.Nótese que si X = C(K), y D es un sub
onjunto denso en K, D puede mirarse
omo un sub
onjunto normante de BC(K)∗ ya que para 
ada f ∈ C(K)

‖f‖ = máx{ |f(k)| : k ∈ K } = sup{ |f(d)| : d ∈ D }donde se utiliza la 
ontinuidad de f y la densidad de D en K. Por lo tanto, el teoremaanterior apli
ado a esta 
aso 
on
reto nos di
e lo siguiente:Corolario 2.14.1 Si H es un sub
onjunto tp(D)-
ompa
to y uniformemente a
otadode C(K) que no 
ontiene una familia equivalente a la base 
anóni
a de ℓ1(c), enton
es
H tiene la propiedad P (D).El resultado anterior y el 
onsiderado en la 
ondi
ión (5) del 
orolario 2.5.1 son ambassu�
ientes para obtener la propiedad P (D) en C(K). Sin embargo, hemos de ha
ernotar que ambas propiedades tienen un matiz diferente. El 
orolario 2.5.1 asegurala 
ondi
ión P (D) para 
ualquier sub
onjunto a
otado y tp(D)-
ompa
to de C(K)siempre que no exista una 
opia isométri
a de ℓ1(c) en C(K), en parti
ular si C(K)no 
ontiene una 
opia isomorfa de ℓ1(c). Sin embargo puede su
eder que exista una
opia isomorfa de ℓ1(c) en C(K) sin que exista una isométri
a (ver los 
omentarios trasel teorema A.7); en este 
aso, basta 
on que di
ha 
opia isomorfa no esté generada por
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onjunto tp(D)-
ompa
to y a
otado H , para que el propio H tenga la propiedad
P (D).En el 
aso de un espa
io de Bana
h X, para sub
onjuntos débilmente Lindelöf,podemos demostrar el siguiente resultado.Proposi
ión 2.15 Sea X un espa
io de Bana
h, B un sub
onjunto normante de BX∗y H un sub
onjunto a
otado, σ(X,B)-
ompa
to de X y Lindelöf para la topología
σ(X,X∗). Enton
es H tiene la propiedad P (B).Demostra
ión. El teorema 2.14 nos asegura que basta demostrar que H no 
ontieneuna familia equivalente a la base 
anóni
a de ℓ1(c). Por redu

ión al absurdo, supon-gamos que {eα}α∈c es una familia en H tal que Y = span{eα}α∈c es isomorfo a ℓ1(c),
Y ∼= ℓ1(c). De�nimos la forma lineal 
ontinua en Y :

x∗((xα)) =
∑

α

xα,y 
onsideramos para 
ada sub
onjunto numerable A ⊂ c

RA = {h = (hα) ∈ H ∩ Y : x∗(h) = 1 y hα = 0, ∀α ∈ A }Cada RA es no va
ío (nótese que eα ∈ H ∩ Y para 
ada α ∈ c) y débilmente 
errado(para ello puede utilizarse que tanto x∗ 
omo e∗α pueden extenderse a formas linealesenX), y 
ada interse

ión numerable ⋂
numerable

RA es no va
ía, y sin embargo la interse

ióntotal ⋂RA sí es va
ía. Esto nos di
e que H ∩ Y no es ω-Lindelöf, en 
ontradi

ión
on el he
ho de ser H ∩ Y un sub
onjunto ω-
errado en el espa
io de Lindelöf (H,ω).Corolario 2.15.1 Sea K un espa
io 
ompa
to Hausdor�, D un sub
onjunto densode K y H un sub
onjunto tp(D)-
ompa
to y uniformemente a
otado de C(K) queademás es Lindelöf para la topología débil. Enton
es H tiene la propiedad P (D).Demostra
ión. Se dedu
e de la proposi
ión anterior tomando X = C(K) y B = D en
BC(K)∗ .Como veremos en el siguiente 
apítulo, estos dos ejemplos relativos a la 
ondi
iónde Lindelöf respe
to a la topología débil pueden mejorarse; en ambos 
asos no sólo seobtiene la 
ondi
ión P (D), sino que puede obtenerse la fragmentabilidad en normaque, 
omo veremos es una 
ondi
ión más fuerte que la propiedad P (D).
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uen
ias de la propiedad P (D)2.2.1. Integrabilidad de PettisEn este apartado estudiaremos 
ara
teriza
iones de la 
ondi
ión P (D) en términosde integrabilidad. Nos situaremos en el 
ontexto natural de los espa
ios de Bana
h,y partiremos de un sub
onjunto H a
otado y 
ompa
to para la topología σ(X,B)de 
onvergen
ia sobre un sub
onjunto normante de la bola del dual; en parti
ulardemostraremos que la propiedad P (B) equivale a la integrabilidad universal en elsentido Pettis de la apli
a
ión in
lusión i : H → X, o bien a la medibilidad universalde di
ha apli
a
ión.Para 
omenzar re
ordaremos algunas de�ni
iones.De�ni
ión 2.16 Sea (Ω,Σ, µ) un espa
io de probabilidad 
ompleto y X un espa
iode Bana
h. Una fun
ión f : Ω → X se di
e es
alarmente medible si x∗ ◦ f : Ω → Res µ-medible para 
ada x∗ ∈ X∗. De la misma forma f se di
e integrable Pettis si severi�
a:(i) x∗ ◦ f ∈ L1(µ) para 
ada x∗ ∈ X∗.(ii) Para 
ada E ∈ Σ, existe un elemento xE ∈ X tal que
x∗(xE) =

∫

E

(x∗ ◦ f)(ω) dµ(ω) para 
ada x∗ ∈ X∗En el 
aso en que f sea integrable Pettis, se es
ribe xE = (P ) −

∫

E

f dµ, para 
ada
E ∈ Σ.Si H es un espa
io Hausdor� 
ompa
to, una fun
ión f : H → X se di
e que es:(i) universalmente es
alarmente medible si f es es
alarmente medible para 
adaprobabilidad de Radon en H;(ii) universalmente integrable Pettis si f es integrable Pettis para 
ada probabilidadde Radon en H.Antes de plantear las distintas 
ondi
iones equivalentes a la propiedad P (D), es-table
eremos un resultado que será 
lave para lo que sigue, en el 
ual se utilizanargumentos similares a los del 
lási
o teorema de Krein-Smulian, [26, II.2.11℄, pero
on té
ni
as más 
ompli
adas.
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uen
ias de la propiedad P (D) 35Teorema 2.17 Sea X un espa
io de Bana
h, B un sub
onjunto normante de BX∗ y
H un sub
onjunto de X a
otado y σ(X,B)-
ompa
to. Si H tiene la propiedad P (B),enton
es 
ualquier probabilidad de Radon µ en el 
ompa
to (H, σ(X,B)) tiene unbari
entro en X, es de
ir, existe un úni
o elemento xµ ∈ X tal que

x∗(xµ) =

∫

H

x∗(h) dµ(h) para 
ada x∗ ∈ X∗Demostra
ión. Sea µ una probabilidad de Radon en H . Probaremos que µ tiene unbari
entro xµ en X. Para ello, sean D = co(B ∪ (−B)) y D̂ = { x∗|H : x∗ ∈ D }. Porser B un sub
onjunto normante de BX∗ , se 
umple:
D̂

tp(H)

= { x∗|H : x∗ ∈ BX∗ } (2.4)Por otro lado, 
omo H tiene la propiedad P (B), se 
umplen las 
ondi
iones equivalen-tes del teorema 2.5, y en parti
ular, D̂tp(H) es un sub
onjunto del espa
io de fun
ionesmedibles M(µ) que veri�
a la propiedad de Bourgain. Por lo tanto, podemos de�nirel operador lineal Tµ : X∗ → R mediante la expresión
Tµ(x∗) =

∫

H

x∗(h) dµ(h)Se 
umple que Tµ|BX∗
es ω∗-
ontinuo: en efe
to, si A es un sub
onjunto de BX∗ , hemosde probar que Tµ(A

ω∗

) ⊂ Tµ(A). Tomemos a ∈ A
ω∗ ; 
omo { x∗|H : x∗ ∈ BX∗ } veri�
ala propiedad de Bourgain, también la veri�
a el sub
onjunto de restri

iones A|H yla proposi
ión 1.6 nos asegura que existe una su
esión (an) en A tal que an|H → a|Hen 
asi todo punto. El teorema de la 
onvergen
ia dominada de Lebesgue nos aseguraenton
es que Tµ(an) → Tµ(a), y se tiene la ω∗-
ontinuidad de Tµ|BX∗

.El teorema de 
ompletitud de Grothendie
k ([49, �21.9.(4)℄) nos permite asegurarque Tµ es ω∗-
ontinua, por lo que existirá xµ ∈ X tal que para 
ada x∗ ∈ X∗ se 
umple
Tµ(x∗) = x∗(xµ) =

∫

H

x∗(h) dµ(h) (2.5)lo que nos da el bari
entro que bus
ábamos.Este resultado apare
e en [18, 
orollary 5.1℄ en el 
ontexto de los espa
ios C(K)(aunque la demostra
ión valdría también en nuestro 
aso); esta demostra
ión se dife-ren
ia de la que apare
e en [18℄ en que aquí utilizamos la propiedad de Bourgain envez de propiedades relativas a la µ-estabilidad, lo 
ual simpli�
a la demostra
ión.



36 Fragmentabilidad débilTeorema 2.18 Sea X un espa
io de Bana
h, B un sub
onjunto normante de BX∗ y
H un sub
onjunto a
otado y σ(X,B)-
ompa
to de X. Las siguientes 
ondi
iones sonequivalentes.(1) H tiene la propiedad P (B).(2) La in
lusión i : H → X es universalmente es
alarmente medible, es de
ir, para
ada probabilidad de Radon µ en H y 
ada x∗ ∈ X∗, la apli
a
ión x∗ ◦ i es

µ-medible.(3) Para 
ada probabilidad de Radon µ en H, 
ualquier fun
ión de { x∗|H : x∗ ∈ X∗ }es µ-medible, y además existe xµ ∈ X tal que
x∗(xµ) =

∫

H

x∗(h) dµ(h) para 
ada x∗ ∈ X∗(4) La in
lusión i : H → X es universalmente integrable Pettis.(5) El 
onjunto { x∗|H : x∗ ∈ X∗ } está 
ontenido en Br(H).Demostra
ión. Las impli
a
iones (1) ⇒ (2) y (1) ⇒ (3) están 
ontenidas en la demos-tra
ión del teorema 2.17, y la impli
a
ión (3) ⇒ (2) es obvia.Para la demostra
ión de (2) ⇒ (1): a partir de la hipótesis de (2) y de la igualdad
D̂

tp(H)

= { x∗|H : x∗ ∈ BX∗ }que hemos obtenido en la demostra
ión del teorema 2.17 (es la e
ua
ion (2.4); paraesta igualdad sólo se ne
esita la 
ondi
ión de ser B normante), obtenemos que D̂tp(H)es µ-medible para 
ada probabilidad de Radon en H , y así el teorema 2.5 nos aseguraque H tiene la propiedad P (B).La equivalen
ia de (1) y (5) se dedu
e nuevamente de la igualdad (2.4) y del teore-ma 2.5.Por último, es 
laro que la 
ondi
ión (4) impli
a (2), y para terminar la pruebaveamos que (1) ⇒ (4). El teorema 4-2-3 de [76℄ nos asegura que para probar que
i : H → X es universalmente integrable Pettis, basta 
omprobar que el 
onjunto
Z := D̂

tp(H) dado por la e
ua
ión (2.4), es tal que la identidad id : (Z, tp(H)) → (Z, ω)es 
ontinua. Ahora bien, teniendo en 
uenta la equivalen
ia (1) ⇔ (7) del teorema 2.5y la proposi
ión 1.6, dedu
imos que Z 
umple la propiedad de Bourgain para 
adaprobabilidad de Radon en H , y 
omo el 
onjunto Z es uniformemente integrable, el
orolario 1.6.1, nos permite 
on
luir el resultado.



2.2 Conse
uen
ias de la propiedad P (D) 372.2.2. La propiedad de Krein-SmulianEl teorema de Krein-Smulian es un teorema 
lási
o que, en espa
ios de Bana
h,a�rma que la envoltura 
onvexa y 
errada de un sub
onjunto débilmente 
ompa
toes también débilmente 
ompa
ta. En realidad, la estabilidad de los 
ompa
tos res-pe
to a la opera
ión de tomar envolturas 
onvexas y 
erradas no es ex
lusiva de latopología débil de un espa
io de Bana
h. El teorema de Krein-Smulian es de he
hoválido para espa
ios lo
almente 
onvexos 
asi 
ompletos 
on su topología de Ma
key,[49, �24.5(4)℄. Este teorema general de Krein-Smulian no puede utilizarse a priori pa-ra topologías σ(X,B) donde B ⊂ BX∗ es normante. Demostraremos, sin embargo,que sí se puede obtener un teorema de Krein-Smulian para sub
onjuntos a
otados y
σ(X,B)-
ompa
tos que veri�
an la propiedad P (B).Para �jar ideas 
omenzamos dando una de�ni
ión.De�ni
ión 2.19 Sea X un espa
io de Bana
h y τ una topología en X. Si H es unsub
onjunto a
otado y τ -
ompa
to de X, diremos que (H, τ) tiene la propiedad fuertede Krein-�mulian (propiedad KSf) si se veri�
an las 
ondi
iones:(i) co(H)

τ es τ -
ompa
ta.(ii) co(H)
τ

= co(H)
‖ ‖Diremos que el espa
io (X, τ) veri�
a la propiedad fuerte de Krein-�mulian (propiedadKSf) si 
ada sub
onjunto τ -
ompa
to y a
otado de X tiene la propiedad KSf.El siguiente teorema, que apare
e en [18℄ en el 
ontexto de los espa
ios C(K),demuestra que los 
onjuntos 
on la propiedad P (B) tienen la propiedad KSf dotadosde la topología σ(X,B). La 
lave fundamental para la demostra
ión es el teorema 2.17de la se

ión anterior.Teorema 2.20 (Cas
ales y Vera) Sea X un espa
io de Bana
h, B un sub
onjuntonormante de BX∗ y H un sub
onjunto de X a
otado y σ(X,B)-
ompa
to. Si H tienela propiedad P (B), enton
es(1) (H, σ(X,B)) veri�
a la propiedad KSf, es de
ir, co(H)

σ(X,B) es σ(X,B)-
ompa
to, y se 
umple
co(H)

σ(X,B)
= co(H)

‖ ‖



38 Fragmentabilidad débil(2) co(H)
σ(X,B) tiene la propiedad P (B).Demostra
ión.

(1) Probaremos primero que 
ada punto de co(H)
σ(X,B) es el bari
entro de una pro-babilidad de Radon en (H, σ(X,B)). Denotamos por P (H) al 
onjunto de probabili-dades de Radon en el 
ompa
to H , y de�nimos la apli
a
ión ϕ : P (H) → X mediante

ϕ(µ) = xµ (siendo xµ el úni
o bari
entro dado por la e
ua
ión (2.5) del teorema 2.17).El 
onjunto de elementos de X que son bari
entro de alguna probabilidad de Radonen H es así ϕ(P (H)). La uni
idad del bari
entro nos asegura que ϕ es afín; además
ϕ es 
ontinua respe
to a las topologías ω∗ = σ(C(H)∗, C(H)) y σ(X,B). Por otrolado, P (H) es 
onvexo y ω∗-
ompa
to, de modo que ϕ(P (H)) es un 
onjunto 
onvexoy σ(X,B)-
ompa
to que 
ontiene a H (
ada h ∈ H es el bari
entro de la medida
µ = δh). De aquí se 
on
luye que co(H)

σ(X,B)
⊂ ϕ(P (H)). Como el 
onjunto P (H) es

ω∗-
ompa
to y ϕ es 
ontinua, se dedu
e que co(H)
σ(X,B) es σ(X,B)-
ompa
to.Para probar la igualdad de envolturas 
onvexas y 
erradas respe
to a las topologías

σ(X,B) y de la norma, sólo ha
e falta demostrar que co(H)
σ(X,B)

⊂ co(H)
‖ ‖. En otro
aso existiría un elemento x de co(H)

σ(X,B) que no está en co(H)
‖ ‖; ahora bien porel teorema de Hahn-Bana
h, existiría x∗0 ∈ X∗ tal que

sup
h∈H

x∗0(h) < x∗0(x) (2.6)Como x ∈ co(H)
σ(X,B), el razonamiento anterior nos permitiría asegurar que x es elbari
entro de alguna probabilidad de Radon µ en H , y por tanto, 
omo x∗0 ∈ X∗, sería

x∗0(x) =

∫

H

x∗0(h) dµ(h)en 
ontradi

ión 
on la desigualdad 2.6.
(2) Por último, probaremos que co(H)

σ(X,B) tiene también la propiedad P (B). Si
H tiene la propiedad P (B), es obvio que también la tendrá co(H), es de
ir, dadala su
esión (bn) en B, existe (bnj

) tal que (h(bnj
)) 
onverge para 
ada h ∈ co(H).Tomamos ahora un elemento h en co(H)

σ(X,B)
= co(H)

‖ ‖. Existirá así una su
esión
(hm) en co(H) tal que ĺım

m
hm = h en norma. Veamos así que existe

ĺım
j
h(dnj

) = ĺım
j

(ĺım
m
hm(dnj

)) = α



2.2 Conse
uen
ias de la propiedad P (D) 39Sea ε > 0. Como sabemos que existe el límite ĺım
j
hm(bnj

) = αm para 
adam �jo, y que
(αm) está a
otada debido a la a
ota
ión de H , podemos suponer que (αm) 
onvergea un número α ∈ R (trabajando 
on una subsu
esión si es ne
esario). Por tanto será:

|h(bnj
) − α| ≤ |h(bnj

) − hm(bnj
)| + |hm(bnj

) − αm| + |αm − α|El primer sumando es menor que ε/3 si m ≥ m0 (por la 
onvergen
ia en norma de
(hm) a h), el ter
ero es menor que ε/3 para m ≥ m1 por la 
onvergen
ia de (αn), yel segundo, una vez elegido un m ≥ máx{m0, m1} es menor que ε/3 si j ≥ j0(m). Ensuma |h(bnj

)−α| < ε si j ≥ j0, luego (h(bnj
)) 
onverge para 
ada h en co(H)

σ(X,B).Como 
onse
uen
ia del teorema anterior, y de los ejemplos 
onsiderados en losapartados anteriores, podemos enun
iar el siguiente resultado.Teorema 2.21 Los siguientes espa
ios tienen la propiedad KSf.1. (C(K), tp(D)) donde K es un espa
io 
ompa
to que no 
ontiene a βN y D es unsub
onjunto denso en K (en parti
ular, si se 
umple alguna de las 
ondi
ionesdel 
orolario 2.5.1).2. (X, σ(X,B)) donde B es un 
onjunto normante en BX∗ y X no 
ontiene una
opia isomorfa de ℓ1(c) (⇔ βN 6⊂ (BX∗ , ω∗)).3. (X∗, ω∗) si X no 
ontiene una 
opia de ℓ1.También se 
umple la propiedad KSf en los siguientes 
asos lo
alizados:1. (H,ω∗) si H es un sub
onjunto de Pettis del dual de un espa
io de Bana
h.2. (H, σ(X,B)) si H es un sub
onjunto de un espa
io de Bana
h X tal que Hno 
ontiene una su
esión equivalente a la base de ℓ1(c) y B es un sub
onjuntonormante de BX∗ .3. (H, σ(X,B)) si H es un sub
onjunto ω-Lindelöf de un espa
io de Bana
h X y
B es un sub
onjunto normante de BX∗ .Una apli
a
ión dire
ta del teorema 2.20 es la siguiente: si K un espa
io 
ompa
toy Hausdor�, D un sub
onjunto denso de K y H ⊂ C(K) tiene la propiedad P (D),



40 Fragmentabilidad débilenton
es co(H)
tp(D) es un sub
onjunto tp(D)-
ompa
to y uniformemente a
otado de

C(K), y se veri�
a
co(H)

tp(D)
= co(H)

‖ ‖Esto se dedu
e dire
tamente del teorema 2.20, tomando X = C(K) y B = D 
omosub
onjunto normante de BC(K)∗ .Observa
ión. Nótese que el 
aso C(K) puede dedu
irse dire
tamente del 
aso del Ba-na
h (teorema 2.20). Sin embargo, si hubiéramos pro
edido al revés, es de
ir, probandoprimero que los 
onjuntos 
on la propiedad P (D) de C(K) veri�
an la propiedad KSf,para después dedu
ir el 
aso de los 
onjuntos H σ(X,B)-
ompa
tos y a
otados de unespa
io de Bana
h, 
on B normante, nos hubiéramos en
ontrado 
on un matiz nuevo:aunque la demostra
ión del 
aso C(K) sería totalmente análoga a la que hemos he-
ho, para dedu
ir que la envoltura 
onvexa y σ(X,B)-
errada de H es un sub
onjunto
σ(X,B)-
ompa
to en X, deberíamos ha
erlo en dos pasos:- primero, utilizar el 
aso del C(K) para obtener que di
ha envoltura es σ(X,B)-
ompa
ta en C(BX∗);- segundo, utilizar la fórmula co(H)

σ(X,B)
= co(H)

‖ ‖, para 
omprobar que real-mente la σ(X,B)-envoltura se queda en el espa
io X.2.2.3. La propiedad débil de Radon-NikodymHemos visto ya en una se

ión anterior propiedades que rela
ionaban la 
ondi
ión
P (D) 
on la integrabilidad en el sentido Pettis. En este apartado queremos seguir enesa línea de resultados, y demostrar ahora que la 
ondi
ión de ser H un sub
onjuntode C(K) 
onvexo y 
on la propiedad P (D) es equivalente a que H tenga la propiedaddébil de Radon-Nikodym (WRNP). Re
ordemos la de�ni
ión de las propiedades deRadon-Nikodym.De�ni
ión 2.22 Un sub
onjunto H 
errado, a
otado y 
onvexo de un espa
io deBana
h X tiene la WRNP (propiedad débil de Radon-Nikodym) si para 
ada espa
iode probabilidad 
ompleto (Ω,Σ, µ) y 
ada medida ve
torial m : Σ → X tal que

AR(m) :=

{
m(E)

µ(E)
: E ∈ Ω, µ(E) > 0

}



2.2 Conse
uen
ias de la propiedad P (D) 41está 
ontenido en H, existe una fun
ión integrable Pettis f : Ω → X tal que
m(A) =

∫

A

f dµpara 
ada A en Σ. Cuando f puede tomarse integrable Bo
hner se di
e que X tienela propiedad de Radon-Nikodym (RNP).Ne
esitaremos también la no
ión que sigue.De�ni
ión 2.23 Dado un espa
io de probabilidad 
ompleto (Ω,Σ, µ), se llama liftingde L∞(µ) a una apli
a
ión ρ : L∞(µ) → L∞(µ) que 
umple:(i) ρ es lineal y multipli
ativa;(ii) ρ(f) ∈ [f ] para 
ada f ∈ L∞(µ), donde denotamos por [f ] a la 
lase de equiva-len
ia de f en L∞(µ);(iii) ρ(1) = 1.A partir de las 
ondi
iones de la de�ni
ión puede demostrarse que un lifting 
on-serva el orden y la norma ‖ ‖∞. Uno de los resultados prin
ipales referidos a losliftings es que existe un lifting para 
ada espa
io de probabilidad 
ompleto (Ω,Σ, µ)(ver [51℄, [41℄, y [10℄), propiedad que utilizaremos en el siguiente teorema que apare
een [18, theorem 7℄.Teorema 2.24 Sea X un espa
io de Bana
h, B un sub
onjunto normante de BX∗ y
H un sub
onjunto a
otado y σ(X,B)-
ompa
to de X. Las siguientes 
ondi
iones sonequivalentes.(1) H tiene la propiedad P (B).(2) co(H)

σ(X,B) es un sub
onjunto a
otado en norma y σ(X,B)-
ompa
to de X queveri�
a la propiedad débil de Radon-Nikodym (WRNP).Demostra
ión.
(1) ⇒ (2) Por el teorema 2.20, si H tiene la propiedad P (B), enton
es también latiene el 
onvexo co(H)

σ(X,B), luego basta probar que si H es 
onvexo y veri�
a la
ondi
ión P (B) enton
es H tiene la WRNP.



42 Fragmentabilidad débilSea (Ω,Σ, µ) un espa
io de probabilidad 
ompleto y m : Σ → X una medida ve
-torial tal que AR(m) está 
ontenido en H . Sea ρ un lifting en L∞(µ). Por argumentossimilares a los que se utilizan para demostrar la equivalen
ia
ℓ1 6⊂ X ⇔ X∗ tiene la WRNP(ver [43℄), puede obtenerse una fun
ión f : Ω → H que sea medible respe
to a la σ-álgebra de Baire en (H, σ(X,B)), Baire(H, σ(X,B)), y que veri�
a las 
ondi
iones:(a) ρ(x∗ ◦ f) = x∗ ◦ f(b) x∗(m(E)) =

∫

E

x∗ ◦ f dµ, ∀E ∈ Σpara 
ada x∗ en span(D) ⊂ X∗, donde D = co(B ∪ (−B)) e identi�
amos 
adaelemento d en D 
on la apli
a
ión d̂ : X → R dada por d̂(f) = f(d).Fijado ahora ω ∈ Ω, la apli
a
ión de C(H) en R que a 
ada φ ∈ C(H) ha
e
orresponder ρ(φ ◦ f)(ω) es lineal, 
ontinua 
on norma ≤ 1 y multipli
ativa, luegoexiste un úni
o elemento hω en H tal que:
ρ(φ ◦ f)(ω) = φ(hω) para 
ada φ en C(H)De�nimos así ρH(f) : Ω → H mediante ρH(f)(ω) = hω. En adelante denotaremos 
o-mo g la apli
a
ión ρH(f), que es medible respe
to a Baire(H, tp(D)) por la de�ni
ión.Dado x∗ ∈ span(D), se tiene que x∗ ◦ f = ρ(x∗ ◦ f) = x∗ ◦ g, y por tanto f = g. Lla-mamos ν = µf−1 = µg−1 a la medida imagen de f . Utilizando el teorema 2.1 de [10℄se obtiene que f es medible respe
to a la σ-álgebra de Borel Borel(H, σ(X,B)) y que

ν es una medida de Radon en (H, σ(X,B)).Finalmente, 
omo H tiene la propiedad P (D), el teorema 2.18, nos asegura que
i : H → X es universalmente es
alarmente medible, y en parti
ular para 
ada x∗ ∈ X∗,
x∗ ◦ i es ν-medible. Por tanto, f es µ-es
alarmente medible. Además, usando de nuevoel teorema 2.18, dados A ∈ Σ+ y el sub
onjunto f(A) de H se tiene que existe fA en
X tal que para 
ada x∗ en X∗ se 
umple la igualdad

x∗(fA) =

∫

f(A)

x∗|H dν =

∫

f(A)

x∗|H d(µf
−1) =

∫

A

x∗ ◦ f dµy por la 
ondi
ión (b) anterior, se 
umple fA = m(A) = (P ) −

∫

A

f dµ.
(2) ⇒ (1) Basta probar que si H es 
onvexo 
on la WRNP, enton
es H tiene lapropiedad P (B). Tomamos un sub
onjunto numerable A de D, y 
onsideramos la



2.2 Conse
uen
ias de la propiedad P (D) 43apli
a
ión restri

ión RA : C(BX∗) → C(A). Sea ν una probabilidad de Radon enel sub
onjunto tp(A)-
ompa
to RĀ(H). En estas 
ondi
iones existe una probabilidadde Radon µ en (H, σ(X,B)) tal que ν es la medida imagen por RĀ de µ (ver [27,apéndi
e B℄).Para 
ada 
onjunto de Borel C en (H, σ(X,B)), sea m(C) el elemento de Xde�nido por
m(C)(d) =

∫

C

h(d) dµ(h)Así m : Borel(H, σ(X,B)) → X es una medida ve
torial µ-
ontinua y 
umple que
AR(m) ⊂ H , luego por hipótesis existirá una fun
ión Pettis integrable f : H → Xtal que f(H) ⊂ H , y que 
umple m(C) = (P ) −

∫

C

f dµ para 
ada C ∈ Borel(H).Sea ahora g = RA ◦ f . Se 
umple así que RA(m(C)) =
∫

C
g dµ, y además para 
ada

d ∈ A y 
ada 
onjunto de Borel C de (H, σ(X,B))

∫

C

d̂(h) dµ(h) =

∫

C

h(d) dµ(h) = RA(m(C))(d) =

= d̂(RA(m(C)) =

∫

C

d̂(g(h)) dµ(h)Así para 
ada d ∈ A se 
umple que d̂(h) = d̂(g(h)) en 
asi todo punto. Al ser Anumerable existirá un sub
onjunto µ-nulo N de H , tal que d̂(h) = d̂(g(h)), ∀d ∈ A y
∀h ∈ H \N . Las apli
a
iones g y RA|H están de�nidas de H en C(A) y 
oin
iden sobrelos elementos de A para 
ada h en H \N , por lo que g y RA|H 
oin
iden salvo en un
onjunto de µ-medida nula. Por su de�ni
ión g es es
alarmente medible luego RA|Htambién lo será, por lo que para 
ada ϕ en (C(A))∗, ϕ ◦RA|H es µ-medible. Enton
es
ϕ|RA(H) es ν-medible utilizando [67, teorema I.5.9℄, y así tendremos que RA(H) tienela propiedad P (A) (utilizando el teorema 2.20). Esto, junto 
on la proposi
ión 2.3,
on
luye la demostra
ión.Podemos demostrar así la siguiente 
onse
uen
ia.Corolario 2.24.1 Sea X un espa
io de Bana
h y B es un sub
onjunto normante de
BX∗. Si H es un sub
onjunto 
onvexo, a
otado, σ(X,B)-
ompa
to de X y tal queno 
ontiene una familia equivalente a la base 
anóni
a de ℓ1(c), enton
es H tiene laWRNP. En parti
ular, si X no 
ontiene una 
opia de ℓ1(c), enton
es todo sub
onjunto
onvexo, a
otado y σ(X,B)-
ompa
to de X tiene la WRNP.Demostra
ión. Se dedu
e del teorema 2.24 y de la proposi
ión 2.14.



44 Fragmentabilidad débilCorolario 2.24.2 Sea K un espa
io topológi
o 
ompa
to y Hausdor� que no 
ontieneuna 
opia de βN. Enton
es para 
ada sub
onjunto D denso en K se veri�
a que todosub
onjunto a
otado, 
onvexo y tp(D)-
ompa
to de C(K) veri�
a la WRNP.Demostra
ión. Se dedu
e del teorema 2.24 y del 
orolario 2.5.1.Nótese que, en parti
ular, el 
orolario anterior es válido si se 
umple alguna de las
ondi
iones (1)�(5) del 
orolario 2.5.1.2.2.4. Otra 
ara
teriza
ión de la propiedad P (D). Resultadosde tipo Krein-MilmanEn el teorema 2.20 hemos puesto de mani�esto que si H tiene la propiedad P (B),enton
es H tiene la propiedad KSf. Aquí analizamos una espe
ie de re
ípro
o de estaa�rma
ión, así 
omo la validez de fórmulas del tipo
H = co(ext(A))

‖ ‖para 
onjuntos 
onvexos y σ(X,B)-
ompa
tos que veri�
an la propiedad P (B). Como
olofón de la se

ión tendremos demostrada la equivalen
ia de las siguientes 
ondi
io-nes.
(α) H tiene la propiedad P (B).
(β) Para 
ada sub
onjunto σ(X,B)-
ompa
to y 
onvexo A de H se 
umple

A = co(ext(A))
‖ ‖donde ext(A) es el 
onjunto de puntos extremales de A.

(γ) Para 
ada sub
onjunto A de H , que sea σ(X,B)-
ompa
to se 
umple
co(A)

σ(X,B)
= co(A)

‖ ‖La impli
a
ión (α) ⇒ (β) se demuestra en el teorema 2.25, (β) ⇒ (γ) en elteorema 2.26 y (γ) ⇒ (α) en el teorema 2.28. Nuestras pruebas se basan en algunasideas que Haydon utilizó para demostrar propiedades análogas para sub
onjuntos ω∗-
ompa
tos de duales 
uyo predual no 
ontiene a ℓ1.Re
ordemos también dos resultados 
lási
os que ne
esitaremos



2.2 Conse
uen
ias de la propiedad P (D) 45El teorema de Milman (ver [25, 
hapter 9℄) que nos di
e: si K es un sub
onjunto
onvexo y 
ompa
to de un espa
io lo
almente 
onvexo y F es un sub
onjunto
errado de K tal que co(F ) = K, enton
es F 
ontiene todos los puntos extre-males de K.El teorema de Bishop-Phelps ([24, 
hapter 1℄) que a�rma que el 
onjunto defun
ionales del dual de un espa
io de Bana
h X que al
anzan su máximo en unsub
onjunto 
errado, a
otado y 
onvexo �jo de X es denso en X∗.Teorema 2.25 Sea H un sub
onjunto a
otado y σ(X,B)-
ompa
to de un espa
io deBana
h X, donde B es un sub
onjunto normante de BX∗. Si H es 
onvexo y tienela propiedad P (B), enton
es H es la envoltura 
errada y 
onvexa en norma de suspuntos extremales, es de
ir,
H = co(ext(H))

‖ ‖Demostra
ión. Denotamos A = co(ext(H))
‖ ‖, y suponemos por redu

ión al absurdoque H 6= A. En estas 
ondi
iones existirá ϕ ∈ X∗ tal que

sup
h∈H

ϕ(h) > sup
x∈A

ϕ(x) (2.7)El teorema de Bishop-Phelps asegura que puede tomarse ϕ0 en X∗ que veri�
a ladesigualdad anterior y además al
anza su máximo en H . Supondremos por 
omodidadque di
ho máximo vale 1.Sea ahora F = { h ∈ H : ϕ0(h) = 1 } que es un sub
onjunto no va
ío y 
onvexode H . De�nimos así el σ(X,B)-
ompa
to y 
onvexo C = F
σ(X,B) y el 
onjunto deextremales E = ext(C). Nótese que para 
ada e ∈ E se 
umple ϕ0(e) < 1 (en otro
aso, sería E∩F 6= ∅, pero todo punto de E∩F es ne
esariamente un punto extremalde H , 
on lo que se 
umpliría sup

x∈A

ϕ0(x) = 1, en 
ontradi

ión 
on la e
ua
ión (2.7)).Por tanto se tiene:
E =

∞⋃

n=1

(
E ∩

{
h ∈ E : ϕ0(h) < 1 −

1

n

}σ(X,B))

E es un espa
io de Baire 
on la σ(X,B)-topología relativa (ver [20, 27.9℄) por lo queexistirán un número n ∈ N y un σ(X,B)-abierto O ⊂ E que está 
ontenido tambiénen un 
onjunto En = {h ∈ E : ϕ0(h) < 1 − 1/n}
σ(X,B). Por el teorema 2.18, tenemosque ϕ0|H ∈ Br(H, σ(X,B)) por lo que la restri

ión de ϕ0 a la σ(X,B)-
lausura de
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O tiene algún punto de σ(X,B)-
ontinuidad. Elegimos así un sub
onjunto σ(X,B)-
errado U en C tal que (intEU) ∩ O 6= ∅ y tal que osc(ϕ0|U) <

1

2n
(intEU denota elinterior de U en la topología σ(X,B) relativa en E).Teniendo en 
uenta que

C = co(E)
σ(X,B)

= co
(
co(U)

σ(X,B)
, co(E \ U)

σ(X,B)
)
,y 
omo E \ U tiene interse

ión va
ía 
on el σ(X,B)-abierto (intEU) ∩ O de E, elteorema de Milman nos di
e que co(E \ U)

σ(X,B) está 
ontenido estri
tamente en C,y por tanto F 
ontiene puntos que no están en co(E \ U)
σ(X,B). Sea así h0 ∈ F 
on

h0 = λh1 + (1 − λ)h2, siendo h1 ∈ co(U)
σ(X,B) y h2 ∈ co(E \ U)

σ(X,B) y λ > 0. Como
ϕ0(h0) = 1 y ϕ0(h1) ≤ 1 y ϕ0(h2) ≤ 1, basta probar que ϕ0(h1) < 1 para llegar auna 
ontradi

ión. Para ello tomamos la probabilidad de Radon δh1 de�nida en U .Tendremos que

ϕ0(h1) =

∫

U

ϕ(h) dδ(h)Como U ∩ En 6= ∅ y la os
ila
ión de ϕ0 en U es menor que 1/2n, ϕ0(h) será menorque 1 − 1
2n

para 
ada h en U , luego ϕ0(h1) < 1, en 
ontradi

ión 
on lo anterior.Usaremos de nuevo el teorema de Milman para probar la impli
a
ión (β) ⇒ (γ)de nuestro esquema general.Teorema 2.26 Sea H un sub
onjunto 
onvexo y σ(X,B)-
ompa
to de X tal que para
ada sub
onjunto F de H que sea σ(X,B)-
errado y 
onvexo se 
umple que
F = co(ext(F ))

‖ ‖Enton
es para 
ada sub
onjunto A de H σ(X,B)-
errado se 
umple que
co(A)

σ(X,B)
= co(A)

‖ ‖Demostra
ión. Sea A un sub
onjunto σ(X,B)-
ompa
to de H . Enton
es:
co(A)

σ(X,B) (1)
= co(ext(co(A)

σ(X,B)
))

‖ ‖ (2)
⊂ co(A)

‖ ‖donde la igualdad (1) se obtiene a partir de la hipótesis y el 
ontenido (2) gra
ias alteorema de Milman. Esto nos di
e que las 
lausuras de co(A) en la norma y en latopología σ(X,B) 
oin
iden.



2.2 Conse
uen
ias de la propiedad P (D) 47Para terminar este apartado probaremos que si se 
umple la 
ondi
ión (γ), en-ton
es H tiene la propiedad P (B). Para este resultado desarrollaremos la proposi
iónsiguiente que se basa en una de Talagrand ([76, 7-3-5℄) que rela
iona los 
onjuntosque no son de Pettis 
on la bola unidad del espa
io ℓ∞.Lema 2.27 Sea K un espa
io Hausdor� 
ompa
to, D ⊂ K denso y H un sub
onjuntouniformemente a
otado, 
onvexo y numerablemente 
ompa
to para la topología tp(D)en C(K). Si D̂ = { d̂ : H → R : d ∈ D } 
ontiene una su
esión independiente en H,enton
es existe una fun
ión f : H → [−1, 1]N 
ontinua y afín tal que para algún ε > 0se 
umple que [−ε, ε]N ⊂ f(H).Demostra
ión. Suponemos sin pérdida de generalidad que H está a
otado uniforme-mente por 1. Sea (d̂n) ∈ D̂ una su
esión independiente en H . Por tanto, existen α < βtales que si P y Q son dos sub
onjuntos �nitos y disjuntos de N se tiene:
(⋂

n∈P

{h ∈ H : h(dn) < α}

)
∩

(⋂

n∈Q

{h ∈ H : h(dn)) > β}

)
6= ∅ComoH está uniformemente a
otado por 1 se puede elegir−1 < α < β < 1. De�nimosasí

φ : H → [−1, 1]N por φ(h) = (h(dn))que es 
ontinua respe
to a las topologías tp(D) y tp. Veamos que [α, β]N ⊂ φ(H) (ypor lo tanto 
on un sen
illo 
ambio obtendríamos una fun
ión afín f tal que [−ε, ε]Nestá 
ontenido en f(H) para algún ε > 0).Tomamos (yn) ∈ [α, β]N, es de
ir, α ≤ yn ≤ β ∀n ∈ N. Debemos obtener hen H 
on h(dn) = yn. En primer lugar es fá
il obtener h1 en H 
on h1(d1) = y1ya que basta tomar hs, hi en H 
on hs(d1) > β y hi(d1) < α (que existen por laindependen
ia) 
on lo que 
ierta 
ombina
ión 
onvexa de hs y hi, que también estáen H , 
umple la propiedad deseada. Veamos además que pueden elegirse hα
1 , h

β
1 en Htales que hα

1 (d1) = hβ
1 (d1) = y1 y hα

1 (d2) < α y hβ
1 (d2) > β. Obtendríamos hα

1 de laforma anterior tomando hs y hi 
on hs(d2), hi(d2) < α, y hβ
2 tomando hs y hi de modoque hs(d2), hi(d2) > β (nótese que aquí se usa de nuevo la independen
ia).Por indu

ión obtenemos hα

n y hβ
n en H 
on hα

n(dj) = hβ
n(dj) = yj para j ≤ n y
on hα

n(dn+1) < α , hβ
n(dn+1) > β. De aquí, 
ierta 
ombina
ión 
onvexa de hα

n y hβ
n,que llamamos hn+1 es un elemento de H que 
umple hn+1(dm) = ym para m ≤ n+ 1.Este pro
eso indu
tivo nos permite obtener una su
esión (hn) en H 
on hn(dm) = ym



48 Fragmentabilidad débilpara m ≤ n. Elegimos un punto de a
umula
ión h ∈ H de (hn) en la topología tp(D)(re
uérdese que H es numerablemente 
ompa
to para di
ha topología). Fijado j ∈ Ny δ > 0, 
onsideramos el tp(D)-entorno de h,
U(h, δ) = { g ∈ H : |g(dj) − h(dj)| < δ }Podemos suponer que 
ierto hm ∈ U(h, δ) para 
ierto m > j, y por lo tanto

|h(dj) − yj| < δPor la arbitrariedad de δ y de j se tiene que h(dj) = yj, ∀j ∈ N. Nótese que por la
onstru

ión de f , ésta es afín.Para demostrar el siguiente teorema ne
esitamos 
ono
er la existen
ia de un sub-
onjunto ω∗-
ompa
to de ℓ∞ tal que sus envolturas 
onvexas y 
erradas en las topolo-gías de la norma y débil∗ no 
oin
idan. En realidad di
ho 
onjunto existe en 
ualquierdual de un espa
io de Bana
h X∗ 
on tal de que X 
ontenga un subespa
io isomor-fo a ℓ1. A 
ontinua
ión 
onstruimos un 
onjunto de ese tipo siguiendo las ideas deHaydon, [39℄, que a su vez se basan en [62℄. Para ello 
onsideramos una apli
a
ión
o
iente u : ℓ1 → C([0, 1]) (existe por ser C([0, 1]) separable); si para 
ada t de [0, 1]denotamos por δ(t) la medida que vale 1 en t y 0 en el resto de puntos, tenemos quela envoltura ω∗-
errada y 
onvexa de ∆ := { δt : t ∈ [0, 1] } en M [0, 1] = C[0, 1]∗ esdistinta de la envoltura 
errada y 
onvexa en norma (la primera 
ontiene todas lasprobabilidades de M [0, 1] mientras que la segunda 
ontiene sólo medidas atómi
as).Basta ahora 
onsiderar el sub
onjunto S = u∗(∆) de ℓ∞ que es ω∗-
ompa
to y veri�
a
co(S)

ω∗

6= co(S)
‖ ‖.Teorema 2.28 Sean X un espa
io de Bana
h, B un sub
onjunto normante de BX∗y H un sub
onjunto 
onvexo, a
otado y σ(X,B) de X. Supongamos que 
ada sub
on-junto A σ(X,B)-
ompa
to de X veri�
a

co(A)
σ(X,B)

= co(A)
‖ ‖
,Enton
es H tiene la propiedad P (B).Demostra
ión. Por redu

ión al absurdo, si H no tiene la propiedad P (B), el teore-ma 2.5 nos asegura que B̂ posee alguna su
esión independiente en H , y por lo tanto,por el lema 2.27, existe una apli
a
ión 
ontinua y afín f : H → [−1, 1]N = Bℓ∞ tal



2.3 Cara
teriza
ión topológi
a de los P (D)-
onjuntos 49que para 
ierto ε > 0, se tiene [−ε, ε]N ⊂ f(H). Nótese que f es 
ontinua tanto paralas topologías σ(X,B) y tp(N), 
omo para las topologías de la norma en H y en Bℓ∞ .Por el 
omentario previo al teorema, sabemos que ℓ∞ 
ontiene algún sub
onjunto
ω∗-
ompa
to S tal que

co(S)
‖ ‖

6= co(S)
ω∗

⊂ co(S)
tp (2.8)Por tanto, ε ·Bℓ∞ también 
ontendrá un sub
onjunto S 
on la misma propiedad, y portanto, también f(H). Elegimos un sub
onjunto A de H que sea σ(X,B)-
ompa
to ytal que f(A) = S. Enton
es se 
umple que

f(co(A)
σ(X,B)

) = f(co(A))
tp

= co(S)
tp

f(co(A)
‖ ‖

) ⊂ f(co(A))
‖ ‖

= co(S)
‖ ‖y de la e
ua
ión (2.8), dedu
imos que f(co(A)

‖ ‖
) 6= f(co(A)

σ(X,B)
), de donde

co(A)
‖ ‖

6= co(A)
σ(X,B)en 
ontradi

ión 
on la hipótesis.2.3. La propiedad P (D) y los duales de espa
ios deBana
h que no 
ontienen a ℓ1En [66℄ se prueba que las dos 
ondi
iones siguientes son equivalentes para unespa
io de Bana
h X:(a) X no 
ontiene un subespa
io isomorfo a ℓ1.(b) Para 
ada sub
onjunto ω∗-
ompa
to H de X∗, y 
ada elemento x∗∗ de X∗∗, laapli
a
ión x∗∗|H tiene un punto de ω∗-
ontinuidad.En el 
ontexto del teorema 1.14, esto es una 
onse
uen
ia inmediata de la equiva-len
ia (2) ⇔ (9) (tomando K = (BX∗ , ω∗) y Z = BX), ya que la 
ondi
ión (b) anteriorequivale a que se 
umpla

BX∗∗ = BX
tp(BX∗)

⊂ Br(BX∗)En rela
ión 
on este resultado, Farmaki de�ne en [30℄ los 
onjuntos débilmentefragmentados del dual de un espa
io de Bana
h. Un sub
onjunto H de X∗ que sea
ω∗-
ompa
to es débilmente fragmentado si, y sólo si, se veri�
a:



50 Fragmentabilidad débilPara 
ada sub
onjunto ω∗-
ompa
to y no va
ío A de H , y 
ada x∗∗ ∈ X∗∗,
x∗∗|A tiene algún punto de ω∗-
ontinuidad(ver [30, proposition 2℄). Teniendo en 
uenta la equivalen
ia de las 
ondi
iones (a) y (b)anteriores, y el ejemplo 2.9, se tiene que todo sub
onjunto ω∗-
ompa
to y débilmentefragmentado del dual de un espa
io de Bana
h tiene la propiedad P (BX). Mu
hasde las propiedades que Farmaki prueba en di
ho artí
ulo (por ejemplo, la igualdadde envolturas 
onvexas y 
erradas en las topologías ω∗ y de la norma para 
onjuntosdébilmente fragmentados, o el he
ho de que un 
onjunto débilmente fragmentado y
onvexo 
oin
ide 
on la envoltura 
onvexa y 
errada en norma de sus puntos extre-males) se dedu
en de las 
orrespondientes propiedades válidas para 
onjuntos 
on lapropiedad P (D), que son válidas en un 
ontexto más general que el de los duales.Como ya señalamos en el ejemplo 2.9, 
ualquier sub
onjunto ω∗-
ompa
to del dual

X∗ de un espa
io de Bana
h X tal que X no 
ontiene una 
opia isomorfa de ℓ1 tienela propiedad P (BX). En este apartado probaremos que si H es un sub
onjunto de
C(K) 
on la propiedad P (D), enton
es H es homeomorfo mediante una apli
a
iónafín a un sub
onjunto ω∗-
ompa
to del dual de un espa
io de Bana
h que no 
ontieneuna 
opia isomorfa de ℓ1. La demostra
ión se ha
e en dos etapas. En la primeraetapa, que detallamos a 
ontinua
ión, demostraremos que 
ualquier 
onjunto 
on lapropiedad P (D) es homeomorfo mediante una apli
a
ión afín a un 
onjunto de Pettisdel dual de un espa
io de Bana
h. En la segunda etapa, utilizaremos un resultado deFarmaki ([30℄) que a�rma que 
ualquier 
onjunto de Pettis es homeomorfo medianteuna apli
a
ión afín a un sub
onjunto ω∗-
ompa
to del dual X∗ de un espa
io deBana
h que no 
ontiene una 
opia de ℓ1.Dados el 
ompa
to K y D ⊂ K denso, 
onsideramos la apli
a
ión:

i : C(K) → ℓ∞(D) = (ℓ1(D))∗ (2.9)de�nida por i(ϕ) = (ϕ(d))d∈D.Proposi
ión 2.29 La apli
a
ión i tiene las siguientes propiedades:(1) i es una isometría lineal de (C(K), ‖ ‖∞) en (ℓ∞(D), ‖ ‖∞).(2) i es tp(D) − tp 
ontinua.



2.3 Cara
teriza
ión topológi
a de los P (D)-
onjuntos 51(3) Si H es un sub
onjunto a
otado de C(K), la apli
a
ión i estable
e un homeo-mor�smo entre (H, tp(D)) y (i(H), ω∗).Demostra
ión.
(1) La linealidad es inmediata. Además i es isometría 
on las normas usuales: para
ada ϕ ∈ C(K) se 
umple

‖i(ϕ)‖∞ = ‖(ϕ(d))‖∞ = sup{ |ϕ(d)| : d ∈ D } = ‖ϕ‖∞donde en la última igualdad se ha usado que D es denso en K.
(2) Dada una red (ϕα) se tiene que,

(ϕα) → ϕ en tp(D) =⇒ ∀d ∈ D, ϕα(d) → ϕ(d)y esta última 
ondi
ión nos da la 
onvergen
ia puntual en ℓ∞(D) de i(ϕα) = (ϕα(d))a i(ϕ) = (ϕ(d)).
(3) Al ser i una isometría, tendremos que i|H : H → i(H) es biye
tiva. Por lade�ni
ión de la topología tp(D) se tiene que si (ϕα) es una red en H y ϕ ∈ H ,enton
es:

(ϕα) → ϕ en tp(D) =⇒ ∀d ∈ D, ϕα(d) → ϕ(d) (2.10)Por ser H uniformemente a
otado, tendremos que existe M > 0 tal que:
‖ϕα(d) − ϕ(d)‖ < M ∀α ∀d ∈ D (2.11)Hemos de 
omprobar que (ϕα(d)) → (ϕ(d)) en la topología ω∗ de ℓ∞(D). Sea (λd) unelemento de ℓ1(D), es de
ir, tal que

∑

D

|λd| <∞ (2.12)Enton
es se 
umple que ∑
D

|λd(ϕα(d) − ϕ(d))| → 0, utilizando las e
ua
iones (2.10),(2.11) y (2.12), lo que nos da la 
onvergen
ia deseada.Obviamente, si i(ϕα) → i(ϕ) en la topología ω∗, donde (ϕα) y (ϕ) están en H , se
umple que ϕα(d) → ϕ(d), ∀d ∈ D, es de
ir, ϕα → ϕ en la topología tp(D).Demostraremos ahora que la apli
a
ión i de�nida en la e
ua
ión 2.9 transforma
onjuntos 
on la propiedad P (D) en 
onjuntos de Pettis; y re
ípro
amente, si la ima-gen por i de un sub
onjunto deX es un 
onjunto de Pettis, enton
es di
ho sub
onjuntotiene la propiedad P (D). Utilizaremos para ello el siguiente lema que apare
e en [76,supplement 7-3-4℄.



52 Fragmentabilidad débilLema 2.30 Sea K un 
onjunto 
ompa
to, X un espa
io de Bana
h y f : K → X∗una apli
a
ión ω∗-
ontinua. Enton
es f es universalmente es
alarmente medible si, ysólo si, f(K) es un 
onjunto de Pettis.Demostra
ión. Sean f̃ : K → f(K) la sobreye

ión 
ontinua que determina f y
j : f(K) → X∗ la inye

ión 
anóni
a, de modo que f = j ◦ f̃ .Si f(K) es un 
onjunto de Pettis, enton
es j es universalmente es
alarmente medi-ble. Si µ es una probabilidad de Radon en K, la probabilidad imagen por f̃ , ν, de�nidamediante ν(E) = µ(f̃−1(E)) es también de Radon, y por lo tanto, dado x∗∗ ∈ X∗∗, la
µ-medibilidad de x∗∗ ◦ f = (x∗∗ ◦ i) ◦ f̃ se obtiene de la medibilidad de x∗∗ ◦ i y de f̃ .Re
ípro
amente, partiendo de la medibilidad es
alar universal de f se llega a lade i utilizando [70, teorema I.5.9℄.Proposi
ión 2.31 Sea H un sub
onjunto tp(D)-
ompa
to y a
otado de C(K). Htiene la propiedad P (D) si, y sólo si, i(H) es un 
onjunto de Pettis en ℓ∞(D). En
onse
uen
ia, todo 
onjunto 
on la propiedad P (D) es homeomorfo mediante unaapli
a
ión afín a un 
onjunto de Pettis del dual de un espa
io de Bana
h.Demostra
ión. Sea j : H → C(K) la inye

ión 
anóni
a. Si H tiene la propiedad
P (D), enton
es j es universalmente es
alarmente medible por el teorema 2.18, y porlo tanto dada µ probabilidad en H y un elemento y∗∗ de (ℓ1(D))∗∗ se tiene que

y∗∗ ◦ i|H = (y∗∗ ◦ i) ◦ jes µ-medible al ser y∗∗ ◦ i un elemento de C(K)∗, luego i|H : H → (ℓ1(D))∗ esuniversalmente es
alarmente medible, lo que nos da que i(H) es un 
onjunto de Pettispor el lema 2.30.Re
ípro
amente, si i|H : H → (ℓ1(D))∗ es universalmente es
alarmente medible,y φ es un elemento de C(K)∗, se tiene que φ ◦ j = (φ ◦ i−1) ◦ i, donde i−1 se de�nede i(H) en H , luego j es también universalmente es
alarmente medible, y H tienela propiedad P (D), utilizando el teorema 2.18 de nuevo. La última a�rma
ión delenun
iado se obtiene teniendo en 
uenta la proposi
ión 2.29.Ne
esitaremos el siguiente teorema de Farmaki ([30, 
orollary 13℄), que enun
iamossin demostra
ión, para 
ompletar la prueba del resultado que bus
amos.Teorema 2.32 (Farmaki) Todo 
onjunto de Pettis (H,ω∗) del dual de un espa
io deBana
h es tal que su envoltura ω∗-
errada y absolutamente 
onvexa es homeomorfa,



2.3 Cara
teriza
ión topológi
a de los P (D)-
onjuntos 53mediante una apli
a
ión afín, a un sub
onjunto ω∗-
ompa
to del dual X∗ de un espa
iode Bana
h X que no 
ontiene una 
opia isomorfa de ℓ1.Proposi
ión 2.33 Todo 
onjunto 
on la propiedad P (D) es tal que su envoltura
tp(D)-
errada y absolutamente 
onvexa es homeomorfa, mediante una apli
a
ión afín,a un sub
onjunto ω∗-
ompa
to del dual de un espa
io de Bana
h que no 
ontiene una
opia isomorfa de ℓ1. En 
onse
uen
ia, todo 
onjunto 
on la propiedad P (D) es tam-bién homeomorfo a un sub
onjunto ω∗-
ompa
to del dual de un espa
io de Bana
h queno 
ontiene a ℓ1.Demostra
ión. Si H tiene la propiedad P (D), enton
es el teorema 2.20 nos permi-te asegurar que su envoltura absolutamente 
onvexa y tp(D)-
errada es también un
onjunto 
on la propiedad P (D). Basta apli
ar así los teoremas 2.31 y 2.32.Para 
ompletar este apartado, veamos 
ómo la isometría i de la e
ua
ión (2.9)puede servir para redu
ir la demostra
ión de algunas de las propiedades obtenidaspara los 
onjuntos 
on la propiedad P (D) al 
aso del dual de un espa
io de Bana
h
X. Por ejemplo, sabiendo que si H es un 
onjunto de Pettis del dual de un espa
io deBana
h se 
umple

co(H)
ω∗

= co(H)
‖ ‖(esto lo demuestra Talagrand en [76, theorem 7-3-3℄), puede probarse que si H es unsub
onjunto norma-a
otado y σ(X,B)-
ompa
to de un espa
io de Bana
h que tienela propiedad P (B), enton
es

co(H)
σ(X,B)

= co(H)
‖ ‖y además este último 
onjunto es σ(X,B)-
ompa
to. En efe
to, por un lado se tiene:

i
(
co(H)

σ(X,B)
)
⊂ i(co(H))

ω∗

= co(i(H))
ω∗

=

= co(i(H))
‖ ‖

= i(co(H))
‖ ‖donde el primer 
ontenido se da por ser i 
ontinua; la primera igualdad, por ser ilineal; la segunda igualdad, por ser i(H) un 
onjunto de Pettis en un dual (por laproposi
ión 2.31 y utilizando el resultado ya 
omentado de Talagrand), y la últimaigualdad, por la linealidad de i.Por otro lado, 
omo i es una isometría tendremos que:

i(co(H))
‖ ‖

= i
(
co(H)

‖ ‖
)
⊂ i
(
co(H)

σ(X,B)
)



54 Fragmentabilidad débilPor lo tanto
i(co(H)

σ(X,B)
) = co(i(H))

ω∗Así co(H)
σ(X,B) es σ(X,B)-
ompa
to ya que es homeomorfo al sub
onjunto ω∗-
ompa
to co(i(H))

ω∗ . Además, de las e
ua
iones anteriores se dedu
e que
i(co(H)

‖ ‖
) = i(co(H)

σ(X,B)
)luego co(H)

‖ ‖
= co(H)

σ(X,B).
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56 Fragmentabilidad3.1. Introdu

iónLa no
ión de fragmentabilidad apare
ió por primera vez en un artí
ulo de Jayney Rogers ([47℄).De�ni
ión 3.1 Sea (X, τ) un espa
io topológi
o y ρ una métri
a en X. Se di
e que
(X, τ) está fragmentado por ρ (o que es ρ-fragmentado) si para 
ada sub
onjunto nova
ío A de X y para 
ada ε > 0 existe un τ -abierto U ⊂ X tal que U ∩ A 6= ∅ y
diamρ(U ∩ A) ≤ ε.Puede 
omprobarse que (X, τ) está fragmentado en norma si, y sólo si, 
adasub
onjunto 
errado y no va
ío de X 
ontiene τ -abiertos relativos no va
íos 
on ρ-diámetro arbitrariamente pequeño.En esta parte introdu
toria expondremos algunos resultados 
ono
idos sobre frag-mentabilidad, y se enun
iarán los prin
ipales resultados del 
apítulo. Como referen
iagenéri
a, estos primeros resultados se en
uentran en [54℄.En el 
aso de un espa
io de Bana
h, 
uando se toma τ 
omo la topología débil, yla métri
a está dada por la norma, se tiene el siguiente resultado.Proposi
ión 3.2 Cualquier sub
onjunto débilmente 
ompa
to de un espa
io de Ba-na
h está fragmentado por la norma.Otra situa
ión interesante en la que puede presentarse la fragmentabilidad es en unespa
io de Bana
h dual X∗ donde τ es la topología ω∗ y la métri
a es la de la norma.En este 
aso no siempre es 
ierto que un sub
onjunto ω∗-
ompa
to está fragmentadoen norma; de he
ho se 
umple lo siguiente.Proposi
ión 3.3 Sea X un espa
io de Bana
h. Son equivalentes:(1) Todo sub
onjunto ω∗-
ompa
to de X∗ está fragmentado en norma.(2) (BX∗ , ω∗) está fragmentado en norma.(3) X∗ tiene la propiedad de Radon-Nikodym (es de
ir, X es un espa
io de Asplund).En el 
itado trabajo ([54℄), Namioka prueba algunas interesantes propiedades delos sub
onjuntos ω∗-
ompa
tos y norma-fragmentados, que re
ogemos en la siguienteproposi
ión.



3.1 Introdu

ión 57Proposi
ión 3.4 Sea X un espa
io de Bana
h y H un sub
onjunto ω∗-
ompa
to yfragmentado en norma de X∗. Enton
es se 
umple:(1) co(H)
ω∗

= co(H)
‖ ‖(2) El 
ierre absolutamente 
onvexo y ω∗-
errado de H es también fragmentado ennorma.El 
on
epto de espa
io 
ompa
to de Radon-Nikodym fue introdu
ido por Namiokaen [54℄, donde los estudia 
on detalle.De�ni
ión 3.5 (Namioka) Un espa
io topológi
o 
ompa
to y Hausdor� es un 
om-pa
to de Radon-Nikodym (más brevemente, 
ompa
to RN) si es homeomorfo a unsub
onjunto ω∗-
ompa
to y fragmentado por la norma del dual de un espa
io de Ba-na
h.En este trabajo utilizaremos las siguientes propiedades de los 
ompa
tos de Radon-Nikodym.Proposi
ión 3.6 (Namioka) Se 
umplen las siguientes a�rma
iones.1. Todo 
ompa
to RN es se
uen
ialmente 
ompa
to.2. Un espa
io 
ompa
to y Hausdor� Z es un 
ompa
to RN si, y sólo si, está frag-mentado por una métri
a que es inferiormente semi
ontinua respe
to a la topo-logía original de Z.A la vista de los resultados sobre fragmentabilidad para las topologías ω y ω∗, esnatural preguntarse sobre la fragmentabilidad en norma de sub
onjuntos de un espa
iode Bana
h que sean 
ompa
tos respe
to a la topología dada por un sub
onjuntonormante de BX∗ . Para ello, nos situaremos en el 
ontexto de los espa
ios C(K).Si K es un espa
io 
ompa
to de Hausdor�, y D es denso en K, enton
es la normade C(K) es inferiormente semi
ontinua respe
to de la topología tp(D). De esta forma,después de la proposi
ión 3.6, la fragmentabilidad de un sub
onjunto tp(D)-
ompa
tose puede mirar 
omo una herramienta, entre otras 
osas, para 
ono
er su 
ará
terse
uen
ial (de aquí en adelante, siempre que nos re�ramos a la fragmentabilidad desub
onjuntos tp(D)-
ompa
tos de C(K) estaremos 
onsiderando la métri
a dada por



58 Fragmentabilidadla norma del supremo). En este 
ontexto, Cas
ales y Vera han demostrado que 
ual-quier sub
onjunto tp(D)-
ompa
to, uniformemente a
otado y fragmentado respe
toa la norma, tiene la propiedad P (D) (
orolario 3.11.1). En parti
ular, la primeraparte de la proposi
ión 3.4 es una 
onse
uen
ia dire
ta de la 
orrespondiente propie-dad para 
onjuntos 
on la propiedad P (D) que se probó en el teorema 2.20; es más,en [18℄, se demuestra el siguiente teorema que a
lara la diferen
ia entre los 
onjuntosfragmentados y 
onjuntos 
on la propiedad P (D).Teorema 3.7 (Cas
ales y Vera) Sea K un espa
io 
ompa
to y Hausdor�, D unsub
onjunto denso de K y H un sub
onjunto uniformemente a
otado y tp(D)-
ompa
tode C(K). Enton
es H está fragmentado por la norma de C(K) si, y sólo si, co(H)
tp(D)tiene la propiedad de Radon-Nikodym.Después del teorema 2.24, podemos a�rmar que lo que le falta a un 
onjunto 
onla propiedad P (D) para ser fragmentado en norma, es exa
tamente lo mismo que lefalta a un 
onjunto 
on la propiedad débil de Radon-Nikodym para tener la propiedadde Radon-Nikodym.También en [18℄ se demuestran los siguientes resultados.Teorema 3.8 Sea K un espa
io 
ompa
to y Hausdor�, D un sub
onjunto denso en

K y H un sub
onjunto de C(K) 
on la propiedad P (D). Si (H, tp(K)) es Lindelöf,enton
es (H, tp(D)) está fragmentado por la norma.Teorema 3.9 Si K es un 
ompa
to de Corson, enton
es todo sub
onjunto a
otado y
tp(D)-
ompa
to de C(K) está fragmentado en norma.Nuestro trabajo en este 
apítulo trata de 
ompletar y extender los dos últimosresultados. Además de demostrar el teorema 3.8 de forma distinta a 
omo se ha
een [18℄, ponemos de mani�esto que en mu
hos 
asos la hipótesis `H tiene la propie-dad P (D)' es super�ua para obtener la fragmentabilidad; en 
on
reto, probaremos losiguiente.Propiedades en el espa
io C(K): Si C(K) es Lindelöf respe
to a la topología

tp(K), enton
es todo sub
onjunto tp(D)-
ompa
to de C(K) está fragmentadopor la norma, y en parti
ular es un 
ompa
to de Radon-Nikodym (teorema 3.14).



3.2 Condi
ión de Lindelöf en (C(K), tp(K)) 59Este resultado mejora el teorema 3.9, ya que si K es un 
ompa
to de Corson, en-ton
es Cp(K) es Lindelöf, [2℄ (por Cp(K) denotamos el espa
io (C(K), tp(K))).El resultado puede lo
alizarse: siH es 
onvexo, tp(K)-Lindelöf y tp(D)-
ompa
toenton
es (H, tp(D)) es fragmentado por la norma (teorema 3.17).Propiedades en un espa
io de Bana
h general Si X es un espa
io de Bana
h,
B un sub
onjunto normante de BX∗ y H es σ(X,B)-
ompa
to y débilmente Lin-delöf, enton
es (H, σ(X,B)) está fragmentado por la norma (proposi
ión 3.16).Una 
onse
uen
ia de este resultado es que si X es un espa
io de Bana
h dé-bilmente Lindelöf, enton
es todo sub
onjunto σ(X,B)-
ompa
to y a
otado estáfragmentado por la norma, y por lo tanto es un 
ompa
to de Radon-Nikodym(
orolario 3.16.1).3.2. Condi
ión de Lindelöf en (C(K), tp(K))Para demostrar que si Cp(K) es Lindelöf y D es un sub
onjunto denso de K,enton
es todo sub
onjunto tp(D)-
ompa
to de C(K) está fragmentado por la norma,ne
esitaremos varios pasos. La primera etapa 
onsistirá en 
omprobar que la hipótesisde separabilidad de K no es restri
tiva. Para ello utilizaremos una extensión de losrazonamientos del teorema 3.4 de [54℄ que nos permitirá formular la proposi
ión 3.11.Ne
esitaremos un lema previo que apare
e en [54, lemma 2.1℄.Lema 3.10 Sean X e Y dos espa
ios 
ompa
tos de Hausdor�, ρX y ρY métri
asrespe
tivas en X e Y , y f : X → Y una sobreye

ión que es 
ontinua tanto paralas topologías originales de X e Y 
omo respe
to a las métri
as ρX y ρY . Si X estáfragmentado por la métri
a ρX, enton
es Y está fragmentado por ρY . En parti
ular,si en las 
ondi
iones anteriores la apli
a
ión f : X → Y es un homeomor�smo deespa
ios topológi
os, que es además una isometría 
on las métri
as dadas, enton
es

X está ρX-fragmentado si y sólo si Y está ρY -fragmentado.Proposi
ión 3.11 Sea K un espa
io 
ompa
to y Hausdor� y D un sub
onjunto densode K. Sea H un sub
onjunto tp(D)-
ompa
to de C(K). Las siguientes propiedades sonequivalentes:(1) (H, tp(D)) está fragmentado por la norma de C(K).



60 Fragmentabilidad(2) Para 
ada sub
onjunto numerable A de D, el 
onjunto (RA(H), tp(A)) está frag-mentado por la norma de C(A), donde RA : C(K) −→ C(A) es la apli
a
iónque a 
ada f ∈ C(K) le ha
e 
orresponder su restri

ión a A.(3) Para 
ada sub
onjunto numerable A de D, el 
onjunto (RA(H), ‖ ‖C(A)) esseparable.Demostra
ión.
(1) ⇒ (2) Supongamos que (H, tp(D)) es fragmentado por la norma y que A ⊂ Des numerable. Nótese que la apli
a
ión RA : C(K) → C(A) es 
ontinua tanto paralas topologías dadas por la norma 
omo 
on las topologías tp(D) − tp(A). Por tanto
RA(H) es tp(A)-
ompa
to, y además el lema 3.10 nos asegura que RA(H) es norma-fragmentado (por la norma de C(A)).
(2) ⇒ (3) Suponemos, por redu

ión al absurdo, que RA(H) no es separable en norma,donde A es un sub
onjunto numerable de D. Existirá así un sub
onjunto N ⊂ RA(H)no numerable y un ε > 0 tal que si f 6= g 
on f, g ∈ N enton
es ‖f − g‖C(A) > ε.Ahora bien, por ser A numerable, RA(H) es tp(A)-
ompa
to y metrizable; por tanto,quitando a lo más una 
antidad numerable de puntos de N , podemos suponer que
ada uno de los puntos de N no es tp(A)-aislado en N (ya que RA(H) tiene unabase de entornos numerable para la topología tp(A), y existe una apli
a
ión inye
tivaentre el 
onjunto de puntos tp(A)-aislados de N y el 
onjunto de entornos de di
habase). Por la fragmentabilidad de RA(H), existirá un sub
onjunto W de N que es
tp(A)-abierto relativo y no va
ío y tiene diámetro (en C(A)) menor o igual que ε. Alser los puntos de N no aislados y W abierto en N , existirán f, g ∈ W distintos. Portanto, será ‖f − g‖C(A) ≤ ε, en 
ontradi

ión 
on la ele

ión de N . La 
on
lusión esque RA(H) ha de ser separable.
(3) ⇒ (1) Supongamos que (H, tp(D)) no está fragmentado por la norma de C(K).Deben existir B ⊂ H no va
ío y tp(D)-
ompa
to y ε > 0 tales que 
ualquier sub
on-junto tp(D)-abierto no va
ío de B tiene diámetro (en C(K)) mayor que ε.Tomamos ahora un sub
onjunto U tp(D)-abierto y no va
ío de B. Existirán x ∈ Ky f, g ∈ U 
on (f − g)(x) > ε. Por ser D denso en K y f, g ∈ C(K), podemos obtener
d ∈ D 
on (f − g)(d) = ε+ δ (
on δ > 0). Sean así:

U0 =

{
h ∈ U : h(d) > f(d) −

δ

2

} y U1 =

{
h ∈ U : h(d) < g(d) +

δ

2

}

U0 y U1 son tp(D)-abiertos no va
íos (f ∈ U0 y g ∈ U1). Además si h0 ∈ U0 y h1 ∈ U1,
omo f(d) = g(d) + ε+ δ será h1(d) < g(d) + δ/2 y h0(d) > f(d) − δ/2, y por tanto,
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h0(d) − h1(d) > ε. Podemos obtener así una su
esión { Vn : n ∈ N } de tp(D)-abiertosy otra { dn : n ∈ N } de elementos de D tales que:a) V2n ∪ V2n+1 ⊂ Vn y,b) si f ∈ V2n , g ∈ V2n+1 enton
es (f − g)(dn) > εSea A = {dn} ⊂ D. Existe una 
antidad no numerable de ramas V1 ⊃ Vn1 ⊃ Vn2 ⊃ . . .donde en 
ada 
ontenido se tiene que ni+1 = 2ni, o bien ni+1 = 2ni + 1. Para 
adauna de estas ramas se 
umple que B 
ontiene a

⋂
{ Vni

tp(D)
: i ∈ N } 6= ∅(H es tp(D)-
ompa
to). Eligiendo un elemento de 
ada una de estas interse

iones,se 
umple que si f y g provienen de dos distintas, existirá dn ∈ A ⊂ D tal que

|(f − g)(dn)| ≥ ε, luego ‖ f − g ‖C(A)≥ ε. Obviamente así RA(H), dotado de la normade C(A), no puede ser separable.Corolario 3.11.1 (Cas
ales y Vera, [18℄) Sea K un espa
io Hausdor� 
ompa
to,
D un sub
onjunto denso de K y H un sub
onjunto norma-a
otado y tp(D)-
ompa
tode C(K). Si (H, tp(D)) es fragmentado por la norma de C(K), enton
es H tiene lapropiedad P (D).Demostra
ión. En efe
to, tomamos un sub
onjunto numerable A de D y 
onsideramosla apli
a
ión restri

ión RA. El 
onjunto RA(H) es separable en la norma de C(A) porla proposi
ión anterior, y por lo tanto, podemos apli
ar la proposi
ión 2.2 para a�rmarque (RA(H), tp(A)) tiene la propiedad P (A). Esto impli
a que H tiene la propiedad
P (D) por la proposi
ión 2.3.El siguiente resultado utiliza algunas ideas de Jayne, Namioka y Rogers, [45, lem-ma 3.9℄, y algunos resultados 
lási
os sobre 
onjuntos analíti
os (ver [21, 
hapter 8℄).Re
ordemos queun espa
io topológi
o se di
e pola
o si es homeomorfo a un espa
io separable,metrizable y 
ompleto;un sub
onjunto de un espa
io pola
o se di
e analíti
o si es imagen 
ontinua deun espa
io pola
o.



62 FragmentabilidadLema 3.12 Sea K un espa
io Hausdor�, 
ompa
to y separable, D un sub
onjuntonumerable y denso de K y H un sub
onjunto tp(D)-
ompa
to de C(K). Si para 
adaprobabilidad de Radon µ en (H, tp(D)) existe Sµ ⊂ H 
errado y separable en norma,que 
umple µ∗(Sµ) = 1, enton
es H es separable en norma.Demostra
ión. Utilizando la proposi
ión 3.11, basta demostrar que H es fragmentadopor la norma de C(K). Para esto, basta probar que 
ada sub
onjunto C de H que sea
errado en norma es medible respe
to a 
ada probabilidad de Radon µ en (H, tp(D)),[45℄. Fijamos µ y llamamos Sµ al sub
onjunto referido en el enun
iado del lema.Enton
es (Sµ, ‖ ‖) es pola
o; por lo tanto (Sµ, tp(D)) es un sub
onjunto analíti
o delespa
io pola
o (H, tp(D)). Ahora bien, todo sub
onjunto analíti
o de un espa
io pola
oes universalmente medible ([21, 8.4.3℄), y por lo tanto Sµ es µ-medible y µ(Sµ) = 1.Por otro lado, al ser C 
errado en norma, y razonando de la misma forma, podemosasegurar que (C ∩ Sµ, tp(D)) es µ-medible, de donde se dedu
e que el 
onjunto
C = (C ∩ Sµ) ∪ (C ∩ Sc

µ)es µ-medible.El siguiente teorema es la versión separable del resultado que bus
amos. Utiliza-remos la siguiente nota
ión: si T es un espa
io topológi
o,
Borel(T ) es la σ-álgebra de Borel en T , es de
ir, la σ-álgebra engendrada porlos sub
onjuntos abiertos de T .
Baire(T ) es la σ-álgebra de Baire de T , es de
ir, la σ-álgebra generada por lasfun
iones reales 
ontinuas de�nidas en T .Es 
ono
ido que si T es un espa
io métri
o, ambas σ-álgebras 
oin
iden, aunqueen general sólo se 
umple que Baire(T ) ⊂ Borel(T ).Teorema 3.13 Sea K un espa
io 
ompa
to, separable y Hausdor� y D un sub
onjun-to denso y numerable de K. Si H tiene la propiedad P (D)1 y (H, tp(K)) es Lindelöf,enton
es H es separable en norma. En parti
ular, si Cp(K) es Lindelöf, enton
es todosub
onjunto tp(D)-
ompa
to es separable en norma.1Aquí no se supone que H sea a
otado.



3.2 Condi
ión de Lindelöf en (C(K), tp(K)) 63Demostra
ión. Supongamos que H tiene la propiedad P (D), donde H no se suponea
otado, y que (H, tp(K)) es Lindelöf. Si es
ribimos
H =

⋃

n∈N

Hn donde Hn := { h ∈ H : ‖h‖ ≤ n } (3.1)se tiene que 
ada Hn tiene la propiedad P (D) y es Lindelöf para la topología tp(K).De este modo, si probamos que 
ada Hn es separable en norma, también lo será H .Por lo tanto, para demostrar la separabilidad en norma de H , podemos suponer, y asílo haremos a partir de ahora, que H es a
otado.Probaremos que H es separable en norma en dos etapas.Primera etapa. Comprobaremos que
Borel(H, tp(D)) = Baire(H, tp(K))Por un lado, al ser (H, tp(D)) metrizable, se 
umple que

Borel(H, tp(D)) = Baire(H, tp(D)) ⊂ Baire(H, tp(K))Por otro lado, al ser (H, tp(K)) un espa
io Lindelöf, puede apli
arse un resultadode Moran, [53℄, que nos asegura que
Baire(H, tp(K)) = H ∩Baire(Cp(K)) (3.2)Ahora bien, Baire(Cp(K)) está generada por las fun
iones { δk : k ∈ K } ([29℄), y lae
ua
ión (3.2) nos asegura que Baire(H, tp(K)) está generada por

K̂ = { δk|H : k ∈ K }Por último, la 
ondi
ión P (D) en H nos asegura que
K̂ ⊂ B1(H, tp(D)) = Br(H, tp(D))(estamos usando aquí el teorema 2.5 y el he
ho de ser (H, tp(D)) metrizable). Estonos asegura que Baire(H, tp(K)) ⊂ Baire(H, tp(D)), lo que 
on
luye esta etapa.Segunda etapa. Comprobaremos que puede apli
arse el lema 3.12. Sea µ una proba-bilidad de Radon en (H, tp(D)). Por lo he
ho en la primera etapa, podemos suponerque µ es una medida de Baire en el espa
io de Lindelöf (H, tp(K)). Como tal, di
hamedida es τ -suave ([?, page 175℄) y por lo tanto, posee un soporte no va
ío S; S es
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tp(K)-
errado. Para 
ada x, y ∈ K se 
umple que si x̂|S = ŷ|S enton
es x̂ = ŷ en
asi todo punto (respe
to a µ), lo 
ual nos permite de�nir la apli
a
ión natural

ϕ : (K̂|S, tp(S)) −→ (K̂, ‖ ‖L1)mediante ϕ(x̂|S) = x̂ (nótese que K̂ ⊂ L1(µ), pues K̂ está uniformemente a
otadopor la a
ota
ión de H). Al ser ϕ inye
tiva, si probamos que ϕ es 
ontinua, tendríamosque (K̂|S, tp(S)) es 
ompa
to y metrizable, lo que impli
aría que S es separable ennorma. Ahora bien, para probar la 
ontinuidad de ϕ, sea Â|S un sub
onjunto de K̂|Sy x̂|s un punto de Â|Stp(S); podemos suponer que x̂ ∈ Â
tp(H) por la 
ompa
idad de

(K̂, tp(H)). Ahora utilizamos de nuevo el teorema 2.5 para asegurar que K̂ 
umple lapropiedad de Bourgain respe
to a µ, de modo que la proposi
ión 1.6 nos asegura que
x̂ es el límite en 
asi todo punto de una su
esión ân respe
to a la topología tp(H),donde (an) en A. La a
ota
ión de H nos permite apli
ar el teorema de la 
onvergen
iadominada de Lebesgue, por lo que (ân) 
onverge a x̂ en la norma ‖ ‖1, y por lo tanto

x̂ ∈ {ân : n ∈ N}
L1Esto asegura la 
ontinuidad de ϕ. El 
ompa
to (K̂|S, tp(S)) es así metrizable, de donde

S es separable en norma. Además S es µ-medible (vale el razonamiento de la primeraetapa de la demostra
ión del lema 3.12), por lo que se veri�
a µ(S) = 1. Así, ellema 3.12 nos asegura ahora que H es también separable en norma.Por último, supongamos que Cp(K) es Lindelöf. Sea H un sub
onjunto tp(D)-
ompa
to de C(K). Para demostrar que H es separable en norma, 
onsideramos lades
omposi
ión de H según la e
ua
ión 3.1, los sub
onjuntos Hn son tp(D)-
ompa
tosy a
otados en norma. Ahora bien, el 
orolario 2.5.1 nos asegura que todo sub
onjunto
tp(D)-
ompa
to y a
otado de C(K) tiene la propiedad P (D); 
omo obviamente di
hosub
onjunto es también tp(K)-Lindelöf (al ser 
errado en Cp(K)), puede apli
arse el
aso ya probado para asegurar que 
ada Hn es separable en norma, lo que nos da laseparabilidad en norma de H .Podemos 
on
luir ahora fá
ilmente el 
aso general.Teorema 3.14 Sea K un espa
io 
ompa
to y Hausdor� tal que Cp(K) es Lindelöf. Si
D es un sub
onjunto denso de K, enton
es todo sub
onjunto tp(D)-
ompa
to de C(K)está fragmentado por la métri
a, y por lo tanto, es un 
ompa
to de Radon-Nikodym.Demostra
ión. Sea A un sub
onjunto numerable de D. Por la proposi
ión 3.11, bastaprobar que RA(H) es separable en la norma de C(A). Ahora bien, por la 
ontinuidad



3.2 Condi
ión de Lindelöf en (C(K), tp(K)) 65de RA, Cp(A) es tp(A)-Lindelöf y RA(H) es un sub
onjunto tp(A)-
ompa
to de C(A),y así puede apli
arse el teorema 3.13 para 
on�rmar que RA(H) es separable en norma.Por último, teniendo en 
uenta que la norma de C(K) es inferiormente semi
on-tinua para la topología tp(D), la segunda parte de la proposi
ión 3.6 nos aseguraque todo sub
onjunto tp(D)-
ompa
to y fragmentado por la norma de C(K) es un
ompa
to de Radon-Nikodym.Corolario 3.14.1 ([18℄) Sea K un espa
io 
ompa
to y Hausdor� y D un sub
onjun-to denso de K. Si H tiene la propiedad P (D)2 y es tp(K)-Lindelöf, enton
es H esfragmentado por la norma.Demostra
ión. Sea A un sub
onjunto numerable de D. La proposi
ión 3.11 nos di
eque basta probar que RA(H) es separable en norma en C(A). Ahora bien, RA(H) tienela propiedad P (A) (salvo, quizás, la 
ondi
ión de a
otado) por la proposi
ión 2.3) y
(RA(H), tp(A)) es Lindelöf, por lo que basta apli
ar el teorema 3.13.Corolario 3.14.2 Sea K un espa
io 
ompa
to Hausdor� que no 
ontiene una 
opiahomeomorfa de βN. Si D ⊂ K es denso, todo sub
onjunto tp(D)-
ompa
to y tp(K)-Lindelöf H de C(K) es tal que (H, tp(D)) está fragmentado por la norma. Además
(H, tp(D)) es un 
ompa
to de Radon-Nikodym.En parti
ular, este resultado puede apli
arse si se 
umple alguna de las siguientes
ondi
iones:(a) K es se
uen
ialmente 
ompa
to;(b) El peso de K es menor que c;(
) La estre
hez de K es menor que c;(d) (C(K), tp(K)) o bien (C(K), ω) tiene la propiedad propiedad C de Corson;(e) C(K) no 
ontiene una 
opia isométri
a de ℓ1(c).Demostra
ión. Sea H ⊂ C(K) tp(D)-
ompa
to y tp(K)-Lindelöf. Si es
ribimos

H =

∞⋃

n=1

Hn 
on Hn = {h ∈ H : ‖h‖ ≤ n}2No se supone H a
otado.



66 Fragmentabilidadtenemos que 
ada Hn es tp(D)-
ompa
to y a
otado en norma, luego el 
orolario 2.5.1nos asegura que Hn tiene la propiedad P (D) para 
ada n ∈ N. Por otro lado, Hn estambién tp(K)-Lindelöf al ser 
errado en H . El 
orolario 3.14.1 puede apli
arse ahorapara a�rmar que Hn es fragmentado por la norma para 
ada n ∈ N. Ahora bien, laproposi
ión 3.11 nos permite asegurar que todo sub
onjunto tp(D)-
ompa
to que pue-de es
ribirse 
omo unión numerable de sub
onjuntos tp(D)-
ompa
tos y fragmentadospor la norma, es también fragmentado por la norma, luego H es fragmentado por lanorma.De lo anterior se dedu
e que (H, tp(D)) es un 
ompa
to de Radon-Nikodym, yaque es fragmentado por una norma que es inferiormente semi
ontinua respe
to a latopología tp(D) (proposi
ión 3.6).Por último, 
ualquiera de las 
ondi
iones (a)�(e) impli
a que K no 
ontiene una
opia de βN, por el 
orolario 2.5.1.3.3. Otros 
asosEn esta se

ión in
luiremos algunos resultados de fragmentabilidad que puedendedu
irse de forma más o menos dire
ta del trabajo realizado hasta ahora.3.3.1. Sub
onjuntos tp(D)-
ompa
tos de C(K), 
on K CorsonComo apli
a
ión de la proposi
ión 3.11, daremos una demostra
ión del teorema 3.9que simpli�
a la que apare
e en [18℄, y que elimina la hipótesis de a
ota
ión en normadel enun
iado. Re
ordemos la de�ni
ión de 
ompa
to de Corson. Dado un 
onjunto
I, se denota por Σ(I) al siguiente sub
onjunto de [0, 1]I

Σ(I) = {(xi)i∈I : xi = 0 salvo para una 
antidad numerable de subíndi
es i }Un 
ompa
to de Corson es un espa
io topológi
o homeomorfo a un sub
onjunto 
om-pa
to de Σ(I), para 
ierto 
onjunto I, dotado de la topología produ
to.Teorema 3.15 ([18℄) Sea K un espa
io 
ompa
to de Corson, y D un sub
onjuntodenso de K. Enton
es todo sub
onjunto tp(D)-
ompa
to de C(K) está fragmentadopor la métri
a.Demostra
ión. Sea A un sub
onjunto numerable de D, enton
es A es 
ompa
to ymetrizable (pues es homeomorfo a un sub
onjunto 
on soporte numerable en Σ(I)),



3.3 Otros 
asos 67de modo que si H es un sub
onjunto tp(D)-
ompa
to de C(K), el 
onjunto restri

ión
RA(H) es separable en norma en C(A), y puede apli
arse la proposi
ión 3.11 para
on
luir el resultado.



68 Fragmentabilidad3.3.2. Sub
onjuntos débilmente Lindelöf en espa
ios de Bana-
hDaremos primero una apli
a
ión de los resultados de la se

ión anterior al 
asoparti
ular de los espa
ios de Bana
h.Proposi
ión 3.16 Sea X un espa
io de Bana
h y B un sub
onjunto normantede BX∗. Sea H un sub
onjunto σ(X,B)-
ompa
to y ω-Lindelöf de X. Enton
es
(H, σ(X,B)) está fragmentado por la norma, y por lo tanto (H, σ(X,B)) es un 
om-pa
to de Radon-Nikodym.Demostra
ión. Podemos suponer, y así lo haremos, que B es absolutamente 
onvexoya que si D = co(B ∪ (−B)), enton
es las topologías σ(X,B) y σ(X,D) 
oin
iden.Miramos X 
omo un subespa
io de C(BX∗ , ω∗).Supongamos primero que H es a
otado. Enton
es al ser σ(X,B)-
ompa
to y ω-Lindelöf, puede apli
arse la proposi
ión 2.15 para asegurar que H tiene la propie-dad P (B). Así, 
omo B es denso en (BX∗ , ω∗) y H es ω-Lindelöf (es de
ir, tp(BX∗)-Lindelöf), puede apli
arse el 
orolario 3.14.1 para 
on
luir el resultado.En el 
aso general, podemos es
ribir

H =
⋃

n∈N

Hn donde Hn = { h ∈ H ; ‖h‖ ≤ n }Cada Hn es σ(X,B)-
errado debido a que B es normante en BX∗ , y por lo que sea
aba de ver, Hn es fragmentado en norma. Esto signi�
a, por la proposi
ión 3.11, quepara 
ada sub
onjunto numerable A de D, RA(Hn) es separable en norma en C(A).Así
RA(H) = RA

(⋃

n∈N

Hn

)
=
⋃

n∈N

RA(Hn)es separable en norma en C(A), y apli
ando la proposi
ión 3.11 se obtiene que Hes fragmentado en norma. Finalmente, la proposi
ión 3.6 nos permite asegurar ahoraque (H, σ(X,B)) es un 
ompa
to de Radon-Nikodym.El siguiente resultado es inmediato a partir de la proposi
ión anterior.Corolario 3.16.1 Sea X un espa
io de Bana
h ω-Lindelöf y B un sub
onjunto nor-mante de BX∗ . Enton
es todo sub
onjunto σ(X,B)-
ompa
to de X está fragmentadopor la norma.



3.3 Otros 
asos 693.3.3. El 
aso tp(K)-Lindelöf y 
onvexoApli
ando el lema 2.27 se puede probar lo siguiente.Teorema 3.17 Sea K un espa
io 
ompa
to y Hausdor� y D un sub
onjunto densode K. Sea H un sub
onjunto tp(D)-
ompa
to, 
onvexo y tp(K)-Lindelöf de C(K).Enton
es (H, tp(D)) está fragmentado por la norma de C(K).Demostra
ión. Para demostrar el teorema puede suponerse, y así lo haremos, que Hes a
otado, y basta probar enton
es que H tiene la propiedad P (D) (ver el 
orola-rio 3.14.1). Por redu

ión al absurdo, suponemos que H no es un P (D)-
onjunto; laproposi
ión 2.5 nos asegura que existe una su
esión (dn) en D tal que {d̂n} es indepen-diente en H . Sea T : N → K la inye

ión de�nida por T (n) = dn, y sea T : βN → K la
orrespondiente extensión 
ontinua al 
ompa
ti�
ado de Stone-C¥
h de N. De�nimos
φ : C(K) −→ C(βN) = ℓ∞mediante φ(g) = g ◦ T , para 
ada g en C(K). φ es lineal y tp(K)�tp(βN)-
ontinua.La restri

ión de φ a H es la misma apli
a
ión de�nida en el lema 2.27. Di
ho lemanos asegura que existen es
alares α < β tales que [α, β]N ⊂ φ(H). Mediante unatransforma
ión afín se obtiene una fun
ión 
ontinua
f : (H, tp(K)) −→ Cp(βN)de modo que se 
umple Bℓ∞(N) = BC(βN) ⊂ f(H). Ahora bien, 
omo (H, tp(K)) esLindelöf, dedu
iríamos que la bola de Cp(βN) es Lindelöf, en 
ontradi

ión 
on laproposi
ión A.1.En este 
apítulo, hemos 
omprobado que las siguientes 
ondi
iones aseguran lafragmentabilidad en norma de un sub
onjunto H tp(D)-
ompa
to de C(K):(a) Cp(K) es Lindelöf.(b) H es débilmente Lindelöf.(
) (H, tp(K)) es Lindelöf y H tiene la propiedad P (D).(d) (H, tp(K)) es Lindelöf y H es 
onvexo.El siguiente problema apare
e así de forma natural.



70 FragmentabilidadProblema: SeaH un sub
onjunto tp(D)-
ompa
to de C(K). Si (H, tp(K))es Lindelöf, ¾es (H, tp(D)) fragmentado por la norma de C(K)?No existen 
ontraejemplos de este problema en la teoría de Zermelo-Fraenkel (ZF).En efe
to, suponiendo válido el axioma `Proper For
ing', que es 
onsistente 
on losaxiomas ZF, se 
umple que un espa
io homeomorfo a un subespa
io de Cp(L), 
on
L Lindelöf, tiene estre
hez numerable (Arkangel'skii, [4℄). Como βN tiene estre
hez c(apéndi
e A), βN no es homeomorfo a un subespa
io de C(H, tp(K)), si (H, tp(K))es Lindelöf, de modo que al ser K̂ ⊂ C(H, tp(K)), el teorema 2.5 nos asegura que el
tp(D)-
ompa
to H tiene la propiedad P (D) y estamos siempre en las 
ondi
iones de(
).3.4. Apli
a
iones al estudio de 
ompa
tos de Rosent-hal y teoremas de tipo Namioka3.4.1. Fun
iones de la primera 
lase de BaireLema 3.18 Sea T un espa
io métri
o 
ompleto, X un espa
io de Bana
h y B un sub-
onjunto normante de BX∗. Supongamos que 
ualquier sub
onjunto σ(X,B)-
ompa
tode X está fragmentado en norma. Enton
es si f : T → X es una fun
ión σ(X,B)-
ontinua, se 
umple que f ∈ B1(T,X).Demostra
ión. Para probar que f ∈ B1(T,X) basta 
omprobar que para 
ada sub
on-junto 
ompa
to W de T , la restri

ión f |W tiene un punto de 
ontinuidad en norma([72℄). Ahora bien, si W es un sub
onjunto 
ompa
to de T , f(W ) será σ(X,B)-
ompa
to y por lo tanto fragmentado respe
to a la norma de X. Por [54, lemma 1.1℄,la identidad

id : (f(W ), σ(X,B)) −→ (f(W ), ‖ ‖)tiene un punto de 
ontinuidad, lo que impli
a que f |W : W → X tiene un punto de
ontinuidad en norma, lo que 
on
luye la demostra
ión.Proposi
ión 3.19 Sea T un espa
io métri
o 
ompleto. Enton
es se 
umplen las si-guientes a�rma
iones:(1) Si K un espa
io 
ompa
to Hausdor� tal que Cp(K) es Lindelöf, D es un sub-
onjunto denso de K y f : T → C(K) es una fun
ión tp(D)-
ontinua, enton
es
f ∈ B1(T, C(K)).
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a
iones 71(2) Si X es un espa
io de Bana
h tal que (X,ω) es Lindelöf, B es un sub
onjuntonormante de BX∗ y f : T → X es una fun
ión σ(X,B)-
ontinua, enton
es
f ∈ B1(T,X).Demostra
ión. Para el primer apartado basta tener en 
uenta el lema 3.18 junto 
onel 
orolario 3.14. Para el segundo, puede utilizarse el lema 3.18 y la proposi
ión 3.16.1.Si se añade la hipótesis de ser K metrizable en el primer 
aso de la proposi
iónanterior, el resultado apare
ió en [1℄.3.4.2. Metrizabilidad de un espa
io 
ompa
to y Hausdor�En este apartado daremos 
ondi
iones ne
esarias y su�
ientes para asegurar queun espa
io 
ompa
to y Hausdor� K es metrizable, supuesto que Cp(K) es Lindelöf.Proposi
ión 3.20 Sea K un espa
io 
ompa
to Hausdor� y separable tal que Cp(K)es Lindelöf. Las siguientes 
ondi
iones son equivalentes:(1) K es metrizable.(2) Para 
ada sub
onjunto numerable y denso D de K, el espa
io C(K) es tp(D)-analíti
o.(3) Existe un sub
onjunto numerable y denso D de K tal que (C(K), tp(D)) esanalíti
o.Demostra
ión.

(1) ⇒ (2) Si K es metrizable, enton
es C(K) es separable en norma, y por lo tanto
(C(K), ‖ ‖) es un espa
io pola
o. Por lo tanto, para 
ada sub
onjunto D denso ynumerable de K, el espa
io (C(K), tp(D)) es analíti
o por ser imagen 
ontinua de
(C(K), ‖ ‖).
(2) ⇒ (3) es inmediato.
(3) ⇒ (1) Sea D un sub
onjunto denso y numerable de K tal que (C(K), tp(D)) esanalíti
o. Existirá así un espa
io pola
o P y una fun
ión tp(D)-
ontinua y sobreye
tiva
f : P → C(K). Ahora bien, al ser Cp(K) Lindelöf, la proposi
ión 3.19 nos asegura



72 Fragmentabilidadque existe una su
esión de fun
iones (fn) de P en C(K) 
ontinuas en norma tales quepara 
ada p ∈ P se 
umple
f(p) = ‖ ‖ − ĺım

n→∞
fn(p)y por lo tanto,

C(K) = f(P ) =
⋃

n∈N

fn(P )
‖ ‖Como fn(P ) es separable en norma para 
ada n ∈ N, se 
umple que C(K) es separableen norma, y por lo tanto K es metrizable.Corolario 3.20.1 Sea K un espa
io 
ompa
to y Hausdor� tal que Cp(K) es Lindelöf.Enton
es son equivalentes:(1) Cualquier sub
onjunto 
ompa
to separable de K es metrizable.(2) Para 
ada sub
onjunto numerable A de K, el espa
io (C(A), tp(A)) es analíti
o.Demostra
ión. Es una 
onse
uen
ia inmediata de la proposi
ión anterior.La proposi
ión 3.20 nos 
ondu
e a plantear la siguiente pregunta: si K un espa-
io 
ompa
to Hausdor� y separable tal que Cp(K) es Lindelöf, ¾es 
ierto que K esmetrizable? Esta 
uestión no es de
idible. En 
on
reto, se tiene lo siguiente:Un resultado de Rezni
henko ([5, page 32℄) permite a�rmar que la respuesta alproblema anterior es positiva si se supone 
ierto el axioma de Martin y falsa lahipótesis del 
ontinuo.Por otro lado, suponiendo 
ierta la hipótesis del 
ontinuo, Kunen ([5, page 31℄)ha demostrado que existe un espa
io 
ompa
to no metrizable tal que Kn eshereditariamente separable para 
ada n ∈ N y tal que Cp(K) es hereditariamenteLindelöf.3.4.3. Compa
tos de RosenthalEl siguiente resultado mejora un teorema de Godefroy y Talagrand, [37, théore-me 7℄.Proposi
ión 3.21 Sea K un espa
io 
ompa
to de Rosenthal y separable. Enton
es

K es metrizable si y sólo si Cp(K) es Lindelöf.
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a
iones 73Demostra
ión. Si K es metrizable, enton
es C(K) es separable en norma, y por lotanto Cp(K) es de Lindelöf.Re
ípro
amente, si D es numerable y denso en K, enton
es (C(K), tp(D)) es ana-líti
o (ver [34, théorème 4℄), y por lo tanto puede apli
arse la proposi
ión 3.20 para
on
luir que K es metrizable.En [37℄ se demuestra la metrizabilidad de K 
on la hipótesis de ser C(K) unespa
io ω-Lindelöf. En realidad existe una 
onexión importante entre los resultadosdel 
itado artí
ulo de Godefroy y Talagrand y algunos de los resultados obtenidos eneste 
apítulo. Utilizando las mismas té
ni
as que en [37, lemme 4℄ puede llegarse alresultado siguiente (re
ordemos que denotamos por c el 
ardinal del 
ontinuo).Teorema 3.22 Sea K un espa
io 
ompa
to de Rosenthal y separable, y sea D unsub
onjunto denso y numerable de K. Si el espa
io C(K) no es separable en norma,enton
es existe un sistema biortogonal (fα, µα)α<c en C(K)×C(K)∗ donde fα ∈ BC(K)y µα es de la forma aα(δx − δy) 
on x, y ∈ K y 0 6= aα ∈ R para 
ada α < c, de modoque ({fα}α<c, tp(D)) es homeomorfo al 
onjunto de Cantor {0, 1}N.Con este resultado puede demostrarse la proposi
ión 3.21: en efe
to, si Cp(K) esLindelöf, enton
es no puede existir un sistema biortogonal (fα, µα)α<c de la formaindi
ada en el teorema anterior, ya que
(
µ−1

α

(
1

2
,
3

2

))

α<cformaría un tp(K)-re
ubrimiento por abiertos del 
errado {fα : α < c} sin subre-
ubrimiento numerable; por tanto C(K) es separable en norma, lo que nos da lametrizabilidad de K.Como observa
ión �nal, a 
ontinua
ión haremos notar 
ómo la proposi
ión 3.21y el teorema 3.13 son equivalentes. Basta ver que 3.21 impli
a 3.13. En efe
to, si Kes 
ompa
to y separable, enton
es K̂ es un 
ompa
to separable de Rosenthal (ya que
K̂ ⊂ B1(H) por los teoremas 2.5.1 y 2.5). Miramos así H 
omo un sub
onjunto de
Cp(K̂), teniendo en 
uenta que tp(K) y tp(K̂) indu
en en H la misma topología yanálogamente, tp(D) y tp(D̂) indu
en en H la misma topología. Por otra parte

Cp(K) Lindelöf =⇒ Cp(K̂) Lindelöf



74 Fragmentabilidaddebido a que puede identi�
arse Cp(K̂) 
on un álgebra norma-
errada de C(K) (la queestá generada por H y las fun
iones 
onstantes), y re
ordando que toda subálgebra
errada en norma de C(K) es tp(K)-
errada.La proposi
ión 3.21 asegura que K̂ es metrizable, de modo que Cp(K̂) es separableen norma; por lo tanto H es también separable en norma. Queda probado así que laproposi
ión 3.21 ⇒ teorema 3.13.En de�nitiva, la proposi
ión 3.21 por un lado, y el teorema 3.13 y su 
orolario 3.14son equivalentes. La 
adena de impli
a
iones quedaría así:teorema 3.13 ⇒ 
orolario 3.14 ⇒ proposi
ión 3.19 (apartado 1) ⇒proposi
ión 3.20 ⇒ proposi
ión 3.21 ⇒ teorema 3.133.4.4. Un teorema de tipo NamiokaPara la siguiente apli
a
ión ne
esitaremos re
ordar algunas de�ni
iones. Un es-pa
io topológi
o Hausdor� y 
ompletamente regular se di
e �e
h-
ompleto si puedeexpresarse 
omo un sub
onjunto Gδ de algún espa
io 
ompa
to y Hausdor�. Diremosque un espa
io es 
asi �e
h-
ompleto si 
ontiene un subespa
io Gδ denso que es �e
h-
ompleto. Todo espa
io �e
h-
ompleto es de Baire (pues un Gδ denso de un espa
io deBaire es de Baire), y a partir de aquí se dedu
e que todo espa
io 
asi �e
h-
ompletoes también de Baire.Un espa
io topológi
o Hausdor� y 
ompletamente regular T se di
e �e
h-analíti
osi puede expresarse 
omo un sub
onjunto de la forma
T =

⋃

σ∈NN

⋂

n∈N

Aσ|ndonde Aσ|n son sub
onjuntos o bien abiertos o bien 
errados en un espa
io topológi
o
ompa
to y Hausdor�, para 
ada σ ∈ NN y 
ada n ∈ N (si σ = σ1, σ2, . . . , σm, . . .,enton
es σ|n denota la su
esión �nita σ1, σ2, . . . , σn). Todo espa
io �e
h-
ompletoes, en parti
ular, un espa
io �e
h-analíti
o. Por otro lado, la 
lase de espa
ios 
asi�e
h-
ompletos 
ontiene a los espa
ios K-analíti
os de Baire o, más generalmente, alos espa
ios �e
h-analíti
os de Baire (ver [14, remarks 2.5℄). Por lo tanto, se tiene elsiguiente 
uadro de impli
a
iones.
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a
iones 75�e
h-
ompleto �e
h-analíti
o de BaireCasi �e
h-
ompleto-

Z
Z

Z
Z~

�
�

�
�=

?Contiene un denso �e
h-analíti
o de BairePara nuestro teorema, ne
esitaremos un resultado previo que se obtiene sin másque observar que la demostra
ión del teorema 4.1 de [46℄ sigue siendo válida si sesustituye la métri
a semi
ontinua del enun
iado por una semimétri
a semi
ontinua.Tanto en el siguiente lema 
omo en el teorema posterior, 
onsideraremos sub
onjuntosfragmentados por una semimétri
a, de forma análoga a 
omo se 
onsideran en lade�ni
ión 3.1 los espa
ios fragmentados por una métri
a.Lema 3.23 Sea Z un espa
io �e
h-analíti
o y Hausdor� y ρ una semimétri
a infe-riormente semi
ontinua en Z. Enton
es son equivalentes:1. Cada sub
onjunto 
ompa
to de Z está fragmentado por ρ.2. Para 
ada ε > 0, Z puede expresarse 
omo una unión numerable ⋃
n∈N

Zn desub
onjuntos tales que, para 
ada n ∈ N, si C es un sub
onjunto no va
ío de Zn,existe un sub
onjunto abierto relativo y no va
ío V de C tal que el diámetro de
V respe
to a ρ es menor que ε.Teorema 3.24 Sea K un espa
io 
ompa
to y Hausdor� tal que Cp(K) es Lindelöf,y sea D un sub
onjunto denso de K. Si T es un espa
io topológi
o que 
ontiene unsub
onjunto denso que es �e
h-analíti
o de Baire, enton
es para 
ualquier fun
ión

f : T → C(K) que sea tp(D)-
ontinua, se 
umple que f es 
ontinua en norma en unsub
onjunto Gδ denso de T .Demostra
ión. En la demostra
ión, representaremos 
omo ‖ ‖-diam(H) el diámetrode un sub
onjunto H de C(K) respe
to a la norma. Haremos la demostra
ión en dosetapas.Etapa A: 
omenzaremos demostrando que la propiedad se veri�
a si el propio T es�e
h-analíti
o de Baire. Para 
ada n ∈ N de�nimos el 
onjunto
On(f) :=

{
V : V es abierto en T y ‖ ‖-diam(f(V )) <

1

n

}



76 FragmentabilidadObservamos que 
ada On(f) es abierto y se 
umple que ⋂
n∈N

On(f) 
oin
ide 
on el
onjunto de puntos de 
ontinuidad en norma de f . Así pues, la demostra
ión de estaprimera etapa habrá a
abado si probamos que 
ada On(f) es denso en T ya que T esun espa
io de Baire por hipótesis. Para verlo 
omprobaremos primero que se 
umple:Propiedad A1: Para 
ada ε > 0, existe una su
esión (Tn) de sub
onjuntos de T talesque T =
⋃

n∈N

Tn, y se veri�
a que para 
ada n ∈ N y 
ada sub
onjunto no va
ío C de
Tn, existe un sub
onjunto abierto V de T tal que V ∩C 6= ∅ y ‖ ‖-diam(f(V ∩C)) < ε.En efe
to, para 
ada sub
onjunto 
ompa
to M de T , su imagen f(M) está frag-mentada por la métri
a de C(K) (por el 
orolario 3.14). Si de�nimos la semimétri
aen T dada por la fun
ión ρ(x, y) := ‖f(x) − f(y)‖ es fá
il 
omprobar así que 
adasub
onjunto 
ompa
to M de T está fragmentado por ρ. El lema 3.23 nos asegura quepara 
ada ε > 0, podemos es
ribir T =

⋃

n∈N

Tn de modo que si C es un sub
onjuntono va
ío de Tn, enton
es existe un sub
onjunto abierto V de T tal que V ∩ C es nova
ío y
‖ ‖ − diam(f(V ∩ C)) = sup{ ‖f(x) − f(y)‖ : x, y ∈ V ∩ C } =

= ρ− diam(V ∩ C) < εde modo que se veri�
a la propiedad A.1.A partir de A1, demostramos ahora la siguiente propiedad:Propiedad A2: Para 
ada ε > 0 y para 
ada sub
onjunto abierto y no va
ío W de T ,existe un sub
onjunto abierto y no va
ío V de W tal que ‖ ‖-diam(f(V )) < ε.En efe
to, si esto no fuera 
ierto, existiría un ε > 0 y un sub
onjunto abierto nova
ío W de T tal quepara 
ada abierto no va
ío V de W se 
umple ‖ ‖-diam(f(V )) ≥ ε (3.3)Para di
ho ε, 
onsideramos la su
esión (Tn) de la propiedad A1, y es
ribimos
W =

⋃

n∈N

Tn ∩W . Como W es un espa
io de Baire, existe un n ∈ N y un 
onjuntoabierto no va
ío U de T tal que U ⊂ Tn ∩W . Como U ∩ Tn es un sub
onjunto nova
ío de Tn, la propiedad A1 nos permite asegurar que existe un 
onjunto abierto Vtal que V ∩ U ∩ Tn 6= ∅ y además ‖ ‖-diam(f(V ∩ U ∩ Tn)) < ε. El 
onjunto U ∩ Ves un sub
onjunto abierto no va
ío de W que veri�
a
f(U ∩ V ) = f(U ∩ V ∩ Tn) ⊂ f(U ∩ V ∩ Tn) ⊂ f(U ∩ V ∩ Tn)

tp(D)
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a
iones 77y 
omo el diámetro en norma de f(U ∩ V ∩ Tn)
tp(D) y de f(U ∩ V ∩ Tn) 
oin
ide, severi�
a que

‖ ‖-diam(f(U ∩ V )) < εen 
ontradi

ión 
on (3.3).La propiedad A2 nos di
e que 
ada On(f) es denso en T , lo que nos permite
on
luir la etapa A.Etapa B: 
aso general. Supongamos que T 
ontiene un subespa
io denso T0 quees �e
h-analíti
o de Baire. Como T0 es de Baire y denso en T , tendremos que Tes también de Baire, luego para la demostra
ión basta 
omprobar que en este 
asotambién se 
umple la propiedad A2, y razonar 
omo en la etapa A.En efe
to, si 
onsideramos la restri

ión f |T0 : T0 → C(K), la etapa A nos permiteasegurar que para 
ada ε > 0 y 
ada sub
onjunto abierto no va
ío W0 en T0 existe unabierto no va
ío V0 
ontenido en W0 tal que
‖ ‖-diam(f(V0)) < εAsí, dado ε > 0 y un sub
onjunto abierto no va
ío W de T , W0 = W ∩ T0 es unabierto no va
ío en T0. Por lo tanto, existe un sub
onjunto abierto V0 ⊂ W0 en T0,que podemos suponer de la forma V0 = V ∩ T0 
on V ⊂ W y V abierto en T , tal quese 
umple

‖ ‖-diam(f(V ∩ T0)) < εy 
omo f(V ) ⊂ f(V ∩ T0) ⊂ f(V ∩ T0)
tp(D), y este último 
onjunto tiene el mismodiámetro en norma que f(V ∩ T0), se 
umplirá

‖ ‖-diam(f(V )) < εlo que 
on
luye la demostra
ión.En el 
aso parti
ular en que D = K, puede eliminarse en el teorema anterior lahipótesis de ser Cp(K) un espa
io de Lindelöf, gra
ias a un teorema de Namioka, [?℄.



78 Fragmentabilidad3.5. Las propiedades de Krein-Milman y de Radon-Nikodym para sub
onjuntos 
onvexos y σ(X,B)-
ompa
tosDe�ni
ión 3.25 Un sub
onjunto C 
errado y 
onvexo de un espa
io de Bana
h Xtiene la propiedad de Krein-Milman (KMP) si 
ada sub
onjunto 
errado, a
otado y
onvexo K ⊂ C 
umple K = co(ext(K))
‖ ‖.Lindenstrauss demostró que si C tiene la RNP enton
es C tiene la KMP, yHu� y Morris demostraron en 1975, que el re
ípro
o es 
ierto para sub
onjuntos

ω∗-
ompa
tos y 
onvexos de un dual de un espa
io de Bana
h (ver [26, 
hapter VIII℄).Nos basaremos en estos resultados y en la equivalen
ia de la RNP 
on la fragmentabili-dad (teorema 3.7) para demostrar que las propiedades de Krein-Milman y de Radon-Nikodym (de�ni
ión 2.22) son equivalentes para sub
onjuntos 
onvexos y σ(X,B)-
ompa
tos de un espa
io de Bana
h X, 
on B normante en BX∗ .En primer lugar haremos notar 
ómo la isometría i : X → ℓ∞(B) de la e
ua-
ión (2.9), de�nida por i(x) = (x∗(x))x∗∈B, donde B ⊂ BX∗ es normante, nos propor-
iona una rela
ión entre las propiedades de fragmentabilidad de H y de i(H), que esuna 
onse
uen
ia dire
ta del lema 3.10 y de 2.29.Proposi
ión 3.26 Sea X un espa
io de Bana
h, B ⊂ BX∗ normante y H un sub-
onjunto a
otado y σ(X,B)-
ompa
to de X. Enton
es (H, σ(X,B)) es fragmentadopor la norma de C(K) si, y sólo si, (i(H), ω∗) es fragmentado por la norma de ℓ∞(B).Teorema 3.27 Sea X un espa
io de Bana
h, B ⊂ BX∗ normante y H un sub
onjunto
onvexo, a
otado y σ(X,B)-
ompa
to. Enton
es H tiene la RNP si, y sólo si, H tienela KMP.Demostra
ión. Sólo ha
e falta demostrar que si H tiene la KMP, enton
es H tiene laRNP, ya que el re
ípro
o se 
umple en general. Ahora bien, si H tiene la KMP, i(H)es un sub
onjunto 
onvexo y ω∗-
ompa
to de ℓ∞(B) 
on la KMP. Como estamos enun dual, i(H) tiene la RNP, y por tanto i(H) es fragmentado en norma (teorema 3.7),luego H es fragmentado por la norma de X por la proposi
ión 3.26, y así H tiene laRNP, apli
ando de nuevo el teorema 3.7.Este último teorema fue demostrado por James para el 
aso en el que B es nume-rable ([42, theorem 3.2℄).
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80 Apli
a
iones4.1. Convergen
ia sobre fronteras y 
onvergen
ia dé-bil4.1.1. El problema de la fronteraDado un espa
io de Bana
h X y un sub
onjunto normante 
ualquiera B de BX∗ ,no se 
umple, en general, que todo sub
onjunto σ(X,B)-
ompa
to y a
otado de Xsea también σ(X,X∗)-
ompa
to. Por ejemplo, si Y es un espa
io de Bana
h, BY ∗es σ(Y ∗, BY )-
ompa
to, donde BY es un sub
onjunto normante de BY ∗∗ , pero no es
ompa
to respe
to a la topología σ(Y ∗, BY ∗∗), a menos que Y ∗ sea re�exivo.Nuestro propósito en esta se

ión es estudiar qué o
urre 
uando se manejan sub-
onjuntos a
otados en norma y σ(X,B)-
ompa
tos, donde B es una frontera (�boun-dary�) de BX∗ .De�ni
ión 4.1 Sea X un espa
io de Bana
h, y B un sub
onjunto de BX∗. Se di
eque B es una frontera de BX∗ si para 
ada x ∈ X existe un elemento b∗x ∈ B tal que
b∗x(x) = ‖x‖Nótese que este 
on
epto de frontera es diferente a la 
orrespondiente no
ión to-pológi
a. En adelante, si no se espe
i�
a lo 
ontrario, 
uando nos re�ramos a unafrontera de BX∗ , estaremos 
onsiderando la de�ni
ión 4.1. Toda frontera de BX∗ esun sub
onjunto normante de BX∗ ; sin embargo, el re
ípro
o no es 
ierto: si X es unespa
io de Bana
h, BX es un sub
onjunto normante de BX∗∗ , pero BX no es una fron-tera de BX∗∗ a menos que X sea re�exivo; esto último se debe al teorema de James,[24, 
hapter 1, theorem 5℄.En este 
apítulo prestaremos espe
ial aten
ión al siguiente problema que apare
een [23, Problem I.2℄ (ver también [35, question V.2℄):Problema de la frontera: Sea X un espa
io de Bana
h, B una fronterade BX∗ y H un sub
onjunto a
otado de X. ¾Es 
ierto que H es σ(X,B)-
ompa
to si, y sólo si, H es débilmente 
ompa
to?Las respuestas positivas al problema de la frontera pueden 
onsiderarse 
omo testspara obtener la 
ompa
idad débil de 
iertos sub
onjuntos de un espa
io de Bana
h.



4.1 Convergen
ia sobre fronteras y 
onvergen
ia débil 81Nótese que, en o
asiones, la topología débil puede ser difí
il de tratar si no se disponede una 
ara
teriza
ión ade
uada del espa
io dual (véanse por ejemplo las se

iones 4.7y 4.8), y es aquí 
uando la topología de 
onvergen
ia sobre una frontera razonablepuede ser de gran utilidad en el estudio de la 
ompa
idad débil.Hasta el momento, sólo se 
ono
en respuestas positivas de este problema 
on al-gunas hipótesis adi
ionales:La respuesta es positiva para 
ualquier espa
io de Bana
h X si se toma B 
omoel 
onjunto de extremales de BX∗ , [13℄. Nótese que el 
onjunto de extremalesde BX∗ es una frontera para BX∗ por el prin
ipio del máximo de Bauer, [9,page 123℄.La respuesta es positiva para 
ualquier frontera, si se 
umple alguna de lassiguientes 
ondi
iones:
• H es 
onvexo (teorema 4.2); ver [31, page 100℄ o [36℄.
• H es se
uen
ialmente 
ompa
to respe
to a la topología σ(X,B) (teore-ma 4.3); ver [71℄.
• X no 
ontiene una 
opia isomorfa de ℓ1; ver [71℄ y [35, question V.2℄.
• La bola dual BX∗ es se
uen
ialmente 
ompa
ta para la topología ω∗, [19,
orollary 2.2℄.Durante la prepara
ión de esta tesis, en [15℄, se ha probado que el problema de lafrontera tiene solu
ión positiva para el espa
io X = C(K).En este 
apítulo demostraremos que el problema de la frontera tiene solu
iónpositiva en otros 
asos, 
omo son, entre otros (ver los teoremas 4.6 y 4.7):si H es débilmente K-analíti
o, [18℄;si H es débilmente Lindelöf;si H está fragmentado en norma, [18℄;si H no 
ontiene una familia equivalente a la base 
anóni
a de ℓ1(c); en parti-
ular, si X no 
ontiene un subespa
io isomorfo a ℓ1(c)1.1En el apéndi
e puede en
ontrarse un estudio de la 
lase de los espa
ios de Bana
h que no
ontienen a ℓ1(c). Esta 
lase 
ontiene a la de los espa
ios que no 
ontienen 
opias de ℓ1, y a la de losespa
ios tales que (BX∗ , ω∗) es se
uen
ialmente 
ompa
ta, para las que el resultado era 
ono
ido.



82 Apli
a
ionesNuestro trabajo se apoyará, por un lado, en los resultados obtenidos en 
apítulosanteriores, y por otro en los resultados ya 
ono
idos antes de ini
iar este trabajo.In
luiremos demostra
iones detalladas de estos últimos 
on la inten
ión de que laexposi
ión sea lo más auto
ontenida posible.4.1.2. El 
aso 
onvexoDemostraremos primero que el problema de la frontera expuesto en la se

ión an-terior tiene solu
ión positiva si H es un sub
onjunto 
onvexo y σ(X,B)-
ompa
to. Lademostra
ión sigue las ideas de [36, proposition II.21℄ que, a su vez, se fundamentaen un trabajo de Simons, [71℄. Nótese que si H es 
onvexo y σ(X,B)-
ompa
to, ne
e-sariamente H es a
otado en virtud del teorema de Bana
h-Steinhaus para 
onjuntos
onvexos ([65, theorem 2.9℄).Teorema 4.2 (Simons) Sea H un sub
onjunto 
onvexo de un espa
io de Bana
h
X y B una frontera de BX∗ . Enton
es H es σ(X,B)-
ompa
to si, y sólo si, H esdébilmente 
ompa
to.Demostra
ión. Hay que demostrar que si H es σ(X,B)-
ompa
to, enton
es H esdébilmente 
ompa
to. Puede suponerse, y así lo haremos a partir de ahora, que H esabsolutamente 
onvexo debido a que la envoltura absolutamente 
onvexa y σ(X,B)-
errada de un 
onjunto 
onvexo y σ(X,B)-
ompa
to es también σ(X,B)-
ompa
ta(ver [49, �20.7(8)℄)Tomamos una su
esión (xn) enH . La prueba se redu
e a demostrar que el 
onjunto
{ xn : n ∈ N } es débilmente relativamente 
ompa
to en X ya que, en este 
aso, elteorema de Eberlein-Smulian nos asegura que existe una subsu
esión de (xn) que
onverge débilmente a un punto de H (al ser H débilmente 
errado). Esto prueba que
H es débilmente se
uen
ialmente 
ompa
to, y una nueva apli
a
ión del teorema deEberlein-Smulian 
ondu
e a que H es débilmente 
ompa
to.Para probar que { xn : n ∈ N } es débilmente relativamente 
ompa
to, de�nimosel operador lineal 
ontinuo S : ℓ1 → X dado por

S((λn)) =
∞∑

n=1

λnxn(nótese que H a
otado). Si de�nimos Y := span(B)
‖ ‖, enton
es BX∗ = BY

ω∗ yaque B es normante. Para 
omprobar que { xn : n ∈ N } es débilmente relativamente
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ompa
to en X, basta 
omprobar que S∗(BY ) es débilmente relativamente 
ompa
toen ℓ∞, donde S∗ : X∗ → ℓ∞ es el operador adjunto de S. En efe
to, si S∗(BY )
ω esdébilmente 
ompa
to, se 
umple

S∗(BY )
ω∗

= S∗(BY )
ω
;
omo además S∗ es ω∗-ω∗ 
ontinua, tendríamos que:

S∗(BX∗) = S∗(BY
ω∗

) ⊂ S∗(BY )
ω∗

= S∗(BY )
ωPor lo tanto, S∗(BX∗) es débilmente relativamente 
ompa
to, de donde S∗ es un ope-rador débilmente 
ompa
to. S es también débilmente 
ompa
to, y de aquí dedu
imosque S(Bℓ1) es un 
onjunto débilmente relativamente 
ompa
to en X que 
ontiene a

{ xn : n ∈ N }.Finalmente, 
omprobaremos que S∗(BY ) es débilmente relativamente 
ompa
to en
ℓ∞. Utilizando el teorema de James, basta ver que 
ada elemento µ de B(ℓ∞)∗ al
anzasu supremo en S∗(BY ), es de
ir, que z := µ ◦ S∗ ∈ X∗∗ al
anza su supremo en BY .Para ello, tomamos una red (λα

n)α en Bℓ1 que 
onverge a µ en la topología ω∗. Para
ada b∗ ∈ B, S∗(b∗) = b∗ ◦ S está en ℓ∞, luego se 
umple:
b∗

(
∞∑

n=1

λα
nxn

)
=

∞∑

n=1

λα
nb

∗(xn) −→ z(b∗) (4.1)Al ser H absolutamente 
onvexo y 
errado en norma, se 
umple que xα =
∞∑

n=1

λα
nxnestá en H para 
ada α. La σ(X,B)-
ompa
idad de H permite asegurar que 
iertasubred (xαj

) de (xα) veri�
a que σ(X,B) − ĺım
j
xαj

= x para 
ierto x ∈ H . Por lotanto, si b∗ es un elemento de B se 
umple:
b∗(x) = ĺım

j
b∗(xαj

) = ĺım
j
b∗

(
∞∑

n=1

λαj
n xn

) (4.2)De las e
ua
iones (4.1) y (4.2) dedu
imos que
z(b∗) = b∗(x) para 
ada b∗ ∈ BLa igualdad anterior se extiende a los elementos b∗ de Y , y en 
onse
uen
ia

sup{ z(b∗) : b∗ ∈ BY } = sup{ b∗(x) : b∗ ∈ BY } = ‖x‖ = b∗x(x) = z(b∗x)para 
ierto b∗x ∈ B ⊂ BY , donde hemos utilizado que B es una frontera de BX∗ . Porlo tanto, z al
anza su supremo en BY , y la prueba está 
on
luida.



84 Apli
a
iones4.1.3. El 
aso se
uen
ialmente 
ompa
toEn [71℄ se demuestra que el problema de la frontera tiene solu
ión positiva parael 
aso en que H es a
otado en norma y σ(X,B)-se
uen
ialmente 
ompa
to. Esteresultado puede verse 
omo una extensión del teorema de Rainwater, [25, page 155℄.La siguiente es otra prueba que se basa en la redu

ión al 
aso 
onvexo.Teorema 4.3 Sea X un espa
io de Bana
h y B una frontera de BX∗. Si H es unsub
onjunto a
otado y σ(X,B)-se
uen
ialmente 
ompa
to, enton
es H es débilmente
ompa
to.Demostra
ión. Por el teorema de Eberlein-Smulian, basta probar que 
ada su
esión
(xn) en H tiene una subsu
esión débilmente 
onvergente a un punto de H . Por lahipótesis, existe una subsu
esión (xnj

) de (xn) que 
onverge a un punto x de H en latopología σ(X,B).
Y = span ({xnj

: j ∈ N} ∪ {x})
‖ ‖que es un subespa
io 
errado y separable de X. Si i : Y → X es la in
lusión e

i∗ : X∗ → Y ∗ el operador adjunto, enton
es i∗(B) es una frontera en BY ∗ . El 
onjunto
A = {xnj

: j ∈ N} ∪ {x} es σ(X,B)-
ompa
to, y también es σ(Y, i∗(B))-
ompa
to;se 
umple que co(A)
σ(Y,i∗(B)) es σ(Y, i∗(B))-
ompa
to (aquí puede utilizarse el teo-rema 2.21 pues (BY ∗ , ω∗) es se
uen
ialmente 
ompa
to). Utilizando el teorema 4.2,tenemos que co(A)

σ(Y,i∗(B)) es σ(Y, Y ∗)-
ompa
to. Se 
umple así que x es el σ(Y, Y ∗)-límite de una subsu
esión de (xn), y también el límite respe
to a la topología σ(X,X∗)ya que BY ∗ está formado por las restri

iones a Y de los elementos de BX∗ . Esto 
on-
luye la demostra
ión.4.2. Otras respuestas al problema de la fronteraPasamos a tratar otros 
asos en los que se tiene respuesta positiva al problema de lafrontera y que serán dedu
idos, más o menos dire
tamente, del trabajo realizado hastaahora. Uno de los resultados prin
ipales es el 
orolario 4.7.1 en el que se demuestraque el problema de la frontera tiene solu
ión positiva para espa
ios de Bana
h queno 
ontienen una 
opia isomorfa de ℓ1(c) donde c tiene el 
ardinal del 
ontinuo. Esteresultado 
omprende, entre otros, los siguientes 
asos (ver el apéndi
e):Espa
ios de Bana
h que no 
ontienen una 
opia de ℓ1.
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ios de Bana
h 
uya bola dual es se
uen
ialmente 
ompa
ta para la topo-logía ω∗ (en parti
ular, los espa
ios débilmente Asplund, los débilmente nume-rablemente determinados o los débilmente 
ompa
tamente generados).Espa
ios de Bana
h que tienen la propiedad C de Corson (en parti
ular losespa
ios débilmente Lindelöf).En de�nitiva, el teorema 4.7 engloba a todas las 
lases de espa
ios de Bana
h paralos que la solu
ión al problema de la frontera se 
ono
ía, además de ampliar di
ha
lase.Re
ordaremos previamente algunas de�ni
iones que utilizaremos en lo que sigue.De�ni
ión 4.4 Se di
e que un espa
io topológi
o es K-analíti
o si es una imagen
ontinua de un Kσδ de un espa
io 
ompa
to K, es de
ir, si es imagen 
ontinua de unsub
onjunto de K que puede es
ribirse 
omo una interse

ión numerable de unionesnumerables de 
ompa
tos de K.De�ni
ión 4.5 Un espa
io topológi
o Y se di
e numerablemente determinado, siexiste un espa
io métri
o separable M y una apli
a
ión T : M → 2Y que es us
o(us
o signi�
a semi
ontinua superiormente) y tal que
Y =

⋃
{T (x) : x ∈ M}Re
ordemos que T es us
o si veri�
a las 
ondi
iones:(1) Para 
ada x ∈M , T (x) ⊂ Y es 
ompa
to.(2) Para 
ada U abierto en Y , el 
onjunto {x ∈ M : T (x) ⊂ U} es un abierto de

M .Teorema 4.6 Sea X un espa
io de Bana
h, B una frontera de BX∗ y H un sub
on-junto de X a
otado y σ(X,B)-
ompa
to. Son equivalentes:(1) (H,ω) es 
ompa
to.(2) (H,ω) es K-analíti
o.(3) (H,ω) es numerablemente determinado.(4) (H,ω) es Lindelöf.
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a
iones(5) (H, σ(X,B)) está fragmentado por la norma de X.(6) (H, σ(X,B)) es se
uen
ialmente 
ompa
to.(7) Cada su
esión (b∗n) en BX∗ posee una subsu
esión (b∗nj
) tal que (b∗nj

(h)) 
onvergepara 
ada h ∈ H.(8) Cada su
esión (b∗n) en B posee una subsu
esión (b∗nj
) tal que (b∗nj

(h)) 
onvergepara 
ada h ∈ H.(9) co(H)
σ(X,B) es σ(X,B)-
ompa
to.(10) Cada sub
onjunto σ(X,B)-separable de H es débilmente separable.Demostra
ión. En la demostra
ión utilizaremos la siguiente nota
ión: si A es un sub-
onjunto de X∗, enton
es

Â = { a|H : a ∈ A }

(1) ⇒ (2) Es obvio.
(2) ⇒ (3) Se debe a que todo espa
io K-analíti
o es numerablemente determinado([73℄).
(3) ⇒ (4) Ya que todo espa
io numerablemente determinado es Lindelöf ([32℄).
(4) ⇒ (5) Por la proposi
ión 3.16.
(5) ⇒ (6) Por un resultado de Namioka (ver 3.6).
(6) ⇒ (1) Por el teorema 4.3.
(1) ⇒ (7) Por hipótesis, (H,ω) es 
ompa
to, y así X̂∗ es un sub
onjunto del espa
iode fun
iones reales 
ontinuas de�nidas sobre un 
ompa
to, C(H,ω). Además, 
omo
(BX∗ , ω∗) es 
ompa
to, B̂X∗ es un sub
onjunto puntualmente 
ompa
to del espa
io
(C(H,ω), tp), que es angéli
o ([31, page 36℄). Por lo tanto, si (b∗n) es una su
esión en
BX∗ , existe una subsu
esión (b∗nj

) tal que (b∗nj
(h)) 
onverge para 
ada h ∈ H (es más,existe una de estas subsu
esiones para 
ada tp(H)-punto de a
umula
ión de (b∗n)).

(7) ⇒ (8) Es inmediato.
(8) ⇒ (9) Sea D = co(B ∪ (−B)). Así D̂ = co(B̂ ∪ (−B̂)) es un sub
onjuntode C(H, σ(X,B)). Por hipótesis, 
ada su
esión en B̂ tiene una subsu
esión tp(H)-
onvergente, luego el teorema 1.16 asegura que D̂ también veri�
a la misma propie-dad, y en 
onse
uen
ia, el teorema 2.5 asegura que H es un P (D)-
onjunto. Puedeapli
arse ahora el teorema 2.20 para 
on
luir que co(H)

σ(X,B) es σ(X,B)-
ompa
to.
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(9) ⇒ (1) Como co(H)

σ(X,B) es 
onvexo y σ(X,B)-
ompa
to, tendremos que es tam-bién débilmente 
ompa
to por el teorema 4.2. Ahora bien, H es débilmente 
erradoal ser σ(X,B)-
ompa
to, luego H es también débilmente 
ompa
to.
(1) ⇒ (10) Si H es débilmente 
ompa
to, la identidad i : (H,ω) → (H, σ(X,B)) esun homeomor�smo, por lo que un sub
onjunto A de H es ω-separable si, y sólo si, Aes σ(X,B)-separable.
(10) ⇒ (5) Sea D = co(B∪(−B)) y A un sub
onjunto numerable de D. Consideramos
X 
omo un sub
onjunto de C(BX∗), y la fun
ión

RA : C(BX∗) → C(A
ω∗

)que a 
ada fun
ión f ∈ C(BX∗) le ha
e 
orresponder su restri

ión a A, RA(f) = f |A.El 
onjunto RA(H) es tp(A)-
ompa
to y metrizable (al ser Aω∗ separable), y por lotanto existe un sub
onjunto numerable C de H tal que RA(C) es tp(A)-denso en
RA(H). Sea F = C; se 
umple que RA(F ) = RA(H). Como F es tp(D)-separable, lahipótesis nos asegura que es también separable para la topología ω = tp(BX∗), y por lotanto, F es separable en la norma de C(BX∗); su imagen por RA, RA(H), es separableen la norma de C(A), 
on lo que la proposi
ión 3.11 nos asegura que (H, tp(D)) estáfragmentado por la norma de C(BX∗), que 
oin
ide 
on la norma de X.Como 
onse
uen
ia de los resultados ya estable
idos, podemos demostrar que elproblema de la frontera tiene solu
ión positiva para espa
ios de Bana
h que no 
on-tienen una 
opia de ℓ1(c).Teorema 4.7 Sea X un espa
io de Bana
h, B una frontera de BX∗ y H un sub
on-junto norma-a
otado y σ(X,B)-
ompa
to de X. Son equivalentes:(1) H no 
ontiene una familia equivalente a la base 
anóni
a de ℓ1(c).(2) H es débilmente 
ompa
to.Demostra
ión.Para la impli
a
ión (2) ⇒ (1) basta tener en 
uenta que la base 
anóni
a de ℓ1(c)forma un 
onjunto que no es relativamente débilmente 
ompa
to.
(1) ⇒ (2) Sea H 
omo en la hipótesis. El teorema 2.21 nos asegura que co(H)

σ(X,B)es σ(X,B)-
ompa
to y así puede apli
arse el teorema 4.6 para dedu
ir que H esdébilmente 
ompa
to.
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a
ionesCorolario 4.7.1 Sea X un espa
io de Bana
h que no 
ontiene una 
opia de ℓ1(c). Si
B es una frontera de BX∗ y H es un sub
onjunto a
otado y σ(X,B)-
ompa
to de X,enton
es H es débilmente 
ompa
to.Demostra
ión. Es una 
onse
uen
ia inmediata del teorema anterior.4.3. El problema de la frontera en ℓ1(Γ)El 
orolario 4.7.1 de la se

ión anterior pone de mani�esto que el problema de lafrontera tiene solu
ión positiva para espa
ios de Bana
h que no 
ontienen una 
opiaisomorfa de ℓ1(c). Como 
ontrapunto a este resultado, en esta se

ión demostramosque el problema de la frontera tiene solu
ión positiva para 
ualquier espa
io ℓ1(Γ).Este resultado apare
e en [15, remark 3℄, aunque aquí se da una demostra
ión distintay más sen
illa, que se basa en las ideas utilizadas en di
ho artí
ulo para demostrarque en espa
ios C(K) el problema de la frontera tiene solu
ión positiva. Nosotrosprobaremos, además, que ℓ1(Γ), dotado de la topología de 
onvergen
ia sobre unafrontera 
ualquiera, es angéli
o.Dado un 
onjunto in�nito 
ualquiera Γ, se denota

ℓ1(Γ) = { (xγ) ∈ RΓ :
∑

γ∈Γ

|xγ | < +∞}

ℓ∞(Γ) = { (xγ) ∈ RΓ : sup
γ∈Γ

|xγ | < +∞}De�ni
ión 4.8 Dado un elemento x = (xγ) ∈ ℓ∞(Γ), se llama soporte de x al 
on-junto sop(x) = { γ ∈ Γ : xγ 6= 0 }.Denotamos por D al sub
onjunto de ℓ∞(Γ) de�nido así: x = (xγ)γ∈Γ ∈ D si, y sólosi, sop(x) es numerable y xγ ∈ {−1, 1} para 
ada γ ∈ sop(x).Proposi
ión 4.9 D es una frontera de Bℓ∞(Γ).Demostra
ión. Si x = (xγ) ∈ ℓ1(Γ), existe I ⊂ Γ numerable tal que
‖x‖ =

∑

γ∈I

|xγ | =
∑

γ∈I

(signo xγ)xγSea yγ =

{
signo xγ si γ ∈ I

0 si γ 6∈ I
. Enton
es y∗ = (yγ) ∈ D y ‖x‖ = y∗(x).En lo que sigue denotaremos σ′ = σ(ℓ1(Γ), D). Nuestro primer paso es probar elresultado que hemos adelantado para la frontera D.
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ión 4.10 Se veri�
an las siguiente a�rma
iones.(1) El espa
io (ℓ1(Γ), σ′) es angéli
o.(2) Un sub
onjunto a
otado H ⊂ ℓ1(Γ) es σ′-
ompa
to si, y sólo si, es débilmente
ompa
to.Demostra
ión.
(1) Dado un espa
io de Bana
h y un sub
onjunto normante B ⊂ BX∗ , la apli
a
ión

ϕ : (X, σ(X,B)) → Cp(B, ω
∗)dada por ϕ(x) = x|B es inye
tiva y 
ontinua. De esta forma, todo sub
onjunto

σ(X,B)-
ompa
to de X es homeomorfo a un sub
onjunto puntualmente 
ompa
tode C(B, ω∗). En el 
aso parti
ular en que X = ℓ1(Γ) y B = D es el sub
onjunto de
Bℓ∞(Γ) de�nido anteriormente, al ser (D, tp(Γ)) = (D,ω∗) se
uen
ialmente 
ompa
to,
Cp(D,ω

∗) es angéli
o ([31, 3.7℄), y por lo tanto (ℓ1(Γ), σ′) es también angéli
o ([31,3.3℄).
(2) Si H es σ′-
ompa
to, (1) permite asegurar que (H, σ′) es se
uen
ialmente 
om-pa
to, y al ser D una frontera y H a
otado, el teorema 4.6 permite 
on
luir que H esdébilmente 
ompa
to.En lo que sigue, trasladaremos el resultado de la proposi
ión anterior al 
aso deuna frontera 
ualquiera B de Bℓ∞(Γ). En el siguiente lema utilizaremos la siguientepropiedad que rela
iona B 
on D: si A es un sub
onjunto numerable de Γ y �jamosuna su
esión (yγ)γ∈A en {+1,−1}A, existe (bγ)γ∈Γ ∈ B tal que bγ = yγ para 
ada
γ ∈ A. En efe
to, podemos 
onsiderar x = (xγ)γ∈Γ ∈ ℓ1(Γ) tal que

sop(x) = A y ‖x‖ =
∑

γ∈A

|xγ| =
∑

γ∈A

yγ · xγPor ser B una frontera, existe b = (bγ)γ∈Γ ∈ B tal que ‖x‖ =
∑

γ∈A bγxγ . Ahora bien,
−1 ≤ bγ ≤ 1 para 
ada γ luego ha de ser bγxγ = yγxγ para 
ada γ ∈ A, es de
ir,
bγ = yγ si γ ∈ A, por la ele

ión de x.Lema 4.11 Sea B ⊂ Bℓ∞(Γ) una frontera de ℓ1(Γ), (zn) una su
esión en ℓ1(Γ) y
d∗ ∈ D. Enton
es existe b∗ ∈ B tal que

d∗(zn) = b∗(zn) ∀n ∈ N
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a
ionesDemostra
ión. Es
ribimos d∗ = (d∗γ)γ∈Γ. El 
onjunto
A = sop(d∗) ∩

(
∞⋃

n=1

sop(zn)

)es numerable. Por ser el 
omentario que pre
ede al enun
iado, existe b∗ ∈ B tal que
b∗γ = d∗γ, ∀γ ∈ A. Este b∗ veri�
a el enun
iado.Proposi
ión 4.12 Sea B ⊂ Bℓ∞(Γ) una frontera de ℓ1(Γ).(1) Si (zn) es una su
esión en ℓ1(Γ), 
ualquier σ(ℓ1(Γ), B)-punto de a
umula
iónde (zn) es también un punto de a
umula
ión respe
to a la topología σ′.(2) Si H es un sub
onjunto σ(ℓ1(Γ), B)-relativamente numerablemente 
ompa
to de

ℓ1(Γ), enton
es H es σ′-relativamente 
ompa
to en ℓ1(Γ).(3) Si H es un sub
onjunto σ(ℓ1(Γ), B)-
ompa
to de ℓ1(Γ), enton
es H es σ′-
ompa
to.Demostra
ión.
(1) es inmediato a partir del lema 4.11.
(2) El apartado (1) asegura que si H es σ(ℓ1(Γ), B)-relativamente numerablemente
ompa
to en ℓ1(Γ), enton
es es σ′-relativamente numerablemente 
ompa
to en ℓ1(Γ).Esto impli
a que H es σ′-relativamente 
ompa
to ya que (ℓ1(Γ), σ′) es angéli
o por laproposi
ión 4.10.
(3) Si H es σ(ℓ1(Γ), B)-
ompa
to en ℓ1(Γ), el apartado (2) asegura que H es σ′-relativamente 
ompa
to en ℓ1(Γ). Basta demostrar así que H es σ′-
errado. Ahorabien, al ser (ℓ1(Γ), σ′) angéli
o (4.10), dado z ∈ H

σ′ existe una su
esión (zn) en H talque
z = σ′ − ĺım

n→∞
zn (4.3)Por otro lado, al ser H σ(ℓ1(Γ), B) 
ompa
to, (zn) tiene un σ(ℓ1(Γ), B)-punto dea
umula
ión h ∈ H , que es también σ′-punto de a
umula
ión por el apartado (1).Esto, junto 
on la e
ua
ión (4.3) asegura que z = h ∈ H .Proposi
ión 4.13 Sea B ⊂ Bℓ∞(Γ) una frontera de ℓ1(Γ). Un sub
onjunto H ⊂ ℓ1(Γ)a
otado es σ(ℓ1(Γ), B)-
ompa
to si, y sólo si, es débilmente 
ompa
to.
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ión. Si H es débilmente 
ompa
to enton
es es a
otado y σ(ℓ1(Γ), B)-
ompa
to. Para el re
ípro
o, basta apli
ar el apartado (3) de la proposi
ión 4.12 paraobtener que H es σ′-
ompa
to y el apartado (2) de la proposi
ión 4.10 para obtenerahora que H es débilmente 
ompa
to.A 
ontinua
ión, probaremos que (ℓ1(Γ), σ(ℓ1(Γ), B)) es angéli
o. Ne
esitamos unaproposi
ión previa.Proposi
ión 4.14 Sea B ⊂ Bℓ∞(Γ) una frontera de ℓ1(Γ) y H un sub
onjunto nume-rable y σ(ℓ1(Γ), B)-relativamente numerablemente 
ompa
to de ℓ1(Γ). Enton
es(1) Hσ(ℓ1(Γ),B)
= H

σ′(2) Las topologías σ(ℓ1(Γ), B) y σ′ 
oin
iden en Hσ(ℓ1(Γ),B).Demostra
ión.
(1) Como H es numerable, el lema 4.11 asegura que Hσ(ℓ1(Γ),B)

⊂ H
σ′ . Por otro lado,si z ∈ H

σ′ , el 
ará
ter angéli
o de (ℓ1(Γ), σ′) (4.10) junto 
on el he
ho de que Hσ′ es
σ′-
ompa
to (apartado (2) de 4.12) asegura que existe una su
esión (zn) en H tal que

z = σ′ − ĺım
n→∞

znPor hipótesis existe un σ(ℓ1(Γ), B)-punto de a
umula
ión de (zn), w ∈ H
σ(ℓ1(Γ),B). Porel apartado (1) de la proposi
ión 4.12, w es también un σ′-punto de a
umula
ión de

(zn), 
on lo que ha de ser z = w ∈ H
σ(ℓ1(Γ),B).

(2) Sea L = H
σ′ . Por la σ′-
ompa
idad de L (apartado (2) de 4.12), basta demostrarque la identidad:

id : (L, σ′) −→ (L, σ(ℓ1(Γ), B))es 
ontinua, y para esto basta 
omprobar que si F ⊂ L es σ(ℓ1(Γ), B)-
errado, enton
es
F es σ′-
errado. Ahora bien, al ser (L, σ(ℓ1(Γ), B)) regular se tiene:

F =
⋂

{U
σ(ℓ1(Γ),B)

: F ⊂ U ⊂ L, U σ(ℓ1(Γ), B)-abierto en L }Además, Uσ(ℓ1(Γ),B)
= U ∩H

σ(ℓ1(Γ),B), y al ser U ∩ H numerable y σ(ℓ1(Γ), B)-relativamente numerable 
ompa
to, el apartado (1) nos asegura que
U ∩H

σ(ℓ1(Γ),B)
= U ∩H

σ′

= U
σ(ℓ1(Γ),B)
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a
ionesde donde
F =

⋂
{U ∩H

σ′

: F ⊂ U ⊂ L, U σ(ℓ1(Γ), B)-abierto en L }lo que permite 
on
luir que F es σ′-
errado.Teorema 4.15 Sea B ⊂ Bℓ∞(Γ) una frontera de ℓ1(Γ). Enton
es (ℓ1(Γ), σ(ℓ1(Γ), B))es angéli
o.Demostra
ión.Primera parte: Sea A un sub
onjunto σ(ℓ1(Γ), B)-relativamente numerablemente 
om-pa
to de ℓ1(Γ). Por el apartado (2) de la proposi
ión 4.12, Aσ′ es σ′-
ompa
to, demodo que para demostrar que Aσ(ℓ1(Γ),B) es σ(ℓ1(Γ), B)-relativamente 
ompa
to bastaprobar que
id : (A

σ′

, σ′) −→ (A
σ′

, σ(ℓ1(Γ), B))es 
ontinua. Para ello, demostraremos que 
ualquier sub
onjunto σ(ℓ1(Γ), B)-
errado
F ⊂ A

σ′ es σ′-
errado. Sea z ∈ F
σ′ . Al ser (ℓ1(Γ), σ′) angéli
o (4.10), existe unasu
esión (zn) en F tal que

z = σ′ − ĺım
n→∞

znPor otro lado, zn ∈ A
σ′ luego existe una su
esión (zmn) en A tal que

zn = σ′ − ĺım
m→∞

zmn

H = {zmn : m,n ∈ N} es un sub
onjunto numerable y σ(ℓ1(Γ), B)-relativamentenumerablemente 
ompa
to de ℓ1(Γ), y por lo tanto la proposi
ión 4.14 asegura quelas topologías σ(ℓ1(Γ), B) y σ′ 
oin
iden en Hσ′

= H
σ(ℓ1(Γ),B). Así z es el límite en latopología σ(ℓ1(Γ), B) de (zn), de donde z ∈ F

σ(ℓ1(Γ),B)
= F .Segunda parte: Sea A un sub
onjunto σ(ℓ1(Γ), B)-relativamente 
ompa
to de ℓ1(Γ).

A
σ(ℓ1(Γ),B) es σ(ℓ1(Γ), B)-
ompa
to, y por el apartado (3) de la proposi
ión 4.12,es también σ′-
ompa
to. El mismo razonamiento asegura que 
ada sub
onjunto

σ(ℓ1(Γ), B)-
errado de Aσ(ℓ1(Γ),B) es σ′-
errado, de donde
id : (A

σ(ℓ1(Γ),B)
, σ′) −→ (A

σ(ℓ1(Γ),B)
, σ(ℓ1(Γ), B))es 
ontinua. Esto impli
a que id es un homeomor�smo, y al ser Aσ(ℓ1(Γ),B)

σ′-angéli
o(apartado (1) de la proposi
ión 4.10), también será σ(ℓ1(Γ), B)-angéli
o, de donde
A

σ(ℓ1(Γ),B) está formado por σ(ℓ1(Γ), B)-límites de su
esiones en A.



4.4 El problema de la frontera y el inter
ambio de límites 934.4. El problema de la frontera y el inter
ambio delímitesEn esta se

ión utilizamos la propiedad del inter
ambio de límites de Grothendie
kpara dar una 
ara
teriza
ión de los sub
onjuntos débilmente 
ompa
tos H de un espa-
io de Bana
h X en términos de la topología de X∗ determinada por la 
onvergen
iauniforme sobre su
esiones 
ontenidas en H (teorema 4.18). Esta 
ara
teriza
ión puedea�narse en el 
aso en que X es un espa
io de fun
iones 
ontinuas sobre un 
ompa
to,
C(K), y 
ondu
e de forma natural a una propiedad que 
umplen las fronteras de
BC(K)∗ que provienen de un sub
onjunto denso de K.El 
on
epto de inter
ambio de límites fue introdu
ido por A. Grothendie
k (ver[31, 1.4℄), y se ha mostrado 
omo una importante herramienta para la 
ara
teriza
iónde sub
onjuntos relativamente 
ompa
tos en la topología débil.De�ni
ión 4.16 (Grothendie
k) Sea Z un espa
io topológi
o Hausdor�, X un
onjunto y A un sub
onjunto de fun
iones de ZX . Se di
e que X y A tienen la propie-dad del inter
ambio de límites (en Z) si para 
ada su
esión (xn) en X y 
ada su
esión
(fm) en A se 
umple:

ĺım
m

ĺım
n
fm(xn) = ĺım

n
ĺım
m
fm(xn)siempre que todos los límites involu
rados existan.La nota
ión A ∼ X (en Z) indi
ará que X y A tienen la propiedad del inter
ambiode límites. Si el 
ontexto es 
laro, no se hará referen
ia al espa
io Z.El siguiente teorema, que apare
e en [31, page 12℄, será la base de algunos de losresultados que siguen.Teorema 4.17 Sea D un sub
onjunto denso en un espa
io numerablemente 
ompa
to

K y sea (Z, d) un espa
io métri
o 
ompa
to. Para un sub
onjunto A de C(K,Z) sonequivalentes:(1) A es tp(K)-relativamente numerablemente 
ompa
to en C(K,Z).(2) A ∼ K (en Z).(3) A ∼ D (en Z).(4) A es tp(K)-relativamente 
ompa
to en C(K,Z).
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a
ionesCon este resultado sobre inter
ambio de límites podemos demostrar el siguienteteorema.Teorema 4.18 Sea X un espa
io de Bana
h, B un sub
onjunto normante de BX∗y D = co(B ∪ (−B)). Para un 
onjunto H de X que sea a
otado y σ(X,B)-numerablemente 
ompa
to, son equivalentes:(1) H es σ(X,X∗)-
ompa
to.(2) D es denso en BX∗ para la topología de 
onvergen
ia uniforme sobre H.(3) D es denso en BX∗ para la topología de 
onvergen
ia uniforme sobre su
esiones
ontenidas en H.Demostra
ión.
(1) ⇒ (2) Re
ordemos que la topología de Ma
key en X∗, µ(X∗, X), es la topologíalo
almente 
onvexa más �na tal que (X∗, (µ(X∗, X)))∗ = X (ver [44, 8.5.5℄). Se 
umpleasí que:

BX∗ = D
σ(X∗,X)

= D
µ(X∗ ,X)donde la primera igualdad es 
ierta al ser D un 
onjunto normante y absolutamente
onvexo (ver la proposi
ión 2.12), y la segunda por ser la topología de Ma
key 
om-patible 
on el par dual < X∗, X > ([49, �20.7(6)℄). Al ser H un 
onjunto débilmente
ompa
to, la envoltura absolutamente 
onvexa y 
errada de H es un sub
onjunto dé-bilmente 
ompa
to y absolutamente 
onvexo de X (por el teorema de Krein-Smulian),y 
omo la topología de Ma
key es la topología en X∗ de 
onvergen
ia uniforme sobresub
onjuntos absolutamente 
onvexos y débilmente 
ompa
tos ([44, 8.4.E℄), en parti-
ular se 
umple que D es denso en BX∗ para la topología de 
onvergen
ia uniformesobre H .

(2) ⇒ (3) Es inmediato.
(3) ⇒ (1) Miramos X 
omo un sub
onjunto de C(BX∗ , ω∗). Como H es a
otado,
H ⊂ C(BX∗ , I) para 
ierto intervalo 
ompa
to I de R. Por un lado, la topología de
onvergen
ia puntual de C(BX∗ , I) indu
e en H la topología débil, y por otro, X es
tp(BX∗)-
errado en C(BX∗) por lo que, para demostrar que H es débilmente 
ompa
toen X, basta probar que H es tp(BX∗)-
ompa
to. Ahora bien, la 
ondi
ión de 
om-pa
idad numerable de H en la topología σ(X,B) asegura que H es se
uen
ialmente
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errado para tp(BX∗), y por el 
ará
ter angéli
o de Cp(BX∗) ([31, 3.7℄), la prueba ter-mina si demostramos que H es tp(BX∗)-relativamente 
ompa
to en C(BX∗ , I). Paraesto, utilizamos el teorema 4.17 y probamos que H y D inter
ambian límites en I.Tomamos dos su
esiones (xn) en H y (b∗n) en D. Comprobaremos que si existen loslímites
ĺım
m

ĺım
n
b∗n(xm) y ĺım

n
ĺım
m
b∗n(xm),enton
es 
oin
iden. Como (xn) se aglomera respe
to a la topología σ(X,B) = σ(X,D)en un punto x0 ∈ H , y (b∗n) se aglomera en un punto x∗0 ∈ BX∗ respe
to a la topología

ω∗ (por la 
ompa
idad de (BX∗ , ω∗)), tendremos que
ĺım

n
ĺım
m
b∗n(xm) = ĺım

n
b∗n(x0) = x∗0(x0)Por otro lado, para 
ada m ∈ N �jo, se 
umple que ĺım

n
b∗n(xm) = x∗0(xm), y basta asíprobar, para que se 
umpla la igualdad de los límites ini
iales que:

ĺım
m
x∗0(xm) = x∗0(x0) (4.4)Supongamos que no se 
umple (4.4). Existirá enton
es un ε > 0 tal que 
ierta subsu-
esión de (x∗0(xm)) que denotamos igual 
umple:

|x∗0(xm) − x∗0(x0)| > ε ∀m ∈ N (4.5)Ahora bien, por la densidad de D en BX∗ para la topología de 
onvergen
ia uniformesobre su
esiones de H , si 
onsideramos el 
onjunto numerable {xm : m ∈ N} ∪ {x0},enton
es existe b∗ ∈ D tal que:
|b∗(xm) − x∗0(xm)| <

ε

3
∀m ∈ N y |b∗(x0) − x∗0(x0)| <

ε

3
(4.6)Por otro lado, 
omo (xm) se aglomera en x0 respe
to a la topología σ(X,D) se tieneque:

|b∗(xm) − b∗(x0)| <
ε

3
se 
umple para in�nitos subíndi
es m ∈ N (4.7)Utilizando ahora las 
ondi
iones (4.6) y (4.7), se 
umple:

|x∗0(xm) − x∗0(x0)| ≤ |x∗0(xm) − b∗(xm)| + |b∗(xm) − b∗(x0)| + |b∗(x0) − x∗0(x0)| < εpara in�nitos subíndi
es m ∈ N, en 
ontradi

ión 
on la 
ondi
ión (4.5). Luego loslímites ini
iales 
oin
iden, y 
on
luye la demostra
ión.En el 
aso de un espa
io C(K) el resultado anterior puede llevarse hasta la siguienteproposi
ión.
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a
ionesProposi
ión 4.19 Sea K un espa
io 
ompa
to Hausdor�, D un sub
onjunto densode K y H un sub
onjunto a
otado y tp(D)-numerablemente 
ompa
to de C(K). Sipara 
ada k ∈ K, 
ada ε > 0 y 
ada su
esión (fn) en H existe un elemento d ∈ D talque
|fn(k) − fn(d)| < ε para todo n ∈ Nenton
es H es débilmente 
ompa
to.Demostra
ión. Para 
ierto intervalo 
ompa
to I de R, se tiene que H es un sub
on-junto de C(K, I). Como D es denso en K, la prueba 
on
luye si demostramos que

H inter
ambia límites 
on D, pues en este 
aso, el teorema de Grothendie
k (4.17)asegura que H es relativamente débilmente 
ompa
to en C(K) (re
uérdese que un
onjunto a
otado de C(K) es relativamente débilmente 
ompa
to si, y sólo si, es
tp(K)-relativamente 
ompa
to), y por otro lado, la hipótesis sobre H asegura que éstees débilmente (se
uen
ialmente) 
ompa
to.Para probar que H ∼ D, razonamos de forma análoga a la demostra
ión del teore-ma 4.18. Sean (fn) y (dn) su
esiones respe
tivas en H y D 
on puntos de aglomera
ión
f0 ∈ H y k0 ∈ K. Así se 
umple:

ĺım
n

ĺım
m
fm(dn) = f0(k0) y

ĺım
m

ĺım
n
fm(dn) = ĺım

m
fm(k0)donde hemos supuesto que todos los límites involu
rados existen. Si fuera

ĺım
m
fm(k0) 6= f0(k0)existiría un ε > 0 y una subsu
esión (fm(k0)) que denotamos igual tal que

|fm(k0) − f0(k0)| > ε para 
ada m ∈ N (4.8)Por hipótesis, existe un elemento d ∈ D tal que
|f0(k0) − f0(d)| <

ε

3
y |fm(k0) − fm(d)| <

ε

3
∀m ∈ N (4.9)Además, 
omo (fm) se aglomera en f0 respe
to a la topología tp(D), se 
umple

|fm(d) − f0(d)| <
ε

3
para in�nitos m ∈ N (4.10)La desigualdad

|fm(k0) − f0(k0)| ≤ |fm(k0) − fm(d)| + |fm(d) − f0(d)| + |f0(d) − f0(k0)| < ε
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ambio de límites 97es válida para in�nitos m ∈ N (utilizando las 
ondi
iones (4.9) y (4.10)). Esto 
ontra-di
e la 
ondi
ión (4.8).La 
ondi
ión de densidad de D en K en la topología de 
onvergen
ia uniformesobre su
esiones de H impuesta en la proposi
ión anterior para que H y D permutenlímites, es satisfe
ha de forma natural por las fronteras D ⊂ K de BC(K)∗ , 
omoprobamos en los siguientes resultados.Lema 4.20 Sea K un espa
io Hausdor� 
ompa
to y F un sub
onjunto no va
ío de
K. Son equivalentes.(1) Existe una apli
a
ión f en C(K) tal que F = { k ∈ K : |f(k)| = ‖f‖∞ }.(2) F es un sub
onjunto 
errado y Gδ en K.Demostra
ión.
(1) ⇒ (2) Es obvio que si se 
umple (1), enton
es F es 
errado (por la 
ontinuidadde f) y no va
ío por la 
ompa
idad de K. Por otro lado, F es un Gδ ya que podemoses
ribir:

F =
∞⋂

n=1

{
k ∈ K :

∣∣∣ |f(k)| − ‖f‖∞

∣∣∣ < 1

n

}

(2) ⇒ (1) Sea F =
∞⋂

n=1

On donde On es abierto para 
ada n. Para 
ada n ∈ N, Fy K \ On son sub
onjuntos 
errados y disjuntos en el espa
io normal K. El lema deUrysohn permite asegurar la existen
ia de una fun
ión fn : K →

[
0,

1

2n

] de modo que
fn(F ) = {0} y fn(K \On) =

{
1

2n

}. La fun
ión g =

∞∑

n=1

fn es 
ontinua por ser límiteuniforme de las fun
iones 
ontinuas m∑

n=1

fn. Así, f = 1 − g : K → [0, 1] es 
ontinua y
umple ‖f‖∞ = 1 y F = { k ∈ K : |f(k)| = ‖f‖∞}.Lema 4.21 Sea K un espa
io Hausdor� 
ompa
to y D un sub
onjunto de K. Enton-
es son equivalentes(1) D ∪ (−D) es una frontera de BC(K)∗ .(2) D 
orta a todo sub
onjunto 
errado, Gδ y no va
ío de K.
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a
ionesDemostra
ión.
(1) ⇒ (2) Si F es un 
errado, Gδ y no va
ío en K, el lema anterior nos asegura quese 
umple F = { k ∈ K : |f(k)| = ‖f‖∞ } para alguna fun
ión f ∈ C(K). Ahorabien, si D ∪ (−D) es frontera, existirá un elemento d ∈ D tal que ‖f‖∞ = f(d) o
‖f‖∞ = −f(d). En 
ualquier 
aso ‖f‖∞ = |f(d)|, y por lo tanto F ∩D 6= ∅.
(2) ⇒ (1) Sea f ∈ C(K) y sea F = { k ∈ K : |f(k)| = ‖f‖∞ }. F es no va
ío, yademás es 
errado y Gδ por el lema previo. Nuestra hipótesis nos asegura que existeun elemento d ∈ D ∩ F , luego ‖f‖∞ = |f(d)| = máx{ f(d),−f(d)} y por lo tanto
D ∪ (−D) es una frontera de BC(K)∗ .Así llegamos a la siguiente mejora del teorema de Grothendie
k [38℄, que es lasolu
ión al problema de la frontera para el 
aso X = C(K) y fronteras D ⊂ K.Teorema 4.22 Sea K un espa
io 
ompa
to y Hausdor� y D un sub
onjunto de K talque para 
ada f ∈ C(K) existe d ∈ D 
on ‖f‖∞ = |f(d)|. Enton
es los sub
onjuntosa
otados y tp(D)-numerablemente 
ompa
tos de C(K) son débilmente 
ompa
tos.Demostra
ión. Sea k ∈ K, ε > 0 y (fn) una su
esión en H . El 
onjunto

F =

∞⋂

n=1

{y ∈ K : |fn(y) − fn(k)| ≤ ε}

=
∞⋂

n,k=1

{
y ∈ K : |fn(y) − fn(k)| < ε+

1

k

}es un 
errado, Gδ y no va
ío de K. La hipótesis sobre D asegura que D∪ (−D) es unafrontera de BC(K)∗ , y en virtud del lema 4.21 existe d ∈ D tal que
|fn(d) − fn(k)| ≤ ε para 
ada n ∈ NLa proposi
ión 4.19 permite 
on
luir que H es débilmente 
ompa
to.Notemos aquí que el problema de la frontera para espa
ios C(K) ha sido resueltoen general en [15℄. Nosotros generalizaremos el resultado de [15℄ a espa
ios de fun
io-nes ve
toriales en el epígrafe siguiente y hemos, de momento, preferido demostrar aquíel teorema anterior porque la demostra
ión que damos es novedosa y pone de mani-�esto de forma 
lara, vía la propiedad del inter
ambio de límites, en qué intervieneexa
tamente el 
on
epto de frontera.
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io C(K,E) 994.5. El problema de la frontera en un espa
io C(K,E)En esta se

ión estudiaremos el problema de la frontera para un espa
io de fun-
iones 
ontinuas C(K,E) de�nidas en un espa
io topológi
o 
ompa
to y Hausdor�
K, y 
on valores en un espa
io de Bana
h E. Las fronteras que se 
onsideran vienendadas de forma natural 
omo �produ
tos� de fronteras de los espa
ios C(K) y E.Como referen
ia utilizaremos algunos resultados del artí
ulo [15℄, donde se resuelve elproblema de la frontera para el espa
io C(K) y para fronteras 
ualesquiera.Comenzamos re
opilando algunos resultados sobre el espa
io C(K,E) que utili-zaremos en lo que sigue. En primer lugar, es 
ono
ido que C(K,E) es un espa
io deBana
h 
uando se le dota de la norma del supremo:

‖f‖∞ = sup{ ‖f(k)‖ : k ∈ K }La proposi
ión siguiente re
oge otros resultados sobre C(K,E).Proposi
ión 4.23 Sea K un espa
io 
ompa
to y Hausdor� y E un espa
io de Ba-na
h. Enton
es:(1) La apli
a
ión T : C(K,E) → C(K ×BE∗) que a 
ada f ∈ C(K,E) ha
e 
orres-ponder f̃ de�nida por f̃(k, x∗) = x∗(f(k)) es una inmersión lineal e isométri
a.(2) El espa
io (C(K,E), tp(K × BE∗)) es angéli
o, donde tp(K×BE∗) es la topologíade 
onvergen
ia puntual indu
ida en C(K,E) por C(K ×BE∗).(3) Un sub
onjunto H de C(K,E) es débilmente 
ompa
to si, y sólo si, es a
otadoy 
ompa
to para la topología tp(K ×BE∗).Demostra
ión.
(1) es fá
il de probar.
(2) se dedu
e de lo siguiente: el espa
io Cp(Z), para Z 
ompa
to, es angéli
o ([31,3.7℄), y todo subespa
io de un espa
io angéli
o es angéli
o.
(3) La topología débil de C(K,E) 
oin
ide 
on la indu
ida por la topología débil de
C(K ×BE∗) (re
uérdese la inmersión isométri
a del apartado (1)); por lo tanto H esdébilmente 
ompa
to en C(K,E) si, y sólo si, lo es 
omo sub
onjunto de C(K×BE∗).Finalmente, un sub
onjunto a
otado de C(K × BE∗) es débilmente 
ompa
to si, ysólo si, es tp(K × BE∗)-
ompa
to, [38℄.
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a
iones4.5.1. Conjuntos normantes y fronteras en C(K,E)El apartado (1) de la anterior proposi
ión nos asegura que los elementos del dualde C(K,E) son restri

iones de los elementos de C(K×BE∗)∗; por lo tanto, si F es un
onjunto normante (una frontera) de BC(K×BE∗)∗ , enton
es el 
onjunto formado porlas restri

iones de los elementos de F a C(K,E) 
onstituye un sub
onjunto normante(una frontera) de BC(K,E)∗. Tenemos así los siguientes resultados.Si D es un sub
onjunto denso de K y B es un sub
onjunto normante de BE∗ ,enton
es D × B es un sub
onjunto normante de BC(K,E)∗ , ya que para 
ada fde C(K,E):
‖f‖ = sup{ ‖f(k)‖ : k ∈ K } =

sup{ ‖f(d)‖ : d ∈ D } = sup{ |x∗(f(d))| : d ∈ D, x∗ ∈ B }El 
onjunto K × BE∗ es una frontera de BC(K,E)∗. En general, si B′ es unafrontera en BE∗ , enton
es K × B
′ es una frontera para BC(K,E)∗ ; en efe
to, si

f ∈ C(K,E), se tiene:
‖f‖ = sup{ ‖f(k)‖ : k ∈ K } = ‖f(k0)‖ = b∗(f(k0))para 
iertos k0 ∈ K y b∗ ∈ B

′ (se ha utilizado la 
ompa
idad de K y el he
hode que para 
ualquier elemento x ∈ E, ‖x‖ es el máximo de { b(x) : b ∈ B
′

}).El siguiente resultado usa las propiedades demostradas en el segundo 
apítulo.Proposi
ión 4.24 Sea D un sub
onjunto denso de K y B un sub
onjunto normantede BE∗. Si K no 
ontiene una 
opia homeomorfa de βN, E no 
ontiene una 
opiaisomorfa de ℓ1(c) y H es un sub
onjunto a
otado y tp(D ×B)-
ompa
to de C(K,E),enton
es(1) co(H)
tp(D×B) es tp(D × B)-
ompa
to.(2) co(H)
tp(D×B)

= co(H)
‖ ‖.(3) Si H es 
onvexo, tiene la WRNP.
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ión. Sea F = co(B∪(−B)). D×F es denso en K×BE∗ . Teniendo en 
uentalas hipótesis sobre K y E, y los teoremas A.7 y A.4, tenemos que K×BE∗ no 
ontieneuna 
opia homeomorfa de βN. El teorema 2.21 y el 
orolario 2.24.2 aseguran que todosub
onjunto a
otado y tp(D× F )-
ompa
to veri�
a las 
orrespondientes propiedades
(1), (2) y (3). Finalmente, las topologías tp(D×B) y tp(D×F ) 
oin
iden en C(K,E),y esto 
on
luye la demostra
ión.En lo que sigue, nuestro interés se 
entrará en el siguiente tipo de 
onjuntos: si By B′ son fronteras respe
tivas de BC(K)∗ y BE∗ , de�nimos el sub
onjunto de BC(K,E)∗

B ⊗ B
′

:= {µ⊗ b
′

: µ ∈ B , b
′

∈ B
′

} (4.11)donde µ⊗ b
′ a
túa sobre 
ada elemento f ∈ C(K,E) mediante

(µ⊗ b
′

)(f) =

∫

K

b
′

(f(t)) dµ(t)Comprobaremos que estos sub
onjuntos son fronteras de C(K,E). Para ello utiliza-remos una extensión ve
torial del lema 1 de [15℄.Lema 4.25 Sea E un espa
io de Bana
h, K un espa
io topológi
o Hausdor� y Buna frontera de BC(K)∗ . Dada una familia numerable { fn : n ∈ N } en C(K,E) y unelemento k ∈ K, existe una medida µ ∈ B tal que
fn(k) = µ(fn) =

∫

K

fn(t) dµ(t) para 
ada n ∈ NDemostra
ión. La fun
ión g : K → [0, 1] dada por
g(x) = 1 −

∞∑

n=1

1

2n

(
‖fn(x) − fn(k)‖

1 + ‖fn(x) − fn(k)‖

)es 
ontinua y 
umple
F := { x ∈ K : fn(x) = fn(k), ∀n ∈ N } = { x ∈ K : ‖g‖∞ = g(x) }Por ser B una frontera, existe un elemento µ en B tal que µ(g) = ‖g‖∞ = 1. µ esne
esariamente una probabilidad 
on soporte en F y, por lo tanto:
µ(fn) =

∫

K

fn(t) dµ(t) =

∫

F

fn(t) dµ(t) =

∫

F

fn(k) dµ(t) = fn(k)para 
ada n ∈ N.Estamos ahora en 
ondi
iones de probar que el 
onjunto B ⊗ B
′ es una fronterapara C(K,E).
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a
ionesProposi
ión 4.26 Sea B una frontera en BC(K)∗ y B′ una frontera en BE∗. Enton
esel 
onjunto B ⊗B
′, de�nido en la e
ua
ión (4.11), es una frontera en BC(K,E)∗.Demostra
ión. Si f ∈ C(K,E), se tiene:

‖f‖ = sup{ ‖f(k)‖ : k ∈ K } = b′(f(k0))para algún b
′

∈ B
′ y algún k0 ∈ K. Basta utilizar el lema 4.25 en el 
aso es
alar,
onsiderando la familia de un úni
o elemento {b

′

◦ f} en C(K), para asegurar queexiste µ ∈ B tal que (b
′

◦ f)(k0) = µ(b
′

◦ f), es de
ir, ‖f‖ = (µ⊗ b
′

)(f).A los 
onjuntos del tipo B⊗B
′ de la proposi
ión anterior los llamaremos fronterasprodu
to. Diremos que una frontera C ⊂ BX∗ es de Grothendie
k para X si todosub
onjunto a
otado y σ(X,C)-
ompa
to es débilmente 
ompa
to.4.5.2. El problema de la frontera para fronteras produ
toTeorema 4.27 Si B es una frontera en BC(K)∗ y B′ una frontera de Grothendie
kpara E, enton
es la frontera B ⊗ B

′ es de Grothendie
k para C(K,E).Demostra
ión. Hemos de demostrar que si H es un sub
onjunto de C(K,E) que esa
otado y 
ompa
to para la topología tp(B⊗B
′

) = σ(C(K,E), B⊗B
′

), enton
es H esdébilmente 
ompa
to. Para ello basta 
omprobar que H es numerablemente 
ompa
topara la topología tp(K × BE∗) pues, en ese 
aso, por el 
ará
ter angéli
o del espa
io
C(K × BE∗) dotado de la topología de 
onvergen
ia puntual ([31, 3.7℄) tendríamosque H es tp(K ×BE∗)-
ompa
to, de modo que el apartado (3) de la proposi
ión 4.23asegura que H es débilmente 
ompa
to.Para 
omprobar que H es tp(K ×BE∗)-numerablemente 
ompa
to, tomamos unasu
esión (fn) en H . Por la 
ompa
idad de H en la topología tp(B ⊗ B

′

), existe unasubred (fα)α∈D que 
onverge a f ∈ H en tp(B ⊗ B
′

). El 
onjunto
{ fα : α ∈ D } ∪ {f}es numerable y puede apli
arse el lema 4.25: �jado k ∈ K, existe µ ∈ B tal que

f(k) = µ(f) y fα(k) = µ(fα) ∀α ∈ D (4.12)Ahora bien, la 
onvergen
ia de (fα) a f respe
to a la topología tp(B ⊗B
′

), junto 
onla e
ua
ión (4.12) nos di
e que b′(fα(k)) −→ b
′

(f(k)) para 
ada b′ ∈ B
′ . Es de
ir,

fα(k) −→ f(k) en la topología σ(E,B
′

) para 
ada k ∈ K (4.13)



4.5 El problema de la frontera en un espa
io C(K,E) 103Ahora, para el µ ∈ B anterior de�nimos:
Tµ : C(K,E) → Emediante la fórmula Tµ(f) =

∫

K

f dµ = µ(f). Si una red (gβ) en C(K,E) 
onverge aun elemento g ∈ C(K,E) en la topología tp(B ⊗B
′

), se 
umple que
b
′

(∫

K

gβ dµ

)
−→ b

′

(∫

K

g dµ

) para 
ada b′ ∈ B
′La anterior 
ondi
ión impli
a que Tµ(gβ) 
onverge a Tµ(g) en σ(E,B

′

), es de
ir, Tµes 
ontinua para las topologías tp(B ⊗ B
′

) y σ(E,B
′

). Así, H se transforma en el
onjunto Tµ(H) que es σ(E,B
′

)-
ompa
to y a
otado (ya que ‖Tµ(f)‖ ≤ ‖f‖, para
ada f ∈ C(K,E)). Como el problema de la frontera tiene solu
ión positiva en Erespe
to a B′, Tµ(H) es σ(E,E∗)-
ompa
to. El 
onjunto numerable
{ fα(k) : α ∈ D } ∪ {f(k)}está así 
ontenido en un 
onjunto σ(E,E∗)-
ompa
to. Esto, junto 
on la 
ondi-
ión (4.13), asegura que (fα(k)) 
onverge a f(k) en la topología débil, luego fα 
onvergea f en la topología tp(K × BE∗), y se 
on
luye la demostra
ión.A partir del teorema anterior, podemos enun
iar algunos 
asos donde el problemade la frontera tiene solu
ión positiva.Corolario 4.27.1 Si B es una frontera en BC(K)∗ y B′ una frontera en BE∗, enton
esla frontera B ⊗ B

′ es de Grothendie
k para C(K,E) en los siguientes 
asos.(1) Si B′ 
oin
ide 
on el 
onjunto de extremales de BE∗.(2) Si E no 
ontiene una 
opia isomorfa de ℓ1(c).(3) Si E = C(M) donde M es 
ompa
to y Hausdor�.Demostra
ión. Se dedu
e del teorema anterior, junto 
on el teorema 1 de [13℄, el
orolario 4.7.1 y la proposi
ión 3 de [15℄, respe
tivamente.
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a
iones4.5.3. El 
ará
ter angéli
o en C(K,E)En [15℄ se prueba que si B es una frontera para BC(K)∗ , el espa
io (C(K), tp(B))es angéli
o. En la misma línea de resultados aquí se prueba que C(K,E) es angéli
odotado de la topología de 
onvergen
ia puntual sobre la frontera B ⊗ BE∗ , donde
B es una frontera 
ualquiera de BC(K)∗ . La e
ua
ión (4.11) de�ne 
ómo a
túan loselementos de B⊗B

′ sobre C(K,E). Esta de�ni
ión puede extenderse a los elementosde C(K × BE∗); en efe
to, dada una fun
ión f de C(K × BE∗), podemos 
onsiderarpara 
ada x∗ ∈ BE∗ la fun
ión 
ontinua fx∗ : K → R dada por fx∗(k) = f(k, x∗). Paraun elemento µ⊗ x∗ ∈ B ⊗B
′ de�nimos

(µ⊗ x∗)(f) =

∫

K

fx∗ dµNótese que esta de�ni
ión es 
ompatible 
on la de�ni
ión 4.11 
uando se miran los ele-mentos de C(K,E) 
omo elementos de C(K×BE∗) a través de la inmersión isométri
ade la proposi
ión 4.23.Lema 4.28 Si B es una frontera de BC(K)∗, y D = B ∪ (−B), enton
es D ⊗BE∗ esuna frontera en BC(K×BE∗)∗.Demostra
ión. Dado f ∈ C(K ×BE∗) se tiene que
‖f‖ = |f(k0, x

∗
0)|para 
iertos elementos k0 ∈ K y x∗0 ∈ BE∗. La fun
ión fx∗

0
: K → R que a 
adaelemento k ∈ K ha
e 
orresponder fx∗

0
(k) = f(k, x∗0) es 
ontinua, y si apli
amos ellema 4.25 en el 
aso es
alar y para el 
onjunto {fx∗

0
}, obtenemos una medida µ ∈ Btal que

f(k0, x
∗
0) = fx∗

0
(k0) = µ(fx∗

0
) = (µ⊗ x∗0)(f)Es 
laro así que 
ierto elemento ν ∈ D es tal que ‖f‖ = (ν ⊗ x∗0)(f), lo que nos da la
ondi
ión de frontera para D ⊗ BE∗ .El siguiente resultado es una mejora del apartado (2) de la proposi
ión 4.23.Proposi
ión 4.29 El espa
io (C(K,E), tp(B ⊗ BE∗)) es angéli
o para una frontera
ualquiera B ⊂ BC(K)∗.Demostra
ión. Nótese que, si D = B∪(−B), las topologías tp(B⊗BE∗) y tp(D⊗BE∗)
oin
iden en C(K×BE∗). El resultado se obtiene así por ser (C(K×BE∗), tp(B⊗BE∗))angéli
o al ser D⊗BE∗ una frontera (ver el lema anterior y [15, prop. 5℄), y teniendoen 
uenta que todo subespa
io de un espa
io angéli
o es angéli
o.



4.6 La propiedad de la frontera en ε-produ
tos 1054.6. La propiedad de la frontera en ε-produ
tos deespa
ios de Bana
hEn [68, 69℄ apare
e la siguiente de�ni
ión.De�ni
ión 4.30 Sean X e Y dos espa
ios lo
almente 
onvexos. Denotaremos por X∗
cal espa
io dual de X dotado de la topología de 
onvergen
ia uniforme sobre sub
on-juntos 
ompa
tos y 
onvexos de X. El ε-produ
to de X e Y , que se denota XεY sede�ne 
omo el espa
io:

XεY := { T : X∗
c → Y : T es lineal y 
ontinua }dotado de la topología de 
onvergen
ia uniforme sobre 
onjuntos equi
ontinuos de X∗.En el 
aso parti
ular en que E y F son dos espa
ios de Bana
h, el ε-produ
to de

E y F es:
EεF := { T : E∗ → F : T |BE∗

es ω∗-norma 
ontinua }Dotamos al espa
io EεF de la norma usual de operadores: para T ∈ EεF se de�ne
‖T‖ = sup{ ‖T (x∗)‖ : x∗ ∈ BE∗ }Con di
ha norma EεF es un espa
io de Bana
h.Consideramos la siguiente 
adena de in
lusiones:

EεF →֒ C((BE∗, ω∗), F ) →֒ C(BE∗ × BF ∗)donde partimos de T ∈ EεF , y le ha
emos 
orresponder primero T |BE∗
: BE∗ → F ,y a ésta le ha
emos 
orresponder a su vez T̃ : BE∗ ×BF ∗ → R de�nida por

T̃ (e∗, f ∗) = f ∗(T (e∗))Puede verse que las in
lusiones son isometrías pues
‖T‖ = sup{ ‖T (e∗)‖ : e∗ ∈ BE∗ } = sup{ |f ∗(T (e∗))| : e∗ ∈ BE∗ , f ∗ ∈ BF ∗ }es 
laramente la norma en los dos primeros espa
ios (EεF y C(BE∗ , F )), y tambiénla norma del supremo en el espa
io C(BE∗ ×BF ∗).
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a
ionesUna frontera natural de EεF proviene de fronteras en los espa
ios E y F . Sipartimos de fronteras respe
tivas B y B′ de BE∗ y BF ∗ , enton
es el 
onjunto B ⊗B
′puede mirarse 
omo un sub
onjunto de B(EεF )∗ ha
iendo 
orresponder a 
ada b ∈ By a 
ada b′ ∈ B

′ el fun
ional en EεF dado por:
(b⊗ b

′

)(T ) = b
′

(T (b))Para ver que B ⊗B
′ es una frontera en EεF , ne
esitamos un lema previo.Lema 4.31 Sea B una frontera absolutamente 
onvexa en BE∗. Enton
es dados y∗en BE∗ y x en E, existe un elemento b∗ ∈ B tal que:

y∗(x) = b∗(x)Demostra
ión. Consideramos el elemento x ∈ E 
omo apli
a
ión de BE∗ en R. Sabe-mos que:
mı́n

x∗∈BE∗

x∗(x) = −‖x‖ ≤ ‖x‖ = máx
x∗∈BE∗

x∗(x)Al ser B una frontera, existe b∗1 ∈ B donde se al
anza el máximo anterior: ‖x‖ = b∗1(x).Y al ser B absolutamente 
onvexa, el mínimo se al
anza en el elemento−b∗1 ∈ B. Así, siutilizamos nuevamente por la 
onvexidad, tenemos que x(B) al
anza todos los valoresentre −‖x‖ y ‖x‖, y 
omo y∗(x) es uno de esos valores, debe existir b∗ ∈ B tal que
y∗(x) = b∗(x).Proposi
ión 4.32 Sea B una frontera absolutamente 
onvexa en BE∗ y B′ una fron-tera en BF ∗. Enton
es el 
onjunto B ⊗B

′ es una frontera para EεF .Demostra
ión. Sea T ∈ EεF . Al ser T |BE∗

ontinua para las topologías respe
tivas ω∗y de la norma ‖ ‖, tendremos que para algún e∗0 ∈ BE∗ y f ∗

0 ∈ B
′ se 
umple:

‖T‖ = sup{ ‖T (e∗)‖F : e∗ ∈ BE∗ } = ‖T (e∗0)‖F = f ∗
0 (T (e∗0))donde hemos utilizado que B′ es una frontera. La apli
a
ión f ∗

0 ◦ T : BE∗ → Res ω∗-
ontinua, y podemos apli
ar un teorema de Grothendie
k ([49, �21.9(4)℄) paraasegurar que existe un elemento x0 = f ∗
0 ◦ T en E. Por lo tanto

‖T‖ = (f ∗
0 ◦ T )(e∗0) = e∗0(x0)El lema 4.31 nos asegura que existe b∗0 ∈ B tal que e∗0(x0) = b∗0(x0) = f ∗(T (b∗0)), 
onlo que B ⊗B

′ es una frontera en BEεF .
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idad débil en L1 de una medida ve
torial 107Teorema 4.33 Sean E y F dos espa
ios de Bana
h tales que ninguno de ellos 
on-tiene una 
opia isomorfa a ℓ1(c). Si B y B′ son fronteras respe
tivas de BE∗ y BF ∗,enton
es los sub
onjuntos tp(B ⊗ B
′

)-
ompa
tos y a
otados de EεF son débilmente
ompa
tos.Demostra
ión. Denotamos porD y D′ a las envolturas absolutamente 
onvexas de B y
B

′ . Comprobaremos primero que (C(BE∗×BF ∗), tp(D⊗D
′

)) veri�
a la propiedad KSfde�nida en 2.19, es de
ir, si H es un sub
onjunto a
otado y tp(D ⊗D
′

)-
ompa
to de
C(BE∗ ×BF ∗), enton
es su envoltura 
errada y 
onvexa co(H)

tp(D⊗D
′

) es tp(D⊗D
′

)-
ompa
to, y además
co(H)

tp(D⊗D
′

)
= co(H)

‖ ‖ (4.14)Para ello basta tener en 
uenta que:- BE∗ × BF ∗ no 
ontiene una 
opia homeomorfa de βN ya que ni BE∗ ni BF ∗ la
ontienen (por el teorema A.7) y βN es primo (ver el teorema A.4).- D⊗D
′ es denso en BE∗ ×BF ∗ ya que D y D′ son densos en BE∗ y BF ∗ respe
-tivamente, al ser normantes (ver la proposi
ión 2.12).El 
orolario 2.21 nos permite asegurar que el espa
io C(BE∗ ×BF ∗) veri�
a la propie-dad KSf para la topología tp(D⊗D

′

). En parti
ular, la igualdad (4.14) nos di
e que
co(H)

tp(D⊗D
′

) es tp(D ⊗ D
′

)-
ompa
to en EεF . Finalmente, teniendo en 
uenta quelas topologías tp(B ⊗B
′

) y tp(D ⊗D
′

) 
oin
iden, y que D ⊗D
′ es una frontera para

EεF por la proposi
ión anterior, el teorema 4.6 asegura que todos los sub
onjuntos
tp(B ⊗ B

′

)-
ompa
tos de EεF son débilmente 
ompa
tos.4.7. Compa
idad débil en un espa
io L1(µ) para unamedida ve
torial µEn esta se

ión, X será un espa
io de Bana
h, Ω un 
onjunto, Σ una σ-álgebra desub
onjuntos de Ω y µ : Σ → X una medida ve
torial numerablemente aditiva. Unafun
ión Σ-medible f : Ω → R se di
e µ-integrable si:1. f es (x∗ ◦ µ)-integrable para 
ada x∗ ∈ X∗.
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a
iones2. Para 
ada E ∈ Σ, existe un (úni
o) elemento xE ∈ X tal que
x∗(xE) =

∫

E

f d(x∗ ◦ µ) para 
ada x∗ ∈ X∗En este 
aso el elemento xE se representa por ∫
E

f dµ o por µf(E). La fun
ión
µf : Σ → X es de nuevo una medida ve
torial numerablemente aditiva por el teoremade Orli
z-Pettis, [26, page 22℄, que se llama integral inde�nida de f respe
to a µ.

L1(µ) es el espa
io de fun
iones µ-integrables. Si f ∈ L1(µ), la semivaria
ión dela medida µf de�ne una seminorma
‖f‖1 = ‖µf‖(Ω) = sup

x∗∈BX∗

|x∗ ◦ µf |(Ω)Con esta de�ni
ión se tiene
‖f‖1 = sup

x∗∈BX∗

∫

Ω

|f | d|x∗ ◦ µ| (4.15)Identi�
ando las fun
iones f , g de L1(µ) tales que
|µ|({ω ∈ Ω : f(ω) 6= g(ω) }) = 0,se obtiene el espa
io L1(µ), que es un espa
io de Bana
h dotado de la norma ‖ ‖1([48, 
hapter III℄). Por otro lado, el espa
io de fun
iones µ-integrables, Σ-mediblesy µ-esen
ialmente a
otadas, 
on la misma identi�
a
ión de fun
iones, es el espa
io

L∞(µ) dotado de la norma usual del supremo esen
ial. Toda fun
ión de L∞(µ) es
µ-integrable ([48, II.3.1℄). Además, si f ∈ L∞(µ), se 
umple

‖f‖1 ≤ ‖f‖∞ · ‖µ‖(Ω)Se di
e que una fun
ión f ∈ L1(µ) es µ-nula si µf es idénti
amente 0; un 
onjunto
E ∈ Σ es µ-nulo si χE es µ-nula, es de
ir, si |x∗ ◦ µ|(E) = 0 para 
ada x∗ ∈ X∗.Hasta la fe
ha no se ha obtenido una des
rip
ión satisfa
toria del espa
io dual
L1(µ)∗ (ver [57℄). Utilizando el siguiente teorema de [22℄, los resultados obtenidos enesta memoria permiten 
ara
terizar los 
onjuntos débilmente 
ompa
tos de L1(µ) 
o-mo los 
onjuntos que son a
otados y 
ompa
tos respe
to a la topología de 
onvergen
iapuntual sobre una frontera 
ualquiera de BL1(µ)∗ .Teorema 4.34 (Curbera) L1(µ) es un espa
io débilmente 
ompa
tamente genera-do.
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idad débil en L1 de una medida ve
torial 109Corolario 4.34.1 Sea B un sub
onjunto normante de BL1(µ)∗ y H es un sub
onjuntoa
otado y σ(L1(µ), B)-
ompa
to de L1(µ), enton
es:(1) co(H)
σ(L1(µ),B) es σ(L1(µ), B)-
ompa
to y

co(H)
σ(L1(µ),B)

= co(H)
‖ ‖1(2) co(H)

σ(L1(µ),B) 
umple la propiedad débil de Radon-Nikodym.Si además B es una frontera de BL1(µ)∗ enton
es H es débilmente 
ompa
to.Demostra
ión. Todo espa
io de Bana
h débilmente 
ompa
tamente generado poseeuna bola dual ω∗-se
uen
ialmente 
ompa
ta ([3℄), y por lo tanto di
ha bola no puede
ontener una 
opia de βN. El teorema A.7 asegura así que todo espa
io débilmente
ompa
tamente generado no puede 
ontener una 
opia de ℓ1(c). El resultado se siguede los teoremas 2.21, 2.24.1 y 4.7.1.El resultado anterior es válido para 
ualquier 
onjunto normante o frontera. En loque sigue 
onsideramos un 
onjunto normante parti
ular de BL1(µ)∗ que se obtiene deforma natural.Dada una fun
ión h en L∞(µ) se 
umple que h pertene
e a L∞(x∗ ◦ µ), para 
ada
x∗ ∈ X∗. De esta forma, para 
ada h ∈ L∞(µ) y 
ada x∗ ∈ BX∗ tiene sentido de�nirla forma lineal γh,x∗ : L1(µ) → R tal que

γh,x∗(f) =

∫

Ω

f · h d(x∗ ◦ µ)Cada elemento γh,x∗ es una forma lineal 
ontinua sobre L1(µ) pues:
|γh,x∗(f)| =

∣∣∣∣
∫

Ω

f · h d(x∗ ◦ µ)

∣∣∣∣ ≤
∫

Ω

|f | · |h| d|x∗ ◦ µ| ≤

‖h‖∞ ·

∫

Ω

|f | d|x∗ ◦ µ| ≤ ‖h‖∞ · sup
x∗∈BX∗

∫

Ω

|f | d|x∗ ◦ µ| = ‖h‖∞ · ‖f‖1, (4.16)donde hemos utilizado la e
ua
ión (4.15).A partir de aquí de�nimos los siguientes sub
onjuntos de L1(µ)∗:
B := { γh,x∗ : h ∈ BL∞(µ) y x∗ ∈ BX∗ } (4.17)

S1 := { γh,x∗ : h =
∑

finita

εj · χAj

on εj ∈ {1,−1} (4.18)y Aj ∈ Σ disjuntos dos a dos, x∗ ∈ BX∗ }
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a
ionesEn la proposi
ión 4.37 se prueba que B y S1 son sub
onjuntos normantes de
BL1(µ)∗ , y en las proposi
iones 4.39 y 4.38 se demuestra que B es una frontera (yen 
onse
uen
ia, 
ualquier sub
onjunto a
otado y σ(L1(µ), B)-
ompa
to de L1(µ) esdébilmente 
ompa
to) si se 
umple alguna de las siguientes 
ondi
iones:(α) X tiene la propiedad de S
hur, es de
ir, si toda su
esión débilmente 
onvergentede X es 
onvergente en norma.(β) La medida µ : Σ → X tiene re
orrido relativamente 
ompa
to en norma.Estos resultados mejoran las proposi
iones 17 y 18 de [56℄, en las que se demuestraque si se 
umple alguna de las 
ondi
iones (α) o (β), enton
es la medida µ veri�
a lasiguiente de�ni
ión de Diestel.De�ni
ión 4.35 Una medida ve
torial µ tiene la propiedad de 
onvergen
ia σ-débilsi 
ada su
esión a
otada de L1(µ) que 
onverge débilmente a 0 en L1(x∗ ◦µ) para 
ada
x∗ ∈ BX∗ , también 
onverge a 0 en la topología débil de L1(µ).La mejora de los resultados señalados de Okada mediante nuestras proposi
io-nes 4.39 y 4.38 se debe a la siguiente observa
ión.Proposi
ión 4.36 Sea µ : Σ → X una medida ve
torial y B el 
onjunto de�nido enla e
ua
ión (4.17). Si 
ada sub
onjunto a
otado y σ(L1(µ), B)-
ompa
to de L1(µ) esdébilmente 
ompa
to, enton
es µ veri�
a la propiedad de 
onvergen
ia σ-débil.Demostra
ión. Sea (fn) una su
esión a
otada en L1(µ) tal que (fn) 
onverge a 0 en latopología débil de L1(x∗ ◦ µ), para 
ada x∗ ∈ BX∗ . Como L∞(µ) ⊂ L∞(x∗ ◦ µ) para
ada x∗ ∈ X∗, si h ∈ L∞(µ), se 
umple:

∫

Ω

fnh d(x
∗ ◦ µ) −→ 0Por lo tanto (fn) 
onverge a 0 respe
to a la topología σ(L1(µ), B). El 
onjunto

H := { fn : n ∈ N } ∪ {0}es σ(L1(µ), B)-
ompa
to, y por hipótesis será también débilmente 
ompa
to. La iden-tidad id : (H,ω) → (H, σ(L1(µ), B)) es así un homeomor�smo, lo que impli
a que (fn)
onverge a 0 en la topología débil.Nos resta 
omprobar que, en efe
to, tanto B 
omo S1 son sub
onjuntos normantesde BL1(µ)∗ y que, bajo las 
ondi
iones (α) o (β), B es una frontera, y por lo tanto los
onjuntos a
otados y σ(L1(µ), B)-
ompa
tos son débilmente 
ompa
tos.
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idad débil en L1 de una medida ve
torial 111Proposi
ión 4.37 Se veri�
a que S1 ⊂ B ⊂ BL1(µ)∗ . Además tanto S1 
omo B sonsub
onjuntos normantes de BL1(µ)∗ .Demostra
ión. Los 
ontenidos S1 ⊂ B ⊂ BL1(µ)∗ son inmediatos, teniendo en 
uentala e
ua
ión (4.16). Veamos que S1 es normante. Sea así f ∈ L1(µ) y ε > 0. Por lade�ni
ión de la norma de f , podemos elegir x∗0 ∈ BX∗ tal que
‖f‖1 − |x∗0 ◦ µf |(Ω) <

ε

2
(4.19)Ahora bien, por la de�ni
ión de la semivaria
ión de x∗0 ◦ µf , podemos elegir unaparti
ión �nita Π0 en sub
onjuntos de Σ tales que

|x∗0 ◦ µf |(Ω) −
∑

A∈Π0

|x∗0(µf(A))| = |x∗0 ◦ µf |(Ω) −
∑

A∈Π0

∣∣∣∣
∫

Ω

f · χA d(x
∗
0 ◦ µ)

∣∣∣∣ <
ε

2(4.20)Consideramos h0 =
∑

A∈Π0

εA · χA, donde se elige εA ∈ {1,−1} de modo que se 
umplala igualdad
∑

A∈Π0

∣∣∣∣
∫

Ω

f · χA d(x
∗
0 ◦ µ)

∣∣∣∣ =

∫

Ω

f · h0 d(x
∗
0 ◦ µ) = γh0,x∗

0
(f)Por tanto, las e
ua
iones (4.19) y (4.20) nos aseguran que

‖f‖1 − γh0,x∗

0
(f) < εy 
omo γh0,x∗

0
∈ S1, tenemos que S1 es normante.Proposi
ión 4.38 Si la medida ve
torial µ : Σ → X tiene re
orrido relativamen-te 
ompa
to en norma, enton
es el 
onjunto B de�nido en (4.17) es una frontera,y en 
onse
uen
ia todo sub
onjunto a
otado y σ(L1(µ), B)-
ompa
to es débilmente
ompa
to.Demostra
ión. Basta demostrar que B es una frontera de BL1(µ)∗ , y apli
ar el 
orola-rio 4.34.1.Dada f ∈ L1(µ), la proposi
ión 4.37 asegura que existe una su
esión (γn) en S1tal que

‖f‖1 = ĺım
n
γn(f) =

∫

Ω

fhn d(x
∗
n ◦ µ)
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a
ionesdonde (hn) es una su
esión de fun
iones Σ-simples 
on 
oe�
ientes ±1 
ontenida en
BL∞(µ) y (x∗n) está en BX∗ .Si µ tiene re
orrido relativamente 
ompa
to en norma, también lo tiene µf , luego

K1 = co(µf(Σ) ∪ (−µf (Σ)))
‖ ‖es un sub
onjunto 
ompa
to de X. Como hn es de la forma∑

j

ǫ
(n)
j χ

A
(n)
j

, 
on ǫ(n)
j en

{1,−1}, se tiene que para 
iertos 
onjuntos disjuntos Bn y Cn de Σ, se 
umple
∫

Ω

hn dµf = µf(Bn) − µf(Cn)luego ∫
Ω

hn dµf ∈ 2K1 := K. Por otra parte, el teorema de As
oli asegura la existen
iauna subsu
esión de (x∗n), que denotamos igual, y un punto x∗0 ∈ BX∗ tal que
(x∗n) 
onverge uniformemente sobre K a x∗0 (4.21)Por otro lado, la familia { x∗ ◦ µ : x∗ ∈ BX∗ } es uniformemente numerablementeaditiva ([26, I.1.17℄), por lo que existe una medida es
alar λ : Σ → [0,+∞) demodo que λ y µ tienen los mismos 
onjuntos nulos (
omo 
onse
uen
ia se tiene que

L∞(µ) = L∞(λ)) y además la familia {x∗◦µ : x∗ ∈ BX∗} es uniformemente λ-
ontinua([26, I.2.4 y I.2.5℄), es de
ir,
ĺım

λ(E)→0
|x∗ ◦ µ|(E) = 0 uniformemente en x∗ ∈ BX∗ (4.22)El teorema de Radon-Nikodym para el 
aso es
alar nos asegura que para 
ada x∗ de

BX∗ , existe una fun
ión gx∗ ∈ L1(λ) tal que
(x∗ ◦ µ)(E) =

∫

E

gx∗ dλ para 
ada E ∈ ΣDe la anterior igualdad, dedu
imos que para 
ada n ∈ N se 
umple:
γn(f) =

∫

Ω

f · hn d(x
∗
n ◦ µ) =

∫

Ω

f · hn · gx∗
n
dλ (4.23)El operador T : L∞(λ) → X dado por T (h) =

∫

Ω

h dµf es ω∗-ω 
ontinuo; enefe
to, si hα es una red en L∞(λ) que 
onverge a h en la topología ω∗, enton
es para
ada x∗ ∈ X∗

x∗
(∫

Ω

(hα − h)d µf

)
=

∫

Ω

(hα − h)fgx∗ dλ
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onverge a 0. Usamos la nota
ión
xn =

∫

Ω

hn dµf y x =

∫

Ω

h dµfPor la 
ompa
idad de BL∞(λ) respe
to a la topología ω∗ y la 
ontinuidad de T , existeuna subsu
esión (xnj
) de (xn) que 
onverge a x en la topología débil, y por lo tanto

x∗0(xnj
) =

∫

Ω

fhnj
gx∗

0
dλ −→

∫

Ω

fhgx∗

0
dλ = x∗0(x) (4.24)Se sigue que ĺım

j
x∗nj

(xnj
) = x∗0(x) pues

|x∗nj
(xnj

) − x∗0(x)| ≤ |x∗nj
(xnj

) − x∗0(xnj
)| + |x∗0(xnj

) − x∗0(x)|tiende a 0 en virtud de (4.21) y (4.24). Resulta así que la norma
‖f‖1 = ĺım

j
x∗nj

(xnj
) = x∗0(x) = x∗0

(∫

Ω

h dµf

)
= γh,x∗

0
(f)se al
anza en un elemento de B.Proposi
ión 4.39 Sea µ : Σ → X una medida ve
torial donde X es un espa
io deBana
h 
on la propiedad de S
hur y B el 
onjunto de�nido en la e
ua
ión (4.17). En-ton
es B es una frontera y todo sub
onjunto de L1(µ) a
otado y σ(L1(µ), B)-
ompa
to,es débilmente 
ompa
to.Demostra
ión. Basta demostrar que B es una frontera de BL1(µ)∗ , y apli
ar el 
orola-rio 4.34.1.Ahora bien, si f ∈ L1(µ), la proposi
ión 4.37 asegura que existen su
esiones (x∗n)en BX∗ y (hn) en BL∞(µ) tales que:

‖f‖1 = ĺım
n→∞

∫

Ω

f · hn d(x
∗
n ◦ µ) = ĺım

n→∞
x∗n

(∫

Ω

f · hn dµ

)
= ĺım

n→∞
x∗n

(∫

Ω

hn dµf

)Si llamamos de nuevo λ a la medida es
alar no negativa y T al operador h→

∫

Ω

h dµf ,de�nido de L∞(λ) en X, que se 
onsideran en la demostra
ión de la proposi
ión 4.38,tenemos que T es 
ontinuo respe
to a las topologías ω∗ en L∞(λ) y ω en X. Por lotanto, el teorema de Eberlein-Smulian asegura que existe una subsu
esión de (hn),que denotamos igual, tal que
(
xn :=

∫

Ω

hn dµf

) 
onverge débilmente a x :=

∫

Ω

h dµf en X



114 Apli
a
ionesdonde h ∈ BL∞(λ). Ahora bien, X tiene la propiedad de S
hur, luego (xn) 
onverge a
x en norma. La 
ompa
idad de (BX∗ , ω∗) asegura que (x∗n(x)) se a
umula en x∗0(x),para 
ierto x∗0 ∈ BX∗ , y por lo tanto, existe una subsu
esión (x∗nj

) tal que
ĺım

j
x∗nj

(x) = x∗0(x) (4.25)Enton
es ‖f‖1 = ĺım
j
x∗nj

(xnj
) = x∗0(x) pues

|x∗nj
(xnj

) − x∗0(x)| ≤ |x∗nj
(xnj

) − x∗nj
(x)| + |x∗nj

(x) − x∗0(x)|

≤ ‖xnj
− x‖ + |x∗nj

(x) − x∗0(x)|Por lo tanto, la norma
‖f‖1 = ĺım

j→∞
x∗nj

(xnj
) = x∗0(x) = x∗0

(∫

Ω

h dµf

)
= γh,x∗

0
(f)se al
anza en algún elemento de B.4.8. Espa
ios de Orli
zLos prin
ipales resultados de esta se

ión son las proposi
iones 4.42, 4.43 y 4.44,y son una generaliza
ión de los que apare
en en el artí
ulo [18℄ sobre los espa
ios

Lp(µ,X) (ejemplo E y teorema 13).Sean Φ y Ψ un par de fun
iones 
onjugadas de Young, es de
ir,
Φ : [0,+∞) → [0,+∞]es una fun
ión 
onvexa, no de
re
iente, 
ontinua por la izquierda y tal que Φ(0) = 0y ĺım

x→∞
Φ(x) = +∞ y Ψ : [0,∞) → [0,+∞] está de�nida por

Ψ(y) = sup{xy − Φ(x) : x ≥ 0}(para más detalles puede verse [59℄). Sean X un espa
io de Bana
h y (Ω,Σ, µ) unespa
io de probabilidad 
ompleto. Denotaremos por LΦ(µ,X) al espa
io ve
torial de
lases de fun
iones medibles Bo
hner f : Ω → X tales que ∫
Ω

Φ(k‖f‖) dµ < ∞ paraalgún k > 0. Si X = R, denotamos LΦ(µ,X) = LΦ(µ). LΦ(µ,X) está dotado de dosnormas equivalentes 
on las que es un espa
io de Bana
h ([59, 
hapter 3℄):
‖|f‖| = inf

{
1

k
: k > 0 y ∫

Ω

Φ(k‖f‖) dµ <∞

}



4.8 Espa
ios de Orli
z 115
‖f‖ = sup

{∫

Ω

‖f‖h dµ : h ∈ LΨ(µ) y ∫
Ω

Ψ(|h|) dµ ≤ 1

}Se 
umple que ‖|f‖| ≤ ‖f‖ ≤ 2‖|f‖|, para 
ada f ∈ LΦ(µ,X) ([59, page 61℄).
LΨ(µ,X∗) puede mirarse 
omo un subespa
io ve
torial 
errado de LΦ(µ,X)∗. Enefe
to, dada g ∈ LΨ(µ,X∗) el operador lineal

Tg : LΦ(µ,X) → R dado por Tg(f) =

∫

Ω

< g, f > dµveri�
a |Tg(f)| ≤ mı́n{‖|f‖|Φ‖g‖Ψ, ‖f‖Φ‖|g‖|Ψ}. Es más
1

2
‖g‖Ψ ≤ ‖Tg‖ ≤ ‖g‖Ψ([78, page 138℄). De esta forma la apli
a
ión g → Tg de�ne un isomor�smo topológi
ode LΨ(µ,X∗) sobre un subespa
io 
errado de LΦ(µ,X)∗.En lo que sigue denotaremos σ′ = σ(LΦ(µ,X), LΨ(µ,X∗)). Veremos que esta topo-logía está dada por un sub
onjunto normante de BLΦ(µ,X)∗ , y que pueden apli
arse losresultados de 
apítulos anteriores para obtener la propiedad fuerte de Krein-Smuliany la fragmentabilidad en norma de los σ′-
ompa
tos.Consideramos un sub
onjunto parti
ular de fun
iones de LΨ(µ,X∗): dados x∗ en

X∗ y h en LΨ(µ), la apli
a
ión gh,x∗ = h · x∗ : Ω → X∗ es medible Bo
hner y veri�
a
‖gh,x∗‖Ψ = ‖h‖LΨ(µ)‖x

∗‖. Denotamos por S(Σ, X) el 
onjunto de fun
iones Σ-simplesen X.Proposi
ión 4.40 (Bombal, [11, lema 2℄) Para 
ada f ∈ LΦ(µ,X) se 
umple:
‖f‖Φ = sup

{∣∣∣∣
∫

Ω

< g, f > dµ

∣∣∣∣ : g ∈ S(Σ, X∗) ,

∫

Ω

Ψ(‖g‖) dµ ≤ 1

}En 
onse
uen
ia, los 
onjuntos B = {g ∈ S(Σ, X∗) : ‖g‖Ψ ≤ 1} y BLΨ(µ,X∗) sonnormantes en BLΦ(µ,X)∗ .De�ni
ión 4.41 Sea Φ : [0,+∞) → [0,+∞) una fun
ión de Young. Se di
e que Φsatisfa
e la 
ondi
ión de regularidad ∆2 si existe K > 0 tal que
Φ(2x) ≤ KΦ(x) ∀x ≥ 0En los resultados que demostramos a partir de ahora se impone 
omo hipótesisla 
ondi
ión ∆2. Bajo esta 
ondi
ión, las fun
iones simples son densas (en norma) en

LΦ(µ,X), y en el 
aso es
alar se 
umple además que LΦ(µ)∗ = LΨ(µ).
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a
ionesProposi
ión 4.42 Si Φ 
umple la 
ondi
ión de regularidad ∆2, enton
es la apli
a
ión
T : LΦ(µ,X) → C(BLΨ(µ) ×BX∗) dada por

T (f)(h, x∗) =

∫

Ω

h(x∗ ◦ f) dµes una inye

ión σ′ − tp 
ontinua. En 
onse
uen
ia:(1) El espa
io (LΦ(µ,X), σ′) es angéli
o.(2) Todo sub
onjunto σ′-
ompa
to de LΦ(µ,X) es un 
ompa
to de Eberlein.(3) Si H es σ′-
ompa
to y L = span(H)
σ′, enton
es existe un 
onjunto Γ y unoperador lineal inye
tivo S : L→ c0(Γ) que es σ′ − tp 
ontinuo.Demostra
ión. Como h ∈ LΨ(µ) y x∗ ◦ f ∈ LΦ(µ) para 
ada x∗ ∈ X∗, se tiene que

h(x∗ ◦ f) ∈ L1(µ) (ver [59, page 62℄), y por lo tanto
T : LΦ(µ,X) → RB

LΨ(µ)
×BX∗está bien de�nida.Por otro lado se 
umple T (f)(h, x∗) = x∗

(∫

Ω

hf dµ

). En efe
to, esta igualdades inmediata si f ∈ LΦ(µ,X) es simple, y la densidad de las fun
iones simples en
LΦ(µ,X) en el 
aso en que se 
umple la 
ondi
ión de regularidad ∆2 nos da la igualdadgeneral.Para 
ada f ∈ LΦ(µ,X), T (f) está en C(BLΨ(µ) × BX∗), donde en BLΨ(µ) y en
BX∗ 
onsideramos las topologías ω∗ (en el 
aso en que se 
umple la 
ondi
ión ∆2,
LΦ(µ)∗ = LΨ(µ), ver [59, 
orollary 4.1.9℄). En efe
to, si (gα) es una red en BLΨ(µ) que
onverge a g en la topología ω∗, enton
es

∫

Ω

fgα dµ→

∫

Ω

fg dµen norma, ya que si f =
∑
xiχEi

es simple, enton
es
∥∥∥∥
∫

Ω

f(gα − g) dµ

∥∥∥∥ ≤
∑

‖xi‖

∣∣∣∣
∫

Ω

χEi
(gα − g) dµ

∣∣∣∣y si f ∈ LΦ(µ,X) es arbitraria, se toma una su
esión (fn) de fun
iones simples que
onvergen en la norma ‖ ‖Φ a f de modo que
∥∥∥∥
∫

Ω

f(gα − g) dµ

∥∥∥∥ ≤

∥∥∥∥
∫

Ω

(f − fn)(gα − g) dµ

∥∥∥∥+

∥∥∥∥
∫

Ω

fn(gα − g) dµ

∥∥∥∥

≤ 2‖f − fn‖Φ +

∥∥∥∥
∫

Ω

fn(gα − g) dµ

∥∥∥∥
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z 117Nótese que, para n �jo, el segundo sumando 
onverge a 0 por el 
aso de las fun
ionessimples.De esta forma, si (x∗α) es una red en BX∗ tal que x∗α ω∗

−→ x∗, la 
onvergen
ia ennorma anterior asegura que
x∗α

(∫

Ω

fgα dµ

)
= T (f)(gα, x

∗
α) −→ x∗

(∫

Ω

fg dµ

)
= T (f)(g, x∗)

T es inye
tiva, ya que si f ∈ LΦ(µ,X) es tal que ∫
Ω

g(x∗ ◦ f) dµ = 0 para 
ada
(g, x∗) ∈ BLΨ(µ) × BX∗ , enton
es para 
ada fun
ión simple s : Σ → X∗ se 
umple∫

Ω

< s, f > dµ = 0, y por lo tanto f = 0, pues el 
onjunto de fun
iones simples de
LΨ(µ,X∗) es normante por la proposi
ión 4.40.Finalmente, T es σ′ − tp 
ontinua. En efe
to, T es 
ontinua si se 
onsidera en
LΦ(µ,X) la topología de 
onvergen
ia puntual sobre el 
onjunto F de fun
iones de laforma gh,x∗ = h · x∗, 
on h ∈ BLΨ(µ) y x∗ ∈ BX∗ , y en C(BLΨ(µ) × BX∗) se 
onsiderala topología tp. Como F ⊂ LΨ(µ,X∗), T es σ′ − tp 
ontinua.De lo anterior, del he
ho de ser Cp(BLΨ(µ)×BX∗) angéli
o ([31, 3.7℄) y de [31, 3.3℄,se sigue que (LΦ(µ,X), σ′) es angéli
o. Además, todo sub
onjunto σ′-
ompa
to esa
otado en norma (puede apli
arse el teorema de Bana
h-Steinhaus), y por lo tantoes homeomorfo a un sub
onjunto puntualmente 
ompa
to y a
otado en norma de
C(BLΨ(µ) × BX∗), de donde es un 
ompa
to de Eberlein. La propiedad (3) se dedu
e�nalmente de la σ′ − tp 
ontinuidad de T y de [18, lemma 14℄.La siguiente proposi
ión extiende la propiedad del ejemplo [18, example E℄ al 
asode los espa
ios de Orli
z.Proposi
ión 4.43 Si se 
umple la 
ondi
ión de regularidad ∆2, enton
es 
ada sub-
onjunto σ′-
ompa
to y σ′-separable de LΦ(µ,X) es separable en norma.Demostra
ión. Sean H ⊂ LΦ(µ,X) σ′-
ompa
to y σ′-separable y M un sub
onjuntonumerable de H tal que H = M

σ′ . Cada fun
ión f ∈ M es medible Bo
hner y tomavalores (en 
asi todo punto) en un subespa
io separable de X. ComoM es numerable,existe un subespa
io ve
torial 
errado y separable Y ⊂ X y un 
onjunto A ∈ Σ µ-nulotales que f(Ω \ A) ⊂ Y para 
ada f ∈ M . Por otro lado, 
ada f ∈ M es el límitede una su
esión de fun
iones Σ-simples, luego es medible respe
to a una subálgebranumerablemente generada; al ser M numerable, podemos 
onsiderar una σ-álgebra
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Σ0 ⊂ Σ tal que que 
ada f ∈M es Σ0-medible. El espa
io LΦ(µ,Σ0, Y ) es un espa
iode Bana
h separable que puede identi�
arse 
on un subespa
io 
errado Z de LΦ(µ,X).El espa
io (LΦ(µ,X), σ′) es angéli
o por la proposi
ión 4.42, luego dada f ∈ H ,existe una su
esión (fn) en M tal que fn

σ′

→ f . En parti
ular, para 
ada E ∈ Σ se
umple que la su
esión en Y , (∫
E

fn dµ

) 
onverge a ∫
E

f dµ débilmente, 
on lo que
f es µ-equivalente a una fun
ión g ∈ LΦ(µ,Σ, Y ). Por otro lado, para 
ada x∗ ∈ X∗,
x∗ ◦ fn −→ x∗ ◦ g en la topología débil de LΦ(µ) (re
uérdese que si se 
umple la
ondi
ión ∆2, enton
es LΦ(µ)∗ = LΨ(µ)), de modo que x∗ ◦ g ∈ LΦ(µ,Σ0) para 
ada
x∗ ∈ X∗. En parti
ular, x∗ ◦ g es Σ0-medible para 
ada x∗ ∈ X∗ y g toma valores enun espa
io de Bana
h separable. El teorema de medibilidad de Pettis asegura que ges Σ0-medible, y por lo tanto g ∈ LΦ(µ,Σ0, Y ), de modo que H ⊂ Z es separable ennorma.Proposi
ión 4.44 Si H es σ′-
ompa
to y se 
umple la 
ondi
ión de regularidad ∆2,enton
es:(1) H tiene la propiedad KSf, es de
ir, co(H)

σ′ es σ′-
ompa
to y
co(H)

σ′

= co(H)
‖ ‖(2) H está fragmentado por la norma de LΦ(µ,X).(3) Si H es 
onvexo, enton
es H tiene la RNP.Demostra
ión. (2) se dedu
e de la proposi
ión 4.43 y de la demostra
ión de la impli-
a
ión (10) ⇒ (5) del teorema 4.6, donde sólo se utiliza que el 
onjunto B que allíapare
e es normante. (3) se dedu
e de (2) y del teorema 3.7. Finalmente (1) es una
onse
uen
ia del 
orolario 3.11.1 y del teorema 2.20.
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120 βN y ℓ1(c)A.1. Compa
tos que 
ontienen a βNIn
luiremos algunos resultados sobre el 
ompa
ti�
ado de Stone-�e
h del espa-
io de los números naturales dotado 
on la topología dis
reta. Re
ordemos que esteespa
io, que representaremos por βN, es el úni
o (salvo homeomor�smos) espa
io 
om-pa
to y Hausdor� tal que N es un subespa
io denso de βN, y de modo que 
ualquierfun
ión 
ontinua de N en un espa
io 
ompa
to y Hausdor� Z puede extenderse a unafun
ión 
ontinua de βN en Z. A 
ontinua
ión reunimos algunas propiedades notablesde βN.1. El 
ardinal de βN es 2c ([77, page 149, problem 108℄). En efe
to, por un ladobasta tener en 
uenta que existe una apli
a
ión sobreye
tiva y 
ontinua de βN en
[0, 1]c debido a que este último espa
io es 
ompa
to, Hausdor� y separable, porlo que card(βN) ≥ 2c; por otro lado, si un 
onjunto A es denso en un espa
ioHausdor� se 
umple que card(X) ≤ 22card(A) (basta 
onsiderar la apli
a
ióninye
tiva de X en el 
onjunto de partes P(P(A)) que a 
ada x ∈ X le ha
e
orresponder

{P : P ⊂ A, x ∈ P })por lo que al ser N denso en βN debe ser card(βN) ≤ 2c.2. βN es un espa
io extremadamente dis
onexo ([77, page 400℄), lo que signi�
aque la 
lausura de 
ada sub
onjunto abierto de βN es también abierto; de formaequivalente, dados dos sub
onjuntos abiertos y disjuntos de βN sus 
lausurasson disjuntas ([77, theorem 14.1.1℄).3. Como 
ualquier espa
io extremadamente dis
onexo y Hausdor�, βN no tienesu
esiones 
onvergentes no triviales ([77, theorem 14.1.5℄) y 
omo 
onse
uen
ia
βN no es se
uen
ialmente 
ompa
to.4. Se dedu
e del apartado anterior que 
ualquier sub
onjunto in�nito de βN 
on-tiene un sub
onjunto numerable y dis
reto. Por lo tanto, 
ualquier sub
onjuntoin�nito de βN 
ontiene un sub
onjunto numerable 
uya 
lausura es homeomorfaa βN (ya que si dos espa
ios topológi
os de Ty
hono� son homeomorfos, tam-bién lo son sus 
orrespondientes 
ompa
ti�
a
iones de Stone-�e
h �véase [6,page 219℄�).5. Si C = A ∪ B es un sub
onjunto numerable y dis
reto de βN de modo que
A∩B = ∅, enton
es A∩B = ∅. Esta propiedad puede verse 
omo 
onse
uen
ia
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ontienen a βN 121de lo siguiente: si C es un sub
onjunto numerable y dis
reto en un espa
ioHausdor� X, enton
es existe una familia numerable de abiertos disjuntos dosa dos (Un)n∈N tal que 
ada Un 
ontiene un úni
o punto de C; si además X esextremadamente dis
onexo (
omo es el 
aso de βN), la familia (Un)n∈N elegidaes tal que los 
onjuntos Un son disjuntos dos a dos. Ésta última familia nos dafá
ilmente la propiedad enun
iada al prin
ipio.6. Si X e Y son espa
ios 
ompa
tos Hausdor� tales que Y 
ontiene una 
opiahomeomorfa de βN y existe una apli
a
ión f : X → Y 
ontinua y sobreye
tiva,enton
es X 
ontiene una 
opia de βN. Esto se debe a que podemos tomar el
errado F = f−1(βN) y restringir f : F → βN. Enton
es se apli
a lo siguiente:Para la apli
a
ión f anterior, existe un sub
onjunto 
errado C de F (ypor lo tanto 
errado en X) tal que f |C : C → βN es minimal ([77, 14.2℄).Re
ordemos que una fun
ión g : Z → W entre dos espa
ios topológi
os esminimal 
uando es 
ontinua y además 
ualquier sub
onjunto 
erradoM de
Z distinto de Z 
umple f(M) 6= f(Z).Cualquier fun
ión minimal y sobreye
tiva de un espa
io 
ompa
to y Haus-dor� en βN es un homeomor�smo ([77, 14.2℄).7. βN puede identi�
arse 
on el 
onjunto de ultra�ltros en N, de modo que losabiertos son los 
onjuntos de la forma V (E) = {F ∈ βN : E ∈ F } para 
adasub
onjunto no va
ío E de N ([64℄). De la misma forma βN puede identi�
arse
on el 
onjunto de medidas �nitamente aditivas µ : P(N) → {0, 1}, 
on latopología indu
ida por la topología produ
to de {0, 1}P(βN).8. βN tiene peso c, es de
ir, c es el menor de los 
ardinales de las bases de βN ([6,page 221℄). En primer lugar, existe una base de 
ardinal c; esto es inmediatoteniendo en 
uenta que βN es equivalente a la 
ompa
ta
ión de Wallman de Nal ser N un espa
io normal ([6, page 218℄), y por lo tanto la familia de abiertos

B = {M
βN

: M ⊂ N } es una base de βN 
on 
ardinal c (nótese que dadosdos sub
onjuntos de N distintos, sus 
lausuras son distintas 
omo se dedu
e delhe
ho de que todo par de abiertos disjuntos de βN tienen 
lausuras disjuntas).Para demostrar que no existe una base 
on 
ardinal menor basta ver que existeuna familia de abiertos no va
íos de βN \N 
on 
ardinal c y disjuntos dos a dos.En efe
to, existe una familia no numerable F en P(N) formada por sub
onjuntos



122 βN y ℓ1(c)in�nitos y tal que si A y B están en F , enton
es card(A∩B) es �nito (
onsidéreseen Q la siguiente familia: para 
ada número irra
ional r se toma una su
esiónde ra
ionales que 
onverge a r y el 
orrespondiente 
onjunto se in
luye en lafamilia). Enton
es utilizamos que para A, B en N 
on A ∩ B �nito se tiene:
(A

βN

∩ B
βN

) ∩ (βN \ N) = ∅y se 
on
luye el resultado deseado.9. La estre
hez (�tightness�) de βN es c, es de
ir, c es el menor 
ardinal τ tal quesi A es un sub
onjunto de βN y x está en AβN, enton
es existe un sub
onjunto
C de A 
on 
ardinal menor o igual que τ y tal que x ∈ C ([6, page 222℄).Señalaremos ahora algunas 
lases de espa
ios topológi
os 
ompa
tos que 
ontienen
opias de βN. Re
ordemos primero que, por de�ni
ión, un espa
io ve
torial topológi
o

X tiene la propiedad C de Corson 
uando para 
ada familia (Cα)α∈I de 
errados
onvexos no va
íos de X 
on ⋂
α∈I

Cα = ∅, existe un sub
onjunto numerable J en I talque ⋂
α∈J

Cα = ∅.Proposi
ión A.1 Sea K un espa
io 
ompa
to y Hausdor�. Cualquiera de las siguien-tes 
ondi
iones impli
a que K no 
ontiene una 
opia de βN.(1) K es se
uen
ialmente 
ompa
to.(2) Existe un espa
io de Hausdor� 
ompa
to Y que no 
ontiene una 
opia de βN yuna apli
a
ión 
ontinua y sobreye
tiva f : Y → K.(3) El peso de K es menor que c.(4) La estre
hez de K es menor que c.(5) (C(K), tp(K)) tiene la propiedad C de Corson (esto in
luye los 
asos en que
(C(K), tp(K)) es Lindelöf o (C(K), ω) tiene la propiedad C de Corson).Demostra
ión. Las 
uatro primeras 
ondi
iones se dedu
en dire
tamente de las propie-dades enun
iadas anteriormente.



A.1 Compa
tos que 
ontienen a βN 123Para la propiedad (5) sirve el razonamiento de [73, proposition 6.3℄: basta probarque la estre
hez de K es numerable. Supongamos que A es un sub
onjunto de K yque a ∈ A \ A. Para 
ada sub
onjunto �nito F ⊂ A se de�ne:
CF = { f ∈ C(K) : f(a) = 0 y f(x) ≥ 1 ∀x ∈ F }Cada CF es tp(K)-
errado, 
onvexo y no va
ío (puede usarse el teorema de extensiónde Tietze para 
omprobar esto último); 
omo a está en A, se tiene que ⋂CF = ∅.Por la hipótesis, existe una familia numerable (Fn) de sub
onjuntos �nitos de A talque ⋂

n∈N

CFn = ∅. Ahora bien, el lema de Urysohn nos asegura ahora que
a ∈

⋃

n∈N

Fn,donde el 
onjunto ⋃
n∈N

Fn es numerable.La segunda proposi
ión que in
luimos es de mayor profundidad y 
ombina algunosresultados y 
omentarios de Haydon ([40, lemma 1.1, remark 2.5℄) y de La
ey ([50,theorem 2, page 111℄).Proposi
ión A.2 Sea K un espa
io 
ompa
to y Hausdor�. Las siguientes propieda-des son equivalentes.(1) K 
ontiene un subespa
io homeomorfo a βN.(2) Existe un 
errado F ⊂ K y una sobreye

ión 
ontinua φ : F → {0, 1}c.(3) Existe una sobreye

ión 
ontinua ψ : K → [0, 1]c.(4) Existe una familia independiente (A0
α, A

1
α)α∈c que 
onsiste en sub
onjuntos 
erra-dos de K.(5) C(K) 
ontiene un subespa
io isométri
o a ℓ1(c).Demostra
ión.

(1) ⇒ (2) Al ser {0, 1}c separable, existe una sobreye

ión 
ontinua de βN en {0, 1}c.Basta así tomar F la 
opia homeomorfa a βN en K, y φ la apli
a
ión 
orrespondiente.
(2) ⇒ (3) Por un lado [0, 1] es imagen 
ontinua de {0, 1}N, y por lo tanto, el espa
ioprodu
to [0, 1]c será imagen 
ontinua de ({0, 1}N)c ∼= {0, 1}c. De esta forma si F es



124 βN y ℓ1(c)un sub
onjunto 
errado de K y φ : F → {0, 1}c es 
ontinua y sobreye
tiva, enton
esexistirá una apli
a
ión 
ontinua y sobreye
tiva de F en [0, 1]c, y esta apli
a
ión puedeextenderse a K de forma 
ontinua utilizando el teorema de extensión de Tietze.
(3) ⇒ (4) Sea ψ : K −→ [0, 1]c una sobreye

ión 
ontinua y sean los 
onjuntos

A0
α = (Pα ◦ ψ)−1

([
0,

1

4

]) y A1
α = (Pα ◦ ψ)−1

([
3

4
, 1

])donde Pα es la proye

ión 
orrespondiente para 
ada α ∈ c. Enton
es, la familia
(A0

α, A
1
α)α∈c es independiente, y está formada por 
errados en K (usamos aquí lasobreye
tividad y la 
ontinuidad de ψ, respe
tivamente).

(4) ⇒ (2) Para 
ada α ∈ c, 
onsideramos el 
errado Fα = A0
α

⋃
A1

α. La familia
(Fα)α∈c 
umple la propiedad de la interse

ión �nita por la independen
ia de la familia
(A0

α, A
1
α)α∈c, luego el 
onjunto F =

⋂
α∈c Fα es un 
ompa
to no va
ío. Si de�nimos

φ : F −→ {0, 1}c mediante
φα(ω) = 0 si ω ∈ A0

α y φα(ω) = 1 si ω ∈ A1
αpara 
ada α ∈ c, enton
es φ es 
ontinua (si Pα es la proye

ión proye

ión 
orrespon-diente para 
ada α ∈ c, enton
es Pα ◦ φ es 
ontinua), y sobreye
tiva (si �jamos unpunto ε = (εα) ∈ {0, 1}c, el 
ompa
to F 
ontiene un punto f tal que φ(f) = ε, ya queal ser la familia (A0

α, A
1
α)α∈c independiente, puede elegirse una familia apropiada queveri�
a la propiedad de la interse

ión �nita).

(2) ⇒ (1) Utilizamos la identi�
a
ión de βN 
on el 
onjunto de medidas �nitamenteaditivas µ : P(N) −→ {0, 1} 
on la topología indu
ida por la topología produ
to de
{0, 1}P(N). De esta forma, {0, 1}c 
ontiene una 
opia homeomorfa de βN. Así, si F esun 
errado de K tal que existe una sobreye

ión 
ontinua φ : F −→ {0, 1}c, podemos
onsiderar un 
errado minimal T de F tal que φ(T ) = βN, y este 
errado resulta serhomeomorfo a βN.
(3) ⇒ (5) La sobreye

ión 
ontinua ψ : K −→ [0, 1]c, indu
e una inmersión isomé-tri
a de C([0, 1]c) en C(K), y basta así tener en 
uenta que ℓ1(c) es isométri
amenteisomorfo a un subespa
io de C([0, 1]c). En efe
to, sea la fun
ión 
ontinua y sobre-ye
tiva h : [0, 1] −→ [−1, 1] de�nida por h(t) = 2t − 1. Dado t ∈ [0, 1] de�nimos
ht : [0, 1][0,1] → R por la fórmula

ht(f) = 2f(t) − 1 para 
ada f ∈ [0, 1][0,1]



A.1 Compa
tos que 
ontienen a βN 125Cada ht es 
ontinua, y se 
umple que el subespa
io lineal 
errado engendrado por
{ ht : t ∈ C([0, 1][0,1] }es isométri
amente isomorfo a ℓ1(c), ya que (ht)t∈[0,1] es equivalente a la base 
anóni
ade ℓ1(c) y 
umple para 
ada A ⊂ [0, 1] �nito y 
ada familia de es
alares reales αi, 
on

i ∈ A se 
umple∑i∈A |αi| =
∥∥∑

i∈A αihi

∥∥ (el último supremo se al
anza en 
ualquierfun
ión f ∈ [0, 1][0,1] que valga 1 si αi ≥ 0 y 0 si αi < 0).
(5) ⇒ (4) Sea T : ℓ1(c) −→ C(K) una isometría lineal, y sea fi = T (ei) para 
ada i en
c. Tendremos así que ‖fi‖∞ = 1. Consideramos ahora los 
onjuntos Ai = f−1

i ({−1})y Bi = f−1
i ({1}), para 
ada i ∈ c, que veri�
an Ai

⋂
Bi = ∅. Consideramos ahora un
onjunto �nito F ⊂ c y una su
esión { εi : i ∈ F } formada por unos y menos unos,y sea ε′i = −εi para 
ada i ∈ F . Denotamos por 1 · Ai = Ai y (−1) · Ai = Bi ydemostraremos que se tiene

⋂

i∈F

εi · Ai 6= ∅ o bien ⋂

i∈F

ε
′

i · Ai 6= ∅ (A.1)En efe
to: por un lado se 
umple que ∥∥∑i∈F εifi

∥∥ =
∑

i∈F |εi| = card(F ) (ya que Tes isometría lineal), luego existe t en K tal que
∣∣∣∣∣
∑

i∈F

εifi(t)

∣∣∣∣∣ = card(F )es de
ir, o bien∑i∈F εifi(t) = card(F ) o bien∑i∈F ε
′
ifi(t) = card(F ); 
omo se 
umpleque |εi · fi(t)| ≤ 1, para todo i en F , tendremos que o bien t ∈

⋂
i∈F εi · Ai o bien

t ∈
⋂

i∈F ε
′
i · Ai.Es
ribimos ahora c = {α : α < α0} para un ordinal α0, y sea así una su
esión�nita α1 < α2 < . . . < αn y ε1, ε2, . . . , εn ∈ {1,−1} tales que ⋂n

i=1 εi · Aαi
= ∅.Denotamos A′

α = Aα+αn y B′
α = Bα+αn , y probamos que (A′

α, B
′
α)α∈c es independiente:en otro 
aso, existirían β1 < β2 < . . . < βk en c y δ1, δ2, . . . , δk ∈ {1,−1} tales que⋂k

j=1 δj · A
′
βj

= ∅. Por lo tanto la e
ua
ión (A.1) nos asegura que
(

n⋂

i=1

εi · Aαi

)
∩

(
k⋂

j=1

δ′j · A
′
βj

)
6= ∅ y (

n⋂

i=1

ε′i · Aαi

)
∩

(
k⋂

j=1

δj · A
′
βj

)
6= ∅en 
ontradi

ión 
on las suposi
iones anteriores.



126 βN y ℓ1(c)El siguiente resultado nos asegura que el espa
io βN es primo, es de
ir, si un pro-du
to �nito de espa
ios 
ontiene a βN es que alguno de los fa
tores lo 
ontiene. Elresultado es también válido para produ
tos numerables ([52℄ y [75, théorème 3℄), aun-que los razonamientos que seguiremos sirven sólo para el 
aso �nito. La demostra
iónque sigue es puramente topológi
a y se basa en [52℄.Lema A.3 Sea X un espa
io topológi
o Hausdor� y f : βN → X 
ontinua y sobre-ye
tiva. Si para 
ada x ∈ X, f−1({x}) es �nito, enton
es X 
ontiene una 
opia de
βN.Demostra
ión.Primera etapa: Veamos que existe n ∈ N tal que card(f−1({x})) ≤ n para 
ada
x ∈ X. Por redu

ión al absurdo, supongamos que existe un 
onjunto numerable
S = {xn : n ∈ N} tal que card(f−1({xn})) > n. Es 
laro que podemos suponer que Ses dis
reto, y por ser X 
ompa
to, existirá p ∈ S \S. Comprobaremos que f−1({p}) esin�nito, en 
ontradi

ión 
on la hipótesis ini
ial. Primeramente elegimos sub
onjuntosnumerables (Ym)m∈N de f−1(S) disjuntos dos a dos, y tales que Ym ∩ f−1({xn}) 6= ∅para n ≥ m. De esta forma, 
ada F (Ym) 
ontiene todos los elementos de S salvo, a lomás, una 
antidad �nita; así p ∈ f(Ym) para 
adam ∈ N, de donde f−1({p})∩Ym 6= ∅,
∀m ∈ N. Ahora bien, los 
onjuntos Ym son disjuntos dos a dos, ya que 
ada unión
Yn ∪ Ym es numerable y dis
reta, por lo que f−1({p}) sería in�nito.Segunda etapa: Construyamos la 
opia de βN en X. Para 
ada n ∈ N 
onsideramosel 
onjunto

Xn = {x ∈ X : card(f−1({x})) = n}Al ser X in�nito, podemos 
onsiderar n0 
omo el mayor número natural n tal que Xnes in�nito. De�nimos F = { x ∈ X : card(f−1({x})) > n0 }. Este 
onjunto es �nito,por lo que debe existir un abierto U de X tal que F ⊂ U y Xn0 \ U es �nito. Sea
A ⊂ Xn0 \ U numerable y dis
reto. Podemos elegir una familia numerable (Zm)m∈Nde sub
onjuntos disjuntos dos a dos de f−1(A), de modo que

Zj ∩ f
−1({a}) 6= ∅ para 
ada a ∈ A y 
ada j ≤ n0Nótese que para j ≤ n0 se tiene que Zj es homeomorfo a βN. La prueba terminará siprobamos que para 
ualquiera de estos j se tiene que f |Zj

: Zj → A es un homeomor-�smo; y para probar esto basta ver que es biye
tiva. Ahora bien, 
omo f(Zj) = A,



A.2 Espa
ios de Bana
h que 
ontienen a ℓ1(c) 127tendremos que por ser f 
errada A ⊂ f(Zj), luego Zj ∩ f
1(A) 6= ∅, y f |Zj

es sobreye
-tiva. Por otro lado, card(f−1({x})) ≤ n0 para 
ada x ∈ A, y al ser f−1({x})∩Zj 6= ∅para 
ada j ≤ n0, se tiene que card(f−1({x}) ∩ Zj) = 1 para 
ada j ≤ n0, lo que nosda la inye
tividad.Teorema A.4 Un produ
to �nito de espa
ios 
ompa
tos de Hausdor� 
ontiene una
opia de βN si y sólo si uno de los fa
tores 
ontiene una 
opia de βN.Demostra
ión. La úni
a propiedad no obvia del enun
iado se dedu
e del he
ho si-guiente: si el produ
to de dos espa
ios X1 ×X2 
ontiene una 
opia de βN (llamamos
B a esa 
opia), enton
es uno de ellos la 
ontiene. Supongamos que no es así, y que ni
X1 ni X2 
ontienen una 
opia de βN. Enton
es se 
umple que para 
ada x1 ∈ X1 el
onjunto ({x1}×X2)∩B es �nito, pues en otro 
aso, X2 
ontendría una 
opia de βN.La apli
a
ión PB : B → X1 de�nida 
omo restri

ión de la proye

ión es 
ontinua,sobreye
tiva sobre PB(B) y es tal que P−1

B ({x}) es �nito para 
ada x ∈ PB(B); ellema anterior asegura que PB(B) 
ontiene una 
opia homeomorfa de βN, y por lotanto, X1 también 
ontiene di
ha 
opia homeomorfa.A.2. Espa
ios de Bana
h que 
ontienen a ℓ1(c)En esta se

ión estudiamos la 
lase de espa
ios de Bana
h que no 
ontienen una
opia isomorfa de ℓ1(c). Daremos algunas 
ondi
iones equivalentes (ver la proposi-
ión A.5 y el teorema A.7) que nos permitirán asegurar que di
ha 
lase es bastanteamplia (ver el epígrafe A.2.3).A.2.1. Copias de ℓ1(c) y 
o
ientes de ℓ∞El primer resultado que presentamos (
uya di�
ultad prin
ipal se basa en ideasde Pel
zynski�[58, lemma 3.1℄�) está en 
onexión 
on la existen
ia de operadoressobreye
tivos de un espa
io de Bana
h X en ℓ∞. La idea prin
ipal de la siguienteproposi
ión es el he
ho de que las 
opias de ℓ1(c) pueden �levantarse� al espa
io ini
ialde un operador lineal.Proposi
ión A.5 Sea X un espa
io de Bana
h. Las siguientes 
ondi
iones son equi-valentes:(1) Existe un operador sobreye
tivo T : X −→ ℓ∞.



128 βN y ℓ1(c)(2) Existe un espa
io de Bana
h Y que 
ontiene una 
opia isomorfa de ℓ1(c) y unoperador T : X −→ Y 
on rango denso en di
ha 
opia.(3) X 
ontiene un subespa
io isomorfo a ℓ1(c).Demostra
ión.
(1) ⇒ (2) Es inmediato teniendo en 
uenta que ℓ∞ = C(βN) 
ontiene una 
opiaisométri
a de ℓ1(c), por la proposi
ión A.2.
(2) ⇒ (3) Sea { yt : t ∈ c } una familia en Y tal que existen es
alares c1, c2 > 0 
on

c2
∑

t∈c

|αt| ≤

∥∥∥∥∥
∑

t∈c

αt · yt

∥∥∥∥∥ ≤ c1
∑

t∈c

|αt|Elegimos una 
onstante positiva k < c2. Para 
ada t en c 
onsideramos un elemento
xt en X tal que ‖T (xt) − yt‖ < k y de�nimos Cn = { t ∈ c : ‖xt‖ ≤ n }. Para algún
m ∈ N, Cm tiene el 
ardinal del 
ontinuo, y para (βt)t∈Cm se 
umple

m ·
∑

t∈Cm

|βt| ≥

∥∥∥∥∥
∑

t∈Cm

βt · xt

∥∥∥∥∥ ≥
1

‖T‖

∥∥∥∥∥
∑

t∈Cm

βt · T (xt)

∥∥∥∥∥

≥
1

‖T‖
·

∣∣∣∣∣
∥∥ ∑

t∈Cm

βt · yt

∥∥−
∥∥ ∑

t∈Cm

βt · (yt − T (xt))
∥∥
∣∣∣∣∣

≥
1

‖T‖
·

(
c2
∑

t∈Cm

|βt| − k ·
∑

t∈Cm

|βt|

)
=
c2 − k

‖T‖
·
∑

t∈Cm

|βt|Tenemos así que el subespa
io 
errado de X engendrado por { xt : t ∈ Cm } es isomorfoa ℓ1(c).
(3) ⇒ (1) Como la dimensión de ℓ∞ es c, existe un operador sobreye
tivo de ℓ1(c) en
ℓ∞, que por la hipótesis puede extenderse a un operador sobreye
tivo de X en ℓ∞.A.2.2. Copias de βN en (BX∗, ω∗)El segundo resultado de esta se

ión 
one
ta la topología de (BX∗ , ω∗) 
on la es-tru
tura de X 
omo espa
io de Bana
h: la existen
ia de una 
opia homeomorfa de
βN en (BX∗ , ω∗) es equivalente al he
ho de que el propio espa
io X 
ontenga una
opia isomorfa de ℓ1(c). Por un lado, puede probarse que si un espa
io de Bana
h X
ontiene un subespa
io isomorfo a ℓ1(c), enton
es existe una sobreye

ión 
ontinua
T : (BX∗ , w∗) −→ [0, 1]c, es de
ir, la bola del dual BX∗ 
on la topología w∗ 
ontiene



A.2 Espa
ios de Bana
h que 
ontienen a ℓ1(c) 129una 
opia homeomorfa a βN (por el teorema A.2). En efe
to, si J : ℓ1(c) −→ X esuna inmersión lineal, por trasposi
ión obtenemos un operador sobreye
tivo y 
on-tinuo I : X∗ −→ ℓ∞(c); el teorema de la apli
a
ión abierta nos permite asegurarque existe una 
onstante α > 0 y un sub
onjunto ω∗-
errado F de BX∗ tal que
I|F : F −→ [−α, α]c es 
ontinua y sobreye
tiva; el teorema de extensión de Tietze nospermite 
on
luir que existe una sobreye

ión 
ontinua T : (BX∗ , w∗) −→ [0, 1]c.El re
ípro
o fue demostrado por Talagrand en [75℄ y se apoya en la 
onstru

iónde una familia independiente de fun
iones 
on el 
ardinal del 
ontinuo. La prin
i-pal di�
ultad está en el siguiente resultado de teoría 
ombinatoria de 
onjuntos, quein
luimos, sin demostra
ión, en el 
aso parti
ular del 
ardinal del 
ontinuo.Teorema A.6 (Talagrand, [75℄) Sea Ω un 
onjunto y (Xi, Yi)i∈c una familia in-dependiente de sub
onjuntos de Ω. Supongamos que las familias de sub
onjuntos
(Xi,j)i∈c,j∈N e (Yi,j)i∈c,j∈N son tales que Xi,j ⊂ Xi y Yi,j ⊂ Yi para 
ada i en c y
j ∈ N y además para 
ada i en c existe un sub
onjunto �nito Pi de N tal que

Xi × Yi ⊂
⋃

j∈Pi

Xi,j × Yi,jEnton
es existe p ∈ N y un sub
onjunto no numerable I de c tal que la familia
(Xi,p, Yi,p)i∈I es independiente.Teorema A.7 Sea X un espa
io de Bana
h. Enton
es son equivalentes:(1) X 
ontiene un subespa
io isomorfo a ℓ1(c).(2) Existe una sobreye

ión 
ontinua T : (BX∗ , ω∗) → [0, 1]c(3) La bola del dual (BX∗ , ω∗) 
ontiene una 
opia homeomorfa de βN.Demostra
ión.
(2) ⇔ (3) Se sigue de la proposi
ión A.2.
(1) ⇒ (2) Es la observa
ión que pre
ede al teorema A.6.
(2) ⇒ (1) Basta utilizar el teorema anterior 
on K = (BX∗ , w∗) y X 
omo subespa
iode C(K) que separa K. En estas 
ondi
iones existe un familia no numerable (xi)i∈cde elementos de X, y dos es
alares reales α < β tales que la familia

({xi ≤ α}, {xi ≥ β})i∈c



130 βN y ℓ1(c)es independiente, de donde X 
ontiene una 
opia isomorfa de ℓ1(c), por el teorema deRosenthal.Rela
ionando este último resultado 
on la proposi
ión A.2, observamos que paraun espa
io de fun
iones 
ontinuas sobre un 
ompa
to, C(K), se 
umple:
C(K) 
ontiene una 
opia isométri
a de ℓ1(c) ⇔ βN ⊂ K (A.2)
C(K) 
ontiene una 
opia isomorfa de ℓ1(c) ⇔ βN ⊂ BC(K)∗ (A.3)Es evidente que 
ualquiera de las 
ondi
iones de (A.2) impli
a las de (A.3). Sin embar-go, no son equivalentes entre sí. En [74, théorème 5℄, Talagrand prueba, utilizando elaxioma de Martin, que existe un 
ompa
to separable K tal que todo punto de K tieneuna base de entornos 
on 
ardinal menor que c, y tal que ℓ∞ es un 
o
iente de C(K)(es de
ir, C(K) 
ontiene una 
opia isomorfa de ℓ1(c) utilizando la proposi
ión A.5).Teniendo en 
uenta que los puntos de βN \ N no poseen bases de entornos 
on 
ar-dinal menor que c (esto se debe a que si la interse

ión de una familia de abiertosen βN \ N 
on 
ardinal menor que c es no va
ío, di
ha interse

ión tiene interior nova
ío, [6, pág. 221℄), el 
ompa
to anterior no 
ontiene una 
opia de βN, y utilizandola proposi
ión A.2, para di
ho 
ompa
to, C(K) no 
ontiene una 
opia isométri
a de

ℓ1(c) y sin embargo sí 
ontiene una 
opia isomorfa del mismo espa
io.El ejemplo de Talagrand anterior nos sirve pues para a�rmar que para un 
ompa
to
K, el he
ho de que BC(K)∗ 
ontenga una 
opia de βN no impli
a, en general, que K
ontenga una 
opia de βN. Sin embargo, en el 
aso 
on
reto en que K = (BX∗ , ω∗), ysi suponemos 
ierto el axioma de Martin y falsa la hipótesis del 
ontinuo, se tiene lasiguiente equivalen
ia (ver [55, theorem 4.11℄):

βN ⊂ (BX∗ , ω∗) ⇐⇒ βN ⊂ BC(BX∗ )∗o bien, si tenemos en 
uenta el teorema A.7 y la e
ua
ión A.3, se veri�
a:
ℓ1(c) ⊂ X ⇐⇒ ℓ1(c) ⊂ C(BX∗)A.2.3. Otras 
lases de espa
ios de Bana
hPara terminar, en el siguiente 
uadro se 
onsideran algunas 
lases de espa
ios deBana
h que están 
ontenidas en la 
lase de los espa
ios de Bana
h que no 
ontienenuna 
opia isomorfa de ℓ1(c). La terminología que se emplea es la que se ha utilizado en



A.2 Espa
ios de Bana
h que 
ontienen a ℓ1(c) 131la memoria; además, se usan las abreviaturas: WCG por débilmente 
ompa
tamentegenerado y WCD por débilmente numerablemente determinado.
X∗ re�exivo y separable

��������
X re�exivo HHHHHj

X separable X∗ separable
?

X∗ WCG
??

�������)

X WCG
?

X WCD - X débil AsplundX Asplund ≡ X∗ RNP ≡ (BX∗ , ω∗) fragmentado
?

?
X ω-Lindelöf

(X,ω) C Corson

�������)
Q

Q
Q

QQs
(X∗, ω∗) angéli
o

�
��/

(BX∗ , ω∗) estre
hez numerable

�������)

������

J
J
JĴ

(BX∗ , ω∗) se
uen
. 
ompa
to
J
J

J
J
J

J
JĴ

X 6⊃ ℓ1 ≡ X∗ WRNPZ
Z

Z
ZZ~

?
X 6⊃ ℓ1(c) ≡ βN 6⊂ (BX∗ , ω∗) ≡ ℓ∞ no es 
o
iente de X

A
A
A
A
A
A
A
AU

HHHHHHHHHj
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