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Introduccion

Esta memoria se dedica al estudio de la compacidad para topologias 7 = o(X, B)
en un espacio de Banach X dadas por la convergencia puntual sobre los elementos
de un subconjunto normante B de Bx-«, es decir, tal que la norma de cada elemento
x de X es el supremo de {|b*(z)| : b* € B}. Estas topologias no solo tienen inte-
rés por si mismas (las topologias débil y débil* son casos particulares) sino que, en
ocasiones, pueden ser el sustituto natural de la topologia débil cuando no se conoce
una descripcion manejable del espacio dual. Ejemplos de este tipo de topologias son:
la topologia de convergencia puntual sobre un compacto (C(K),t,(K)); la topologia
de convergencia extremal o(X, ext(Bx~)); ciertas topologias naturales en espacios de
funciones integrables Bochner o (LP (1, X), L9(1, X*)) 0 més generalmente en espacios
de Orlicz o(L®(u, X), LY (11, X*)); topologias naturales en un espacio de funciones in-
tegrables respecto a una medida vectorial (ver la seccion 4.7); topologias en espacios
de medidas numerablemente aditivas en un espacio medible (€2,3) dadas por la con-
vergencia sobre el conjunto de funciones 3-simples, o(ca(£2, ), S(X)); asi como ciertas
topologias naturales en ¢'(T") (ver seccion 4.3). Algunas propiedades interesantes de
estas topologias pueden encontrarse en muchos articulos y monografias, por ejemplo
en [38, 2, 13, 8, 26, 11, 33, 18, 76|.

Principales resultados

En esta memoria hemos tratado fundamentalmente con tres tipos de cuestiones
relativas a estas topologias o(X, B): la validez del teorema de Krein-Smulian, la frag-
mentabilidad de subconjuntos (X, B)-compactos respecto a la norma de X y la
coincidencia de los compactos en las topologias débil y o(X, B) cuando B es una
frontera de Bx« (es decir, cada elemento de X alcanza su norma en un elemento
de B). A continuacion se especifican los problemas estudiados y los resultados mas

significativos.
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Resultados de tipo Krein-Smulian

Estudiamos en qué condiciones la envoltura convexa y 7-cerrada de un subconjunto

T-compacto y acotado H C X es 7-compacta y verifica

T

co(H) = co(H) (1)

Por brevedad, en este caso diremos que (H,7) verifica la propiedad fuerte de Krein-
Smulian.

Es bien conocido que esta propiedad se cumple si 7 es la topologia débil (|28,
chapter V]). Si 7 es la topologia débil*, la dificultad esta en conseguir la igualdad (1).
Haydon ([39]) prob6 que esta igualdad se verifica para todo conjunto débil*-compacto
si, y solo si, X no contiene una copia isomorfa de ¢!. Posteriormente Talagrand, en |76,
chapter 7|, localizo la propiedad anterior probando que los conjuntos de Pettis, que
son una clase especial de subconjuntos débil*-compactos, verifican la ecuacion (1).
Daremos una breve idea de cémo demostrar resultados de tipo Krein-Smulian: da-
do un subconjunto acotado y 7-compacto H en X, para demostrar que @T es
T-compacta, basta probar que cada probabilidad de Radon p en (H,7) tiene un bari-

centro x, en X, es decir,
z*(x,) = / x¥|gdp  para cada z* € X* (2)
H

Para que se cumpla lo anterior, existen basicamente dos problemas: primero, que el
conjunto de restricciones { z*|g : ©* € Bx- } sea universalmente medible; y segundo,
que el funcional en X* dado por z* — fH x*| g dp sea débil*-continuo en By« para que
defina el baricentro buscado. Para resolver estos problemas se requiere un fino analisis
de los resultados sobre conjuntos puntualmente compactos de funciones medibles (|12,
76]) que es a lo que fundamentalmente se dedica el capitulo 1 y parte del 2, como
comentaremos mas adelante. Siguiendo estas ideas, en [18] se prueba que si (Bx«,w*)
es secuencialmente compacta, entonces cualquier subconjunto 7-compacto y acotado
de X verifica la propiedad fuerte de Krein-Smulian. Nosotros probamos, dando un
mayor alcance a las técnicas anteriores, que la propiedad fuerte de Krein-Smulian es
satisfecha en espacios de Banach que no contienen una copia isomorfa de £*(c); més
generalmente, H cumple la propiedad anterior si no contiene una familia que genere
una copia isomorfa de ¢'(c) (teorema 2.21). Nuestros resultados extienden y mejoran

los que previamente se conocian en este sentido.
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Fragmentabilidad

Se estudian condiciones suficientes bajo las que puede afirmarse que los subconjun-
tos T-compactos son fragmentados por la norma. Siguiendo a Jayne y Rogers ([47]),
se dice que un espacio topologico esta fragmentado por una métrica p en X si ca-
da subconjunto no vacio de X contiene abiertos relativos no vacios con p-didmetro
arbitrariamente pequeno. Es conocido que todo conjunto débilmente compacto es
fragmentado por la norma ([54|); este resultado implica que todo subconjunto pun-
tualmente compacto de C'(K) es fragmentado por la norma. Si 7 es la topologia débil*,
todo subconjunto débil*-compacto es fragmentado por la norma si, y solo si, X* tiene
la propiedad de Radon-Nikodym ([54]). En |54] también se pone de manifiesto que los
subconjuntos débil*-compactos y fragmentados por la norma tienen la propiedad fuer-
te de Krein-Smulian. En el citado articulo, Namioka define los compactos de Radon-
Nikodym como aquéllos que son homeomorfos a subconjuntos débil*-compactos de un
dual que tiene la propiedad de Radon-Nikodym, los caracteriza como aquellos compac-
tos que estan fragmentados por una métrica inferiormente semicontinua, y prueba que
contienen un subconjunto Gs denso y metrizable, y por lo tanto son secuencialmente
compactos. Estas ultimas propiedades son aplicables a subconjuntos T-compactos y
fragmentados por la norma de un espacio de Banach, debido a que la norma es infe-
riormente semicontinua respecto a la topologia 7 dada por un normante. Por ultimo,
en [18] se prueba, que si D es un conjunto denso en un compacto K y t,(D) es la
topologia en C'(K) de convergencia puntual en D, la fragmentabilidad por la norma
de un subconjunto t,(D)-compacto, acotado y convexo equivale a que verifique la
propiedad de Radon-Nikodym. Nosotros demostramos el siguiente resultado (ver los
teoremas 3.14 y 3.17 y los corolarios 3.14.2 y 3.16.1).

TEOREMA. Sea K compacto y D un subconjunto denso de K.

(1) Si C(K) es puntualmente Lindelof y t,(D) es la topologia de convergencia pun-
tual sobre D, entonces todo subconjunto t,(D)-compacto de C(K) es fragmen-

tado por la norma.

(2) Todo subconjunto puntualmente Lindelof y ¢,(D)-compacto H de C(K) es frag-

mentado por la norma si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

a) K no contiene una copia homeomorfa de GN.
b) H es débilmente Lindelof.

c) H es convexo.
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En [18] se prueba que si X es débilmente Lindelof y (Bx»,w*) es secuencialmente
compacta, los 7-compactos son fragmentados por la norma. Nosotros mejoramos este

resultado con el siguiente teorema (3.16).

TEOREMA. Sea X un espacio de Banach, B un subconjunto normante de Bx- y H un
subconjunto o(X, B)-compacto y débilmente Lindel6f de X. Entonces (H, o (X, B))

esta fragmentado por la norma, y en consecuencia, es un compacto de Radon-Nikodym.

Como aplicacion de los resultados anteriores se prueba que si C'(K) es puntual-
mente Lindelof, toda funcion t,(D)-continua f : T — C(K), donde T es métrico
completo, es de la primera clase de Baire (proposicion 3.19). En los teoremas 3.20,

3.21 y 3.24 se demuestra lo siguiente.

TEOREMA. Sea K un espacio compacto y separable.

(1) Si C(K) es puntualmente Lindel6f entonces K es metrizable si, y solo si, existe

un subconjunto denso y numerable D en K tal que C(K) es t,(D)-analitico.

(2) Si K es un compacto de Rosenthal, K es metrizable si, y solo si, C(K) es

puntualmente Lindelof.

TEOREMA. Si K es un compacto tal que C'(K) es puntualmente Lindelof, D C K es
denso y 7' es un espacio topologico que contiene un subconjunto denso Céch-analitico
de Baire, entonces toda funcion t,(D)-continua f : T'— C(K) es continua en norma

en un subconjunto Gs denso de T.

Problema de la frontera

Estudiamos el siguiente problema que aparece en |23, problem 1.2].

Sea X un espacio de Banach y B una frontera de Bx+. Sea H un subcon-
junto acotado por la norma de X. jEs cierto que H es o(X, B)-compacto

si, y solo si, H es débilmente compacto?

Antes de este trabajo se conocian algunas respuestas parciales positivas de este
problema. Un primer antecedente es el conocido teorema de Grothendieck, |38], que
afirma que los subconjuntos acotados y puntualmente compactos de C'(K) son débil-

mente compactos. En el contexto de los espacios de Banach generales, la respuesta al
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problema de la frontera es positiva si H es 7-secuencialmente compacto (|71]), con-
vexo ([31, 8.3]) o fragmentado por la norma ([18]); o bien, para cualquier H si X no
contiene una copia isomorfa de ¢! ([36]) o si (Bx«,w*) es secuencialmente compacta
(|18]). Durante la elaboracion de esta tesis, en [15], se ha demostrado que el problema
tiene solucion positiva para X = C(K).

Aqui probamos que también tiene solucion positiva para espacios de Banach que
no contienen una copia isomorfa de ¢!(c), corolario 4.7.1, caso que engloba a las
clases de espacios de Banach anteriores salvo el caso del C'(K) (el alcance de este
resultado puede quedar méas claro teniendo en cuenta el cuadro de la seccion A.2.3).

Maés generalmente demostramos el siguiente resultado (teorema 4.7).

TEOREMA. Si B es una frontera de Bx+, y H es un subconjunto acotado en norma
y o(X, B)-compacto, entonces H es débilmente compacto si, y solo si, H no contiene

una familia equivalente a la base canonica de ¢*(c).

También se demuestra el siguiente teorema (4.6) donde se presentan los casos
localizados conocidos ampliandolos con alguna condicién nueva como es, por ejemplo,

el caso en que H es débilmente Lindelof.

TEOREMA. Sea X un espacio de Banach, B una frontera de Bx+ y H un subconjunto

de X acotado en norma y o(X, B)-compacto. Son equivalentes:

(1) (H,w) es compacto.

(2) (H,w) es K-analitico.

(3) (H,w) es numerablemente determinado.

(4) (H,w) es Lindeldf.

(5) (H,o(X, B)) esta fragmentado por la norma de X.

(6) (H,0(X, B)) es secuencialmente compacto.

(7) Cada sucesion (by) en Bx- posee una subsucesion (b, ) tal que (b, (h)) converge

para cada h € H.

(8) Cada sucesion (b;,) en B posee una subsucesion (b, ) tal que (b, (h)) converge
para cada h € H.

(9) colH) ™"

(10) Cada subconjunto o (X, B)-separable de H es débilmente separable.

es o(X, B)-compacto.

Debido a que el problema de la frontera est& resuelto si H es convexo o si H es
fragmentado por la norma, nuestro enfoque general para enfrentarnos al problema ha

sido el de utilizar los resultados de tipo Krein-Smulian y de fragmentabilidad.
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Aplicaciones

Se estudia el problema de la frontera en los siguientes espacios: el espacio de
funciones integrables L'(u) respecto a una medida vectorial, el espacio C(K, E) de
funciones continuas de un compacto K en un espacio de Banach E'y el e-producto Ee F’
de dos espacios de Banach, donde se dan algunas respuestas parciales al problema.
En el caso del espacio L' () los resultados obtenidos mejoran otros de Okada ([56])
relativos al concepto de convergencia o-débil de Diestel. Se da una demostraciéon nueva
de que el problema de la frontera tiene solucion positiva en el espacio £}(T") para T’
arbitrario, resultado que contrasta con la solucién en espacios que no contienen una
copia de ¢!(c). También se incluye una aplicacion de los resultados anteriores al caso

de un espacio de Orlicz vectorial con la topologia o(L®(u, X), LY (1, X*)).

Contenido de cada capitulo

Capitulo 1

Se estudia un importante teorema de Bourgain, Fremlin, Rosenthal y Talagrand
(BFRT) en el que se dan diversas condiciones equivalentes al hecho de que cada su-
cesion de un subconjunto uniformemente acotado Z de C(K) tenga una subsucesion
puntualmente convergente. Concretamente en el teorema 1.14 se anaden dos condi-
ciones equivalentes a las ya conocidas en [12, theorem 2F|, |76, theorem 14-1-7] y |27,
theorem 3.11]. Una de ellas es que se verifique la propiedad de Bourgain respecto a
todas las probabilidades de Radon en K (definicion 1.2). La utilidad de esta condicion
radica en que si Z cumple la propiedad de Bourgain respecto a una medida u, enton-
ces todo elemento de la clausura puntual de Z es py-medible y ademés es el limite en
casi todo punto de una sucesion en Z. Estas propiedades resultan ser la clave para
demostrar la validez de la formula baricéntrica (2), ya que resuelven los problemas de
medibilidad y continuidad a los que se hace referencia. La segunda condicién equiva-
lente que se anade al teorema es que para cada sucesion de Z, su clausura puntual
no es homeomorfa a ON. Esta propiedad resulta ser clave para probar resultados de
tipo Krein-Smulian en espacios de Banach que no contienen una copia isomorfa de
?(c) ya que, segtin un resultado de Talagrand, un espacio de Banach no contiene una
copia isomorfa de ¢*(c) si, y solo si, (Bx+,w*) no contiene una copia homeomorfa de

ON. Estas dos condiciones nuevas son las que han permitido por un lado, dar mayor
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alcance a los resultados obtenidos inicialmente en [18], y por otro, simplificar algunas

pruebas de dicho articulo.

Capitulo 2

Se estudian los subconjuntos de un espacio C(K) que tienen la propiedad P(D)
(definicion 2.1). Esta terminologia procede de [18]. La base de este concepto es que si
un subconjunto t,(D)-compacto H C C(K) verifica la propiedad P(D), entonces Z =
{6z|m : * € D} cumple las condiciones del teorema de BFRT. El trabajo del primer
capitulo permite dar nuevas caracterizaciones de la propiedad P(D). Los subconjuntos
débil*-compactos del dual de un Banach que no contiene una copia isomorfa de ¢*,
o mas generalmente, los conjuntos de Pettis de un dual, cumplen la propiedad P(D)
(|76, chapter 7]). Nosotros demostramos que un conjunto 7-compacto y acotado de
un espacio de Banach que no contiene una familia que genere ¢!(c) tiene la propiedad
P(D) (teorema 2.14).

Los conjuntos con la propiedad P(D) tienen las siguientes propiedades.

- Verifican la propiedad fuerte de Krein-Smulian (|18]). Aqui damos una demos-
tracion mas sencilla que la dada en [18] (teoremas 2.17 y 2.20): utilizamos la
propiedad de Bourgain en vez de la estabilidad en medida para resolver los pro-
blemas de medibilidad y continuidad que se plantean cuando se quiere trasladar
la demostracion clasica del teorema de Krein-Smulian a la topologia dada por

un normante, como hemos comentado anteriormente.

- Si son convexos, verifican la propiedad débil de Radon-Nikodym. Ademés, esto
caracteriza la propiedad P(D) (|18]).

- Si son convexos, verifican el teorema de Krein-Milman, es decir, coinciden con
la envoltura cerrada en norma y convexa de sus puntos extremales. Ademas
si se exige esta propiedad (o bien que se verifique la ecuacion (1)) para todos
sus subconjuntos convexos y cerrados, se caracteriza la propiedad P(D) (ver

seccion 2.2.4).

- Son homeomorfos a subconjuntos débil*-compactos del dual de un espacio de
Banach que no contiene a ', es decir, de un dual con la propiedad débil de
Radon-Nikodym (proposicion 2.33). Esta propiedad es mas general que la que
cumplen los compactos de Radon-Nikodym de [54] que son homeomorfos a sub-

conjuntos débil*-compactos de un dual con la propiedad de Radon-Nikodym.
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Capitulo 3

La primera parte del tercer capitulo se dedica a probar que si C'(K) es puntual-
mente Lindel6f entonces todo subconjunto t,(D)-compacto de C'(K'), con D denso en
K, es fragmentado por la norma (seccion 3.2). Posteriormente se demuestran los casos
localizados cuando so6lo se exige que H es puntualmente Lindelof (seccion 3.3). El res-
to del capitulo se dedica a dar las aplicaciones ya comentadas en la secciéon anterior.
En la seccion 3.5 se demuestra que las propiedades de Radon-Nikodym y de Krein-
Milman son equivalentes en subconjuntos acotados y 7-compactos, apoyandonos en
el caso conocido de los duales y mejorando un resultado de James, |42, theorem 3.2],

donde se prueba la misma propiedad en el caso en que B es numerable.

Capitulo 4

En el cuarto capitulo se desarrollan los resultados relativos al problema de la
frontera ya comentados. Aparte de los dos teoremas mencionados en la secciéon ante-
rior, se da una caracterizacion de la compacidad débil de un subconjunto 7-compacto
H a través de la topologia en X* de convergencia uniforme sobre sucesiones de H
(teorema 4.18) para lo que se utiliza un resultado sobre intercambio de limites de
Grothendieck, teorema 4.17. Ademas

- Se prueba que ¢}(T'), con I' arbitrario, con la topologia de convergencia sobre
una frontera de By es angélico (teorema 4.15). Se resuelve el problema de la

frontera en ¢*(T') de modo distinto a como se hace en [15].

- En un espacio C(K, F) de funciones continuas de un compacto K en un espa-
cio de Banach F estudiamos algunas condiciones suficientes sobre subconjuntos
normantes del dual que aseguren que se verifique la propiedad fuerte de Krein-
Smulian (proposicion 4.24), la solucion positiva del problema de la frontera (4.27
y 4.27.1) y la angelicidad del espacio (4.29).

- En la seccion 4.6 se da una condicion suficiente para que el problema de la
frontera en un espacio e-producto de dos espacios de Banach tenga solucion

positiva para cierto tipo de fronteras.

- En el espacio de funciones integrables L'(u) respecto a una medida vectorial
w2 — X, se demuestra que el problema de la frontera tiene solucion positiva

siempre. En los casos en que o bien X tiene la propiedad de Schur o bien el
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recorrido de p es relativamente compacto en norma, el conjunto normante B
definido en la ecuacion (4.17) es una frontera (teoremas 4.38 y 4.39), de modo

que los conjuntos o(L*(u), B)-compactos y acotados son débilmente compactos.

- El espacio de Orlicz vectorial L®(u, X), con la topologia o (L® (11, X), LY (u, X*)),
es angélico, y ademéas sus compactos son de Eberlein, verifican la propiedad
fuerte de Krein-Smulian, son fragmentados por la norma y cumplen la propiedad

de Radon-Nikodym si son convexos (seccion 4.8).

Apéndice

Finalmente, por su importancia en este trabajo, se ha incluido un apéndice en el
que se recopilan algunos resultados conocidos referentes a cudndo SN puede sumergirse
en un espacio compacto, y cuando ¢'(c) puede sumergirse de manera isomorfa en un

espacio de Banach.

El contexto de un espacio C(K)

En buena parte de esta memoria se trabaja en el contexto de un espacio de funcio-
nes continuas sobre un compacto, C'(K'). Esta situacion es lo suficientemente general
para gran parte de los objetivos, ya que todo espacio de Banach X puede mirarse co-
mo un subconjunto de C(Bx+,w*), y las topologias de la norma y de la convergencia
puntual de C(Bx+) inducen en X, respectivamente, las topologias de la norma origi-
nal y la débil; ademas, la topologia 7 = o (X, B) dada por un normante esta inducida
por la convergencia puntual en un subconjunto denso D C By: (proposicion 2.12).
Por otro lado, en el caso del C(K) se dispone de las topologias t,(D), débil y ¢,(K).
Esta ultima no tiene su andlogo en el caso de un espacio de Banach general. Hay
algunas diferencias notables entre los resultados que se obtienen en los casos C'(K) y

un espacio de Banach genérico, como son:

- La propiedad fuerte de Krein-Smulian se cumple en todo espacio de Banach
que no contenga una copia isomorfa de ¢!(c) para una topologia dada por un
conjunto normante. Para un espacio C'(K), basta que C'(K) no contenga una

copia isométrica de £'(c) para que la topologia t,(D) tenga la misma propiedad.

- La condicién de Lindelof en la topologia débil asegura que todo subconjun-

to T-compacto es fragmentado por la norma. En el caso del espacio C(K), la
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fragmentabilidad de un subconjunto t,(D)-compacto H se obtiene si C'(K) es

puntualmente Lindelof, o bien si H es puntualmente Lindel6f y convexo.

- El problema de la frontera se ha resuelto positivamente en C'(K) ([15]), mientras

que en el caso general s6lo se han obtenido respuestas parciales.

Bibliografia basica

El principal punto de partida de este trabajo son los articulos de B. Cascales y
G. Vera, (18| y [19]. En realidad, gran parte de lo que aqui se hace son mejoras de
los resultados de dichos articulos. También han sido de gran ayuda los articulos de
Bourgain, Fremlin y Talagrand [12], Farmaki [30], Godefroy y Talagrand [37], Jayne,
Namioka y Rogers [45|, Namioka [54], Rosenthal |61], Talagrand |74, 75, 76| y el
trabajo de Bourgain publicado en |60]. Parte de los resultados de este trabajo han
sido publicados en [17] y [16].



Terminologia y definiciones

La notacion y terminologia que utilizamos es estandar. Como referencias generales
seflalamos los siguientes libros: |25], [26], [6], |77] y [21].

Sea X un espacio de Banach dotado de la norma || ||. Denotaremos por Bx
a la bola unidad del espacio, es decir, By = {z € X : |jz|| < 1}, y por Sx a
la esfera unidad, {z € X : ||z| = 1}. X* representa al conjunto de aplicaciones
lineales y continuas de X en R dotado de la norma usual: si f € X* | f| es el
supremo de {|f(z)| : # € Bx }. En X consideraremos la topologia débil, (X, X*),
que denotaremos también como w. En general, si B es un subconjunto de X*, la
topologia o(X, B) en X es la de convergencia puntual sobre los elementos de B. La
topologia débil* en X* es la topologia o(X*, X), que denotaremos también como w*. Si
dos espacios de Banach X e Y son isomorfos (linealmente homeomorfos) escribiremos

X 2Y.8iY contiene una copia isomorfa de X, escribiremos X C Y.

Si I' es un conjunto, una familia acotada { ., : v € I' } de un espacio de Banach
(X,]] ||) se dice equivalente a la base canonica de ¢*(T") si existe una constante
M > 0 tal que para cada subconjunto finito A C I' y cada familia de niimeros reales
{a;:i€ A}, se cumple

MY | <

€A

E a;T;

i€A

X contiene una familia equivalente a la base de ¢'(T') si, y solo si, X contiene un
subespacio isomorfo a ¢*(T"). En el caso en que I' = N, llamaremos ¢!-sucesiones a las

sucesiones equivalentes a la base de ¢! = ('(N).

Si K es un espacio topologico compacto y Hausdorff, denotaremos por C(K) al
espacio de funciones reales continuas definidas en K. C'(K) es un espacio de Banach
cuando se le dota de la norma del supremo, || ||« (0 simplemente || || si no hay lugar a

confusion); a los subconjuntos acotados en esta norma los llamaremos uniformemente
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acotados. La topologia de convergencia puntual en C(K) se denotard por t,(K). Si
D es un subconjunto de K, t,(D) es la topologia en C'(K) de convergencia puntual

sobre los elementos de D.

Si (€2,3, 1) es un espacio de medida, denotaremos por M (u) al conjunto de fun-
ciones p-medibles, es decir, medibles respecto a la compleccion X, de X respecto a fi.
YT seré el subconjunto de ¥ formado por los conjuntos de medida p positiva. Traba-
jaremos siempre con medidas finitas. Para cada p con 1 < p < oo, denotaremos por
LP(p) al subconjunto de M (p) formado por las funciones cuya norma || ||, sea finita.

Si1<p< oo, lanorma || |, viene dada por

1] = / 1P dy

y si p = oo la norma || f||« es el supremo p-esencial de |f|. Denotaremos por LP(u)
el espacio cociente formado a partir de £P(u) donde se identifican las funciones que
coinciden en casi todo punto. En general no distinguiremos por su notacién a una
funcion de LP(u) de su correspondiente clase de equivalencia, pero si es necesario,
denotaremos la clase de f € £P(u) como [f] € LP(u). (LP(u), || |l,) es un espacio de
Banach para cada p € [1, 00]. Diremos que un conjunto de funciones p-medibles A es
uniformemente acotado si existe M > 0 tal que |f(w)| < M para cada w € Q y cada
feA

En M(u) también consideraremos la topologia de convergencia en medida, t,,,

definida por la pseudo-métrica:

d(f,g)z/ﬂﬂf—ng)du

(aAb es el minimo de a y b). Para subconjuntos Z uniformemente integrables de L' (1),
las topologias t,, y || ||1 coinciden (recordemos que Z es uniformemente integrable
si es | |li-acotado y para cada € > 0, existe § > 0 tal que si u(B) < J entonces

|f|du < e para cada f € Z). En particular, si Z es uniformemente acotado, en Z
B

coinciden las topologias t,, y || |-

Dado un conjunto A denotaremos su cardinal por card(A) o por |A|. Por ¢ re-
presentaremos o bien el cardinal del continuo, o bien un conjunto con dicho cardinal,

dependiendo del contexto. Representaremos por P(A) el conjunto de partes de A.

Si dos espacios topolégicos X e Y son homeomorfos escribiremos X ~ Y. En este

contexto, X C Y significard que Y contiene una copia homeomorfa de X.
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Para un espacio topologico T', y un espacio de Banach X, Bi(T, X) es el espacio
de funciones de la primera clase de Baire, es decir, funciones que son el limite puntual
de una sucesion de funciones norma-continuas de 7" en X. Si X = R, entonces escribi-
remos By (T) en vez de Bi(T,R). B.(T) denotara el conjunto de funciones f : T — R
tales que para cada cerrado no vacio L de T, la restriccion f|g tiene algin punto de
continuidad. Si 7" es un espacio polaco, es decir, homeomorfo a un espacio separable,

métrico y completo, un teorema clasico de Baire asegura que By (1) = B,.(T') (ver [7]).
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2 Resultados preliminares: compacidad puntual y medibilidad

1.1. Un teorema de Bourgain, Fremlin, Rosenthal y

Talagrand

El siguiente teorema es el resultado del trabajo de varios matematicos. Su precur-
sor fue Rosenthal (|61, 62|) quien dio una caracterizacion de los espacios de Banach
que no contienen una copia isomorfa de ¢! poniendo de manifiesto el papel que desem-
penan en ello las sucesiones independientes. Este trabajo dio pie a otras extensiones
de diferente naturaleza que se formulan en términos de compacidad puntual en espa-
cios de funciones con algin tipo de regularidad (por ejemplo, medibilidad universal,
estabilidad en medida, etc) que culminé en [12, theorem 2.F| y en el siguiente teorema
que aparece en [76, theorem 14-1-7| (ver también [27, theorem 3.11]). La definicion de
sucesion independiente de funciones puede verse en la pagina 9 como definicion 1.7;
la definicion de conjunto p-estable puede verse en la pagina 4 como definicion 1.3; el

resto de definiciones necesarias aparece en las notas sobre terminologia.

Teorema 1.1 (Bourgain, Fremlin, Rosenthal, Talagrand) Si K es un espacio
compacto y Hausdorff y Z un subconjunto uniformemente acotado de C(K), las si-

guientes condiciones son equivalentes.

(1) Cada sucesion en Z tiene una subsucesion t,(K)-convergente.
(2) Z no contiene ninguna {'-sucesion.

(3) Z no contiene ninguna sucesion independiente en K.

(4) Z es relativamente t,(K)-compacto en B, (K).

(5) Para cada medida de Radon p en K, Z es relativamente t,(K)-compacto en el

espacio de funciones p-medibles, M(j).

(6) Z es p-estable para cada medida de Radon p en K.

La p-estabilidad es un concepto técnico que implica el de compacidad relativa en
M (p) para la topologia puntual (ver proposicion 1.4). El concepto de p-estabilidad
tiene gran interés, entre otras razones, porque si (€2,3, ) es un espacio de medida
finita y Z es un subconjunto de R que es p-estable, entonces la aplicacion identidad

id : (Z,t,) — (Z, t,,) es continua (ver |76, theorem 9-5-2|). Esta propiedad es la que se
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utilizo en [18] para establecer la validez de la formula baricéntrica, y obtener teoremas
de tipo Krein-Smulian.

En este primer capitulo, anadiremos en el teorema 1.1 dos nuevas propiedades
equivalentes que seran de utilidad en lo que sigue. Una de ellas es la propiedad de
Bourgain respecto a todas las medidas de Radon en K, que tiene la ventaja de ser
més manejable que la p-estabilidad. Permite dar una demostracion sencilla de la
continuidad de la aplicacion identidad id : (Z,t,) — (Z,t,,). La segunda condicion
equivalente que anadiremos en el teorema anterior trata sobre la ausencia en Z de
sucesiones cuya clausura puntual sea homeomorfa a SN.

Como los principales resultados de esta tesis se basan en la incorporaciéon de estas
dos nuevas condiciones, hemos creido conveniente detallar algunos resultados conoci-
dos con la intencion de que quede claro el papel que juegan los diferentes conceptos
involucrados, al tiempo que mostramos un camino alternativo para una prueba ra-
zonablemente autocontenida del teorema 1.14 donde se incorporan las dos nuevas
condiciones. La prueba de este teorema es autocontenida con las siguientes excepcio-
nes: los resultados clasicos de [61], la implicacion (8) = (5) del teorema para la que
nos remitimos a |12, theorem 2F| y la proposicion 1.11, que esencialmente se debe a
Talagrand, [76]. Todos los resultados, salvo el teorema 1.13 que es original, aparecen

mas o menos dispersos en las referencias que se citan.

1.1.1. La propiedad de Bourgain

La propiedad que nosotros consideramos aqui como propiedad de Bourgain aparece
recogida en unas notas no publicadas del propio Bourgain, aunque parece ser que la
primera resefia se encuentra en |60], donde se relaciona con la integrabilidad Pettis.
Para una funcion real f : Q@ — R y para un subconjunto B de €2, denotaremos por

osc (f|p) a la oscilacion de f en el conjunto B, es decir,

osc (flp) = sup{ [f(x) = f(y)| : z,y € B}

Definicion 1.2 (Propiedad de Bourgain) Si (2,3, 1) es un espacio de medida,
se dice que un subconjunto Z de R% tiene la propiedad de Bourgain respecto a ju si
para cada conjunto A de X y cada € > 0, existe una familia finita de subconjuntos de
A, Ay, ... Ay € X7 tal que para cada f € Z existei € {1,2,...,k} conosc(f|a,) <e.

La siguiente definicion aparece en [76, 9-1-1]
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Definicion 1.3 Sea (2, %, 1) un espacio de medida finita y completo, Z un subcon-
junto t,(K)-acotado de M(u) y A € £F. Se dice que A es un conjunto p-critico para

Z cuando existen escalares a < 3 en R tales que:

kieN  ui, (U ({F < a x {f > BY) Ak*l)) = (u(A) (L

fez

Se dice que Z es p-estable si no existe ningun conjunto p-critico para Z.

La siguiente proposicion se debe a Talagrand (|76, chapter 9]).

Proposicion 1.4 Sea (2,3, 1) un espacio de probabilidad completo, y Z un subcon-
junto p-estable de M(p). Entonces Z es relativamente t,(K)-compacto en M(p).

Demostracion. Si Z no fuera relativamente t,(K)-compacto en M (u) existiria una
funcion h no medible que seria un punto de acumulacion de Z para la topologia
t,(K). Ahora bien para una tal funcién no medible, existen nimeros reales a < 'y
un conjunto A € Xt talque U={h<a}nA y V={h>p}NA verifican
p*(U) = p*(V) = p(A) (ver [76, 1-1-5]). Por tanto VEk,l € N se verifica

Hi(UF X V) = (u(A) (1.2)

Por otro lado, como existe una red en Z que t,(K)-converge a h, para cada ky [ en
N se verifica:
U xvie | ({f <ot x {f>8})
fez
Este contenido, combinado con la igualdad (1.2) nos lleva a que se debe satisfacer la

ecuacion (1.1), de donde A serfa p-critico para Z, y por tanto Z no seria p-estable. m

El reciproco de la proposicion anterior no es cierto en general, aunque si se verifica
para medidas perfectas y conjuntos numerables (|27, proposition 2.4|). Es més, si Q
es un espacio topolégico compacto y Hausdorff, ;1 una medida de Radon en Q y Z un
subconjunto de C(€) que es relativamente puntualmente compacto en R%, entonces
Z es relativamente puntualmente compacto en M (u) si, y solo si, cada subconjunto

numerable de Z es p-estable (|76, theorem 9-4-2|; ver también |27, proposition 2.5|).

La siguiente caracterizacion de la propiedad de Bourgain que recuerda, en cierta

forma, la condicion de u-estabilidad, aparece enunciada en [60].
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Lema 1.5 Sea (2,3, 1) un espacio de medida y Z un subconjunto de R®. Si Z cumple

la propiedad de Bourgain, entonces Z verifica la siguiente condicion:

Para cada A € X7 y cada o < 3, ewisten subconjuntos de A, Ay, ..., Ay en
Xt tales que si f € Z, existei € {1,...,k} tal que o bien inf (f|a,) > « 0
bien sup (f|a,) < 5.

Ademds, el reciproco es cierto si Z es uniformemente acotado.

Demostracion.
Si Z cumple la condicion de Bourgain, dados A € ¥ y a < 3, podemos obtener

subconjuntos de A, A;,..., A, € X1 de modo que para cada f en Z se cumple que

osc (f

Ai)gg:ﬁ_a

para algin ¢ < n. Es obvio entonces que para ese i, o bien inf (f|4,) > « o bien
sup (f]4,) < 6.

Reciprocamente, si Z es uniformemente acotado, supongamos dados el conjunto
A de Xt y e > 0. Sean

M(A,Z)=sup{ fw): feZ, we A} y

m(A, Z)=inf{ f(w): feZ, we A}

Si M(A,Z) =m(A, Z), el resultado es obvio. En caso contrario, sean

0= m(AZ)+IMAZ) v B=im(AZ)+ 2M(A 2)

Por hipétesis, existiran subconjuntos de A, A], ... ,Ail € ¥1 que verifiquen la con-
dicion del enunciado para los « y 3 dados. Definimos B} como el subconjunto de Z
formado por las funciones f tales que o bien inf(f[41) > « o bien sup(f|a1) < f;
definimos B} como el subconjunto de Z \ Bj formado por las funciones f tales que
o bien inf(f[41) > « o bien sup(f|a) < B, y asi sucesivamente. De esta forma, se

obtiene una particion finita de Z en subconjuntos Bil con 1 <1 < ny tales que

Wl N

donde M (A}, B}) y m(A}, B}) son el supremo e infimo en A} tomado en los elementos

de B}. Si a cada uno de estos conjuntos A} le aplicamos nuevamente el mismo proceso
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que al A inicial, con la familia de funciones B} en lugar de Z, y procedemos sucesi-
vamente, obtenemos la condiciéon de Bourgain para Z en un numero finito de pasos.

En la siguiente proposicion se recogen unos resultados basicos sobre la propiedad
de Bourgain. Las tres primeras propiedades pueden encontrarse en [60, theorem 11].

La propiedad (4) fue enunciada por Talagrand en |76, 9-5-4]|.

Proposicién 1.6 Sea (Q,%, 1) un espacio de medida finita y Z C R® un conjunto

de funciones con la propiedad de Bourgain respecto a j. Entonces se cumple:

(1) Z verifica la propiedad de Bourgain respecto a p.
(2) Z" c M(p).
(8) Cada elemento de 7 es el limite en casi todo punto de una sucesion en Z.

(4) Z es p-estable.

Demostracion.

(1) Supongamos que Z C R% cumple la propiedad de Bourgain. Entonces, dado A en

YT ye > 0, tomamos los subconjuntos de A, Ay, ... A, € X1 dados por la definicion de
la condicion de Bourgain. Si existe f € 7" tal que para cadai € {1,...,k} se cumple
osc (f|a,) > €, entonces tomando una red (f,) en Z que converge puntualmente a f,
tendriamos que osc (fq|a,) > € para cada i =1,...,ky cada a > ayp, en contradiccion

con la hipotesis.

(2) La condicion anterior nos asegura que basta demostrar que si Z cumple la pro-
piedad de Bourgain, entonces Z C M(u). Sea g € Z. Paracada A € ¥t ye > 0

consideramos el conjunto definido por
Z(Ase)={feZ:osc(f|la) <e} (1.3)

Por cumplir Z la condicion de Bourgain, sabemos que si A € X1, entonces existe
BC A, Be X" tal que g € Z(Bj ¢). Para € > 0 fijo, formamos una familia maximal
F. de conjuntos disjuntos de medida positiva B tales que g € Z(B,¢). Notese que
si denotamos B. = U{B : B € F.}, se cumple que pu(2\ B:) = 0 debido a la

maximalidad de F.. Por otra parte, F. es necesariamente una familia numerable.
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Para cada nimero natural m consideramos una enumeracion (A, )

de]—l,y

neN
consideramos el conjunto

o oo
= Ann
m=1n=1
que verifica p(2\ C) = 0; vamos a demostrar que cierta sucesion de funciones p-
medibles converge uniformemente a g en C, lo que nos proporcionara la u-medibilidad
de g. En efecto, para cada par de nimeros naturales m y n elegimos un punto z,,,, €

Ay y definimos la funcién

fm = Zg(xm,n) “Xamon
n=1

que es una funcion medible para cada m € N. Dado x € (', se cumple que para cada

m fijo existe n tal que z € A,, ,,, luego

) = 9(2)| = o) — 9] < -

va que  osc (glan,) <

1
m

Por tanto, (f,,) converge a g uniformemente en C, y g es u-medible.

(3) Dada h € th, sea U un ultrafiltro en Z tal que h es un t,-punto de acumulacién

de U. Como Z verifica la propiedad de Bourgain, dados A € ¥ y ¢ > 0, existen
k

subconjuntos de A, Ai,... A, € X7 tales que se cumple Z = UZ(AZ-; ¢), donde
i=1

los Z(A;; €) se definen como en la ecuacion (1.3). Esto significa que cierto Z(A;;e),
con j € {1,2,...,k} estd en U (en caso contrario, al ser U un ultrafiltro en 7,
tendriamos que Z \ Z(A;; ) estd en U para i < k, y por lo tanto la interseccion
de todos ellos—que es vacia—también estaria en U). Podemos razonar asi como en
el apartado (2) y considerar para cada ¢ > 0 la familia maximal F. de conjuntos B
mutuamente disjuntos de medida positiva tales que Z(B; ¢) € U. Para cada ¢ > 0,

la familia F, es numerable, y si llamamos B, = U B, se cumple que pu(Q2\ B.) =

BEF.
0, por la maximalidad de la familia F.. Para cada m € N, denotamos de nuevo

por (A, n)neny una enumeracion de Fi, tomamos Zp,, en A,,, y consideramos el
m

conjunto C' = ﬂ U A,,.n que verifica p(Q2\ C) = 0. Elegiremos ahora una sucesion

m=1n=1
de funciones de Z que convergerd puntualmente a h en C. Para cada m € N, el

m m
1
conjunto ﬂ ﬂ Z(A;n; =) estaen U, y por la eleccion de U, podemos considerar una
i

i=1n=1
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m m 1
funcion h,, en ﬂ ﬂ Z(A;n; =) tal que se cumple
i

i=1n=1
1 :

|hm (i) — h(z;in)| < = paracadai,nen{1,....,m} (1.4)
i

Entonces, dado € C sabemos que para cada m € N, existe &k € N tal que z € A,, .

Asi se tiene:
| (2) = h(@)] < B (@) = P (T )| + [P (T i) — B(@n i) | + |P(Zm ) — h(2)]

El primer sumando es menor que % ya que 0sc (hm|Am,k) < % El segundo sumando
también es menor que % por la desigualdad (1.4). Por dltimo, el tercer sumando es
menor o igual que % debido a que h € Z(A,, 1 ; %), y la oscilacion de las funciones
de Z(Amk; %) en A, es menor o igual que % Esto prueba que h es el t,-limite en

casi todo punto de una sucesion en Z.

(4) Hay que demostrar que no existe un conjunto u-critico para Z. Sean A € ¥t y
a < [ arbitrarios. Por el lema 1.5, podemos tomar subconjuntos de A, A,... A en
Yt tales que para cada f en Z existe un subindice i < n tal que o bien inf (f|4,) > «

o bien sup (f|4,) < 5. Sean k =1 = n. Consideramos asi el subconjunto

D::(Alx---xAnxAlx---xAn)CAk“

que es ug-medible con medida positiva. Si denotamos por

Dy, = U (({wEQ:f(w) <a}tx{weQ: fw) >5}l> mAk)‘H)

fez
se tiene que Dy es disjunto con D, luego serd iy ;(Dy;) < pryi(AF), es decir, A no
es p-critico para Z.
n

El reciproco de la propiedad (4) en la proposicién anterior no es cierto (ver |76,
9-5-4]), aunque si se cumple que la p-estabilidad para todas las medidas de Radon
equivale a la propiedad de Bourgain para todas las medidas de Radon si Z es un
conjunto de funciones continuas sobre un compacto de Hausdorft (ver el teorema 1.14

en la pagina 15).

Una consecuencia inmediata del apartado (3) de la proposicion anterior es el si-

guiente
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Corolario 1.6.1 Sea (2, %, 1) un espacio de medida finita y Z C R® un conjunto

con la propiedad de Bourgain. Entonces la identidad
id: (Z,t,) — (Z,tn)

es continua. Si ademds Z es un subconjunto uniformemente integrable de L*(u), en-

tonces id : (Z,t,) — (Z,]| |l1) es continua.

Demostracion. Basta demostrar que para cada A C Z, cualquier punto de acumulacion
de A en la topologia ¢, es un punto de acumulaciéon de A en la topologia t,,. Ahora
bien, si f € th, el apartado (3) de la proposicion 1.6 nos permite asegurar que existe
una sucesion en A que converge a f puntualmente en casi todo punto. Pero en espacios
de medida finita esto nos dice que tal sucesion converge a f en t,,.

La segunda parte del enunciado se deduce del hecho ya comentado que para sub-
conjuntos uniformemente integrables de L'(1), coinciden las topologias de convergen-

cia en medida, t,,, y de la norma, || ||;. u

Otra demostracion, aunque méas complicada, del corolario anterior se basa en uti-
lizar el teorema 9-5-2 de [76], donde se demuestra la continuidad de la identidad en
Z respecto a las topologias t, y t,, si Z es p-estable, junto con el apartado (4) de la

proposicion 1.6.

1.1.2. Sucesiones delgadas y sucesiones independientes de fun-

ciones
Sucesiones independientes

La siguiente definicién aparece en |61].

Definicion 1.7 Sea I un congunto y (A;, B;)icr una familia de pares de subconjuntos
de un conjunto Q). Se dice que dicha familia es independiente cuando se cumplen las

stquientes condiciones:
s A,NB; =0 para cada i € I.

s Para cada par de conjuntos finitos y disjuntos P,Q) C I se verifica

(04)(0e)
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Una familia (fi)ier de funciones en R se dice que es independiente sobre A C Q si
existen dos numeros reales o < (3 tales que para cada par de conjuntos finitos disjuntos

P.Q C I se cumple

(ﬂ{w €A filw) < a}) N (ﬂ{w eA: fi(w) > ﬁ}) £

iEP 1€Q

Si I =N, se habla de sucesion independiente de funciones.

Rosenthal fue el primero en estudiar las sucesiones independientes al caracterizar
los espacios de Banach que no contienen copias isomorfas de ¢! ([61]). Este concepto
resulté ser fundamental en la demostracion del teorema 1.1 en [12|. Como hemos
senalado, nuestro interés esta en anadir dos nuevas condiciones en el teorema 1.1. El
primer paso serad relacionar la propiedad de Bourgain con la compacidad relativa en

B, (K). Necesitaremos un lema que aparece en |76, 14-1-1|.

Lema 1.8 Si K es un espacio compacto de Hausdorff y f es una funcion real definida

en K, son equivalentes:

(1) | € By (K).

(2) Para cada subconjunto cerrado no vacio L de K y cada par de nimeros reales
a < [, al menos uno de los conjuntos LN{ f <a} o LN{f > B} no es denso
en L.

Si o es una medida de Radon en K se cumple que B.(K) C M ().

Demostracion. La implicacion (1) = (2) es inmediata. Para el reciproco, sea L un
subconjunto cerrado no vacio de K y («y,, 3,) una enumeracion de pares de nimeros

racionales con «,, < (3,. Para cada n € N, consideramos los conjuntos
A,=Ln{f<a,}, Bo=Ln{f>p}y L,=A4,NB,

Cada L, es un cerrado nunca denso en L, es decir, el interior de L,, es vacio; en efecto,

siU C L, es un abierto, se comprueba que U = A, N U = B,, N U, de modo que por la
hipotesis, el conjunto cerrado U ha de ser vacio. Aplicando el teorema de la categoria
de Baire (valido en el compacto L), tenemos que ﬂ(L \ L,) = G es un Gs denso en

n=1
L. En particular G contiene algtin punto. Ahora bien, f|; es continua en cada punto
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de G; en efecto, si f|, es discontinua en xq, entonces existe € > 0 tal que para cada
entorno U(xg) existe y € U(z) con |f(xo) — f(y)| > €. Por lo tanto, se cumple que, o
bien xg € LN{ f > f(zo) +€} o bien g € LN{ f < f(zo) — € }. En el primer caso,

si elegimos numeros racionales «,, y [, tales que

f(x0)<an<ﬁn<f(x0)+5

se tiene que o € A, N B, = L, y asi xg no esta en G. El segundo caso se razona de

forma analoga.

Finalmente, para la segunda parte del lema, si existiese una funcion h en B,.(K)
que no fuera p-medible para una medida de Radon g en K, tendriamos que existe un

subconjunto A con medida positiva tal que para ciertos a < 3 se tiene

prAN{f <a})=p(An{f>0})=uA) (1.5)

(ver [76, 1-1-5|). Puede suponerse que A es compacto y que coincide con el soporte
de la medida restriccion u|4. Asi se cumple que { f <a}nNA y {f>pF}NAson

ambos densos en A, lo que contradice el hecho de ser f € B, (X). ]

Proposicién 1.9 Sea T un espacio topologico Hausdorff, p una medida de Radon so-
bre T y Z un subconjunto uniformemente acotado de C(T) que no contiene sucesiones

independientes sobre T'. Entonces se cumple:

(1) Z tiene la propiedad de Bourgain respecto a p.

(2) SiT es compacto, 7" c B.(T).

Demostracién.

(1) Por reducciéon al absurdo, suponemos que Z no cumple la propiedad de Bourgain
respecto a p. Entonces, la proposicion 1.5 nos asegura que existirdn un subconjunto
A € ¥ y nameros reales o < 3 tales que para cada familia finita de subconjuntos de
A, Ay, Ag, .. A € X7 existe f € Z tal que para cada i € {1,2,...,k} se cumple:

inf (fla) <a y  sup(fla) >0 (1.6)

Llamamos L al soporte de p|4, que es un cerrado no vacio de 7" tal que cada sub-

conjunto U no vacio y abierto relativo a L verifica u(U) > 0. Vamos a construir
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inductivamente una sucesion independiente en L. Para n = 1 tomamos U; = L. Por

la ecuacion (1.6), sabemos que existe f; € Z tal que

Un{fi<a}#0 y Uin{fi>pF}#0

Supuesto que hemos obtenido fi,..., f, una sucesion finita independiente (en L),

consideramos los conjuntos

Up — (ﬂ{fk <a}> N (ﬂ{fk >B}>

keP kegP

para cada P C {1,2,...,n} (hay 2" abiertos de esta forma). Por la independencia
de fi,..., fn, sabemos que Up N L es un abierto no vacio en L para cada P, luego
uw(Up N'L) > 0. De nuevo, por la ecuacion (1.6), existe f,.1 € Z tal que toma
valores menores que « y mayores que [ en cada abierto de L de la forma Up N L.
Entonces fi, fo, ... f,y1 forman una sucesion independiente en L. El proceso repetido

por induccién da la sucesion buscada.

(2) Sisuponemos que Z no es relativamente ¢,-compacto en B,(T), existira una funcion
heZ" \ B.(T'). El lema 1.8 nos asegura la existencia de un subconjunto L cerrado

no vacio de T tal que para ciertos nimeros reales a < (3 se cumple

Ln{h<a}=LNn{h>p}=1L (1.7)
El cerrado no vacio L verifica

Para cada familia finita de abiertos no vacios Uy, Us,...,U, de L, existe
f € Z tal que inf (f|y,) < a y sup (fly,) > 0 paral <i<mn.

v;) < ay sup (hly,) > ( para
cada 1 <7 < n, y bastaria tener en cuenta que h € 75?' La demostraciéon termina

En efecto, por la ecuacion (1.7) se cumpliria que inf (h

construyendo una sucesion independiente en L de forma totalmente analoga a como

se ha hecho en la demostracion del apartado (1). |

La clave en la demostracion de la proposiciéon anterior es la siguiente propiedad

que tienen los conjuntos Z que no son relativamente compactos en B,.(T).

Propiedad A: Dado Z C C(T), existe un subconjunto no vacio y cerrado

L en T, y existen escalares reales o < (3 tales que para cualquier familia
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finita de abiertos relativos y no vacios Uy, ..., U, de L, existe una funcién
f en Z tal que

inf (fl,) <a 'y sup(fly,) >0 parai=1,...,k
o expresado de otra forma

(U1><---><Uk><U1x---xUk)ﬂ({f<a}kx{f>ﬁ}k)%@

Se llega asi al concepto de conjunto topolégicamente estable de Talagrand, que
generaliza la propiedad A anterior, y que nos servira para completar la demostracion

del teorema 1.14.

Definicion 1.10 Sea T un espacio topoldgico y Z un subconjunto de C(T'). Un sub-
conjunto cerrado y no vacio L de T se dice topoldgicamente critico para Z (o sim-
plemente t-critico si el contexto es claro) si existen escalares reales o < [3 tales que
Vk,l € N el conjunto

U(weT: flw) <a} x{weT: flw)>p})nLH

fez
es denso en LFT.

Diremos que Z es t-estable si no existe ningin conjunto t-critico para Z.

Por la demostracion de la proposicion 1.9 y los comentarios que siguen a ella, es

claro que

L es t-critico para Z =- L cumple la propiedad A =

= Z contiene una sucesion independiente en T

Por lo tanto, podemos concluir

Corolario 1.10.1 Sea T un espacio topologico Hausdorff y Z un subconjunto de C(T)
que no contiene sucesiones independientes en T'. Entonces Z es topologicamente esta-
ble.

El siguiente resultado aparece explicitamente en [27, proposition 3.10|, y se basa

en algunos resultados obtenidos por Talagrand, |76, chapter 14|.

Proposiciéon 1.11 Sea K un espacio compacto y Hausdorff y Z un subconjunto t-
estable de C(K). Entonces toda sucesion (f,) en Z tiene una subsucesion puntual-
mente convergente. Es mds, cada t,(K)-punto de acumulacion de { f, :n € N} es el

limite puntual de una subsucesion de (fy).



14 Resultados preliminares: compacidad puntual y medibilidad

Sucesiones delgadas

Definiciéon 1.12 Sea 2 un conjunto y (f,) una sucesion uniformemente acotada en
R®. Se dice que la sucesion (f,) es delgada si su clausura en la topologia puntual no

es homeomorfa a ON.

Queremos relacionar la existencia o no de sucesiones delgadas en un subconjunto
con las condiciones del teorema 1.1. Es claro que toda sucesion uniformemente acotada
y puntualmente convergente (f,) es delgada (el cardinal de mtp es nume-
rable, frente al cardinal de SN que no es numerable); por lo tanto, en el contexto del
teorema 1.1, el hecho de que toda sucesion en Z posea una subsucesion puntualmente
convergente, implica que toda sucesion en Z posee una subsucesion delgada. Inspi-
randonos en ideas de |74, lemme 1|, probaremos la siguiente relacion entre sucesiones

independientes y sucesiones delgadas.

Teorema 1.13 Sea K un espacio compacto y Hausdorff y Z un subconjunto unifor-
memente acotado de C'(K). Si (f,) es una sucesion de Z que es independiente en K,

—
entonces { f,:m € N}" es homeomorfo a BN.

Demostracion. Suponemos que (f,) es una sucesion de funciones continuas unifor-
memente acotada por 1, e independiente sobre K. Probaremos que el conjunto t,-
compacto F':= mtp es homeomorfo a GN. Para ello se considera la aplica-
cion lineal continua 7' : C'(F) — (> definida por ¢ — (¢(f,)). T es una isometria si
consideramos en ambos espacios la norma del supremo. Si demostramos que es sobre-
yectiva, tendremos que 7' es un isomorfismo isométrico entre los espacios (C(F), || |)
y (C(BN), || ||) y podremos aplicar el teorema de Banach-Stone, [49, §25.2(3)], para
concluir que (F,t,) es homeomorfo a SN. Asi pues la prueba termina si demostramos
que para cada x € (> existe p € C(F) tal que T'(¢) = z.

Primera etapa: Observemos en primer lugar que cuando K es compacto y las funcio-
nes f, son continuas, la definicion de independencia es equivalente a la que resulta
haciendo intervenir parejas arbitrarias P, () de subconjuntos disjuntos de N. Pode-
mos asegurar entonces que existen dos nimeros reales a < [ tales que para cada

subconjunto M de N se pueden encontrar dos puntos ki, ks € K verificando:
fa(k1) > B, fu(k2) < a para todon € M, y

fu(k1) < «, fu(ks) > B para todon & M
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Segunda etapa: Dado 7 = (8 — «)/8, que cumple 7 < 1/4, probaremos que existe
v € C(F) tal que

[ |
lell=== v la=T <=7z
Por homogeneidad basta probar esto cuando || = || = 4. Por la primera etapa, dado el
conjunto M := {n : z, > 2} se pueden encontrar dos puntos kq, ks € K que cumplen

las condiciones arriba indicadas. Definimos ¢ € C'(F') mediante la formula

f(k1) = f(k2)

o(f) = 5

Entonces || ¢ || <1y

o2 o —arsine My o) < P50 = arsing M

Por lo tanto

neM = 0<z,—p(fn) <4—47=4(1—-71)
ngM = —4(1l-7)=—4d4+47 <z, —p(fn) <24+1<4(1-71)

y se obtiene que || z — T(p) || < 4(1 — 7) que es lo que habia que demostrar para el
caso || = || = 4.

Tercera etapa: Repitiendo el proceso con el elemento © — T'(¢) de (> y procediendo
inductivamente se obtiene una sucesion ¢,, € C'(F') que cumple:

leall < S ey y 2= 1@ <@

i=1

La primera desigualdad implica que la serie Z ¢n define un elemento ¢ de C(F) y
n=1
la segunda que T'(¢) = x con lo cual queda demostrado que T es suprayectiva. [

Estamos en condiciones de anadir al teorema 1.1 las condiciones (3), (4) y (6) del

siguiente teorema.

Teorema 1.14 Sea K un espacio compacto Hausdorff y Z un subconjunto uniforme-

mente acotado de C(K). Son equivalentes

(1) Toda sucesion en Z posee una subsucesion puntualmente convergente.
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(2) Z no contiene ninguna sucesion equivalente a la base candnica de (',

(3) Toda sucesion en Z posee una subsucesion delgada, es decir, posee una subsuce-

ston cuya clausura en la topologia puntual no es homeomorfa a ON.
(4) Toda sucesion en Z es delgada.
(5) En Z no ezisten sucesiones independientes.
(6) Z tiene la propiedad de Bourgain respecto a cada medida de Radon p en K.
(7) Z es u-estable para cada medida de Radon pn en K.
(8) Vil M (u) para cada medida de Radon pn en K.
(9) Z" C B,(K).
(10) Z es topoldgicamente estable.

Demostracion.

(1) = (2) Para sucesiones acotadas de C(K), la existencia de limite puntual y la con-
dicion de ser de Cauchy en la topologia débil son equivalentes (ver |25, chapter VII]).
Por otra parte, los vectores unitarios de la base de ¢! forman una sucesién que obvia-
mente no tiene subsucesiones de Cauchy en la topologia débil. Si Z contuviera una
sucesion equivalente a la base candnica de ¢!, ésta no tendria subsucesiones de Cauchy
en la topologia débil, y por tanto, dicha ¢'-sucesiéon no tendria ninguna subsucesion
puntualmente convergente.

(2) = (5) es exactamente la proposicion 4 de |61].

(5) =
(1) =
(3) =

en Z, todas sus subsucesiones son también independientes, y por lo tanto, ninguna de

(1) se encuentra también en [61].

1
(3) es inmediato.

(5) se deduce del teorema 1.13, ya que si (f,) es una sucesion independiente

sus subsucesiones es delgada.

6) se encuentra en la proposiciéon 1.9.

7) esta en la proposicion 1.6.

(5) = (6)

(6) = (7)

(7) = (8) es la proposicion 1.4.

(8) = (5) aparece en [12, teorema 2F].
(5) = (9)

9) se encuentra en la proposicion 1.9.
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(9) = (8) se deduce de la proposicion 1.8.

El corolario 1.10.1 asegura que (5) = (10).

Para la implicacion (10) = (4), tenemos que si Z es t-estable y (f,,) es una sucesion
en Z, entonces todo punto de A = mtp es el ¢,-limite de una subsucesion
de (f,) por la proposicion 1.11. Por lo tanto, A no puede ser homeomorfo a SN ya
que este tltimo espacio no contiene sucesiones convergentes no triviales y su cardinal
no es numerable (ver el apéndice A).

Para concluir, la implicacion (4) = (3) es inmediata. n

El teorema anterior puede emplearse para obtener caracterizaciones de espacios de
Banach que no contienen una copia isomorfa de ¢! (véase por ejemplo |27, chapter 4]).

La condicion (4) del teorema 1.14 da la siguiente caracterizacion.

Proposiciéon 1.15 Sea X un espacio de Banach. Entonces son equivalentes:
(1) X no contiene una copia isomorfa de (*.

(2) Para cada sucesion (x,) en Bx se tiene que su clausura en X para la topologia

w* no es homeomorfa a ON.

Demostraciéon. Consideramos By como un subconjunto del espacio de funciones
C(Bx+,w*), de modo que estamos en las hipotesis del teorema 1.14. Por un lado,
X 2 0! equivale a que Bx no contenga una f!-sucesion, y por el teorema 1.14 esta
ultima condicion equivale a la siguiente: para cada sucesion (z,) en Bx se tiene que

—tp(Bx*

{z,}

: #% [N. Por ultimo, basta tener en cuenta que {z,} C Bx« y que

tp(Bx+

{za}

' C By
[ |

Como complemento a esta seccidon, incluiremos sin demostracion un importante
resultado de Bourgain, Fremlin y Talagrand (|12, teorema 2F y apartado 5I|), que nos
dice que en las condiciones del teorema 1.14, si Z cumple alguna de las diez propiedades
equivalentes alli enunciadas, entonces su envoltura cerrada (respecto a la topologia de
convergencia puntual) y convexa cumple también cualquiera de esas condiciones. La
dificultad en esta afirmacion esté en pasar de Z a su envoltura convexa, ya que el paso

al cierre es casi inmediato (véase, por ejemplo, la proposicion 1.6).
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Teorema 1.16 (Bourgain, Fremlin, Talagrand) Sea K un espacio compacto y
Hausdorff, y sea Z un subconjunto uniformemente acotado de C(K). Entonces Z
cumple alguna de las condiciones equivalentes del teorema 1.14 si, y solo si, su en-
voltura convexa y cerrada en la topologia de convergencia puntual cumple alguna de

dichas condiciones.
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2.1. La propiedad P(D)

A lo largo del capitulo, C'(K) sera el espacio de funciones reales continuas definidas
en un espacio topologico compacto y Hausdorft K, D un subconjunto denso de K, y
t,(D) la topologia en C(K) de convergencia puntual sobre los elementos de D. Dado
un espacio de Banach X y un subconjunto normante B de By, la topologia o(X, B)
de convergencia puntual sobre el conjunto normante esta inducida por una adecuada
topologia t,(D) (véase la proposicion 2.12).

En este capitulo definiremos la propiedad P(D) para subconjuntos de C(K) la
cual es un poco mas general que la fragmentabilidad (definicion 3.1) o que la propie-
dad de Pettis (ejemplo 2.10), y que nos permitird deducir algunos resultados sobre
subconjuntos t,(D)-compactos y, en consecuencia, sobre subconjuntos compactos para

topologias mas gruesas que la débil de un espacio de Banach.

2.1.1. Definicién y caracterizaciones de la propiedad P(D)

Empezamos definiendo el concepto de conjunto con la propiedad P(D). Este con-
cepto aparece por primera vez en 18], y ha demostrado ser 1til en el estudio de pro-
piedades en un espacio de Banach relativas a topologias més débiles que la topologia
débil.

Definicién 2.1 Sea K un espacio topologico Hausdorff y compacto, y D un subcon-
junto denso de K. Sea H un subconjunto t,(D)-compacto y acotado en norma de
C(K). Diremos que H tiene la propiedad P(D) si para cada sucesion (d,) en D,

existe una subsucesion (dy,) tal que (h(dy,)) converge para cada h € H.

La definicion anterior esta relacionada con las condiciones del teorema 1.14. Efecti-
vamente, para cada k € K, sea 0 : C(K) — R la aplicacion definida por 6x(f) = f(k)
para cada f € C(K), k= 0| m, y para cada subconjunto A de K, sea A= {ad:a€ A}.

Entonces,

= D es un subconjunto acotado de C/(H, t,(D));
x K es subconjunto acotado y puntualmente compacto de C(H,t,(K));

= D es denso en K para la topologia t,(H).
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Asi, la condicion de ser H un conjunto con la propiedad P(D) equivale a que cada
sucesion en D C C(H, t,(D)) posee una subsucesion puntualmente convergente en
R (cuyo limite estara de hecho en K ), es decir, equivale a que D sea relativamente
secuencialmente compacto en R para la topologia t,(H). Este punto de vista nos

proporciona dos ejemplos sencillos en los que se cumple la condicion P(D).
Proposicion 2.2 Sea H un subconjunto acotado de C(K). Entonces

(1) Si(H,t,(K)) es compacto, entonces H cumple la propiedad P(D) para cualquier

subconjunto D denso en K.

(2) Si (H,t,(K)) es separable y (H,t,(D)) es compacto para un subconjunto fijo D
denso en K, entonces H tiene la propiedad P (D).

Demostracion. Comenzamos por el caso t,(K)-compacto. En este caso, K es un sub-
conjunto puntualmente compacto del espacio C'(H,t,(K)), donde (H,t,(K)) es com-
pacto; por lo tanto serd secuencialmente compacto ([49, §24.5(1)]), y asi D es re-
lativamente secuencialmente compacto para la topologia t,(H), es decir, H tiene la
propiedad P(D).

Por otro lado, en el caso t,(K)-separable, tenemos que K es un conjunto compac-
to de funciones continuas respecto a la topologia puntual de C'(H,t,(K)), y por lo
tanto serd metrizable, lo que nos da la propiedad de compacidad secuencial en K que

buscibamos. ]

Mas adelante estableceremos condiciones intermedias entre la compacidad de H
respecto a las topologias t,(D) y t,(K) que aseguren la propiedad P(D). Antes, enun-
ciamos la siguiente proposicién que aparece en |18, proposition 2|, y que sera utilizada

con cierta frecuencia.

Proposicion 2.3 (Cascales y Vera) Sea K un espacio compacto Hausdorff y D un

subconjunto denso de K. Entonces se cumple:

(1) Para cualquier subconjunto A de D, la restriccion Ry : C(K) — C(A) lleva

conjuntos conjuntos con la propiedad P(D) a conjuntos con la propiedad P(A).

Si H es un subconjunto t,(D)-compacto y uniformemente acotado de C(K), en-

tonces se cumple:



22 Fragmentabilidad débil

(2) H C C(K) tiene la propiedad P(D) si, y sdlo si, el conjunto de restricciones

R4(H) C C(A) tiene la propiedad P(A), para cada subconjunto numerable A de
D.

(3) H tiene la propiedad P(D) si, y sdlo si, cada subconjunto de H que sea separable
para la topologia t,(D), tiene la propiedad P(D).

Para el siguiente teorema, necesitamos la definicion de compacto de Rosenthal.

Definicién 2.4 Un espacio topoldgico Hausdorff se dice que es un compacto de Ro-
senthal si es homeomorfo a un subconjunto puntualmente compacto de un espacio de
funciones de la primera clase de Baire, B1(P), donde P es un espacio polaco (es decir,

P es homeomorfo a un espacio métrico, separable y completo).

Recordemos que, siguiendo a Fremlin, un espacio topolégico Hausdorff T' se dice

angélico si cada subconjunto relativamente numerablemente compacto A C T verifica:
(a) A es relativamente compacto.
(b) Para cada x € A existe una sucesién en A que converge a .

En los espacios angélicos, los conceptos de compacidad, compacidad secuencial y
compacidad numerable coinciden ([31, 3.3]). Los compactos de Rosenthal son angélicos

(ver [63]), y en consecuencia, son secuencialmente compactos.

Teorema 2.5 57 K es un espacio compacto y Hausdorff, D un subconjunto denso de
K y H un subconjunto acotado y t,(D)-compacto de C(K), las siguientes propiedades

son equivalentes.

(1) H tiene la propiedad P(D), es decir, cada sucesion en D posee una subsucesion

puntualmente convergente hacia un punto de K.
(2) D no contiene ninguna sucesion equivalente a la base candnica de (',

(8) Toda sucesion en D posee una subsucesion delgada, es decir, toda sucesion en D

posee una subsucesion cuya clausura respecto a t,(H) no es homeomorfa a SN.
(4) Toda sucesion en D es delgada.

(5) Para cada subconjunto numerable C' de 15, étp(H) es un compacto de Rosenthal.
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(6) D no contiene ninguna sucesion independiente en H.

(7) D verifica la propiedad de Bourgain para cada probabilidad de Radon p en
(H,tp(D)).

(8) D es p-estable para cada probabilidad de Radon p en (H, t,(D)).
(9) Para cada probabilidad de Radon p en (H,t,(D)), K C M(p).

(10) K es un subconjunto de B,(H).

Demostracion. Salvo la propiedad (5), la equivalencia entre el resto de propiedades se
deduce del teorema 1.14.

Para completar la demostracion, comprobaremos que (5) implica (4) y que (1)
implica (5).

(5) = (4) Si consideramos una sucesion (d,,) en D, entonces la hipotesis nos asegura

—————t(H)
que el conjunto A :={d,:n €N} ™ es un compacto de Rosenthal, y por lo tanto

A no es homeomorfo a SN (por ejemplo, A es secuencialmente compacto—|63]—y SN

1no lo es).

(1) = (5) Sean H un conjunto con la propiedad P(D). Supondremos por comodidad
que H esta acotado por 1. Sea C' = {d, : n € N} un subconjunto numerable de
D y A= "™ 1a clausura puntual de C'. Como A estd contenido en K y este
ultimo espacio es compacto en la topologia puntual, tendremos que A es puntualmente
compacto. Comprobaremos ahora que A puede mirarse como un subconjunto de un
espacio de funciones de la primera clase de Baire, B;(P), con P polaco.

Empezamos definiendo el espacio polaco. Podemos considerar H como subconjunto
de C(K) de forma natural, y para cada funcion h € H, considerar la restriccion h|4.

Denotamos por G = { h|4: h € H } que es un subconjunto de C(A). La aplicacion

T (H,t,(D)) — (G, 1,(C))

definida por T'(h) = h|a es sobreyectiva y continua, de modo que (G,t,(C)) es un
espacio compacto y metrizable, y por lo tanto, polaco.

Por otro lado, [—1,1]“ puede mirarse como un subconjunto compacto de [—1, 1]
(un elemento (zp)pem de [—1,1]7 esta en [—1,1]¢ si se cumple que x,, = x5, siem-

pre que sea hi|a = hg|a). De esta forma A puede considerarse un subconjunto de
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—1, 1]G; es mas C puede considerarse un subconjunto del espacio de funciones con-
tinuas C'(G,t,(C)). Como H tiene la propiedad P(D), podemos asegurar que cada
sucesion en C' posee una subsucesion t,(G)-convergente, de modo que la condicion

(10) de este teorema (que es equivalente a la (1)) nos dice que

A=T"Y c B,(G,1,(C)) = Bi(G,1,(C))

donde la ultima igualdad se da por ser (G, t,(C')) un espacio polaco, lo que concluye

la demostracion.

2.1.2. La propiedad P(D) y copias de SN

En el teorema 2.5 aparece el espacio SN en una de las caracterizaciones. En es-
ta seccidon trataremos de exponer el papel que dicho espacio topologico tiene en la
caracterizacion de la propiedad P(D), cuestion que se completarda en secciones pos-
teriores. Empezamos fijando la atencion en una sencilla consecuencia del teorema 2.5

que aplicaremos con frecuencia.

Corolario 2.5.1 Sea K un espacio compacto que no contiene una copia homeomorfa
de BN. Sea D un subconjunto denso de K. Entonces cualquier subconjunto H de C'(K)
acotado y t,(D)-compacto tiene la propiedad P(D).

Como consecuencia, la tesis de este corolario es vdlida si se verifica alguna de las

siguientes condiciones:

(1) K es secuencialmente compacto;
(2) El peso de K es menor que c;
(3) La estrechez de K es menor que c;

(4) (C(K),t,(K)) o bien (C(K),w) tiene la propiedad propiedad C de Corson (en

particular si uno de dichos espacios es Lindeldf);
(5) C(K) no contiene una copia isométrica de (*(c).

Demostraciéon. Sea H como en el enunciado. La aplicacion f : K — K es continua

y sobreyectiva, y como K no contiene una copia de (N, K tampoco la contiene
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(proposicion A.1). Por lo tanto, D C K no contiene ninguna sucesion cuya clausura
sea homeomorfa a ON, y el teorema 2.5 nos permite concluir que H tiene la propiedad
P(D).

Las proposiciones A.1 y A.2 aseguran que si se cumple alguna de las condiciones
(1)-(5) entonces K mno contiene una copia homeomorfa de SN, y esto concluye la

demostracion. m

En el corolario anterior se prueba que para cada D C K denso, la condicion
BN ¢ K asegura que todo subconjunto t,(D)-compacto y acotado de C(K) tiene
la propiedad P(D). Sin embargo, para que un subconjunto fijo H de C'(K) que sea
tp(D)-compacto y acotado cumpla la condicién P (D), basta pedir que SN ¢ K (por
la condicion (3) del teorema 2.5). La condicién SN ¢ K es poco manejable porque
K depende de H, y en general, es dificil describir K. El siguiente ejemplo demuestra
que ambas condiciones no son equivalentes. Recordemos que un compacto de Eberlein
es un espacio compacto y Hausdorff homeomorfo a un subconjunto de un espacio
de Banach con su topologia débil; se cumple que todo subconjunto uniformemente
acotado y puntualmente compacto de un espacio C'(X) de funciones continuas sobre

un compacto X es débilmente compacto, [38].

Ejemplo 2.6 Existe un compacto K que contiene una copia de SN tal que SN ¢ K

para cierto H.

Para verlo, puede tomarse K = N, D = N y H un subconjunto débilmente
compacto de C(BN) = £°(N), entonces K C C(H,w) es un compacto de Eberlein, y
por ello SN ¢ K. [ ]

Por otra parte, aunque se cumpla SN C K, puede ocurrir que para un subconjunto
fijo D denso en K, siga siendo cierto que todo subconjunto t,(D)-compacto y acotado
de C(K) tenga la propiedad P(D) como ponen de manifiesto el ejemplo 2.8 y la
proposicién siguientes. La proposicion se demuestra con los mismos argumentos con

que se probo el teorema 1.13.

Proposiciéon 2.7 Sea K un espacio compacto y Hausdorff, D un subconjunto denso
de K, H un subconjunto t,(D)-compacto y uniformemente acotado de C(K) y (d,)
una sucesion en D. Si la sucesion {Jn :n € N} es independiente en H, entonces la
clausura de {d,, :n € N} en K es homemorfa a BN. En consecuencia, si la clausura

de cada sucesion de D no es homeomorfa a BN, entonces H tiene la propiedad P(D).
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Ejemplo 2.8 FExiste un subconjunto compacto K que contiene una copia de OGN pa-
ra el cual existe un subconjunto denso D C K tal que la clausura en K de cada

subconjunto numerable de D no es homeomorfa a BN.

Para ello, consideramos el conjunto compacto K := [0, 1]¢ y el subconjunto denso
D :={(%0)acc € K : {a € ¢: x4 # 0} es numerable },

Tenemos que cada sucesion en D es tal que su clausura en K es metrizable, de modo
que dicha clausura no puede ser homeomorfa a GN. Por otro lado, K si contiene una

copia de SN (proposicion A.2). [ ]
En resumidas cuentas, si llamamos
= Cl: N ¢ K;

» (C2: para cada sucesion en D, existe una subsucesion tal que su clausura en K

no es homeomorfa a GN;
» Cl: N ¢ IA(, para un H dado;

= C2: la clausura en la topologia t,(H) de cada sucesion en D no es homeomorfa
a ON (esta condicion es equivalente a que H satisfaga la condicion P(D) por el

teorema 2.5),

se tiene el siguiente cuadro de implicaciones.

C1 EEE—— C2
Proposicion A.1 Proposicion 2.7
ci |— |C2« P(D)

Los ejemplos 2.6 y 2.8 ponen de manifiesto que los reciprocos de C1 = Cl y de
C1 = (2 no se verifican en general. Tampoco se cumple el reciproco de C2 = C2: si
K =N, D =Ny H es un subconjunto de ¢ formado por un solo punto, entonces
se cumple C2 pero no C2.

Y respecto a la propiedad P(D), podemos asegurar que
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= si se cumple C1, entonces para cualquier subconjunto denso D de K y cualquier
subconjunto H de C(K) que sea t,(D)-compacto y acotado en norma, H tiene
la propiedad P(D);

= si fijamos el subconjunto denso D de K y se verifica C2, obtenemos que cualquier
subconjunto H de C(K) que sea t,(D)-compacto y acotado, tiene la propiedad
P(D) para ese D fijo;

» si fijamos el subconjunto denso D de K y el subconjunto H acotado y t,(D)-
compacto de C(K), C2 equivale a la propiedad P(D).

2.1.3. Ejemplos

Los subconjuntos w*-compactos de duales cuyo predual no contiene a ¢! pueden
ser mirados como conjuntos con la propiedad P(D); méas en general, los conjuntos de

Pettis introducidos por Talagrand en [76], tienen la propiedad P(D). Vedmoslo.

Ejemplo 2.9 Subconjuntos w*-compactos del dual de un espacio de Banach que no

contiene una copia isomorfa de (*.

Se cumple que si X es un espacio de Banach y /! ¢ X, entonces todo subconjunto w*-
compacto H de X* tiene la propiedad P(By) en C(Bx«,w*) (notese que X* puede
mirarse como un subconjunto de C'(Bx«,w"), y que Bx es w*-denso en Bx«). La
justificacion de esto tiene sus origenes en los primeros trabajos de Rosenthal sobre
la caracterizacion de espacios de Banach que no contienen una copia isomorfa de ¢!
(ver [63]). Rosenthal prob6 que ¢! ¢ X si, y solo si, toda sucesion acotada (x,) de X
tiene una subsucesion w-Cauchy (es decir, una subsucesion (z,;) tal que (2*(z,,)) es
convergente para cada z* € X*); en el contexto del teorema 1.14, este resultado es
consecuencia de la implicacion (1) < (2). Pues bien, esta propiedad nos dice que cada
sucesion en é} tiene una subsucesion que converge puntualmente en R es decir, H

tiene la propiedad P(Bx). u
Ejemplo 2.10 Los conjuntos de Pettis.

En |76], Talagrand define los conjuntos de Pettis como aquellos subconjuntos H del
dual de un espacio de Banach que son w*-compactos y que verifican la siguiente

propiedad:
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para cada probabilidad de Radon p en (H,w*), y para cada z** en X**,

x|y es p-medible.

Esta ultima propiedad equivale a que EX\ esté contenida en el espacio de funciones
medibles M (u) para cada probabilidad de Radon u en (H,w*), y del teorema 2.5
(equivalencia (1) < (9)) deducimos que

H es un conjunto de Pettis < H tiene la propiedad P(Bx) en C(Bxw,w*)

Esta propiedad es una version localizada de la del ejemplo anterior, ya que la
propiedad X 2 ¢! equivale a que para cada =™ € X**, ™5 , sea medible respecto
a cualquier probabilidad de Radon p en (Bx+,w*) (esto puede verse de nuevo como
una consecuencia del teorema 1.14, utilizando la equivalencia (2) < (8), tomando K

como (Bx«,w*) y Z un subconjunto acotado de X, y teniendo en cuenta que

W

B""™) =By = By € X7),

Por lo tanto, Bx~ es un conjunto de Pettis, y en consecuencia, todo subconjunto

w*-compacto de X* es también un conjunto de Pettis. [

2.1.4. La propiedad P(D) relativa a un conjunto normante de
la bola del dual de un espacio de Banach
Como hemos comentado, uno de nuestros objetivos principales es el estudio de

propiedades de un espacio de Banach respecto a topologias de convergencia puntual

sobre los elementos de un subconjunto normante de la bola del dual.

Definicién 2.11 Sea X un espacio de Banach y B un subconjunto de Bx«. Se dice

que B es un subconjunto normante de Bx+ si para cada v € X se cumple:

]l = sup{ [b"(x)] : 0" € B}

La siguiente proposicion es una bien conocida consecuencia del teorema de Hahn-

Banach.

Proposicion 2.12 Sea X un espacio de Banach y B un subconjunto de Bx+. Enton-

ces B es un subconjunto normante de Bx« si, y sdlo si, D = co(B U (—B)) es denso

en (Bx«,w").



2.1 La propiedad P(D) 29

Demostracion. Suponemos primero que D no es denso en By«. Existira asi un elemento
z _w* ]
x5 de By~ que no estd en D . El teorema de Hahn-Banach nos permite separar
. —w* .
estrictamente el compacto convexo { 2§y } del cerrado convexo D~ de modo que existe

un elemento z € X = (X*,w*)* y escalares @ € Ry € > 0 tales que:
(r) <a<a+e<zi(x) Vz* € BU(—B)

Al ser B normante tendriamos que ||z|| < z§(x), con 2§ € Bx~, lo cual es absurdo.

Reciprocamente, si D es w*-denso en By« entonces, para cada x € X se tiene
|z|| = sup{ |z (x)| : 2* € Bx+ } =sup{|z"(x)| : 2" € D}
ya que & = z|g,. : Bx» — R es w*-continua. [

Asi, si X es un espacio de Banach y B es un subconjunto normante de Bx-,
podemos plantearnos si un subconjunto acotado H de X que sea o(X, B)-compacto

tiene la propiedad P(D) para D = co(B U (—B)), ya que podemos mirar
HC X C C(Bx+,w"),

D es un conjunto denso en Bx- por la proposicion anterior, y la topologia t,(D)
coincide con la topologia o(X, B) en H. Por ejemplo, la proposicion 2.2 nos asegura

lo siguiente

= Si el subconjunto H anterior es débilmente compacto, entonces H tiene la pro-
piedad P(D), con D = co(B U (—B)), para cualquier subconjunto B que sea

normante en Bys.

» Si el subconjunto H es o(X, B)-compacto, acotado y débilmente separable, en-
tonces H tiene la propiedad P(D) para D = co(B U (—B)).

Observacioén: El teorema 1.16 nos asegura que el conjunto BcC C(H) cumple alguna
de las condiciones del teorema 1.14 si, y solo si, D = co(B U (—B)) cumple alguna de
dichas condiciones, por lo que puede trabajarse indistintamente con BoDsi queremos
comprobar que verifica alguna de las condiciones equivalentes del teorema 2.5. Es
por ello que, en adelante, cuando se presente esta situacion nos referiremos sin mas

comentarios a las propiedades P(D) o P(B).

El corolario 2.5.1 nos proporciona un caso importante en que se da la condicion
P(D).
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Proposicion 2.13 Sea X un espacio de Banach que no contiene una copia isomorfa
de (*(c). Si B es un subconjunto normante de Bx«, entonces todo subconjunto acotado
y (X, B)-compacto en X tiene la propiedad P(B).

Demostracion. El corolario 2.5.1 nos asegura que si X es un espacio de Banach tal que
(Bx+,w") no contiene un subconjunto homeomorfo a SN, entonces todo subconjunto
H de X que sea acotado y o(X, B)-compacto (con B normante en Bx-) tiene la
propiedad P(B); teniendo en cuenta que los espacios de Banach cuya bola dual con la
topologia w* no contiene un subconjunto homeomorfo a SN son justamente aquellos
espacios que no contienen una copia isomorfa de ¢*(c), donde c tiene el cardinal del

continuo (ver apéndice A.7), podemos concluir el resultado. [

La proposicion anterior es valida para una amplia clase de espacios de Banach (ver
la seccion A.2.3 en el apéndice). En particular es valida en el caso en que (Bx«,w®)
es o bien secuencialmente compacta, o bien angélica, lo que extiende los casos que se

recogen en [18] y [19].

El resultado de la proposicion 2.13 puede localizarse, como demostramos en el
siguiente teorema. Dado H fijo, para obtener la condicion P(B) en H basta que el

propio H no contenga una familia equivalente a la base canénica de ¢*(c).

Teorema 2.14 Sea X un espacio de Banach, B un subconjunto normante de Bx- y
H un subconjunto acotado y o(X, B)-compacto de X. Si H no contiene una familia

equivalente a la base candnica de *(c), entonces H tiene la propiedad P(B).

Demostracion. Podemos suponer de partida que B es absolutamente convexo (es decir,
B coincide con D = co(BU(—B))), ya que en las hipotesis del enunciado se cumple que
H es o(X, D)-compacto. Estamos asi en las condiciones del teorema 2.5, luego basta

demostrar que B no contiene ninguna sucesiéon independiente en H. Por reduccion al

*

*) una sucesion en B para la que existen nimeros reales a < (3 de

absurdo, sea (x

modo que si R y S son subconjuntos finitos y disjuntos de N, se cumple:

(WHheH ayh)<ayn({heH:z(h)>B}+#0 (2.1)
neR nes
Por la o(X, B)-compacidad de H, para cada subconjunto M C N, existe z); € H tal
que
x(zy) <a VYneM y zy(xy) >0 YneN\M (2.2)
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En efecto, dado M C N, enumeramos los conjuntos
M={my,...omp,...} 'y N=N\M={ny,...,my,...}

Definimos My == {mq,...,mp} y N; = {ny,...,n; }, para cada k,j € N (si M
fuera finito, (M} ) seria constante a partir de cierto subindice; lo mismo ocurriria si N

fuese finito). Utilizando la ecuacion (2.1), obtenemos que la familia de subconjuntos
o(X, B)-cerrados de H

(ﬂ{heH;x;(h)ga}m ﬂ{heH:ﬁ(h)gﬁ})
keN

neMy neENg

verifica la propiedad de la interseccion finita, luego al ser H un conjunto o(X, B)-
compacto, existird ), € H que esta en la interseccion de todos los elementos de dicha

familia; este x), verifica la ecuacion (2.2).

Enumeramos ahora los polinomios con coeficientes racionales (p,), y definimos
M; ={n € N:p,(t) >0} para cada t € R. La familia (M,;);cg en P(N) verifica la
siguiente condicion: para cada par de subconjuntos Py @) de R finitos y disjuntos, se

cumple

(ﬂ Mt) N (ﬂ(N\Mt)) £ 0 (2.3)

tepP teqQ

Para terminar, utilizamos el razonamiento de [61, proposition 4|, para demostrar que
la familia (7, )ier de H es equivalente a la base canoénica de ¢'(c). Demostraremos

que si (@;);ea es una familia finita de nimeros reales (con A C R), se cumple:

E QT

1€A

TERTOR DI

1€A

Sean ) = {i:«a; >0}y P ={i:a; <0} Laecuacion (2.3) nos asegura que existe

un namero natural ny € ﬂ M; N ﬂ(N \ M;), y por lo tanto la ecuacion (2.2) nos
ieP jeQ

permite afirmar que

xr (xy,) <a VieP y vy (Ta,) > 8 VieQ

*
no

A partir de aqui, podemos distinguir dos casos:
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Caso 1. Si (a + ) - Z a; > 0, entonces:
icA

2B-a) Ylad <28 -a)- Yol + TS =

i€A €A 1€A

=B8Y witad o< (o) + > airg (wa) =

1€Q 1€EP 1€Q iEP

= Z iz, (7ar) < Z Ty,

€A i€A

Caso 2. Si (a+ ) - Zai < 0, basta considerar 3; = —q; para cada ¢ € A. Por el caso
icA
1, se cumple

LB-a)- Y18l <

2 ;
€A

Z Bit v

i€A

1
de donde 5(6 —a)- Z lay| <
icA

E QT v,

i€A

, lo que concluye la demostracion. [

Notese que si X = C(K), y D es un subconjunto denso en K, D puede mirarse

como un subconjunto normante de Beo(xy- ya que para cada f € C(K)

I} =méx{ |f(k)] - k € K} =sup{[f(d)| :d € D}

donde se utiliza la continuidad de f y la densidad de D en K. Por lo tanto, el teorema

anterior aplicado a esta caso concreto nos dice lo siguiente:

Corolario 2.14.1 Si H es un subconjunto t,(D)-compacto y uniformemente acotado
de C(K) que no contiene una familia equivalente a la base candnica de £*(c), entonces
H tiene la propiedad P(D).

El resultado anterior y el considerado en la condicion (5) del corolario 2.5.1 son ambas
suficientes para obtener la propiedad P(D) en C(K). Sin embargo, hemos de hacer
notar que ambas propiedades tienen un matiz diferente. El corolario 2.5.1 asegura
la condicion P(D) para cualquier subconjunto acotado y t,(D)-compacto de C(K)
siempre que no exista una copia isométrica de ('(c) en C(K), en particular si C(K)
no contiene una copia isomorfa de £!(c). Sin embargo puede suceder que exista una
copia isomorfa de ¢!(c) en C(K) sin que exista una isométrica (ver los comentarios tras

el teorema A.7); en este caso, basta con que dicha copia isomorfa no esté generada por
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el subconjunto ¢,(D)-compacto y acotado H, para que el propio H tenga la propiedad
P(D).

En el caso de un espacio de Banach X, para subconjuntos débilmente Lindelof,

podemos demostrar el siguiente resultado.

Proposicién 2.15 Sea X un espacio de Banach, B un subconjunto normante de Bx«
y H un subconjunto acotado, o(X, B)-compacto de X y Lindeldf para la topologia
o(X, X*). Entonces H tiene la propiedad P(B).

Demostraciéon. El teorema 2.14 nos asegura que basta demostrar que H no contiene
una familia equivalente a la base canénica de ¢(c). Por reduccion al absurdo, supon-
gamos que {eq }ac. es una familia en H tal que Y = span{e,}, . es isomorfo a ¢'(c),

Y = (*(c). Definimos la forma lineal continua en Y
v ((22) = 3 o
y consideramos para cada subconjunto numerable A C ¢
Ri={h=(ho) e HNY :2*(h)=1y hy,=0,Va e A}

Cada R4 es no vacio (notese que e, € H NY para cada o € ¢) y débilmente cerrado
(para ello puede utilizarse que tanto z* como e}, pueden extenderse a formas lineales

en X ), y cada interseccion numerable ﬂ R 4 es no vacia, y sin embargo la intersecciéon
numerable

total ﬂ R4 si es vacia. Esto nos dice que H N'Y no es w-Lindel6f, en contradiccion
con el hecho de ser HNY un subconjunto w-cerrado en el espacio de Lindelof (H,w).

Corolario 2.15.1 Sea K un espacio compacto Hausdorff, D un subconjunto denso
de K y H un subconjunto t,(D)-compacto y uniformemente acotado de C(K) que
ademds es Lindeldf para la topologia débil. Entonces H tiene la propiedad P(D).

Demostracion. Se deduce de la proposicion anterior tomando X = C(K)y B =D en

BC(K)*- n

Como veremos en el siguiente capitulo, estos dos ejemplos relativos a la condicion
de Lindel6f respecto a la topologia débil pueden mejorarse; en ambos casos no so6lo se
obtiene la condicion P(D), sino que puede obtenerse la fragmentabilidad en norma

que, como veremos es una condicion mas fuerte que la propiedad P(D).
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2.2. Consecuencias de la propiedad P(D)

2.2.1. Integrabilidad de Pettis

En este apartado estudiaremos caracterizaciones de la condicion P(D) en términos
de integrabilidad. Nos situaremos en el contexto natural de los espacios de Banach,
y partiremos de un subconjunto H acotado y compacto para la topologia o(X, B)
de convergencia sobre un subconjunto normante de la bola del dual; en particular
demostraremos que la propiedad P(B) equivale a la integrabilidad universal en el
sentido Pettis de la aplicacion inclusion ¢ : H — X, o bien a la medibilidad universal

de dicha aplicacion.

Para comenzar recordaremos algunas definiciones.

Definiciéon 2.16 Sea (Q, %, p) un espacio de probabilidad completo y X un espacio
de Banach. Una funcion f : Q — X se dice escalarmente medible si x*o f : Q — R
es u-medible para cada x* € X*. De la misma forma f se dice integrable Pettis si se

verifica:
(i) z* o f € L'(u) para cada x* € X*.

(i) Para cada E € X, existe un elemento vp € X tal que

o (rp) = /E(:L’* o f)(w)du(w) para cada x* € X*

En el caso en que f sea integrable Pettis, se escribe xp = (P) — / fdu, para cada
E
EeX.

St H es un espacio Hausdorff compacto, una funcion f: H — X se dice que es:

(i) universalmente escalarmente medible si f es escalarmente medible para cada
probabilidad de Radon en H;

(i1) universalmente integrable Pettis si f es integrable Pettis para cada probabilidad

de Radon en H.

Antes de plantear las distintas condiciones equivalentes a la propiedad P(D), es-
tableceremos un resultado que sera clave para lo que sigue, en el cual se utilizan
argumentos similares a los del clasico teorema de Krein-Smulian, |26, [1.2.11], pero

con técnicas mas complicadas.
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Teorema 2.17 Sea X un espacio de Banach, B un subconjunto normante de Bx« y
H un subconjunto de X acotado y (X, B)-compacto. Si H tiene la propiedad P(B),
entonces cualquier probabilidad de Radon p en el compacto (H,o(X,B)) tiene un

baricentro en X, es decir, existe un unico elemento v, € X tal que
" (x,) = / z*(h)du(h) para cada x* € X*
H

Demostracion. Sea p una probabilidad de Radon en H. Probaremos que p tiene un
baricentro x, en X. Para ello, sean D = co(BU (—B)) y D= {a*|y:2* € D}. Por

ser B un subconjunto normante de Bx+, se cumple:

—=tp(H)
D ={a"|g:2" € Bx«} (2.4)

Por otro lado, como H tiene la propiedad P(B), se cumplen las condiciones equivalen-
—tp(H)

tes del teorema 2.5, y en particular, D " esun subconjunto del espacio de funciones

medibles M (u) que verifica la propiedad de Bourgain. Por lo tanto, podemos definir

el operador lineal 7, : X* — R mediante la expresion

7,6 = [ () duth)

Se cumple que T},| 5. es w*-continuo: en efecto, si A es un subconjunto de Bx-, hemos
de probar que TM(ZW*) C T,,(A). Tomemos a € Xw*; como { z*|g : x* € Bx« } verifica
la propiedad de Bourgain, también la verifica el subconjunto de restricciones A|gy y
la proposicion 1.6 nos asegura que existe una sucesion (a,) en A tal que a,|g — aly
en casi todo punto. El teorema de la convergencia dominada de Lebesgue nos asegura
entonces que T),(a,) — T,(a), y se tiene la w*-continuidad de 7),|p,.-

El teorema de completitud de Grothendieck ([49, §21.9.(4)]) nos permite asegurar

que 7}, es w*-continua, por lo que existird z, € X tal que para cada x* € X* se cumple

T,(a%) = (o) = [ o (h) duth) (2.5)

H

lo que nos da el baricentro que buscibamos. [

Este resultado aparece en [18, corollary 5.1] en el contexto de los espacios C'(K)
(aunque la demostracion valdria también en nuestro caso); esta demostracion se dife-
rencia de la que aparece en [18| en que aqui utilizamos la propiedad de Bourgain en

vez de propiedades relativas a la p-estabilidad, lo cual simplifica la demostracion.
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Teorema 2.18 Sea X un espacio de Banach, B un subconjunto normante de Bx+ y
H un subconjunto acotado y o(X, B)-compacto de X . Las siguientes condiciones son

equivalentes.
(1) H tiene la propiedad P(B).

(2) La inclusion i : H — X es universalmente escalarmente medible, es decir, para
cada probabilidad de Radon p en H y cada x* € X*, la aplicacion x* o1 es

u-medible.

(3) Para cada probabilidad de Radon pv en H, cualquier funcion de { x*|g : * € X* }

es p-medible, y ademds existe x,, € X tal que

z*(x,) = /H:E*(h) du(h)  para cada x* € X*

(4) La inclusion i : H — X es universalmente integrable Pettis.
(5) El conjunto { z*|g : z* € X*} estd contenido en B.(H).

Demostracion. Las implicaciones (1) = (2) y (1) = (3) estan contenidas en la demos-
tracion del teorema 2.17, y la implicacion (3) = (2) es obvia.
Para la demostracion de (2) = (1): a partir de la hipotesis de (2) y de la igualdad
—tp(H)
={z"|g:2" € Bx-}

que hemos obtenido en la demostracion del teorema 2.17 (es la ecuacion (2.4); para
esta igualdad solo se necesita la condicion de ser B normante), obtenemos que Etp(H)
es pu-medible para cada probabilidad de Radon en H, y asi el teorema 2.5 nos asegura
que H tiene la propiedad P(B).

La equivalencia de (1) y (5) se deduce nuevamente de la igualdad (2.4) y del teore-

ma 2.5.

Por ultimo, es claro que la condicion (4) implica (2), y para terminar la prueba
veamos que (1) = (4). El teorema 4-2-3 de |76] nos asegura que para probar que
t : H — X es universalmente integrable Pettis, basta comprobar que el conjunto
7 = Etp(H) dado por la ecuacion (2.4), es tal que la identidad id : (Z,t,(H)) — (Z,w)
es continua. Ahora bien, teniendo en cuenta la equivalencia (1) < (7) del teorema 2.5
y la proposiciéon 1.6, deducimos que Z cumple la propiedad de Bourgain para cada
probabilidad de Radon en H, y como el conjunto Z es uniformemente integrable, el

corolario 1.6.1, nos permite concluir el resultado. [
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2.2.2. La propiedad de Krein-Smulian

El teorema de Krein-Smulian es un teorema clasico que, en espacios de Banach,
afirma que la envoltura convexa y cerrada de un subconjunto débilmente compacto
es también débilmente compacta. En realidad, la estabilidad de los compactos res-
pecto a la operacion de tomar envolturas convexas y cerradas no es exclusiva de la
topologia débil de un espacio de Banach. El teorema de Krein-Smulian es de hecho
valido para espacios localmente convexos casi completos con su topologia de Mackey,
[49, §24.5(4)|. Este teorema general de Krein-Smulian no puede utilizarse a priori pa-
ra topologias (X, B) donde B C By es normante. Demostraremos, sin embargo,
que si se puede obtener un teorema de Krein-Smulian para subconjuntos acotados y
o(X, B)-compactos que verifican la propiedad P(B).

Para fijar ideas comenzamos dando una definicién.

Definicién 2.19 Sea X un espacio de Banach y T una topologia en X. Si H es un
subconjunto acotado y T-compacto de X, diremos que (H,T) tiene la propiedad fuerte

de Krein-Smulian (propiedad KSf) si se verifican las condiciones:

(i) co(H)  es T-compacta.

(ii) co(H) = co(H)' '

Diremos que el espacio (X, T) verifica la propiedad fuerte de Krein-Smulian (propiedad

KSf) si cada subconjunto T-compacto y acotado de X tiene la propiedad KSf.

El siguiente teorema, que aparece en [18] en el contexto de los espacios C'(K),
demuestra que los conjuntos con la propiedad P(B) tienen la propiedad KSf dotados
de la topologia o (X, B). La clave fundamental para la demostracion es el teorema 2.17

de la seccion anterior.

Teorema 2.20 (Cascales y Vera) Sea X un espacio de Banach, B un subconjunto
normante de Bx- y H un subconjunto de X acotado y o(X, B)-compacto. Si H tiene

la propiedad P(B), entonces

(1) (H,o(X,B)) wverifica la propiedad KSf, es decir, MU(X,B)

compacto, y se cumple

es o(X,B)-

@ — o)
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(2) CO(H)U(X’B) tiene la propiedad P(B).

Demostracion.

(X,B)

(1) Probaremos primero que cada punto de co(H )J es el baricentro de una pro-

babilidad de Radon en (H, (X, B)). Denotamos por P(H) al conjunto de probabili-
dades de Radon en el compacto H, y definimos la aplicacion ¢ : P(H) — X mediante
o(p) = z,, (siendo z,, el inico baricentro dado por la ecuacion (2.5) del teorema 2.17).
El conjunto de elementos de X que son baricentro de alguna probabilidad de Radon
en H es asi p(P(H)). La unicidad del baricentro nos asegura que ¢ es afin; ademas
¢ es continua respecto a las topologias w* = o(C(H)*,C(H)) y o(X, B). Por otro
lado, P(H) es convexo y w*-compacto, de modo que (P (H)) es un conjunto convexo

y o(X, B)-compacto que contiene a H (cada h € H es el baricentro de la medida
p = 6p). De aqui se concluye que CO(H)U(X’B) C @(P(H)). Como el conjunto P(H) es
(X,B)

w*-compacto y ¢ es continua, se deduce que CO(H)U es o(X, B)-compacto.

Para probar la igualdad de envolturas convexas y cerradas respecto a las topologias
———(X,B) _ ———
o(X, B) y de la norma, solo hace falta demostrar que co(H) BB CO(H)” ”
o(X,B —
(5 que no esta en CO(H)” ”

. En otro
caso existiria un elemento x de co(H) ; ahora bien por

el teorema de Hahn-Banach, existiria zj; € X™ tal que

sup o(h) < xp() (2.6)

Como z € co(H)J(X’B)

baricentro de alguna probabilidad de Radon pen H, y por tanto, como zj € X*, seria

, el razonamiento anterior nos permitiria asegurar que x es el

£h(x) = /H 25 (h) du(h)

en contradiccion con la desigualdad 2.6.

X,B)

(2) Por ultimo, probaremos que CO(H)J( tiene también la propiedad P(B). Si

H tiene la propiedad P(B), es obvio que también la tendra co(H), es decir, dada
la sucesion (b,) en B, existe (b,;) tal que (h(by,)) converge para cada h € co(H).

o(X;B)  ——==1l |

Tomamos ahora un elemento h en co(H) = co(H) . Existira asi una sucesion

(hy) en co(H) tal que lim h,, = h en norma. Veamos asi que existe

lim h(d,;) = im(lim A, (dy;)) = @
J m

J
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Sea e > 0. Como sabemos que existe el limite lim h,,(b,,) = o, para cada m fijo, y que
J

(o) esta acotada debido a la acotacion de H, podemos suponer que (a,,) converge

a un namero a € R (trabajando con una subsucesion si es necesario). Por tanto sera:
|7 (bn,) = af < [h(br;) = T (b, )| 4 | (b, ) — Q| + [ — ]

El primer sumando es menor que /3 si m > mg (por la convergencia en norma de
(hm) a h), el tercero es menor que /3 para m > m; por la convergencia de (o), y

el segundo, una vez elegido un m > max{mg, m,} es menor que /3 si j > jo(m). En

)

suma |h(b,,) —a| < e si j > jo, luego (h(by;)) converge para cada h en co(H)"

Como consecuencia del teorema anterior, y de los ejemplos considerados en los

apartados anteriores, podemos enunciar el siguiente resultado.
Teorema 2.21 Los siguientes espactos tienen la propiedad KSJ.

1. (C(K),t,(D)) donde K es un espacio compacto que no contiene a SN y D es un
subconjunto denso en K (en particular, si se cumple alguna de las condiciones
del corolario 2.5.1).

2. (X,0(X,B)) donde B es un conjunto normante en Bx« y X no contiene una

copia isomorfa de (*(c) (& BN ¢ (Bxx,w*)).

3. (X*,w*) si X no contiene una copia de (*.
También se cumple la propiedad KSf en los siguientes casos localizados:

1. (H,w*) si H es un subconjunto de Pettis del dual de un espacio de Banach.

2. (H,o(X,B)) si H es un subconjunto de un espacio de Banach X tal que H
no contiene una sucesion equivalente a la base de (*(c) y B es un subconjunto

normante de Bx«.

3. (H,o(X,B)) si H es un subconjunto w-Lindeldf de un espacio de Banach X y

B es un subconjunto normante de Bx».

Una aplicacion directa del teorema 2.20 es la siguiente: si /' un espacio compacto
y Hausdorff, D un subconjunto denso de K y H C C(K) tiene la propiedad P(D),
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————ty(D
entonces co(H) "D o5 un subconjunto t,(D)-compacto y uniformemente acotado de
C(K), y se verifica

mtp([)) _ W” I
Esto se deduce directamente del teorema 2.20, tomando X = C(K) y B = D como

subconjunto normante de Be(x)-.

Observacion. Notese que el caso C(K') puede deducirse directamente del caso del Ba-
nach (teorema 2.20). Sin embargo, si hubiéramos procedido al revés, es decir, probando
primero que los conjuntos con la propiedad P(D) de C'(K) verifican la propiedad KSf,
para después deducir el caso de los conjuntos H o(X, B)-compactos y acotados de un
espacio de Banach, con B normante, nos hubiéramos encontrado con un matiz nuevo:
aunque la demostracion del caso C'(K) seria totalmente andloga a la que hemos he-
cho, para deducir que la envoltura convexa y o(X, B)-cerrada de H es un subconjunto

o(X, B)-compacto en X, deberiamos hacerlo en dos pasos:

- primero, utilizar el caso del C(K) para obtener que dicha envoltura es o(X, B)-

compacta en C'(Bx~);

(X,B)

- segundo, utilizar la formula co(H)’ = co(H)|| ”

, para comprobar que real-

mente la o(X, B)-envoltura se queda en el espacio X.

2.2.3. La propiedad débil de Radon-Nikodym

Hemos visto ya en una seccion anterior propiedades que relacionaban la condicion
P(D) con la integrabilidad en el sentido Pettis. En este apartado queremos seguir en
esa linea de resultados, y demostrar ahora que la condiciéon de ser H un subconjunto
de C(K) convexo y con la propiedad P(D) es equivalente a que H tenga la propiedad
débil de Radon-Nikodym (WRNP). Recordemos la definicion de las propiedades de
Radon-Nikodym.

Definicién 2.22 Un subconjunto H cerrado, acotado y convero de un espacio de
Banach X tiene la WRNP (propiedad débil de Radon-Nikodym) si para cada espacio
de probabilidad completo (Q, %X, ) y cada medida vectorial m : ¥ — X tal que

m(E)
u(E

~—

AR(m) ;:{ :EGQ,M(E)>O}
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estd contenido en H, existe una funcion integrable Pettis f: Q — X tal que

m(A) = /Afdu

para cada A en . Cuando f puede tomarse integrable Bochner se dice que X tiene
la propiedad de Radon-Nikodym (RNP).

Necesitaremos también la nocién que sigue.

Definicién 2.23 Dado un espacio de probabilidad completo (2, X, p), se llama lifting
de L® (1) a una aplicacion p : L®(u) — L2°(u) que cumple:

(1) p es lineal y multiplicativa;

(ii) p(f) € [f] para cada f € L>®°(u), donde denotamos por [f]| a la clase de equiva-
lencia de f en L>®(u);

)

(iii) p(1) = 1.

A partir de las condiciones de la definicion puede demostrarse que un lifting con-
serva el orden y la norma || ||«. Uno de los resultados principales referidos a los
liftings es que existe un lifting para cada espacio de probabilidad completo (2, %, )
(ver [51], [41], y [10]), propiedad que utilizaremos en el siguiente teorema que aparece
en |18, theorem 7|.

Teorema 2.24 Sea X un espacio de Banach, B un subconjunto normante de Bx« y
H un subconjunto acotado y o(X, B)-compacto de X. Las siguientes condiciones son

equivalentes.

(1) H tiene la propiedad P(B).

(2) CO(H)J(XB) es un subconjunto acotado en norma y o(X, B)-compacto de X que

verifica la propiedad débil de Radon-Nikodym (WRNP).

Demostracion.

(1) = (2) Por el teorema 2.20, si H tiene la propiedad P(B), entonces también la

X,B ) .
( ), luego basta probar que si H es convexo y verifica la

condicion P(B) entonces H tiene la WRNP.

. ag
tiene el convexo co(H)
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Sea (€2, X, 1) un espacio de probabilidad completo y m : ¥ — X una medida vec-
torial tal que AR(m) esta contenido en H. Sea p un lifting en L>°(u). Por argumentos

similares a los que se utilizan para demostrar la equivalencia
¢ X < X*tiene la WRNP

(ver |43]), puede obtenerse una funcion f : Q — H que sea medible respecto a la o-
algebra de Baire en (H,0(X, B)), Baire(H,o(X, B)), y que verifica las condiciones:

(a) pz*o f)=a"of

(b) z*(m(E)) = / x¥o fdu, VE € X

E
para cada z* en span(D) C X*, donde D = co(B U (—B)) e identificamos cada
elemento d en D con la aplicacion d : X — R dada por d(f) = f(d).

Fijado ahora w € (2, la aplicacion de C(H) en R que a cada ¢ € C(H) hace
corresponder p(¢ o f)(w) es lineal, continua con norma < 1 y multiplicativa, luego

existe un tunico elemento h, en H tal que:

pldo f)w) = ¢(h,) para cada ¢ en C(H)

Definimos asi pg(f) : @ — H mediante py(f)(w) = h,. En adelante denotaremos co-
mo g la aplicacion pg(f), que es medible respecto a Baire(H,t,(D)) por la definicion.
Dado x* € span(D), se tiene que z* o f = p(z* o f) = x* o g, y por tanto f = g. Lla-
mamos v = pf ' = ug~! a la medida imagen de f. Utilizando el teorema 2.1 de [10]
se obtiene que f es medible respecto a la o-algebra de Borel Borel(H,o(X, B)) y que
v es una medida de Radon en (H,o(X, B)).

Finalmente, como H tiene la propiedad P(D), el teorema 2.18, nos asegura que
1 : H — X es universalmente escalarmente medible, y en particular para cada x* € X*,
x* o1 es v-medible. Por tanto, f es u-escalarmente medible. Ademas, usando de nuevo
el teorema 2.18, dados A € T y el subconjunto f(A) de H se tiene que existe f4 en

X tal que para cada z* en X* se cumple la igualdad

x* = o dy = ¥y d - = *o fd
(Fa) /f(A)x\H /m o d(ef ™) / fdu

y por la condicion (b) anterior, se cumple f4 = m(A) = (P) — / fdu.
A

(2) = (1) Basta probar que si H es convexo con la WRNP, entonces H tiene la

propiedad P(B). Tomamos un subconjunto numerable A de D, y consideramos la
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aplicacion restriccion Ry : C(Bx+) — C(A). Sea v una probabilidad de Radon en
el subconjunto ¢,(A)-compacto Rz(H). En estas condiciones existe una probabilidad
de Radon p en (H,o(X, B)) tal que v es la medida imagen por Ry de p (ver |27,
apéndice B]).

Para cada conjunto de Borel C' en (H,o(X,B)), sea m(C) el elemento de X
definido por

m(C)(d) = /C h(d) du(h)

Asi m : Borel(H,o(X,B)) — X es una medida vectorial p-continua y cumple que
AR(m) C H, luego por hipotesis existird una funcion Pettis integrable f : H — X
tal que f(H) C H, y que cumple m(C) = (P) — / fdp para cada C' € Borel(H).
Sea ahora g = Ry o f. Se cumple asi que Rz(m(C)(j = [ gdp, y ademés para cada
d € Ay cada conjunto de Borel C de (H,0(X, B))

/C Q) du(h) = / h(d) dyu(h) = R(m(C))(d) =

~

— d(Rx(m(C)) = /C d(g(h)) du(h)

Asi para cada d € A se cumple que d(h) = d(g(h)) en casi todo punto. Al ser A
numerable existird un subconjunto p-nulo N de H, tal que d(h) = d(g(h)),Vd € Ay
Vh € H\ N. Las aplicaciones g y R4|y estan definidas de H en C'(A) y coinciden sobre
los elementos de A para cada h en H \ N, por lo que g y R4|g coinciden salvo en un
conjunto de p-medida nula. Por su definicion g es escalarmente medible luego Ry|y
también lo serd, por lo que para cada ¢ en (C'(A))*, ¢ o Rx|y es y-medible. Entonces
¢|r(m) es v-medible utilizando [67, teorema 1.5.9], y asi tendremos que Rz(H) tiene
la propiedad P(A) (utilizando el teorema 2.20). Esto, junto con la proposicion 2.3,

concluye la demostracion. [ ]
Podemos demostrar asi la siguiente consecuencia.

Corolario 2.24.1 Sea X un espacio de Banach y B es un subconjunto normante de
Bx+. Si H es un subconjunto convezro, acotado, o(X, B)-compacto de X y tal que
no contiene una familia equivalente a la base candnica de (*(c), entonces H tiene la
WRNP. En particular, si X no contiene una copia de £*(c), entonces todo subconjunto
convezo, acotado y o(X, B)-compacto de X tiene la WRNP.

Demostracion. Se deduce del teorema 2.24 y de la proposicion 2.14. [



44 Fragmentabilidad débil

Corolario 2.24.2 Sea K un espacio topoldgico compacto y Hausdorff que no contiene
una copia de ON. Entonces para cada subconjunto D denso en K se verifica que todo

subcongunto acotado, convexo y t,(D)-compacto de C(K) verifica la WRNP.
Demostracion. Se deduce del teorema 2.24 y del corolario 2.5.1. ]

Notese que, en particular, el corolario anterior es valido si se cumple alguna de las

condiciones (1)—(5) del corolario 2.5.1.

2.2.4. Otra caracterizacion de la propiedad P(D). Resultados

de tipo Krein-Milman

En el teorema 2.20 hemos puesto de manifiesto que si H tiene la propiedad P(B),
entonces H tiene la propiedad KSf. Aqui analizamos una especie de reciproco de esta

afirmacion, asi como la validez de formulas del tipo

H = co(ext(A)) !
para conjuntos convexos y o(X, B)-compactos que verifican la propiedad P(B). Como
colofon de la seccion tendremos demostrada la equivalencia de las siguientes condicio-

nes.
(o) H tiene la propiedad P(B).

(6) Para cada subconjunto o(X, B)-compacto y convexo A de H se cumple

A= co(ext(A))” ”

donde ext(A) es el conjunto de puntos extremales de A.

(v) Para cada subconjunto A de H, que sea o(X, B)-compacto se cumple

—— o XB)  — = |

co(A) = co(A)

La implicacion (o) = () se demuestra en el teorema 2.25, () = () en el
teorema 2.26 y () = («) en el teorema 2.28. Nuestras pruebas se basan en algunas
ideas que Haydon utiliz6 para demostrar propiedades analogas para subconjuntos w*-
compactos de duales cuyo predual no contiene a £*.

Recordemos también dos resultados clasicos que necesitaremos



2.2 Consecuencias de la propiedad P(D) 45

» El teorema de Milman (ver |25, chapter 9|) que nos dice: si K es un subconjunto
convexo y compacto de un espacio localmente convexo y F' es un subconjunto

cerrado de K tal que co(F') = K, entonces F' contiene todos los puntos extre-
males de K.

» El teorema de Bishop-Phelps (|24, chapter 1|) que afirma que el conjunto de
funcionales del dual de un espacio de Banach X que alcanzan su maximo en un

subconjunto cerrado, acotado y convexo fijo de X es denso en X*.

Teorema 2.25 Sea H un subconjunto acotado y o(X, B)-compacto de un espacio de
Banach X, donde B es un subconjunto normante de Bx-. St H es convezxo y tiene
la propiedad P(B), entonces H es la envoltura cerrada y convexa en norma de sus
puntos extremales, es decir,

H— m” Il

Demostracion. Denotamos A = co(ext(H)) , y suponemos por reduccion al absurdo

que H # A. En estas condiciones existird ¢ € X* tal que

sup ¢ (h) > sup p(x) (2.7)
heH €A

El teorema de Bishop-Phelps asegura que puede tomarse ¢, en X* que verifica la
desigualdad anterior y ademas alcanza su maximo en H. Supondremos por comodidad
que dicho méximo vale 1.

Sea ahora F' = {h € H : ¢y(h) = 1} que es un subconjunto no vacio y convexo

de H. Definimos asi el o(X, B)-compacto y convexo C' = FoXB)

y el conjunto de
extremales F = ext(C'). Notese que para cada e € E se cumple py(e) < 1 (en otro
caso, seria ENF # (), pero todo punto de ENF es necesariamente un punto extremal

de H, con lo que se cumpliria sup po(z) = 1, en contradiccion con la ecuacion (2.7)).
z€A

Por tanto se tiene:

2= (Eﬁ {h € E:po(h) < 1— %}J(XB))

n=1

E es un espacio de Baire con la (X, B)-topologia relativa (ver |20, 27.9]) por lo que

existiran un numero n € N y un (X, B)-abierto O C E que esta contenido también
o(X,B

en un conjunto E, ={h € E:po(h) <1—1/n} %5 Por el teorema 2.18, tenemos

que olg € B,(H,o(X, B)) por lo que la restriccion de ¢ a la (X, B)-clausura de
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O tiene algiun punto de (X, B)-continuidad. Elegimos asi un subconjunto o(X, B)-

1

cerrado U en C' tal que (intgU) N O # 0 y tal que osc(poly) < % (intgU denota el
n

interior de U en la topologia o(X, B) relativa en E).

Teniendo en cuenta que

C= co(E)J(X’B) = co <co(U)

O'(X,B) ’ WU(X,B))

)

y como E \ U tiene interseccion vacia con el o(X, B)-abierto (intgU) N O de E, el

X,B . :
708) esta contenido estrictamente en C,
o(X,B

teorema de Milman nos dice que co(E \ U)
y por tanto F' contiene puntos que no estan en W ). Sea asi hg € F con
ho = Ahy + (1 — A)hy, siendo hy € WU(X’B) y hy € WU(X’B) y A > 0. Como
wolho) = 1y @o(h1) < 1y wo(he) < 1, basta probar que ¢g(hy) < 1 para llegar a
una contradiccion. Para ello tomamos la probabilidad de Radon 4y, definida en U.

Tendremos que
aolh) = [ oth) dsh
U

Como U N E,, # 0 y la oscilacion de ¢y en U es menor que 1/2n, ¢o(h) serd menor

que 1 — % para cada h en U, luego ¢o(h1) < 1, en contradiccion con lo anterior. m

Usaremos de nuevo el teorema de Milman para probar la implicacion (5) = (v)

de nuestro esquema general.

Teorema 2.26 Sea H un subconjunto convexo y o(X, B)-compacto de X tal que para

cada subconjunto F' de H que sea o(X, B)-cerrado y convexo se cumple que

F = co(ext(F))” ”

Entonces para cada subconjunto A de H o(X, B)-cerrado se cumple que

MJ(XB) _ m” I

Demostracion. Sea A un subconjunto (X, B)-compacto de H. Entonces:

—0(X,B) (1) o(X,B) il (2)

co(A) = co(ext(co(A) ) C co(A)” [

donde la igualdad (1) se obtiene a partir de la hipotesis y el contenido (2) gracias al
teorema de Milman. Esto nos dice que las clausuras de co(A) en la norma y en la

topologia o(X, B) coinciden. u
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Para terminar este apartado probaremos que si se cumple la condicion (7), en-
tonces H tiene la propiedad P(B). Para este resultado desarrollaremos la proposicion
siguiente que se basa en una de Talagrand (|76, 7-3-5]) que relaciona los conjuntos

que no son de Pettis con la bola unidad del espacio £°°.

Lema 2.27 Sea K un espacio Hausdorff compacto, D C K denso y H un subconjunto
uniformemente acotado, convexo y numerablemente compacto para la topologia t,(D)
en C(K). 8i D = {d:H—R:de D} contiene una sucesion independiente en H,
entonces existe una funcion f : H — [—1, 1]N continua y afin tal que para algun € > 0

se cumple que [, C f(H).

Demostracion. Suponemos sin pérdida de generalidad que H esta acotado uniforme-
mente por 1. Sea (d,) € D una sucesién independiente en H. Por tanto, existen a < 3

tales que si Py @ son dos subconjuntos finitos y disjuntos de N se tiene:

(ﬂ{heﬂrh(dn) <a}> N (ﬂ{heH:h(dn)) >6}> £0)
nepP neQ

Como H esta uniformemente acotado por 1 se puede elegir —1 < a < 8 < 1. Definimos

¢:H—[-1,1]"  por ¢(h) = (h(d.))

que es continua respecto a las topologias t,(D) y t,. Veamos que [, BN C ¢(H) (y
por lo tanto con un sencillo cambio obtendrfamos una funcion afin f tal que [—e, ]V
estd contenido en f(H) para algun € > 0).

Tomamos (y,) € [, B]Y, es decir, a < y, < 3 Vn € N. Debemos obtener h
en H con h(d,) = y,. En primer lugar es facil obtener h; en H con hy(dy) =
ya que basta tomar hg, h; en H con hg(dy) > By hi(dy) < « (que existen por la
independencia) con lo que cierta combinacion convexa de hy y h;, que también esta
en H, cumple la propiedad deseada. Veamos ademas que pueden elegirse h{, hf en H
tales que ho(dy) = B (dy) = 1 y h¥(dy) < a y hY(dy) > . Obtendriamos h? de la
forma anterior tomando hg y h; con hy(ds), hi(d2) < a, y hg tomando hg y h; de modo
que hs(ds), hi(ds) > [ (notese que aqui se usa de nuevo la independencia).

Por induccion obtenemos he y h? en H con h2(d;) = hP(d;) = y; para j < ny
con h¥(dpy1) < a , hP(d,41) > (. De aqui, cierta combinaciéon convexa de h® y h?,
que llamamos h, 1 es un elemento de H que cumple h,1(d,) = ym param < n+ 1.

Este proceso inductivo nos permite obtener una sucesion (h,,) en H con h,(d;,) = ym
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para m < n. Elegimos un punto de acumulacion h € H de (h,,) en la topologia t,(D)
(recuérdese que H es numerablemente compacto para dicha topologia). Fijado 7 € N

y 6 > 0, consideramos el £,(D)-entorno de h,
U(h,0) ={g € H :|g(d;) —h(d;)| <o}
Podemos suponer que cierto h,, € U(h,d) para cierto m > j, y por lo tanto
|h(d;) — 5 <6

Por la arbitrariedad de ¢ y de j se tiene que h(d;) = y;, Vj € N. Notese que por la

construccion de f, ésta es afin. [ ]

Para demostrar el siguiente teorema necesitamos conocer la existencia de un sub-
conjunto w*-compacto de £*° tal que sus envolturas convexas y cerradas en las topolo-
gias de la norma y débil* no coincidan. En realidad dicho conjunto existe en cualquier
dual de un espacio de Banach X* con tal de que X contenga un subespacio isomor-
fo a ¢!. A continuacion construimos un conjunto de ese tipo siguiendo las ideas de
Haydon, [39], que a su vez se basan en |62]|. Para ello consideramos una aplicacion
cociente u : ¢* — C([0,1]) (existe por ser C([0, 1]) separable); si para cada t de [0, 1]
denotamos por §(t) la medida que vale 1 en ¢ y 0 en el resto de puntos, tenemos que
la envoltura w*-cerrada y convexa de A := {4, : t € [0,1] } en M]0,1] = C[0, 1]* es
distinta de la envoltura cerrada y convexa en norma (la primera contiene todas las
probabilidades de M0, 1] mientras que la segunda contiene solo medidas atomicas).

Basta ahora considerar el subconjunto S = u*(A) de £*° que es w*-compacto y verifica

CO(S)UJ* # CO(S)” I

Teorema 2.28 Sean X un espacio de Banach, B un subconjunto normante de Bx-
y H un subconjunto convero, acotado y o(X, B) de X. Supongamos que cada subcon-
junto A o(X, B)-compacto de X verifica

MU(X,B) _ m” ||’

Entonces H tiene la propiedad P(B).

Demostracion. Por reduccion al absurdo, si H no tiene la propiedad P(B), el teore-
ma 2.5 nos asegura que B posee alguna sucesion independiente en H, y por lo tanto,

por el lema 2.27, existe una aplicacion continua y afin f : H — [—1,1]Y = By~ tal
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que para cierto € > 0, se tiene [—¢, ] C f(H). Notese que f es continua tanto para
las topologias o (X, B) y t,(N), como para las topologias de la norma en H y en Bye.
Por el comentario previo al teorema, sabemos que ¢*° contiene algin subconjunto

w*-compacto S tal que

co(9) " # o(@8)  co(s)” (2.8)
Por tanto, € - By~ también contendra un subconjunto S con la misma propiedad, y por
tanto, también f(H). Elegimos un subconjunto A de H que sea o(X, B)-compacto y
tal que f(A) = S. Entonces se cumple que

F(eo(@)"") = Fleo(A))” = cofS)”

fleo@)' ) € Fleo()' ! = cofS)
y de la ecuacion (2.8), deducimos que f(co(A )” ”) # f(mU(X’B)), de donde
CO(A)II | # co(A)

en contradiccion con la hipotesis. [

o(X,B

o(X,B)

2.3. La propiedad P(D) y los duales de espacios de

Banach que no contienen a ¢!

En [66] se prueba que las dos condiciones siguientes son equivalentes para un

espacio de Banach X:
(a) X no contiene un subespacio isomorfo a (*.

(b) Para cada subconjunto w*-compacto H de X*, y cada elemento x** de X**, la

aplicacion **|y tiene un punto de w*-continuidad.

En el contexto del teorema 1.14, esto es una consecuencia inmediata de la equiva-
lencia (2) < (9) (tomando K = (By+,w*) y Z = By), ya que la condicion (b) anterior

equivale a que se cumpla

Bx- = Bx""*) ¢ B.(Bx-)

En relacion con este resultado, Farmaki define en [30] los conjuntos débilmente
fragmentados del dual de un espacio de Banach. Un subconjunto H de X* que sea

w*-compacto es débilmente fragmentado si, y solo si, se verifica:
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Para cada subconjunto w*-compacto y no vacio A de H, y cada x** € X™**,

x**| 4 tiene algiin punto de w*-continuidad

(ver [30, proposition 2]). Teniendo en cuenta la equivalencia de las condiciones (a) y (b)
anteriores, y el ejemplo 2.9, se tiene que todo subconjunto w*-compacto y débilmente
fragmentado del dual de un espacio de Banach tiene la propiedad P(Bx). Muchas
de las propiedades que Farmaki prueba en dicho articulo (por ejemplo, la igualdad
de envolturas convexas y cerradas en las topologias w* y de la norma para conjuntos
débilmente fragmentados, o el hecho de que un conjunto débilmente fragmentado y
convexo coincide con la envoltura convexa y cerrada en norma de sus puntos extre-
males) se deducen de las correspondientes propiedades vélidas para conjuntos con la

propiedad P(D), que son validas en un contexto mas general que el de los duales.

Como ya senalamos en el ejemplo 2.9, cualquier subconjunto w*-compacto del dual
X* de un espacio de Banach X tal que X no contiene una copia isomorfa de ¢! tiene
la propiedad P(Bx). En este apartado probaremos que si H es un subconjunto de
C(K) con la propiedad P(D), entonces H es homeomorfo mediante una aplicacion
afin a un subconjunto w*-compacto del dual de un espacio de Banach que no contiene
una copia isomorfa de ¢!. La demostracion se hace en dos etapas. En la primera
etapa, que detallamos a continuacion, demostraremos que cualquier conjunto con la
propiedad P (D) es homeomorfo mediante una aplicacion afin a un conjunto de Pettis
del dual de un espacio de Banach. En la segunda etapa, utilizaremos un resultado de
Farmaki ([30]) que afirma que cualquier conjunto de Pettis es homeomorfo mediante
una aplicaciéon afin a un subconjunto w*-compacto del dual X* de un espacio de

Banach que no contiene una copia de £,
Dados el compacto K y D C K denso, consideramos la aplicacion:
i:C(K)— (D)= ({*(D))* (2.9)
definida por i(¢) = (¢(d))aepn-
Proposicion 2.29 La aplicacion © tiene las siquientes propiedades:

(1) i es una isometria lineal de (C(K), || |ls) en (¢>°(D),] lso)-

(2) i est,(D)—t, continua.
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(3) Si H es un subconjunto acotado de C(K), la aplicacion i establece un homeo-
morfismo entre (H,t,(D)) y (i(H),w*).

Demostracion.

(1) La linealidad es inmediata. Ademas i es isometria con las normas usuales: para

cada ¢ € C(K) se cumple

li(@)lloe = [I(e(d))lloc = sup{|(d)| : d € D'} = [|¢ll

donde en la tdltima igualdad se ha usado que D es denso en K.

(2) Dada una red (p,) se tiene que,
(ba) = penty(D) = VdeD, pu(d)— p(d)

y esta tltima condicion nos da la convergencia puntual en £>°(D) de i(¢,) = (va(d))
a i) = (¢(d)).

(3) Al ser i una isometria, tendremos que i|y : H — i(H) es biyectiva. Por la
definicion de la topologia ¢,(D) se tiene que si (¢,) es una red en H y ¢ € H,
entonces:

(o) = @enty(D) = Vde D, p,(d) — ¢(d) (2.10)

Por ser H uniformemente acotado, tendremos que existe M > 0 tal que:
lpa(d) —p(d)|]| < M VYa Vde D (2.11)

Hemos de comprobar que (p,(d)) — (¢(d)) en la topologia w* de £>°(D). Sea (A\g) un

elemento de £}(D), es decir, tal que

D Il < o0 (2.12)

D

Entonces se cumple que Z | Ai(@a(d) — ¢(d))| — 0, utilizando las ecuaciones (2.10),
D

(2.11) y (2.12), lo que nos da la convergencia deseada.
Obviamente, si i(¢p,) — i(¢) en la topologia w*, donde (¢,) v (¢) estan en H, se
cumple que ¢, (d) — ¢(d), Vd € D, es decir, ¢, — ¢ en la topologia t,(D). u

Demostraremos ahora que la aplicacion ¢ definida en la ecuaciéon 2.9 transforma
conjuntos con la propiedad P(D) en conjuntos de Pettis; y reciprocamente, si la ima-
gen por ¢ de un subconjunto de X es un conjunto de Pettis, entonces dicho subconjunto
tiene la propiedad P (D). Utilizaremos para ello el siguiente lema que aparece en |76,

supplement 7-3-4].
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Lema 2.30 Sea K un conjunto compacto, X un espacio de Banach y f : K — X*
una aplicacion w*-continua. Entonces f es universalmente escalarmente medible si, y

sdlo si, f(K) es un conjunto de Pettis.

Demostracion. Sean f : K — f(K) la sobreyeccion continua que determina f y
j: f(K) — X* la inyeccion canodnica, de modo que f = jo f.

Si f(K) es un conjunto de Pettis, entonces j es universalmente escalarmente medi-
ble. Si i es una probabilidad de Radon en K, la probabilidad imagen por f , v, definida
mediante v(E) = u(f~*(E)) es también de Radon, y por lo tanto, dado z** € X**, la
p-medibilidad de x** o f = (z™ 0i) 0 f se obtiene de la medibilidad de z** o y de f.

Reciprocamente, partiendo de la medibilidad escalar universal de f se llega a la

de i utilizando [70, teorema 1.5.9]. n

Proposicion 2.31 Sea H un subconjunto t,(D)-compacto y acotado de C(K). H
tiene la propiedad P(D) si, y sdlo si, i(H) es un conjunto de Pettis en (D). En
consecuencia, todo conjunto con la propiedad P(D) es homeomorfo mediante una

aplicacion afin a un conjunto de Pettis del dual de un espacio de Banach.

Demostracion. Sea j : H — C(K) la inyeccién canodnica. Si H tiene la propiedad
P(D), entonces j es universalmente escalarmente medible por el teorema 2.18, y por

lo tanto dada u probabilidad en H y un elemento y** de (¢1(D))** se tiene que

*

y“oilp = (yToi)oy

es p-medible al ser y** o un elemento de C(K)*, luego i|g : H — ((*(D))* es
universalmente escalarmente medible, lo que nos da que i(H) es un conjunto de Pettis
por el lema 2.30.

*

Reciprocamente, si |z : H — (£*(D))* es universalmente escalarmente medible,
y ¢ es un elemento de C'(K)*, se tiene que ¢poj = (¢poi~!)oi, donde :~* se define
de i(H) en H, luego j es también universalmente escalarmente medible, y H tiene
la propiedad P(D), utilizando el teorema 2.18 de nuevo. La tultima afirmacion del

enunciado se obtiene teniendo en cuenta la proposicion 2.29. [

Necesitaremos el siguiente teorema de Farmaki (|30, corollary 13]), que enunciamos

sin demostracion, para completar la prueba del resultado que buscamos.

Teorema 2.32 (Farmaki) Todo conjunto de Pettis (H,w™*) del dual de un espacio de

Banach es tal que su envoltura w*-cerrada y absolutamente convera es homeomorfa,
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mediante una aplicacion afin, a un subconjunto w*-compacto del dual X™* de un espacio

de Banach X que no contiene una copia isomorfa de (*.

Proposicion 2.33 Todo conjunto con la propiedad P(D) es tal que su envoltura
tyo(D)-cerrada y absolutamente convera es homeomorfa, mediante una aplicacion afin,
a un subconjunto w*-compacto del dual de un espacio de Banach que no contiene una
copia isomorfa de (*. En consecuencia, todo conjunto con la propiedad P(D) es tam-
bién homeomorfo a un subconjunto w*-compacto del dual de un espacio de Banach que

no contiene a ¢*.

Demostracion. Si H tiene la propiedad P(D), entonces el teorema 2.20 nos permi-
te asegurar que su envoltura absolutamente convexa y t,(D)-cerrada es también un

conjunto con la propiedad P(D). Basta aplicar asi los teoremas 2.31 y 2.32. [ ]

Para completar este apartado, veamos como la isometria ¢ de la ecuacion (2.9)
puede servir para reducir la demostracion de algunas de las propiedades obtenidas
para los conjuntos con la propiedad P(D) al caso del dual de un espacio de Banach
X. Por ejemplo, sabiendo que si H es un conjunto de Pettis del dual de un espacio de

Banach se cumple

co(H)w* = co(H)” ”
(esto lo demuestra Talagrand en [76, theorem 7-3-3|), puede probarse que si H es un
subconjunto norma-acotado y o(X, B)-compacto de un espacio de Banach que tiene
la propiedad P(B), entonces
7CO(H)U(X’B) _ 7CO(H)” I

y ademads este tltimo conjunto es o(X, B)-compacto. En efecto, por un lado se tiene:

* w*

i (colm)" ™) Cileo(H))” = coli(H))” =

= coli(H)) | = ieo(H)) '
donde el primer contenido se da por ser ¢ continua; la primera igualdad, por ser ¢
lineal; la segunda igualdad, por ser i(H) un conjunto de Pettis en un dual (por la
proposicion 2.31 y utilizando el resultado ya comentado de Talagrand), y la ultima
igualdad, por la linealidad de 7.

Por otro lado, como 7 es una isometria tendremos que:

m” Ih_ ; (w” ||> ci (MU(X’B))
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Por lo tanto
o(X,B) Y

) = co(i(H))

es o(X, B)-compacto ya que es homeomorfo al subconjunto w*-

i(co(H)
Asi CO(H)J(XB)

YA T AN N . . .
compacto co(i(H)) . Ademas, de las ecuaciones anteriores se deduce que

o(X,B)

ico(d)" ") = i(colm@)” ")

I o(X,B)

luego co(H) co(H)
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3.1. Introduccion

La nocion de fragmentabilidad apareci6 por primera vez en un articulo de Jayne
y Rogers (|47]).

Definicion 3.1 Sea (X, 7T) un espacio topoldgico y p una métrica en X. Se dice que
(X, 1) estd fragmentado por p (o que es p-fragmentado) si para cada subconjunto no
vacio A de X y para cada € > 0 existe un T-abierto U C X tal que UNA # 0 y
diam,(UNA) <e.

Puede comprobarse que (X, 7) estda fragmentado en norma si, y solo si, cada
subconjunto cerrado y no vacio de X contiene 7-abiertos relativos no vacios con p-

diametro arbitrariamente pequeno.

En esta parte introductoria expondremos algunos resultados conocidos sobre frag-
mentabilidad, y se enunciaran los principales resultados del capitulo. Como referencia

genérica, estos primeros resultados se encuentran en |54].

En el caso de un espacio de Banach, cuando se toma 7 como la topologia débil, y

la métrica estd dada por la norma, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 3.2 Cualquier subconjunto débilmente compacto de un espacio de Ba-

nach estd fragmentado por la norma.

Otra situacion interesante en la que puede presentarse la fragmentabilidad es en un
espacio de Banach dual X* donde 7 es la topologia w* y la métrica es la de la norma.
En este caso no siempre es cierto que un subconjunto w*-compacto esta fragmentado

en norma; de hecho se cumple lo siguiente.

Proposiciéon 3.3 Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:

(1) Todo subconjunto w*-compacto de X* estd fragmentado en norma.

(2) (Bx«,w*) estd fragmentado en norma.

(3) X* tiene la propiedad de Radon-Nikodym (es decir, X es un espacio de Asplund).
En el citado trabajo (|54]), Namioka prueba algunas interesantes propiedades de

los subconjuntos w*-compactos y norma-fragmentados, que recogemos en la siguiente

proposicion.
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Proposiciéon 3.4 Sea X un espacio de Banach y H un subconjunto w*-compacto y

fragmentado en norma de X*. Entonces se cumple:

*

(1) co(H)” = co@) !

(2) El cierre absolutamente convero y w*-cerrado de H es también fragmentado en

norma.

El concepto de espacio compacto de Radon-Nikodym fue introducido por Namioka

en [54], donde los estudia con detalle.

Definicion 3.5 (Namioka) Un espacio topoldgico compacto y Hausdorff es un com-
pacto de Radon-Nikodym (mds brevemente, compacto RN) si es homeomorfo a un
subconjunto w*-compacto y fragmentado por la norma del dual de un espacio de Ba-

nach.

En este trabajo utilizaremos las siguientes propiedades de los compactos de Radon-
Nikodym.

Proposicion 3.6 (Namioka) Se cumplen las siguientes afirmaciones.
1. Todo compacto RN es secuencialmente compacto.

2. Un espacio compacto y Hausdorff Z es un compacto RN si, y sdlo si, estd frag-
mentado por una métrica que es inferiormente semicontinua respecto a la topo-

logia original de Z.

A la vista de los resultados sobre fragmentabilidad para las topologias w y w*, es
natural preguntarse sobre la fragmentabilidad en norma de subconjuntos de un espacio
de Banach que sean compactos respecto a la topologia dada por un subconjunto
normante de Bx«. Para ello, nos situaremos en el contexto de los espacios C'(K).

Si K es un espacio compacto de Hausdorff, y D es denso en K, entonces la norma
de C(K) es inferiormente semicontinua respecto de la topologia t,(D). De esta forma,
después de la proposicion 3.6, la fragmentabilidad de un subconjunto ¢,(D)-compacto
se puede mirar como una herramienta, entre otras cosas, para conocer su caracter
secuencial (de aqui en adelante, siempre que nos refiramos a la fragmentabilidad de

subconjuntos t,(D)-compactos de C(K) estaremos considerando la métrica dada por
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la norma del supremo). En este contexto, Cascales y Vera han demostrado que cual-
quier subconjunto t,(D)-compacto, uniformemente acotado y fragmentado respecto
a la norma, tiene la propiedad P(D) (corolario 3.11.1). En particular, la primera
parte de la proposicion 3.4 es una consecuencia directa de la correspondiente propie-
dad para conjuntos con la propiedad P(D) que se probo en el teorema 2.20; es maés,
en |18], se demuestra el siguiente teorema que aclara la diferencia entre los conjuntos

fragmentados y conjuntos con la propiedad P(D).

Teorema 3.7 (Cascales y Vera) Sea K un espacio compacto y Hausdorff, D un
subcongunto denso de K y H un subconjunto uniformemente acotado y t,(D)-compacto

————tp(D
de C(K). Entonces H estd fragmentado por la norma de C(K) si, y sdlo si, co(H)tp( )

tiene la propiedad de Radon-Nikodym.

Después del teorema 2.24, podemos afirmar que lo que le falta a un conjunto con
la propiedad P(D) para ser fragmentado en norma, es exactamente lo mismo que le
falta a un conjunto con la propiedad débil de Radon-Nikodym para tener la propiedad
de Radon-Nikodym.

También en 18] se demuestran los siguientes resultados.

Teorema 3.8 Sea K un espacio compacto y Hausdorff, D un subconjunto denso en
K y H un subconjunto de C(K) con la propiedad P(D). Si (H,t,(K)) es Lindeldf,

entonces (H,t,(D)) estd fragmentado por la norma.

Teorema 3.9 St K es un compacto de Corson, entonces todo subconjunto acotado y

tpo(D)-compacto de C(K) estd fragmentado en norma.

Nuestro trabajo en este capitulo trata de completar y extender los dos ultimos
resultados. Ademéas de demostrar el teorema 3.8 de forma distinta a como se hace
en 18], ponemos de manifiesto que en muchos casos la hipotesis ‘H tiene la propie-
dad P(D)’ es superflua para obtener la fragmentabilidad; en concreto, probaremos lo

siguiente.

Propiedades en el espacio C(K): Si C(K) es Lindelof respecto a la topologia
t,(K), entonces todo subconjunto t,(D)-compacto de C'(K) esta fragmentado

por la norma, y en particular es un compacto de Radon-Nikodym (teorema 3.14).



3.2 Condicion de Lindeldf en (C(K),t,(K)) 59

Este resultado mejora el teorema 3.9, ya que si K es un compacto de Corson, en-
tonces C,(K) es Lindelof, [2] (por C,(K') denotamos el espacio (C(K),t,(K))).
El resultado puede localizarse: si H es convexo, t,(K)-Lindelof y ¢,(D)-compacto

entonces (H,t,(D)) es fragmentado por la norma (teorema 3.17).

Propiedades en un espacio de Banach general Si X es un espacio de Banach,
B un subconjunto normante de Bx~ y H es o(X, B)-compacto y débilmente Lin-
delof, entonces (H, o (X, B)) esta fragmentado por la norma (proposicion 3.16).
Una consecuencia de este resultado es que si X es un espacio de Banach dé-
bilmente Lindel6f, entonces todo subconjunto o(X, B)-compacto y acotado esté
fragmentado por la norma, y por lo tanto es un compacto de Radon-Nikodym
(corolario 3.16.1).

3.2. Condicién de Lindeldf en (C(K),t,(K))

Para demostrar que si C,(K) es Lindel6f y D es un subconjunto denso de K,
entonces todo subconjunto ¢,(D)-compacto de C'(K) esta fragmentado por la norma,
necesitaremos varios pasos. La primera etapa consistira en comprobar que la hipotesis
de separabilidad de K no es restrictiva. Para ello utilizaremos una extension de los
razonamientos del teorema 3.4 de [54| que nos permitira formular la proposicion 3.11.

Necesitaremos un lema previo que aparece en |54, lemma 2.1|.

Lema 3.10 Sean X e Y dos espacios compactos de Hausdorff, px y py mélricas
respectivas en X e Y, y f : X — Y wuna sobreyeccion que es continua tanto para
las topologias originales de X e Y como respecto a las métricas px y py. Si X estd
fragmentado por la métrica px, entonces Y estd fragmentado por py. En particular,
st en las condiciones anteriores la aplicacion f : X — Y es un homeomorfismo de
espacios topologicos, que es ademds una isometria con las métricas dadas, entonces

X estd px-fragmentado si y sélo st 'Y estd py-fragmentado.

Proposiciéon 3.11 Sea K un espacio compacto y Hausdorff y D un subconjunto denso
de K. Sea H un subconjunto t,(D)-compacto de C(K). Las siguientes propiedades son

equivalentes:

(1) (H,t,(D)) estd fragmentado por la norma de C(K).
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(2) Para cada subconjunto numerable A de D, el conjunto (R4(H),t,(A)) estd frag-

mentado por la norma de C(A), donde Ry : C(K) — C(A) es la aplicacion

que a cada f € C(K) le hace corresponder su restriccion a A.

(8) Para cada subconjunto numerable A de D, el conjunto (Rz(H), || o) es

separable.

Demostracion.

(1) = (2) Supongamos que (H,t,(D)) es fragmentado por la norma y que A C D
es numerable. Notese que la aplicacion Ry : C(K) — C(A) es continua tanto para
las topologias dadas por la norma como con las topologias t,(D) — t,(A). Por tanto
R4(H) es t,(A)-compacto, y ademés el lema 3.10 nos asegura que Ry(H) es norma-

fragmentado (por la norma de C'(A)).

(2) = (3) Suponemos, por reduccion al absurdo, que R4(H ) no es separable en norma,
donde A es un subconjunto numerable de D. Existira asi un subconjunto N C R4(H)
no numerable y un € > 0 tal que si f # g con f,g € N entonces | f — gllca > €.
Ahora bien, por ser A numerable, Rx(H) es t,(A)-compacto y metrizable; por tanto,
quitando a lo més una cantidad numerable de puntos de N, podemos suponer que
cada uno de los puntos de N no es t,(A)-aislado en N (ya que R4;(H) tiene una
base de entornos numerable para la topologia ¢,(A), y existe una aplicacion inyectiva
entre el conjunto de puntos t,(A)-aislados de N y el conjunto de entornos de dicha
base). Por la fragmentabilidad de R4(H), existird un subconjunto W de N que es
t,(A)-abierto relativo y no vacio y tiene didmetro (en C'(A)) menor o igual que &. Al
ser los puntos de N no aislados y W abierto en N, existiran f, g € W distintos. Por
tanto, serd [|f — gllca) < €, en contradiccion con la eleccion de N. La conclusion es

que Rx(H) ha de ser separable.

(3) = (1) Supongamos que (H,t,(D)) no esta fragmentado por la norma de C(K).
Deben existir B C H no vacio y t,(D)-compacto y € > 0 tales que cualquier subcon-
junto t,(D)-abierto no vacio de B tiene didmetro (en C'(K)) mayor que €.
Tomamos ahora un subconjunto U t,(D)-abierto y no vacio de B. Existiran x € K
v f,g € Ucon (f—g)(x) >e. Porser D densoen Ky f,g € C(K), podemos obtener
de Dcon (f —g)(d) =e+ 3 (con § > 0). Sean asi:
) J
UOZ{hEUh(d)>f(d)_§} y Ulz{hGUh(d)<g(d)+§}
Up y Uy son t,(D)-abiertos no vacios (f € Uy y g € Uy). Ademas si hg € Uy y hy € Uy,

como f(d) = g(d) 4+ €+ 6 sera hy(d) < g(d)+6/2 y ho(d) > f(d) — /2, y por tanto,
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ho(d) — hi(d) > . Podemos obtener asi una sucesion { V,, : n € N } de ¢,(D)-abiertos
y otra {d, : n € N} de elementos de D tales que:

a) Vv2n U %n-‘,—l - Vn Y,
b) si f € Vi, , g € Vapy1 entonces (f — g)(d,) > ¢

Sea A = {d,,} C D. Existe una cantidad no numerable de ramas V; DV,,, DV, D ...
donde en cada contenido se tiene que n;y; = 2n;, o bien n;;; = 2n; + 1. Para cada

una de estas ramas se cumple que B contiene a

V" ieNY #£0

(H es t,(D)-compacto). Eligiendo un elemento de cada una de estas intersecciones,
se cumple que si f y g provienen de dos distintas, existird d, € A C D tal que
|(f —9)(dn)| > &, luego || f—g |[c@)> €. Obviamente asi Rz(H), dotado de la norma

de C(A), no puede ser separable.
[

Corolario 3.11.1 (Cascales y Vera, [18]) Sea K un espacio Hausdorff compacto,
D un subconjunto denso de K y H un subconjunto norma-acotado y t,(D)-compacto
de C(K). Si (H,t,(D)) es fragmentado por la norma de C(K), entonces H tiene la
propiedad P(D).

Demostracion. En efecto, tomamos un subconjunto numerable A de D y consideramos
la aplicacion restriccion Ry. El conjunto R4(H) es separable en la norma de C(A) por
la proposicion anterior, y por lo tanto, podemos aplicar la proposiciéon 2.2 para afirmar
que (Rz(H),t,(A)) tiene la propiedad P(A). Esto implica que H tiene la propiedad

P(D) por la proposicion 2.3. ]

El siguiente resultado utiliza algunas ideas de Jayne, Namioka y Rogers, [45, lem-
ma 3.9], y algunos resultados clasicos sobre conjuntos analiticos (ver [21, chapter §]).

Recordemos que

= un espacio topologico se dice polaco si es homeomorfo a un espacio separable,

metrizable y completo;

= un subconjunto de un espacio polaco se dice analitico si es imagen continua de

un espacio polaco.
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Lema 3.12 Sea K un espacio Hausdorff, compacto y separable, D un subconjunto
numerable y denso de K y H un subconjunto t,(D)-compacto de C(K). Si para cada
probabilidad de Radon p en (H,t,(D)) existe S, C H cerrado y separable en norma,

que cumple p*(S,) =1, entonces H es separable en norma.

Demostracion. Utilizando la proposicion 3.11, basta demostrar que H es fragmentado
por la norma de C'(K). Para esto, basta probar que cada subconjunto C' de H que sea
cerrado en norma es medible respecto a cada probabilidad de Radon p en (H,t,(D)),
[45]. Fijamos g y llamamos S, al subconjunto referido en el enunciado del lema.
Entonces (S,, || ||) es polaco; por lo tanto (S,,t,(D)) es un subconjunto analitico del
espacio polaco (H,t,(D)). Ahora bien, todo subconjunto analitico de un espacio polaco
es universalmente medible (|21, 8.4.3|), y por lo tanto S, es p-medible y p(S,) = 1.
Por otro lado, al ser C' cerrado en norma, y razonando de la misma forma, podemos

asegurar que (C'NS,,t,(D)) es p-medible, de donde se deduce que el conjunto
C=(CnNnSs,)u(Cns;)
es p-medible. [ ]

El siguiente teorema es la version separable del resultado que buscamos. Utiliza-

remos la siguiente notacion: si 7" es un espacio topologico,

» Borel(T) es la o-algebra de Borel en T, es decir, la o-algebra engendrada por

los subconjuntos abiertos de 7T'.

» Baire(T) es la o-algebra de Baire de T, es decir, la o-algebra generada por las

funciones reales continuas definidas en 7.

Es conocido que si 7" es un espacio métrico, ambas o-algebras coinciden, aunque

en general solo se cumple que Baire(T) C Borel(T).

Teorema 3.13 Sea K un espacio compacto, separable y Hausdorff y D un subconjun-
to denso y numerable de K. Si H tiene la propiedad P(D)' y (H,t,(K)) es Lindeldf,
entonces H es separable en norma. En particular, si C,(K) es Lindeldf, entonces todo

subcongunto t,(D)-compacto es separable en norma.

L Aqui no se supone que H sea acotado.
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Demostracion. Supongamos que H tiene la propiedad P(D), donde H no se supone

acotado, y que (H,t,(K)) es Lindeldf. Si escribimos

H=|JH, donde H,:={heH:|h|<n} (3.1)

neN

se tiene que cada H,, tiene la propiedad P(D) y es Lindel6f para la topologia ¢,(K).
De este modo, si probamos que cada H,, es separable en norma, también lo serd H.
Por lo tanto, para demostrar la separabilidad en norma de H, podemos suponer, y asi
lo haremos a partir de ahora, que H es acotado.

Probaremos que H es separable en norma en dos etapas.

Primera etapa. Comprobaremos que
Borel(H,t,(D)) = Baire(H,t,(K))
Por un lado, al ser (H,t,(D)) metrizable, se cumple que
Borel(H,t,(D)) = Baire(H,t,(D)) C Baire(H,t,(K))

Por otro lado, al ser (H,t,(K)) un espacio Lindelof, puede aplicarse un resultado

de Moran, [53|, que nos asegura que
Buaire(H,t,(K)) = H N Baire(Cy(K)) (3.2)

Ahora bien, Baire(C,(K)) esta generada por las funciones {95 : k € K} ([29]), y la

ecuacion (3.2) nos asegura que Baire(H,t,(K)) estd generada por
K={0lp:keK}
Por ultimo, la condicion P(D) en H nos asegura que
K C Bi(H, t,(D)) = B,(H,t,(D))

(estamos usando aqui el teorema 2.5 y el hecho de ser (H,t,(D)) metrizable). Esto

nos asegura que Baire(H,t,(K)) C Baire(H,t,(D)), lo que concluye esta etapa.

Segunda etapa. Comprobaremos que puede aplicarse el lema 3.12. Sea ;1 una proba-
bilidad de Radon en (H,t,(D)). Por lo hecho en la primera etapa, podemos suponer
que p es una medida de Baire en el espacio de Lindelof (H,t,(K)). Como tal, dicha

medida es 7-suave ([?, page 175]) y por lo tanto, posee un soporte no vacio S; S es
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tp(K)-cerrado. Para cada =,y € K se cumple que si Z|g = y|s entonces 2 = g en

casi todo punto (respecto a u), lo cual nos permite definir la aplicacion natural
o (Kls,tp(5) — (K, )

mediante ¢(#|s) = & (nétese que K C L'(u), pues K estd uniformemente acotado
por la acotacion de H). Al ser ¢ inyectiva, si probamos que ¢ es continua, tendriamos
que (K|S,tp(5)) es compacto y metrizable, lo que implicaria que S es separable en
norma. Ahora bien, para probar la continuidad de ¢, sea E|5 un subconjunto de I?|5
y Z|s un punto de A\—\Stp(S); podemos suponer que T € Z\tp(H) por la compacidad de
(K, t,(H)). Ahora utilizamos de nuevo el teorema 2.5 para asegurar que K cumple la
propiedad de Bourgain respecto a p, de modo que la proposicion 1.6 nos asegura que
Z es el limite en casi todo punto de una sucesién a, respecto a la topologia t,(H),
donde (a,) en A. La acotacion de H nos permite aplicar el teorema de la convergencia

dominada de Lebesgue, por lo que (a,) converge a & en la norma || |1, y por lo tanto
.
ie{a,:neN} "

Esto asegura la continuidad de . El compacto (K|, t,(S5)) es asi metrizable, de donde
S es separable en norma. Ademas S es p-medible (vale el razonamiento de la primera
etapa de la demostracion del lema 3.12), por lo que se verifica u(S) = 1. Asi, el

lema 3.12 nos asegura ahora que H es también separable en norma.

Por ultimo, supongamos que C,(K) es Lindel6f. Sea H un subconjunto t,(D)-
compacto de C'(K). Para demostrar que H es separable en norma, consideramos la
descomposicion de H segin la ecuacion 3.1, los subconjuntos H,, son t,(D)-compactos
y acotados en norma. Ahora bien, el corolario 2.5.1 nos asegura que todo subconjunto
t,(D)-compacto y acotado de C'(K) tiene la propiedad P(D); como obviamente dicho
subconjunto es también ¢,(K)-Lindelof (al ser cerrado en C,(K)), puede aplicarse el
caso ya probado para asegurar que cada [, es separable en norma, lo que nos da la
separabilidad en norma de H. [

Podemos concluir ahora facilmente el caso general.

Teorema 3.14 Sea K un espacio compacto y Hausdorff tal que C,(K) es Lindeldf. Si
D es un subconjunto denso de K, entonces todo subconjunto t,(D)-compacto de C(K)

estd fragmentado por la métrica, y por lo tanto, es un compacto de Radon-Nikodym.

Demostracion. Sea A un subconjunto numerable de D. Por la proposiciéon 3.11, basta

probar que Rj;(H) es separable en la norma de C'(A). Ahora bien, por la continuidad
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de Ry, Cy(A) es t,(A)-Lindelof y R4(H) es un subconjunto t,(A)-compacto de C'(A),

y asi puede aplicarse el teorema 3.13 para confirmar que R4(H) es separable en norma.

Por tltimo, teniendo en cuenta que la norma de C'(K) es inferiormente semicon-
tinua para la topologia t,(D), la segunda parte de la proposicion 3.6 nos asegura
que todo subconjunto t,(D)-compacto y fragmentado por la norma de C'(K) es un

compacto de Radon-Nikodym. [

Corolario 3.14.1 ([18]) Sea K un espacio compacto y Hausdorff y D un subcongjun-
to denso de K. Si H tiene la propiedad P(D)?* y es t,(K)-Lindeldf, entonces H es

fragmentado por la norma.

Demostracion. Sea, A un subconjunto numerable de D. La proposicion 3.11 nos dice

que basta probar que Ry(H) es separable en norma en C'(A). Ahora bien, R4(H) tiene

la propiedad P(A) (salvo, quizas, la condicion de acotado) por la proposicion 2.3) y

(Rx(H),t,(A)) es Lindelof, por lo que basta aplicar el teorema 3.13. n

Corolario 3.14.2 Sea K un espacio compacto Hausdorff que no contiene una copia
homeomorfa de BN. Si D C K es denso, todo subconjunto t,(D)-compacto y t,(K)-
Lindelof H de C(K) es tal que (H,t,(D)) estd fragmentado por la norma. Ademds
(H,ty,(D)) es un compacto de Radon-Nikodym.

En particular, este resultado puede aplicarse si se cumple alguna de las siguientes

condiciones:
(a) K es secuencialmente compacto;
(b) El peso de K es menor que c;
(¢) La estrechez de K es menor que c;
(d) (C(K),t,(K)) o bien (C(K),w) tiene la propiedad propiedad C de Corson;

(e) C(K) no contiene una copia isométrica de (*(c).

Demostracion. Sea H C C'(K) t,(D)-compacto y t,(K)-Lindel6f. Si escribimos

H=|JH, con H,={heH:|hl|<n}
n=1

2No se supone H acotado.
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tenemos que cada H, es t,(D)-compacto y acotado en norma, luego el corolario 2.5.1
nos asegura que H, tiene la propiedad P(D) para cada n € N. Por otro lado, H,, es
también ¢, (K)-Lindelof al ser cerrado en H. El corolario 3.14.1 puede aplicarse ahora
para afirmar que H, es fragmentado por la norma para cada n € N. Ahora bien, la
proposicion 3.11 nos permite asegurar que todo subconjunto t,(D)-compacto que pue-
de escribirse como unién numerable de subconjuntos t,(D)-compactos y fragmentados
por la norma, es también fragmentado por la norma, luego H es fragmentado por la
norma.

De lo anterior se deduce que (H,t,(D)) es un compacto de Radon-Nikodym, ya
que es fragmentado por una norma que es inferiormente semicontinua respecto a la
topologia t,(D) (proposicion 3.6).

Por ultimo, cualquiera de las condiciones (a)—(e) implica que K no contiene una

copia de SN, por el corolario 2.5.1. [ ]

3.3. Otros casos

En esta seccion incluiremos algunos resultados de fragmentabilidad que pueden

deducirse de forma méas o menos directa del trabajo realizado hasta ahora.

3.3.1. Subconjuntos ¢,(D)-compactos de C(K), con K Corson

Como aplicacion de la proposicion 3.11, daremos una demostracion del teorema 3.9
que simplifica la que aparece en [18|, y que elimina la hipotesis de acotacion en norma
del enunciado. Recordemos la definiciéon de compacto de Corson. Dado un conjunto

I, se denota por X(I) al siguiente subconjunto de [0, 1]’
Y(I) = {(zi)ier : x; = 0 salvo para una cantidad numerable de subindices i }

Un compacto de Corson es un espacio topologico homeomorfo a un subconjunto com-

pacto de X(I), para cierto conjunto I, dotado de la topologia producto.

Teorema 3.15 ([18]) Sea K un espacio compacto de Corson, y D un subconjunto
denso de K. Entonces todo subconjunto t,(D)-compacto de C(K) estd fragmentado

por la métrica.

Demostraciéon. Sea A un subconjunto numerable de D, entonces A es compacto y

metrizable (pues es homeomorfo a un subconjunto con soporte numerable en (7)),
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de modo que si H es un subconjunto t,(D)-compacto de C(K), el conjunto restriccion

R4(H) es separable en norma en C(A), y puede aplicarse la proposicion 3.11 para

concluir el resultado. ]
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3.3.2. Subconjuntos débilmente Lindel6f en espacios de Bana-
ch

Daremos primero una aplicaciéon de los resultados de la secciéon anterior al caso

particular de los espacios de Banach.

Proposiciéon 3.16 Sea X wun espacio de Banach y B un subconjunto normante
de Bx-. Sea H un subconjunto o(X,B)-compacto y w-Lindelof de X. Entonces
(H,o0(X, B)) estd fragmentado por la norma, y por lo tanto (H,o(X, B)) es un com-
pacto de Radon-Nikodym.

Demostracion. Podemos suponer, y asi lo haremos, que B es absolutamente convexo
ya que si D = co(B U (—B)), entonces las topologias (X, B) y o(X, D) coinciden.
Miramos X como un subespacio de C(Byxx,w*).

Supongamos primero que H es acotado. Entonces al ser o(X, B)-compacto y w-
Lindelof, puede aplicarse la proposicion 2.15 para asegurar que H tiene la propie-
dad P(B). Asi, como B es denso en (Bx«,w*) y H es w-Lindelof (es decir, t,(Bx-)-

Lindel6f), puede aplicarse el corolario 3.14.1 para concluir el resultado.

En el caso general, podemos escribir

H=|JH, donde H,={heH;|h|<n}
neN
Cada H, es o(X, B)-cerrado debido a que B es normante en By-, y por lo que se
acaba de ver, H, es fragmentado en norma. Esto significa, por la proposiciéon 3.11, que

para cada subconjunto numerable A de D, Rz(H,) es separable en norma en C(A).

Asi
Ri(H) = Ry (U Hn) = U R4(Hny)

es separable en norma en C(A), y aplicando la proposicion 3.11 se obtiene que H

es fragmentado en norma. Finalmente, la proposicion 3.6 nos permite asegurar ahora

que (H,0(X, B)) es un compacto de Radon-Nikodym. |
El siguiente resultado es inmediato a partir de la proposiciéon anterior.

Corolario 3.16.1 Sea X un espacio de Banach w-Lindeldéf y B un subconjunto nor-
mante de Bx«. Entonces todo subconjunto (X, B)-compacto de X estd fragmentado

por la norma.
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3.3.3. El caso t,(K)-Lindel6f y convexo

Aplicando el lema 2.27 se puede probar lo siguiente.

Teorema 3.17 Sea K un espacio compacto y Hausdorff y D un subconjunto denso
de K. Sea H un subconjunto t,(D)-compacto, convexo y t,(K)-Lindelof de C(K).
Entonces (H,t,(D)) estd fragmentado por la norma de C(K).

Demostracion. Para demostrar el teorema puede suponerse, y asi lo haremos, que H
es acotado, y basta probar entonces que H tiene la propiedad P (D) (ver el corola-
rio 3.14.1). Por reduccién al absurdo, suponemos que H no es un P(D)-conjunto; la

proposicion 2.5 nos asegura que existe una sucesion (d,,) en D tal que {cin} es indepen-
diente en H. Sea T : N — K la inyeccion definida por T'(n) = d,,, ysea T : BN — K la

correspondiente extension continua al compactificado de Stone-Céch de N. Definimos
¢: C(K) — C(ON) =

mediante ¢(g) = g o T, para cada g en C(K). ¢ es lineal y t,(K)-t,(8N)-continua.
La restriccion de ¢ a H es la misma aplicacion definida en el lema 2.27. Dicho lema
nos asegura que existen escalares a < [ tales que [a,ﬂ]N C ¢(H). Mediante una

transformacion afin se obtiene una funcién continua
fi(H,t,(K)) — C,(BN)

de modo que se cumple Byor) = Be@ny C f(H). Ahora bien, como (H,t,(K)) es
Lindelof, deduciriamos que la bola de C,(8N) es Lindeldf, en contradiccion con la

proposicion A.1. [ ]

En este capitulo, hemos comprobado que las siguientes condiciones aseguran la

fragmentabilidad en norma de un subconjunto H t,(D)-compacto de C(K):
(a) Cp(K) es Lindelof.
(b) H es débilmente Lindelof.
(c) (H,ty,(K)) es Lindelof y H tiene la propiedad P(D).

(d) (H,ty,(K)) es Lindelof y H es convexo.

El siguiente problema aparece asi de forma natural.
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Problema: Sea H un subconjunto t,(D)-compacto de C(K). Si (H,t,(K))
es Lindeldt, jes (H,t,(D)) fragmentado por la norma de C'(K)?

No existen contraejemplos de este problema en la teoria de Zermelo-Fraenkel (ZF).
En efecto, suponiendo valido el axioma ‘Proper Forcing’, que es consistente con los
axiomas ZF, se cumple que un espacio homeomorfo a un subespacio de C,(L), con
L Lindel6f, tiene estrechez numerable (Arkangel’skii, [4]). Como SN tiene estrechez ¢
(apéndice A), SN no es homeomorfo a un subespacio de C(H,t,(K)), si (H,t,(K))
es Lindelof, de modo que al ser K C C(H,t,(K)), el teorema 2.5 nos asegura que el

tp,(D)-compacto H tiene la propiedad P(D) y estamos siempre en las condiciones de

(c)-

3.4. Aplicaciones al estudio de compactos de Rosent-

hal y teoremas de tipo Namioka

3.4.1. Funciones de la primera clase de Baire

Lema 3.18 Sea T un espacio métrico completo, X un espacio de Banach y B un sub-
conjunto normante de Bx-. Supongamos que cualquier subconjunto o(X, B)-compacto
de X estd fragmentado en norma. Entonces si f : T — X es una funcion o(X, B)-

continua, se cumple que f € Bi(T, X).

Demostracion. Para probar que f € By(T, X) basta comprobar que para cada subcon-
junto compacto W de T, la restriccion f|y tiene un punto de continuidad en norma
(|72]). Ahora bien, si W es un subconjunto compacto de 7', f(W) sera o(X, B)-
compacto y por lo tanto fragmentado respecto a la norma de X. Por [54, lemma 1.1],
la identidad

id: (f(W),0(X,B)) — (fF(W). | )
tiene un punto de continuidad, lo que implica que f|y : W — X tiene un punto de

continuidad en norma, lo que concluye la demostracion. [

Proposicién 3.19 Sea T' un espacio métrico completo. Entonces se cumplen las si-

guientes afirmaciones:

(1) Si K un espacio compacto Hausdorff tal que C,(K) es Lindeldf, D es un sub-
congunto denso de K y f : T — C(K) es una funcion t,(D)-continua, entonces

f € B\(T,C(K)).
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(2) Si X es un espacio de Banach tal que (X,w) es Lindeldf, B es un subconjunto

normante de Bx« y f : T — X es una funcidn o(X, B)-continua, entonces

fe BT, X).

Demostracion. Para el primer apartado basta tener en cuenta el lema 3.18 junto con
el corolario 3.14. Para el segundo, puede utilizarse el lema 3.18 y la proposicion 3.16.1.

Si se anade la hipotesis de ser K metrizable en el primer caso de la proposicion

anterior, el resultado aparecio en [1].

3.4.2. Metrizabilidad de un espacio compacto y Hausdorff

En este apartado daremos condiciones necesarias y suficientes para asegurar que

un espacio compacto y Hausdorff K es metrizable, supuesto que C,(K) es Lindelof.

Proposicion 3.20 Sea K un espacio compacto Hausdorff y separable tal que Cp(K)

es Lindeldf. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(1) K es metrizable.

(2) Para cada subconjunto numerable y denso D de K, el espacio C'(K) es t,(D)-

analitico.

(3) Eziste un subconjunto numerable y denso D de K tal que (C(K),t,(D)) es

analitico.

Demostracion.

(1) = (2) Si K es metrizable, entonces C'(K) es separable en norma, y por lo tanto

(C(K),| ||) es un espacio polaco. Por lo tanto, para cada subconjunto D denso y

numerable de K, el espacio (C(K),t,(D)) es analitico por ser imagen continua de
(CE), 1D

(2) = (3) es inmediato.

(3) = (1) Sea D un subconjunto denso y numerable de K tal que (C(K),t,(D)) es

analitico. Existira asf un espacio polaco Py una funcion ¢,(D)-continua y sobreyectiva
f: P — C(K). Ahora bien, al ser C,(K) Lindel6f, la proposicion 3.19 nos asegura
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que existe una sucesion de funciones (f,) de P en C'(K) continuas en norma tales que

para cada p € P se cumple
fo) =1 I = lim fu(p)

y por lo tanto,
[

C(K) = f(P)= | fu(P)

neN
Como f,,(P) es separable en norma para cada n € N, se caumple que C'(K) es separable

en norma, y por lo tanto K es metrizable. [

Corolario 3.20.1 Sea K un espacio compacto y Hausdorff tal que C,(K) es Lindeldf.

Entonces son equivalentes:

(1) Cualquier subconjunto compacto separable de K es metrizable.

(2) Para cada subconjunto numerable A de K, el espacio (C(A),t,(A)) es analitico.
Demostracion. Es una consecuencia inmediata de la proposiciéon anterior. [

La proposicion 3.20 nos conduce a plantear la siguiente pregunta: si K un espa-
cio compacto Hausdorff y separable tal que C,(K) es Lindeldf, jes cierto que K es

metrizable? Esta cuestion no es decidible. En concreto, se tiene lo siguiente:

= Un resultado de Reznichenko (|5, page 32|) permite afirmar que la respuesta al
problema anterior es positiva si se supone cierto el axioma de Martin y falsa la

hipotesis del continuo.

» Por otro lado, suponiendo cierta la hipotesis del continuo, Kunen (|5, page 31|)
ha demostrado que existe un espacio compacto no metrizable tal que K" es
hereditariamente separable para cada n € Ny tal que C,,(K) es hereditariamente
Lindelof.

3.4.3. Compactos de Rosenthal

El siguiente resultado mejora un teorema de Godefroy y Talagrand, |37, théore-

me 7|.

Proposiciéon 3.21 Sea K un espacio compacto de Rosenthal y separable. Entonces
K es metrizable si y solo si C,(K) es Lindeldf.
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Demostracion. Si K es metrizable, entonces C'(K) es separable en norma, y por lo
tanto C,(K) es de Lindelof.

Reciprocamente, si D es numerable y denso en K, entonces (C(K),t,(D)) es ana-
litico (ver [34, théoréme 4|), y por lo tanto puede aplicarse la proposicion 3.20 para

concluir que K es metrizable. [

En [37| se demuestra la metrizabilidad de K con la hipotesis de ser C'(K) un
espacio w-Lindelof. En realidad existe una conexion importante entre los resultados
del citado articulo de Godefroy y Talagrand y algunos de los resultados obtenidos en
este capitulo. Utilizando las mismas técnicas que en |37, lemme 4| puede llegarse al

resultado siguiente (recordemos que denotamos por c el cardinal del continuo).

Teorema 3.22 Sea K un espacio compacto de Rosenthal y separable, y sea D un
subcongunto denso y numerable de K. Si el espacio C(K) no es separable en norma,
entonces existe un sistema biortogonal (fo, fia)a<e en C(K)xC(K)* donde fo € Beok)
Y fo €s de la forma ay(6, — dy) con x,y € K y0# a, € R para cada a < ¢, de modo
que ({fa}a<e, tp(D)) es homeomorfo al conjunto de Cantor {0,1}V.

Con este resultado puede demostrarse la proposicion 3.21: en efecto, si Cp(K) es
Lindel6f, entonces no puede existir un sistema biortogonal (fa, fta)a<c de la forma

indicada en el teorema anterior, ya que

(=(33))...

formaria un t,(K)-recubrimiento por abiertos del cerrado {f, : a < ¢} sin subre-

cubrimiento numerable; por tanto C(K) es separable en norma, lo que nos da la
metrizabilidad de K.

Como observacion final, a continuacion haremos notar céomo la proposicion 3.21
y el teorema 3.13 son equivalentes. Basta ver que 3.21 implica 3.13. En efecto, si K
es compacto y separable, entonces K es un compacto separable de Rosenthal (ya que
K C By(H) por los teoremas 2.5.1 y 2.5). Miramos asi H como un subconjunto de

~

Cp(f?), teniendo en cuenta que t,(K) y t,(K) inducen en H la misma topologia y

~

analogamente, t,(D) y t,(D) inducen en H la misma topologia. Por otra parte

C,(K) Lindeldf = C,(K) Lindelf
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debido a que puede identificarse C’p(IA{ ) con un algebra norma-cerrada de C'(K) (la que
esta generada por H y las funciones constantes), y recordando que toda subélgebra
cerrada en norma de C(K) es t,(K)-cerrada.

La proposiciéon 3.21 asegura que K es metrizable, de modo que C’p(f() es separable
en norma; por lo tanto H es también separable en norma. Queda probado asi que la

proposicion 3.21 = teorema 3.13.

En definitiva, la proposicion 3.21 por un lado, y el teorema 3.13 y su corolario 3.14

son equivalentes. La cadena de implicaciones quedaria asi:

teorema 3.13 = corolario 3.14 = proposicion 3.19 (apartado 1) =

proposicion 3.20 = proposicion 3.21 = teorema 3.13

3.4.4. Un teorema de tipo Namioka

Para la siguiente aplicacion necesitaremos recordar algunas definiciones. Un es-
pacio topologico Hausdorff y completamente regular se dice éech—completo si puede
expresarse como un subconjunto Gs de algtin espacio compacto y Hausdorff. Diremos
que un espacio es casi éech—completo si contiene un subespacio Gs denso que es Cech-
completo. Todo espacio éech—completo es de Baire (pues un Gs denso de un espacio de
Baire es de Baire), y a partir de aqui se deduce que todo espacio casi éech—completo
es también de Baire.

Un espacio topologico Hausdorff y completamente regular 7" se dice Cech-analitico

si puede expresarse como un subconjunto de la forma

7= U 4

oeNNneN

donde A, son subconjuntos o bien abiertos o bien cerrados en un espacio topologico
compacto y Hausdorff, para cada ¢ € NN y cadan € N (si 0 = 01,09,...,0m,. ..,
entonces o|n denota la sucesion finita oq,09,...,0,). Todo espacio éech—completo
es, en particular, un espacio Cech-analitico. Por otro lado, la clase de espacios casi
éech—completos contiene a los espacios K-analiticos de Baire o, mas generalmente, a
los espacios Cech-analiticos de Baire (ver [14, remarks 2.5]). Por lo tanto, se tiene el

siguiente cuadro de implicaciones.
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‘éech—analitico de Baire

éech—completo ‘

‘ Casi éech—completo ‘

|

Contiene un denso Cech-analitico de Baire‘

Para nuestro teorema, necesitaremos un resultado previo que se obtiene sin més
que observar que la demostracion del teorema 4.1 de [46] sigue siendo valida si se
sustituye la métrica semicontinua del enunciado por una semimétrica semicontinua.
Tanto en el siguiente lema como en el teorema posterior, consideraremos subconjuntos
fragmentados por una semimétrica, de forma anédloga a como se consideran en la

definicion 3.1 los espacios fragmentados por una métrica.

Lema 3.23 Sea Z un espacio Cech-analitico y Hausdorff y p una semimétrica infe-

riormente semicontinua en Z. Entonces son equivalentes:
1. Cada subconjunto compacto de Z estd fragmentado por p.

2. Para cada ¢ > 0, Z puede expresarse como una union numerable U Zy, de

neN
subconjuntos tales que, para cada n € N, st C' es un subconjunto no vacio de Z,,

existe un subconjunto abierto relativo y no vacio V de C' tal que el didmetro de

V' respecto a p es menor que €.

Teorema 3.24 Sea K un espacio compacto y Hausdorff tal que C,(K) es Lindeldf,
y sea D un subconjunto denso de K. Si T es un espacio topoldgico que contiene un
subconjunto denso que es Cech-analitico de Baire, entonces para cualquier funcion
f:T — C(K) que sea t,(D)-continua, se cumple que f es continua en norma en un

subconjunto Gs denso de T.

Demostracion. En la demostracion, representaremos como || ||-diam(H) el didmetro
de un subconjunto H de C'(K) respecto a la norma. Haremos la demostracion en dos
etapas.

ETAPA A: comenzaremos demostrando que la propiedad se verifica si el propio T es
Cech-analitico de Baire. Para cada n € N definimos el conjunto

On(f) = {V :V es abiertoen Ty || ||-diam(f(V)) < % }
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Observamos que cada O,(f) es abierto y se cumple que ﬂ O,(f) coincide con el

neN
conjunto de puntos de continuidad en norma de f. Asi pues, la demostracion de esta

primera etapa habréa acabado si probamos que cada O, (f) es denso en T ya que T es

un espacio de Baire por hipotesis. Para verlo comprobaremos primero que se cumple:

Propiedad Al: Para cada € > 0, existe una sucesion (7},) de subconjuntos de T tales

que T' = U T,, v se verifica que para cada n € N y cada subconjunto no vacio C' de

neN
T, existe un subconjunto abierto V' de T tal que VNC # @y || |-diam(f(VNC)) < e.

En efecto, para cada subconjunto compacto M de T, su imagen f(M) esta frag-
mentada por la métrica de C'(K) (por el corolario 3.14). Si definimos la semimétrica
en T dada por la funcion p(z,y) := ||f(z) — f(y)|| es facil comprobar asi que cada
subconjunto compacto M de T esta fragmentado por p. El lema 3.23 nos asegura que

para cada € > 0, podemos escribir T = U T,, de modo que si C' es un subconjunto

neN
no vacio de T},, entonces existe un subconjunto abierto V de T tal que V N C' es no

vacio y

I = diam(f(V 0 C)) sup{ [[f(z) = fW)l - w,y eV NC} =

= p—diam(VNnC) <e

de modo que se verifica la propiedad A.1.
A partir de Al, demostramos ahora la siguiente propiedad:

Propiedad A2: Para cada € > 0 y para cada subconjunto abierto y no vacio W de T,
existe un subconjunto abierto y no vacio V' de W tal que || ||-diam(f(V)) < e.
En efecto, si esto no fuera cierto, existiria un € > 0 y un subconjunto abierto no

vacio W de T tal que
para cada abierto no vacio V' de W se cumple || ||-diam(f(V)) > ¢ (3.3)

Para dicho ¢, consideramos la sucesion (7)) de la propiedad Al, y escribimos

W = U T, N W. Como W es un espacio de Baire, existe un n € N y un conjunto
neN
abierto no vacio U de T tal que U C T,, N W. Como U N T, es un subconjunto no

vacio de T},, la propiedad A1l nos permite asegurar que existe un conjunto abierto V'
tal que VNUNT, # 0y ademas || ||-diam(f(VNUNT,)) <e. El conjunto UNV

es un subconjunto abierto no vacio de W que verifica

FUNV)=fUNVAT,) C fUAVAT,) c fUnvn,)""”
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y como el diametro en norma de f(UNV N Tn)tp(D) y de f(UNV NT,) coincide, se

verifica que

| [|-diam(f(UNV)) <e¢

en contradiccion con (3.3).

La propiedad A2 nos dice que cada O,(f) es denso en T, lo que nos permite

concluir la etapa A.

ETAPA B: caso general. Supongamos que 7' contiene un subespacio denso Tj que
es Cech-analitico de Baire. Como T} es de Baire y denso en T, tendremos que T’
es también de Baire, luego para la demostracion basta comprobar que en este caso
también se cumple la propiedad A2, y razonar como en la etapa A.

En efecto, si consideramos la restriccion f|r, : Ty — C(K), la etapa A nos permite
asegurar que para cada € > 0 y cada subconjunto abierto no vacio Wy en 7j existe un

abierto no vacio V; contenido en W, tal que

| [|-diam(f (Vo)) < e

Asi, dado € > 0 y un subconjunto abierto no vacio W de T, Wy = W N1y es un
abierto no vacio en 7Tj. Por lo tanto, existe un subconjunto abierto Vi C Wy en Tp,
que podemos suponer de la forma Vo =V NTy con V C W y V abierto en T, tal que

se cumple

| l-diam(f (V' NTp)) < e

tp (D)

v como f(V) C f(VNATy) C FVATy)™

diametro en norma que f(V N7Tp), se cumplira

, y este ultimo conjunto tiene el mismo

I [[-diam(f(V)) < e

lo que concluye la demostracion. [ ]

En el caso particular en que D = K, puede eliminarse en el teorema anterior la

hipotesis de ser Cp,(K') un espacio de Lindel6f, gracias a un teorema de Namioka, |?].
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3.5. Las propiedades de Krein-Milman y de Radon-
Nikodym para subconjuntos convexos y (X, B)-

compactos

Definicién 3.25 Un subconjunto C' cerrado y convexo de un espacio de Banach X
tiene la propiedad de Krein-Milman (KMP) si cada subconjunto cerrado, acotado y
convero K C C' cumple K = co(ext(K))” I

Lindenstrauss demostré que si C' tiene la RNP entonces C' tiene la KMP, y
Huff y Morris demostraron en 1975, que el reciproco es cierto para subconjuntos
w*-compactos y convexos de un dual de un espacio de Banach (ver |26, chapter VIII|).
Nos basaremos en estos resultados y en la equivalencia de la RNP con la fragmentabili-
dad (teorema 3.7) para demostrar que las propiedades de Krein-Milman y de Radon-
Nikodym (definicion 2.22) son equivalentes para subconjuntos convexos y o(X, B)-

compactos de un espacio de Banach X, con B normante en Bx«.

En primer lugar haremos notar como la isometria i : X — (*°(B) de la ecua-
cion (2.9), definida por i(x) = (2*(z)),+ep, donde B C Bx+ es normante, nos propor-
ciona una relacion entre las propiedades de fragmentabilidad de H y de i(H), que es

una consecuencia directa del lema 3.10 y de 2.29.

Proposicion 3.26 Sea X un espacio de Banach, B C Bx+ normante y H un sub-
conjunto acotado y o(X, B)-compacto de X. Entonces (H,o(X, B)) es fragmentado
por la norma de C(K) si, y sdlo si, (i(H),w*) es fragmentado por la norma de (*(B).

Teorema 3.27 Sea X un espacio de Banach, B C Bx~ normante y H un subconjunto
convezo, acotado y (X, B)-compacto. Entonces H tiene la RNP si, y sdlo si, H tiene
la KMP.

Demostracion. Sélo hace falta demostrar que si H tiene la KMP, entonces H tiene la
RNP, ya que el reciproco se cumple en general. Ahora bien, si H tiene la KMP, i(H)
es un subconjunto convexo y w*-compacto de ¢*°(B) con la KMP. Como estamos en
un dual, i(H) tiene la RNP, y por tanto i(H ) es fragmentado en norma (teorema 3.7),
luego H es fragmentado por la norma de X por la proposicion 3.26, y asi H tiene la
RNP, aplicando de nuevo el teorema 3.7. [

Este ltimo teorema fue demostrado por James para el caso en el que B es nume-
rable (|42, theorem 3.2|).
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4.1. Convergencia sobre fronteras y convergencia dé-
bil
4.1.1. El problema de la frontera

Dado un espacio de Banach X y un subconjunto normante cualquiera B de Bx=,
no se cumple, en general, que todo subconjunto (X, B)-compacto y acotado de X
sea también o(X, X*)-compacto. Por ejemplo, si Y es un espacio de Banach, By~
es o(Y™*, By)-compacto, donde By es un subconjunto normante de Bys«, pero no es
compacto respecto a la topologia o(Y™, By++), a menos que Y* sea reflexivo.

Nuestro proposito en esta seccion es estudiar qué ocurre cuando se manejan sub-
conjuntos acotados en norma y o(X, B)-compactos, donde B es una frontera (“boun-
dary”) de Bx-.

Definicion 4.1 Sea X un espacio de Banach, y B un subconjunto de Bx«. Se dice

que B es una frontera de Bx~ si para cada v € X existe un elemento b € B tal que

by () = ]l

Notese que este concepto de frontera es diferente a la correspondiente nociéon to-
pologica. En adelante, si no se especifica lo contrario, cuando nos refiramos a una
frontera de Bx-, estaremos considerando la definiciéon 4.1. Toda frontera de By« es
un subconjunto normante de Bx«; sin embargo, el reciproco no es cierto: si X es un
espacio de Banach, By es un subconjunto normante de Bx««, pero Bx no es una fron-
tera de By« a menos que X sea reflexivo; esto ultimo se debe al teorema de James,
[24, chapter 1, theorem 5].

En este capitulo prestaremos especial atencion al siguiente problema que aparece
en |23, Problem L.2| (ver también |35, question V.2|):

Problema de la frontera: Sea X un espacio de Banach, B una frontera
de By« y H un subconjunto acotado de X. jEs cierto que H es o(X, B)-

compacto si, y solo si, H es débilmente compacto?

Las respuestas positivas al problema de la frontera pueden considerarse como tests

para obtener la compacidad débil de ciertos subconjuntos de un espacio de Banach.
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Notese que, en ocasiones, la topologia débil puede ser dificil de tratar si no se dispone
de una caracterizacion adecuada del espacio dual (véanse por ejemplo las secciones 4.7
y 4.8), y es aqui cuando la topologia de convergencia sobre una frontera razonable

puede ser de gran utilidad en el estudio de la compacidad débil.

Hasta el momento, s6lo se conocen respuestas positivas de este problema con al-

gunas hipotesis adicionales:

= La respuesta es positiva para cualquier espacio de Banach X si se toma B como
el conjunto de extremales de By-, |[13]. Notese que el conjunto de extremales
de By« es una frontera para Bx- por el principio del méximo de Bauer, |9,

page 123|.

= La respuesta es positiva para cualquier frontera, si se cumple alguna de las

siguientes condiciones:

H es convexo (teorema 4.2); ver [31, page 100] o [36].

e H es secuencialmente compacto respecto a la topologia (X, B) (teore-
ma 4.3); ver [71].

X mno contiene una copia isomorfa de ¢*; ver [71] y |35, question V.2|.

La bola dual Bx« es secuencialmente compacta para la topologia w*, [19,

corollary 2.2|.

Durante la preparacion de esta tesis, en |15, se ha probado que el problema de la

frontera tiene solucion positiva para el espacio X = C(K).

En este capitulo demostraremos que el problema de la frontera tiene solucion

positiva en otros casos, como son, entre otros (ver los teoremas 4.6 y 4.7):
» si H es débilmente K-analitico, [18];
» si H es débilmente Lindeldf;
» si H esta fragmentado en norma, [18];

» si H no contiene una familia equivalente a la base canonica de ¢'(c); en parti-

cular, si X no contiene un subespacio isomorfo a ¢(c)!.

!En el apéndice puede encontrarse un estudio de la clase de los espacios de Banach que no
contienen a ¢!(c). Esta clase contiene a la de los espacios que no contienen copias de ¢!, y a la de los

espacios tales que (Bx~,w") es secuencialmente compacta, para las que el resultado era conocido.
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Nuestro trabajo se apoyaré, por un lado, en los resultados obtenidos en capitulos
anteriores, y por otro en los resultados ya conocidos antes de iniciar este trabajo.
Incluiremos demostraciones detalladas de estos ultimos con la intenciéon de que la

exposicion sea lo més autocontenida posible.

4.1.2. El caso convexo

Demostraremos primero que el problema de la frontera expuesto en la seccion an-
terior tiene solucion positiva si H es un subconjunto convexo y o(X, B)-compacto. La
demostracion sigue las ideas de [36, proposition I1.21| que, a su vez, se fundamenta
en un trabajo de Simons, |71]. Notese que si H es convexo y o(X, B)-compacto, nece-
sariamente H es acotado en virtud del teorema de Banach-Steinhaus para conjuntos

convexos (|65, theorem 2.9]).

Teorema 4.2 (Simons) Sea H un subconjunto convexo de un espacio de Banach
X y B una frontera de Bx~. Entonces H es o(X, B)-compacto si, y sdlo si, H es

débilmente compacto.

Demostracion. Hay que demostrar que si H es o(X, B)-compacto, entonces H es
débilmente compacto. Puede suponerse, y asi lo haremos a partir de ahora, que H es
absolutamente convexo debido a que la envoltura absolutamente convexa y o(X, B)-
cerrada de un conjunto convexo y o(X, B)-compacto es también o(X, B)-compacta
(ver [49, §20.7(8)])

Tomamos una sucesion (z,,) en H. La prueba se reduce a demostrar que el conjunto
{z, : n € N} es débilmente relativamente compacto en X ya que, en este caso, el
teorema de Eberlein-Smulian nos asegura que existe una subsucesion de (x,) que
converge débilmente a un punto de H (al ser H débilmente cerrado). Esto prueba que
H es débilmente secuencialmente compacto, y una nueva aplicacion del teorema de

Eberlein-Smulian conduce a que H es débilmente compacto.

Para probar que {x, : n € N} es débilmente relativamente compacto, definimos

el operador lineal continuo S : ¢! — X dado por

S(O) = 3 A

(notese que H acotado). Si definimos Y := span(B) , entonces By« = By ya

que B es normante. Para comprobar que { z, : n € N} es débilmente relativamente



4.1 Convergencia sobre fronteras y convergencia débil 83

compacto en X, basta comprobar que S*(By) es débilmente relativamente compacto
en (*°, donde S* : X* — (> es el operador adjunto de S. En efecto, si S*(By)w es

débilmente compacto, se cumple

*

S*(By)" =5(By);

como ademas S* es w*-w* continua, tendriamos que:

*

S*(Bx-) = S*(By" ) € S*(By)" =5*(By)"

Por lo tanto, S*(Bx~) es débilmente relativamente compacto, de donde S* es un ope-
rador débilmente compacto. S es también débilmente compacto, y de aqui deducimos
que S(Bgp) es un conjunto débilmente relativamente compacto en X que contiene a
{x,:neN}

Finalmente, comprobaremos que S*(By ) es débilmente relativamente compacto en
¢>. Utilizando el teorema de James, basta ver que cada elemento p de By~ alcanza
su supremo en S*(By), es decir, que z := o S* € X** alcanza su supremo en By.
Para ello, tomamos una red (\), en By que converge a p en la topologia w*. Para
cada b* € B, S*(b*) = b* 0 S esta en £, luego se cumple:

b* (Z Aga;n> = A (@) — 2(b7) (4.1)

o
Al ser H absolutamente convexo y cerrado en norma, se cumple que z, = g ATy
n=1

estd en H para cada «. La o(X, B)-compacidad de H permite asegurar que cierta
subred (zo,) de (x,) verifica que (X, B) — limx,, = x para cierto € H. Por lo
j

tanto, si b* es un elemento de B se cumple:

b*(xz) = limb*(z,,) = lim b Ad Ty 4.2
() = lim b (z,,) = lim <Z) (+2)

n=1

De las ecuaciones (4.1) y (4.2) deducimos que
z(b*) = b*(x) para cada b* € B
La igualdad anterior se extiende a los elementos b* de Y, y en consecuencia
sup{ z(b*) : b* € By } =sup{b*(z) : b* € By } = ||z|| = bj.(z) = 2(b})

para cierto b € B C By, donde hemos utilizado que B es una frontera de Bx~. Por

lo tanto, z alcanza su supremo en By, y la prueba esta concluida. [
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4.1.3. El caso secuencialmente compacto

En [71] se demuestra que el problema de la frontera tiene solucion positiva para
el caso en que H es acotado en norma y o(X, B)-secuencialmente compacto. Este
resultado puede verse como una extension del teorema de Rainwater, |25, page 155].

La siguiente es otra prueba que se basa en la reducciéon al caso convexo.

Teorema 4.3 Sea X un espacio de Banach y B una frontera de Bx-. St H es un
subconjunto acotado y o(X, B)-secuencialmente compacto, entonces H es débilmente

compacto.

Demostracion. Por el teorema de Eberlein-Smulian, basta probar que cada sucesion
(x,) en H tiene una subsucesion débilmente convergente a un punto de H. Por la
hipotesis, existe una subsucesion (z,,) de (z,) que converge a un punto = de H en la
topologia (X, B).

Y = span ({z,, : j € N} U {x})” ”

que es un subespacio cerrado y separable de X. Si i : Y — X es la inclusion e
i* : X* — Y™ el operador adjunto, entonces i*(B) es una frontera en By~. El conjunto
A = {z,, : j € N} U{z} es 0(X, B)-compacto, y también es o(Y,i*(B))-compacto;

—— o (V" (B))

se cumple que co(A) es o(Y,i*(B))-compacto (aqui puede utilizarse el teo-

rema 2.21 pues (By«,w*) es secuencialmente compacto). Utilizando el teorema 4.2,

) es o(Y,Y*)-compacto. Se cumple asi que z es el o(Y, Y*)-

tenemos que co(A)
limite de una subsucesion de (x,,), y también el limite respecto a la topologia o (X, X™*)
ya que By~ esta formado por las restricciones a Y de los elementos de Bx«. Esto con-

cluye la demostracion. [ ]

4.2. Otras respuestas al problema de la frontera

Pasamos a tratar otros casos en los que se tiene respuesta positiva al problema de la
frontera y que seran deducidos, mas o menos directamente, del trabajo realizado hasta
ahora. Uno de los resultados principales es el corolario 4.7.1 en el que se demuestra
que el problema de la frontera tiene soluciéon positiva para espacios de Banach que
no contienen una copia isomorfa de £*(c) donde c tiene el cardinal del continuo. Este

resultado comprende, entre otros, los siguientes casos (ver el apéndice):

» Espacios de Banach que no contienen una copia de ¢*.
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» Espacios de Banach cuya bola dual es secuencialmente compacta para la topo-
logia w* (en particular, los espacios débilmente Asplund, los débilmente nume-

rablemente determinados o los débilmente compactamente generados).

» Espacios de Banach que tienen la propiedad C de Corson (en particular los

espacios débilmente Lindel6f).

En definitiva, el teorema 4.7 engloba a todas las clases de espacios de Banach para
los que la soluciéon al problema de la frontera se conocia, ademéas de ampliar dicha

clase.
Recordaremos previamente algunas definiciones que utilizaremos en lo que sigue.

Definicién 4.4 Se dice que un espacio topoldgico es K-analitico si es una tmagen
continua de un K,s de un espacio compacto K, es decir, si es imagen continua de un
subconjunto de K que puede escribirse como una interseccion numerable de uniones

numerables de compactos de K.

Definicién 4.5 Un espacio topologico Y se dice numerablemente determinado, st
existe un espacio métrico separable M y una aplicacion T : M — 2Y que es usco

(usco significa semicontinua superiormente) y tal que
Y = J{T(2): 2 € M}
Recordemos que T es usco si verifica las condiciones:
(1) Para cada x € M, T(x) CY es compacto.

(2) Para cada U abierto en Y, el conjunto {x € M : T'(x) C U} es un abierto de
M.

Teorema 4.6 Sea X un espacio de Banach, B una frontera de Bx~ y H un subcon-

junto de X acotado y o(X, B)-compacto. Son equivalentes:
(1) (H,w) es compacto.
(2) (H,w) es K-analitico.
(3) (H,w) es numerablemente determinado.

(4) (H,w) es Lindeldf.
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(5) (H,0(X, B)) estd fragmentado por la norma de X.
(6) (H,o(X,B)) es secuencialmente compacto.

(7) Cada sucesion (b;,) en Bx- posee una subsucesion (b;, ) tal que (b, (h)) converge

para cada h € H.

*

(8) Cada sucesidon (by,) en B posee una subsucesion (b, ) tal que (b}, (h)) converge

n

para cada h € H.

(9) co(H)’

(10) Cada subconjunto o(X, B)-separable de H es débilmente separable.

KB s o(X, B)-compacto.

Demostracion. En la demostracion utilizaremos la siguiente notaciéon: si A es un sub-

conjunto de X*, entonces
A={aly:ac A}

1) = (2) Es obvio.

(

(2) = (3) Se debe a que todo espacio K-analitico es numerablemente determinado
(173])-

(3) = (4) Ya que todo espacio numerablemente determinado es Lindelot ([32]).

(4) = (5) Por la proposicion 3.16.

(5) = (6) Por un resultado de Namioka (ver 3.6).

(6) = (1) Por el teorema 4.3.

(1) = (7) Por hipotesis, (H,w) es compacto, y asi X* es un subconjunto del espacio

de funciones reales continuas definidas sobre un compacto, C'(H,w). Ademas, como
(Bx+,w*) es compacto, EX\ es un subconjunto puntualmente compacto del espacio
(C(H,w),t,), que es angélico (|31, page 36]). Por lo tanto, si (b)) es una sucesion en
Bx-, existe una subsucesion (b;, ) tal que (b}, (h)) converge para cada h € H (es mas,
existe una de estas subsucesiones para cada t,(H )-punto de acumulacion de (b})).
(7) = (8) Es inmediato.

(8) = (9) Sea D = co(B U (=B)). Asi D = co(B U (=B)) es un subconjunto
de C(H,o(X, B)). Por hipotesis, cada sucesion en B tiene una subsucesion t,(H)-
convergente, luego el teorema 1.16 asegura que D también verifica la misma propie-
dad, y en consecuencia, el teorema 2.5 asegura que H es un P(D)-conjunto. Puede

(X,B)

aplicarse ahora el teorema 2.20 para concluir que co(H)U es o(X, B)-compacto.
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(9) = (1) Como co(H)U(X’B)

bién débilmente compacto por el teorema 4.2. Ahora bien, H es débilmente cerrado

es convexo y o(X, B)-compacto, tendremos que es tam-

al ser o(X, B)-compacto, luego H es también débilmente compacto.

(1) = (10) Si H es débilmente compacto, la identidad i : (H,w) — (H,o(X, B)) es
un homeomorfismo, por lo que un subconjunto A de H es w-separable si, y solo si, A
es o(X, B)-separable.

(10) = (5) Sea D = co(BU(—B)) y A un subconjunto numerable de D. Consideramos

X como un subconjunto de C(Bx~), y la funciéon
Ry :C(By.) — C(A)

que a cada funcion f € C(Bx+) le hace corresponder su restriccion a A, Rz(f) = fl.
El conjunto Rz(H) es t,(A)-compacto y metrizable (al ser a” separable), y por lo
tanto existe un subconjunto numerable C' de H tal que R7(C) es t,(A)-denso en
Ri(H). Sea F = Cj; se cumple que Rx(F) = Rz(H). Como F es t,(D)-separable, la
hipotesis nos asegura que es también separable para la topologia w = t,(Bx~), y por lo
tanto, F' es separable en la norma de C'(Bx+); su imagen por Ry, Rz(H), es separable
en la norma de C(A), con lo que la proposicion 3.11 nos asegura que (H,t,(D)) esta
fragmentado por la norma de C'(Bx~), que coincide con la norma de X.

Como consecuencia de los resultados ya establecidos, podemos demostrar que el
problema de la frontera tiene solucion positiva para espacios de Banach que no con-

tienen una copia de £'(c).

Teorema 4.7 Sea X un espacio de Banach, B una frontera de Bx« y H un subcon-

junto norma-acotado y o(X, B)-compacto de X. Son equivalentes:
(1) H no contiene una familia equivalente a la base candnica de (*(c).
(2) H es débilmente compacto.

Demostracion.
Para la implicacion (2) = (1) basta tener en cuenta que la base canonica de ¢!(c)

forma un conjunto que no es relativamente débilmente compacto.

——(X,B
(1) = (2) Sea H como en la hipotesis. El teorema 2.21 nos asegura que co(H) s
es o(X, B)-compacto y asi puede aplicarse el teorema 4.6 para deducir que H es

débilmente compacto. [
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Corolario 4.7.1 Sea X un espacio de Banach que no contiene una copia de £*(c). Si
B es una frontera de Bx« y H es un subconjunto acotado y o(X, B)-compacto de X,

entonces H es débilmente compacto.

Demostracidén. Es una consecuencia inmediata del teorema anterior. ]

4.3. El problema de la frontera en ¢}(I')

El corolario 4.7.1 de la seccién anterior pone de manifiesto que el problema de la
frontera tiene solucion positiva para espacios de Banach que no contienen una copia
isomorfa de ¢*(c). Como contrapunto a este resultado, en esta seccion demostramos
que el problema de la frontera tiene solucion positiva para cualquier espacio ¢1(T).
Este resultado aparece en |15, remark 3|, aunque aqui se da una demostracion distinta
y mas sencilla, que se basa en las ideas utilizadas en dicho articulo para demostrar
que en espacios C'(K) el problema de la frontera tiene solucion positiva. Nosotros
probaremos, ademas, que ¢1(T"), dotado de la topologfa de convergencia sobre una
frontera cualquiera, es angélico.

Dado un conjunto infinito cualquiera I', se denota

) ={ () €R": 3 oy | < 400}

vyel’

(°(T) = {(z,) € R" : sup|z,| < +o0 }
vyel’

Definicién 4.8 Dado un elemento v = (x,) € (*(I'), se llama soporte de = al con-
junto sop(z) ={vel':xz, #0}.

Denotamos por D al subconjunto de ¢°(T") definido asi: = () er € D si, y solo
si, sop(x) es numerable y z, € {—1,1} para cada v € sop(z).

Proposicion 4.9 D es una frontera de Byeo(r.

Demostracion. Si z = (x,) € ¢1(T'), existe I C I' numerable tal que

ol = 3"l | = 3 (signo ),

yel vel

) -
Sea y, = SIBNO Ty S? 7 . Entonces y* = (y,) € Dy ||z]| = y*(2). n
0 sivel

En lo que sigue denotaremos ¢’ = o(¢*(T"), D). Nuestro primer paso es probar el

resultado que hemos adelantado para la frontera D.
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Proposiciéon 4.10 Se verifican las siguiente afirmaciones.
(1) El espacio ((1(T),0’) es angélico.

(2) Un subconjunto acotado H C (*(T') es o’-compacto si, y solo si, es débilmente

compacto.

Demostracion.

(1) Dado un espacio de Banach y un subconjunto normante B C By, la aplicacion
v: (X,0(X,B)) = Cy(B,w")

dada por ¢(x) = z|p es inyectiva y continua. De esta forma, todo subconjunto
o(X, B)-compacto de X es homeomorfo a un subconjunto puntualmente compacto
de C(B,w*). En el caso particular en que X = (}(T') y B = D es el subconjunto de
By (ry definido anteriormente, al ser (D, t,(I")) = (D,w") secuencialmente compacto,
C,(D,w*) es angélico (|31, 3.7]), y por lo tanto (¢*(T'),0’) es también angélico (|31,
3.3]).

(2) Si H es o’-compacto, (1) permite asegurar que (H,o’) es secuencialmente com-
pacto, y al ser D una frontera y H acotado, el teorema 4.6 permite concluir que H es

débilmente compacto. [

En lo que sigue, trasladaremos el resultado de la proposiciéon anterior al caso de
una frontera cualquiera B de Byeor). En el siguiente lema utilizaremos la siguiente
propiedad que relaciona B con D: si A es un subconjunto numerable de I" y fijamos
una sucesion (y,),ea en {+1,—1}4, existe (b,),er € B tal que b, = y, para cada

v € A. En efecto, podemos considerar x = (z,),er € ¢*(T) tal que
sop(e) = Ay all =Y lenl =) -y
yEA yEA

Por ser B una frontera, existe b = (b, ) er € B tal que ||lz[| = >, byx,. Ahora bien,
—1 < b, <1 para cada 7 luego ha de ser b,z, = y,z, para cada v € A, es decir,

by =y, siy € A, por la eleccion de x.

Lema 4.11 Sea B C Byo(ry una frontera de (*(T), (z,) una sucesion en (*(T) y
d* € D. Entonces existe b* € B tal que

d*(z,) =b0"(z,) VneN
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Demostracion. Escribimos d* = (d),er. El conjunto

A = sop(d*) N <[j sop(zn)>

es numerable. Por ser el comentario que precede al enunciado, existe b* € B tal que

by = d3, Vy € A. Este b verifica el enunciado. |

Proposicion 4.12 Sea B C By una frontera de (*(T').

(1) Si (z,) es una sucesion en (*(T), cualquier o(¢*(T), B)-punto de acumulacion

de (z,) es también un punto de acumulacion respecto a la topologia o’.

(2) Si H es un subconjunto o(¢*(T'), B)-relativamente numerablemente compacto de

(M), entonces H es o’-relativamente compacto en £1(T).

(3) Si H es un subconjunto o({*(T'), B)-compacto de ¢*(T'), entonces H es o'-

compacto.

Demostracion.

(1) es inmediato a partir del lema 4.11.

(2) El apartado (1) asegura que si H es o(¢}(T"), B)-relativamente numerablemente
compacto en ¢!(T"), entonces es o’-relativamente numerablemente compacto en ¢!(T').
Esto implica que H es o’-relativamente compacto ya que (¢1(T"),0’) es angélico por la
proposicion 4.10.

(3) Si H es o(¢*(T), B)-compacto en ¢!(T'), el apartado (2) asegura que H es o'-
relativamente compacto en ¢!(T"). Basta demostrar asi que H es o’-cerrado. Ahora
bien, al ser (¢}(T"),0’) angélico (4.10), dado z € H° existe una sucesion (zn) en H tal
que

z=0 — lim z, (4.3)

n—oo

Por otro lado, al ser H o(¢*(T"), B) compacto, (2,) tiene un o(¢*(T"), B)-punto de
acumulacion h € H, que es también o’-punto de acumulacion por el apartado (1).

Esto, junto con la ecuacion (4.3) asegura que z = h € H. u

Proposicion 4.13 Sea B C By una frontera de ¢*(I'). Un subconjunto H C ¢*(T")

acotado es o((*(T'), B)-compacto si, y solo si, es débilmente compacto.
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Demostracion. Si H es débilmente compacto entonces es acotado y o(¢*(T), B)-
compacto. Para el reciproco, basta aplicar el apartado (3) de la proposicion 4.12 para
obtener que H es o’-compacto y el apartado (2) de la proposicion 4.10 para obtener

ahora que H es débilmente compacto. [

A continuacion, probaremos que (¢*(T'), o(¢}(T"), B)) es angélico. Necesitamos una

proposicion previa.

Proposicion 4.14 Sea B C By una frontera de (*(I') y H un subconjunto nume-

rable y o(¢*(T'), B)-relativamente numerablemente compacto de (*(T'). Entonces

—0 1
(1) T (¢X(I"),B)

O_/

= H
—0 1
(2) Las topologias o((X(T"), B) y o’ coinciden en H ¢ (F)’B),

Demostracion.

T).B

—0 1 _0_/
(1) Como H es numerable, el lema 4.11 asegura que H ¢ "« H” . Por otro lado,

siz€ H , el caracter angélico de (¢*(T'),0”) (4.10) junto con el hecho de que H' es
o’-compacto (apartado (2) de 4.12) asegura que existe una sucesion (z,) en H tal que

z=0 — lim z,

n—oo

Z7o (e (1), B)

Por hipotesis existe un o (¢1(T"), B)-punto de acumulacion de (2,), w € H . Por

el apartado (1) de la proposicion 4.12; w es también un ¢’-punto de acumulacion de

i
(zn), con lo que ha de ser z =w € H “mB,

(2) Sea L = A . Porla o’-compacidad de L (apartado (2) de 4.12), basta demostrar
que la identidad:
id (L> OJ) - (L> g(fl(l—‘)’ B))

es continua, y para esto basta comprobar que si F' C L es o(¢!(T"), B)-cerrado, entonces

F es o'-cerrado. Ahora bien, al ser (L, c(¢*(T"), B)) regular se tiene:
F = ﬂ{UU(ﬂ(F)’B) :FcUCL, Uo(l(), B)-abierto en L }

Ademas, o OB _ UﬁHU(Zl(F)’B), y al ser U N H numerable y o(¢Y(T), B)-

relativamente numerable compacto, el apartado (1) nos asegura que

ot o’
vnE P _unm

_ o m.p)
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de donde
F=(WTUNH :FCcUCL, Uo({{(T), B)-abierto en L}
lo que permite concluir que F' es o’-cerrado. [

Teorema 4.15 Sea B C By una frontera de (*(T). Entonces (¢1(I'), o(¢*(T"), B))

es angélico.

Demostracion.

Primera parte: Sea A un subconjunto o(¢!(T'), B)-relativamente numerablemente com-

pacto de ¢!(T'). Por el apartado (2) de la proposicion 4.12, A% es o’-compacto, de

),B)

_—— :
modo que para demostrar que A es o((1(T"), B)-relativamente compacto basta

probar que
id: (A" ,0') — (A" ,o(¢/(T), B))

es continua. Para ello, demostraremos que cualquier subconjunto o (¢*(T"), B)-cerrado
F c A es o'-cerrado. Sea z € F_ . Al ser (//(T'),¢’) angélico (4.10), existe una
sucesion (z,) en F' tal que

z=0 — lim z,

n—~o0

Por otro lado, z, € A° luego existe una sucesion (zmn) en A tal que

2n =0 — lim 2z,

m—00

H = {zu, : m,n € N} es un subconjunto numerable y o(¢*(T), B)-relativamente

numerablemente compacto de ¢*(T"), y por lo tanto la proposicion 4.14 asegura que

—o(£1(T),B

las topologfas o(¢'(T'), B) y ¢’ coinciden en o = ). Asi 2 es el limite en la

topologia o (¢1(T"), B) de (z,), de donde z € FEOD _ g

Segqunda parte: Sea A un subconjunto o(¢1(T"), B)-relativamente compacto de ¢*(T").
—o(tH(1),B)
A

es también o’-compacto. El mismo razonamiento asegura que cada subconjunto

o(((T"), B)-cerrado de a7 OB)

es o({*(T), B)-compacto, y por el apartado (3) de la proposiciéon 4.12,

es o’-cerrado, de donde

—o(¢(1),B) o) — —o(¢'(1),B

id: (A (A ) o(t4(T), B))

— (0t
es continua. Esto implica que id es un homeomorfismo, y al ser A E(0).5) o’-angélico
(apartado (1) de la proposicion 4.10), también sera o(¢!(T), B)-angélico, de donde
—o (e (T),B)

A

esta formado por o(¢*(T'), B)-limites de sucesiones en A. u
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4.4. El problema de la frontera y el intercambio de
limites

En esta seccion utilizamos la propiedad del intercambio de limites de Grothendieck
para dar una caracterizacion de los subconjuntos débilmente compactos H de un espa-
cio de Banach X en términos de la topologia de X* determinada por la convergencia
uniforme sobre sucesiones contenidas en H (teorema 4.18). Esta caracterizacion puede
afinarse en el caso en que X es un espacio de funciones continuas sobre un compacto,
C(K), y conduce de forma natural a una propiedad que cumplen las fronteras de
Be (k)< que provienen de un subconjunto denso de K.

El concepto de intercambio de limites fue introducido por A. Grothendieck (ver
[31, 1.4]), v se ha mostrado como una importante herramienta para la caracterizacion

de subconjuntos relativamente compactos en la topologia débil.

Definicion 4.16 (Grothendieck) Sea Z un espacio topoldgico Hausdorff, X un
conjunto y A un subconjunto de funciones de ZX. Se dice que X y A tienen la propie-
dad del intercambio de limites (en Z ) si para cada sucesion (x,) en X y cada sucesion
(fm) en A se cumple:

limlim f,,,(x,) = lim lim f,,(z,,)

stempre que todos los limites involucrados existan.

La notacion A ~ X (en Z) indicara que X y A tienen la propiedad del intercambio

de limites. Si el contexto es claro, no se hara referencia al espacio Z.

El siguiente teorema, que aparece en [31, page 12|, sera la base de algunos de los

resultados que siguen.

Teorema 4.17 Sea D un subconjunto denso en un espacio numerablemente compacto
K y sea (Z,d) un espacio métrico compacto. Para un subconjunto A de C(K,Z) son

equivalentes:
(1) A es t,(K)-relativamente numerablemente compacto en C(K, Z).
(2) A~ K (en Z).
(3) A~ D (en Z).

(4) A es t,(K)-relativamente compacto en C(K, Z).
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Con este resultado sobre intercambio de limites podemos demostrar el siguiente

teorema.

Teorema 4.18 Sea X un espacio de Banach, B un subconjunto normante de Bx-
y D = co(B U (—B)). Para un conjunto H de X que sea acotado y o(X,B)-

numerablemente compacto, son equivalentes:

(1) H es o(X, X*)-compacto.
(2) D es denso en Bx« para la topologia de convergencia uniforme sobre H.

(3) D es denso en Bx« para la topologia de convergencia uniforme sobre sucesiones

contenidas en H.

Demostracion.

(1) = (2) Recordemos que la topologia de Mackey en X*, u(X*, X), es la topologia
localmente convexa mas fina tal que (X, (u(X*, X)))" = X (ver [44, 8.5.5]). Se cumple

asi que:

(X*,X) (X*,X)

Bx* :Eo :EH

donde la primera igualdad es cierta al ser D un conjunto normante y absolutamente
convexo (ver la proposicion 2.12), y la segunda por ser la topologia de Mackey com-
patible con el par dual < X* X > (|49, §20.7(6)|). Al ser H un conjunto débilmente
compacto, la envoltura absolutamente convexa y cerrada de H es un subconjunto dé-
bilmente compacto y absolutamente convexo de X (por el teorema de Krein-Smulian),
y como la topologia de Mackey es la topologia en X* de convergencia uniforme sobre
subconjuntos absolutamente convexos y débilmente compactos (|44, 8.4.E|), en parti-
cular se cumple que D es denso en Bx- para la topologia de convergencia uniforme
sobre H.

(2) = (3) Es inmediato.

(3) = (1) Miramos X como un subconjunto de C(Byxs,w*). Como H es acotado,
H C C(Bx-+,I) para cierto intervalo compacto I de R. Por un lado, la topologia de
convergencia puntual de C(By«, ) induce en H la topologia débil, y por otro, X es
tp(Bx~)-cerrado en C(Bx~) por lo que, para demostrar que H es débilmente compacto
en X, basta probar que H es t,(Bx~)-compacto. Ahora bien, la condicién de com-

pacidad numerable de H en la topologia o(X, B) asegura que H es secuencialmente
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cerrado para t,(Bx«), y por el caracter angélico de C,(Bx-) (|31, 3.7]), la prueba ter-
mina si demostramos que H es t,(Bx~)-relativamente compacto en C(Bx-, I). Para
esto, utilizamos el teorema 4.17 y probamos que H y D intercambian limites en I.
Tomamos dos sucesiones (z,,) en H y (b)) en D. Comprobaremos que si existen los
limites

lim lfm b} (2,,)  y limlim 0% (x,,),

entonces coinciden. Como (z,,) se aglomera respecto a la topologia o(X, B) = o(X, D)
en un punto zg € H,y (b)) se aglomera en un punto x; € By respecto a la topologia

w* (por la compacidad de (Byx«,w®")), tendremos que

lm lim b (2,,) = Hm b (xg) = z5(x0)

Por otro lado, para cada m € N fijo, se cumple que lim b} (z,,,) = z5(x.), v basta asi
n

probar, para que se cumpla la igualdad de los limites iniciales que:
lm 25 (2,,) = 25(z0) (4.4)

Supongamos que no se cumple (4.4). Existira entonces un ¢ > 0 tal que cierta subsu-

cesion de (xf(z,,)) que denotamos igual cumple:
|zg(2m) — x5(z0)] > VmeN (4.5)

Ahora bien, por la densidad de D en By« para la topologia de convergencia uniforme
sobre sucesiones de H, si consideramos el conjunto numerable {z,, : m € N} U {z¢},

entonces existe b* € D tal que:
* * € * * €
16" () — z5(xm)] < 3 VvmeN y  |b"(x) — xp(z0)| < 3 (4.6)

Por otro lado, como (x,,) se aglomera en z, respecto a la topologia o(X, D) se tiene
que:

16" () — 0" (z0)| < % se cumple para infinitos subindices m € N (4.7)

Utilizando ahora las condiciones (4.6) y (4.7), se cumple:

|70(2m) — w5(wo)| < [ag(wm) = 0% (2w )| + |07 (2m) = b (20)| + b7 (w0) — 25(20)| <€

para infinitos subindices m € N, en contradiccion con la condicion (4.5). Luego los
limites iniciales coinciden, y concluye la demostracion.

En el caso de un espacio C'(K) el resultado anterior puede llevarse hasta la siguiente

proposicion.
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Proposicion 4.19 Sea K un espacio compacto Hausdorff, D un subconjunto denso
de K y H un subconjunto acotado y t,(D)-numerablemente compacto de C(K). Si
para cada k € K, cada € > 0 y cada sucesion (f,) en H existe un elemento d € D tal
que

|fu(k) — fu(d)| <& para todon € N

entonces H es débilmente compacto.

Demostracion. Para cierto intervalo compacto I de R, se tiene que H es un subcon-
junto de C'(K,I). Como D es denso en K, la prueba concluye si demostramos que
H intercambia limites con D, pues en este caso, el teorema de Grothendieck (4.17)
asegura que H es relativamente débilmente compacto en C(K) (recuérdese que un
conjunto acotado de C'(K) es relativamente débilmente compacto si, y solo si, es
t,(K)-relativamente compacto), y por otro lado, la hipotesis sobre H asegura que éste
es débilmente (secuencialmente) compacto.

Para probar que H ~ D, razonamos de forma analoga a la demostracion del teore-
ma 4.18. Sean (f,,) y (d,) sucesiones respectivas en H y D con puntos de aglomeracion

fo€ Hy ko € K. Asi se cumple:

limlim f,u(da) = fo(ko) ¥
i m fon(dy,) = 1m fin (ko)

donde hemos supuesto que todos los limites involucrados existen. Si fuera

lim £ (ko) # folko)

existiria un € > 0 y una subsucesion (f,,(ko)) que denotamos igual tal que
| fn(ko) — fo(ko)| > € para cada m € N (4.8)

Por hipotesis, existe un elemento d € D tal que
€ €

ko) — fo(d)] < = -

folko) = fold)] < 5 :

Ademas, como (f,,) se aglomera en fj respecto a la topologia t,(D), se cumple

y |fm(k0) - fm(d>| < vm e N (4'9)

| fn(d) — fo(d)| < % para infinitos m € N (4.10)
La desigualdad

[ fm (ko) = fo(ko)| < | fm(Ko) = fn(d)] + [fm(d) = fo(d)] + [fo(d) = fo(ko)| < e
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es valida para infinitos m € N (utilizando las condiciones (4.9) y (4.10)). Esto contra-

dice la condicion (4.8). n

La condicion de densidad de D en K en la topologia de convergencia uniforme
sobre sucesiones de H impuesta en la proposicion anterior para que H y D permuten
limites, es satisfecha de forma natural por las fronteras D C K de Bg(x)-, como

probamos en los siguientes resultados.

Lema 4.20 Sea K un espacio Hausdorff compacto y F' un subconjunto no vacio de

K. Son equivalentes.

(1) Existe una aplicacion f en C(K) tal que F ={k € K : |f(k)| = ||fllc }-
(2) F es un subconjunto cerrado y Gs en K.

Demostracion.

(1) = (2) Es obvio que si se cumple (1), entonces F' es cerrado (por la continuidad

de f) y no vacio por la compacidad de K. Por otro lado, F' es un G5 ya que podemos

escribir:

F:fjl{k:eK:’lf(k)|—||f||00‘<%}

(2) = (1) Sea F = ﬂ O,, donde O,, es abierto para cada n. Para cada n € N, F
n=1
y K\ O, son subconjuntos cerrados y disjuntos en el espacio normal K. El lema de

1
Urysohn permite asegurar la existencia de una funciéon f, : K — [O, Q—H} de modo que

1 o
fu(F)={0}y fu(K\O,) = {2—n} La funcion g = Z fn es continua por ser limite

n=1
m

uniforme de las funciones continuas Z fn- Asi, f=1—g: K —[0,1] es continua y
n=1

cumple || fllo =1y F' = {k € K:[f(F)] = [ fll}- u

Lema 4.21 Sea K un espacio Hausdorff compacto y D un subconjunto de K. Enton-

ces son equivalentes
(1) DU (=D) es una frontera de Bexy«.

(2) D corta a todo subconjunto cerrado, Gs y no vacio de K.
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Demostracion.

(1) = (2) Si F es un cerrado, G5 y no vacio en K, el lema anterior nos asegura que

se cumple F' = {k € K : |f(k)| = |||l } para alguna funcion f € C(K). Ahora
bien, si D U (—D) es frontera, existird un elemento d € D tal que ||f|l.c = f(d) o
|/l = —f(d). En cualquier caso || f||c = |f(d)|, y por lo tanto FF'N D # {).

(2) = (1) Sea f € C(K)ysea F ={ke K :|f(k)] =|fllx} F esno vacio, y
ademas es cerrado y Gs por el lema previo. Nuestra hipotesis nos asegura que existe
un elemento d € DN F, luego ||f|lec = |f(d)] = max{ f(d),—f(d)} y por lo tanto
D U (=D) es una frontera de Be (k- n

Asi llegamos a la siguiente mejora del teorema de Grothendieck [38], que es la

solucion al problema de la frontera para el caso X = C(K) y fronteras D C K.

Teorema 4.22 Sea K un espacio compacto y Hausdorff y D un subconjunto de K tal
que para cada f € C(K) existe d € D con || f|le = |f(d)|. Entonces los subconjuntos

acotados y t,(D)-numerablemente compactos de C'(K) son débilmente compactos.

Demostracion. Sea k € K, € > 0y (f,) una sucesion en H. El conjunto

F = ﬂ{y € K: |fn(y) - fn(k)| < 5}

e}

1
= N {reriihm-hwl<c i)
n,k=1
es un cerrado, Gs y no vacio de K. La hipotesis sobre D asegura que DU (—D) es una

frontera de Bok)-, y en virtud del lema 4.21 existe d € D tal que
|fo(d) — fu(k)| < e paracadan € N
La proposicion 4.19 permite concluir que H es débilmente compacto. [

Notemos aqui que el problema de la frontera para espacios C'(K) ha sido resuelto
en general en [15]. Nosotros generalizaremos el resultado de [15] a espacios de funcio-
nes vectoriales en el epigrafe siguiente y hemos, de momento, preferido demostrar aqui
el teorema anterior porque la demostracion que damos es novedosa y pone de mani-
fiesto de forma clara, via la propiedad del intercambio de limites, en qué interviene

exactamente el concepto de frontera.
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4.5. El problema de la frontera en un espacio C'(K, F)

En esta seccion estudiaremos el problema de la frontera para un espacio de fun-
ciones continuas C(K, F) definidas en un espacio topologico compacto y Hausdorff
K, y con valores en un espacio de Banach F. Las fronteras que se consideran vienen
dadas de forma natural como “productos” de fronteras de los espacios C(K) y E.
Como referencia utilizaremos algunos resultados del articulo [15], donde se resuelve el

problema de la frontera para el espacio C(K) y para fronteras cualesquiera.

Comenzamos recopilando algunos resultados sobre el espacio C(K, E) que utili-
zaremos en lo que sigue. En primer lugar, es conocido que C(K, E) es un espacio de

Banach cuando se le dota de la norma del supremo:

[flloe = sup{ I/ (R)I| : k € K}

La proposicion siguiente recoge otros resultados sobre C'(K, E).

Proposicion 4.23 Sea K un espacio compacto y Hausdorff y E un espacio de Ba-

nach. Entonces:

(1) La aplicacion T : C(K, E) — C(K X Bg+) que a cada f € C(K, E) hace corres-

ponder f definida por f(k,xz*) = 2*(f(k)) es una inmersion lineal e isométrica.

(2) Elespacio (C(K, E),t,(K x Bg+)) es angélico, donde t,(K X Bg+) es la topologia
de convergencia puntual inducida en C(K, E) por C(K x Bg+).

(3) Un subconjunto H de C(K, E) es débilmente compacto si, y sdlo si, es acotado
y compacto para la topologia t,(K X Bps«).

Demostracion.

(1) es facil de probar.

(2) se deduce de lo siguiente: el espacio C,(Z), para Z compacto, es angélico ([31,
3.7]), y todo subespacio de un espacio angélico es angélico.

(3) La topologia débil de C'(K, E) coincide con la inducida por la topologia débil de
C(K x Bg-) (recuérdese la inmersion isométrica del apartado (1)); por lo tanto H es
débilmente compacto en C(K, E) si, y solo si, lo es como subconjunto de C(K X Bg-).
Finalmente, un subconjunto acotado de C'(K X Bg+) es débilmente compacto si, y

solo si, es t,(K x Bp+)-compacto, [38]. n



100 Aplicaciones

4.5.1. Conjuntos normantes y fronteras en C(K, F)

El apartado (1) de la anterior proposicion nos asegura que los elementos del dual
de C(K, F) son restricciones de los elementos de C'(K x Bg«)*; por lo tanto, si F' es un
conjunto normante (una frontera) de Be(xxp,.)-, entonces el conjunto formado por
las restricciones de los elementos de F' a C'(K, E') constituye un subconjunto normante

(una frontera) de Bek, p)y-. Tenemos asi los siguientes resultados.

= Si D es un subconjunto denso de K y B es un subconjunto normante de Bg-,

entonces D x B es un subconjunto normante de Be(k g+, ya que para cada f
de C(K, E):
/[l = sup{ [f (R : k € K} =

sup{ [[f(d)|| : d € D} =sup{|2*(f(d))|: d € D, 2" € B}

= El conjunto K x Bpg- es una frontera de Bc(k g)-. En general, si B’ es una
frontera en Bp-, entonces K x B es una frontera para Bek,p)+; en efecto, si
f e C(K,E), se tiene:

LFIF = sup{ [lF(R)[| : k € K} = |[f (ko) || = b"(f (ko))

para ciertos ko € K y b* € B (se ha utilizado la compacidad de K y el hecho

de que para cualquier elemento z € E, ||z|| es el méaximo de {b(z):b € B'}).

El siguiente resultado usa las propiedades demostradas en el segundo capitulo.

Proposicién 4.24 Sea D un subconjunto denso de K y B un subconjunto normante
de Bg«. Si K no contiene una copia homeomorfa de SN, E no contiene una copia

isomorfa de (*(c) y H es un subconjunto acotado y t,(D x B)-compacto de C(K, E),

entonces
(1) co(H)tp(DXB) es t,(D x B)-compacto.
(2) o) = o) "

(3) Si H es convezxo, tiene la WRNP.
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Demostracion. Sea F' = co(BU(—B)). D x F es denso en K x Bg-+. Teniendo en cuenta
las hipotesis sobre K y E, y los teoremas A.7 y A.4, tenemos que K X Bg- no contiene
una copia homeomorfa de GN. El teorema 2.21 y el corolario 2.24.2 aseguran que todo
subconjunto acotado y ¢,(D x F')-compacto verifica las correspondientes propiedades
(1), (2) y (3). Finalmente, las topologias t,(D x B) y t,(D x F) coinciden en C(K, E),

y esto concluye la demostracion. [

En lo que sigue, nuestro interés se centrara en el siguiente tipo de conjuntos: si B

y B’ son fronteras respectivas de Bo(xy+ y B+, definimos el subconjunto de Be(x, k)
B®B ={u®b :pecB,becB} (4.11)
donde 1 ® b actiia sobre cada elemento f € C(K, E) mediante
wot) () = [ ¥ duce)
K

Comprobaremos que estos subconjuntos son fronteras de C' (K, E). Para ello utiliza-

remos una extension vectorial del lema 1 de [15].

Lema 4.25 Sea E un espacio de Banach, K un espacio topologico Hausdorff y B
una frontera de Bexy. Dada una familia numerable { f,, :n € N} en C(K,E) y un

elemento k € K, existe una medida p € B tal que

falk) = u(f) = /K fu(t) dpu(t) para cadan € N

Demostracion. La funciéon g : K — [0, 1] dada por

oL () = faR)]
N ;2 <1+I|fn( )—fn(k)ll)

es continua y cumple

Fi={reK: fu(r) = fu(k), Vi e N} ={z € K : gl = g(x) }

Por ser B una frontera, existe un elemento p en B tal que pu(g) = [|g|lcc = 1. p es

necesariamente una probabilidad con soporte en F'y, por lo tanto:
() = [ hdut) = [ f®dut) = [ £, duto) = 5,0
para cada n € N. [

Estamos ahora en condiciones de probar que el conjunto B ® B’ es una frontera
para C(K, E).
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Proposicion 4.26 Sea B una frontera en Be(gy« Yy B’ una frontera en Bg-. Entonces

el conjunto B® B', definido en la ecuacion (4.11), es una frontera en Be(k py--

Demostracion. Si f € C(K, E), se tiene:

LAl = sup{ [LF(R)I| = k€ K} = V'(f (ko))

para algin b € B’y algin ky € K. Basta utilizar el lema 4.25 en el caso escalar,
considerando la familia de un tnico elemento {b' o f} en C(K), para asegurar que
existe 4 € B tal que (b o f)(ko) = pu(b o f), es decir, || f]| = (L ®b)(f). |

A los conjuntos del tipo B® B’ de la proposicion anterior los llamaremos fronteras
producto. Diremos que una frontera C' C Bx+ es de Grothendieck para X si todo

subconjunto acotado y o(X, C)-compacto es débilmente compacto.

4.5.2. El problema de la frontera para fronteras producto

Teorema 4.27 51 B es una frontera en Begy- y B' una frontera de Grothendieck
para E, entonces la frontera B ® B’ es de Grothendieck para C(K,E).

Demostracion. Hemos de demostrar que si H es un subconjunto de C(K, E) que es
acotado y compacto para la topologia t,(B®B') = o(C(K, E), B® B), entonces H es
débilmente compacto. Para ello basta comprobar que H es numerablemente compacto
para la topologia t,(K x Bg-) pues, en ese caso, por el cardcter angélico del espacio
C(K x Bpg-) dotado de la topologia de convergencia puntual ([31, 3.7]) tendriamos
que H es t,(K x Bg-)-compacto, de modo que el apartado (3) de la proposicion 4.23
asegura que H es débilmente compacto.

Para comprobar que H es t,(K x Bp+)-numerablemente compacto, tomamos una
sucesion (f,) en H. Por la compacidad de H en la topologia t,(B ® B'), existe una
subred (f,)acp que converge a f € H en t,(B® B'). El conjunto

{faraeD}U{Sf}
es numerable y puede aplicarse el lema 4.25: fijado k£ € K, existe u € B tal que

fR)=p(f) v falk) = p(fe) VaeD (4.12)

Ahora bien, la convergencia de (f,) a f respecto a la topologia t,(B ® B'), junto con
la ecuacion (4.12) nos dice que b (fo(k)) — b (f(k)) para cada b' € B'. Es decir,

falk) — f(k) en la topologia o(E, B") para cada k € K (4.13)
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Ahora, para el p© € B anterior definimos:
T,:C(K,E)— E

mediante la formula 7),(f) = / fdp = p(f). Siuna red (gg) en C(K, E) converge a
K
un elemento g € C(K, E) en la topologia t,(B ® B'), se cumple que

b (/ g3 d,u) — b (/ gd,u) para cada b € B’
K K

La anterior condicion implica que T},(gs) converge a T,(g) en o(E, B'), es decir, T,
es continua para las topologias t,(B ® B') y o(E,B’). Asi, H se transforma en el
conjunto T,(H) que es o(E, B')-compacto y acotado (ya que ||T,(f)|| < | f|l, para
cada f € C(K,FE)). Como el problema de la frontera tiene soluciéon positiva en F

respecto a B, T,,(H) es o(E, E*)-compacto. El conjunto numerable

{fa(k) : e DYU{f(k)}
esta asi contenido en un conjunto o(E, E*)-compacto. Esto, junto con la condi-

cion (4.13), asegura que (f,(k)) converge a f(k) en la topologia débil, luego f, converge

a f en la topologia t,(K x Bpg-+), y se concluye la demostracion. ]

A partir del teorema anterior, podemos enunciar algunos casos donde el problema

de la frontera tiene solucion positiva.

Corolario 4.27.1 Si B es una frontera en Bogy- y B’ una frontera en Bg-, entonces

la frontera B® B’ es de Grothendieck para C(K, E) en los siguientes casos.

(1) Si B' coincide con el conjunto de extremales de B-.

(2) Si E no contiene una copia isomorfa de ¢*(c).

(3) Si E = C(M) donde M es compacto y Hausdorff.

Demostracion. Se deduce del teorema anterior, junto con el teorema 1 de [13], el

corolario 4.7.1 y la proposicion 3 de [15], respectivamente. [ ]
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4.5.3. El caracter angélico en C'(K, F)

En [15] se prueba que si B es una frontera para Be(x)-, el espacio (C(K),t,(B))
es angélico. En la misma linea de resultados aqui se prueba que C'(K, E) es angélico
dotado de la topologia de convergencia puntual sobre la frontera B ® Bgs, donde
B es una frontera cualquiera de Be(k)-. La ecuacion (4.11) define como actian los
elementos de B ® B’ sobre C(K, E). Esta definicion puede extenderse a los elementos
de C'(K x Bg-+); en efecto, dada una funcion f de C(K x Bg+), podemos considerar
para cada x* € Bp« la funcion continua f,« : K — R dada por f,«(k) = f(k,z*). Para
un elemento 4 ® 2* € B ® B’ definimos

(o) (f) = /K foe di

Notese que esta definicion es compatible con la definicion 4.11 cuando se miran los ele-
mentos de C' (K, E) como elementos de C'(K x Bg+) a través de la inmersion isométrica

de la proposicion 4.23.
Lema 4.28 Si B es una frontera de Boky«, y D = BU (—B), entonces D ® Bg- es

una frontera en Bo(gxBp.)-

Demostracion. Dado f € C(K x Bg-) se tiene que
[F1]'= [ (Ko, )]

para ciertos elementos kg € K y x5 € Bp+. La funcién f,» : K — R que a cada
elemento k € K hace corresponder f,«(k) = f(k, () es continua, y si aplicamos el

lema 4.25 en el caso escalar y para el conjunto { f,; }, obtenemos una medida 4 € B

tal que

f ko, 25) = faz (ko) = plfay) = (1 ® 25)(f)
Es claro asi que cierto elemento v € D es tal que || f|| = (v ® z§)(f), lo que nos da la
condicion de frontera para D ® Bg-. ]

El siguiente resultado es una mejora del apartado (2) de la proposicion 4.23.

Proposicién 4.29 El espacio (C(K, E),t,(B ® Bg+)) es angélico para una frontera

cualquiera B C Beky«-

Demostracion. Notese que, si D = BU(—B), las topologias t,(B® Bg+) y t,(D ® Bg~)
coinciden en C'(K x Bg+). El resultado se obtiene asi por ser (C'(K X Bg+),t,(B&Bg+))
angélico al ser D ® B una frontera (ver el lema anterior y [15, prop. 5|), y teniendo

en cuenta que todo subespacio de un espacio angélico es angélico. [
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4.6. La propiedad de la frontera en es-productos de

espacios de Banach

En [68, 69] aparece la siguiente definicion.

Definiciéon 4.30 Sean X eY dos espacios localmente convezos. Denotaremos por X
al espacio dual de X dotado de la topologia de convergencia uniforme sobre subcon-
guntos compactos y convexos de X. El e-producto de X eY, que se denota XeY se

define como el espacio:
XeY :={T: X —=Y :T eslineal y continua }
dotado de la topologia de convergencia uniforme sobre conjuntos equicontinuos de X*.
En el caso particular en que E' y F' son dos espacios de Banach, el e-producto de

Ey Fes:

EeF :={T:E"— F: T|p,. es w'norma continua }

Dotamos al espacio E<F' de la norma usual de operadores: para T' € EFeF se define
IT[| = sup{ [T'(z*)]| - 2" € Bp- }
Con dicha norma FeF es un espacio de Banach.
Consideramos la siguiente cadena de inclusiones:
EeF — C((Bg+,w"), F) — C(Bg+ x Bp~)

donde partimos de T' € EeF', y le hacemos corresponder primero T'|p,. : Bg« — F,

y a ésta le hacemos corresponder a su vez T : Bg« X Bp« — R definida por
T(e, f7) = 7 (T(e))
Puede verse que las inclusiones son isometrias pues
|T|| = sup{ ||T'(e")|| : €* € Bg+ } =sup{ |f*(T'(e*))| : " € Bp~, f* € Bp+ }

es claramente la norma en los dos primeros espacios (FeF'y C(Bg«, F')), y también

la norma del supremo en el espacio C(Bg+ X Bp+).
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Una frontera natural de EecF proviene de fronteras en los espacios £ y F. Si
partimos de fronteras respectivas B y B’ de Bg- y Bp-+, entonces el conjunto B ® B
puede mirarse como un subconjunto de B(g.r)- haciendo corresponder a cada b € B

y a cada b € B el funcional en E<F dado por:

(b@b)(T) =0(T(b))

! . .
Para ver que B ® B es una frontera en FcF', necesitamos un lema previo.

Lema 4.31 Sea B una frontera absolutamente convexa en Bg-. Entonces dados y*

en B« y x en E, existe un elemento b* € B tal que:
y*(z) = b ()

Demostracion. Consideramos el elemento © € E como aplicacion de Bg« en R. Sabe-
mos que:

’ * — < — ’ *
min a*(@) = —al| < o] = mix 2*(2)

Al ser B una frontera, existe bj € B donde se alcanza el maximo anterior: ||z| = bj(x).
Y al ser B absolutamente convexa, el minimo se alcanza en el elemento —b] € B. Asi, si
utilizamos nuevamente por la convexidad, tenemos que z(B) alcanza todos los valores

entre —||z|| y ||z||, y como y*(x) es uno de esos valores, debe existir b* € B tal que
y*(x) = b*(z). u

Proposicion 4.32 Sea B una frontera absolutamente conveza en Bg- y B' una fron-

tera en Bp-. Entonces el conjunto B ® B’ es una frontera para E<F .

Demostracion. Sea T' € EcF. Al ser T'| 5., continua para las topologias respectivas w*

y de la norma || ||, tendremos que para algin e € Bg. v f& € B’ se cumple:
1T} = sup{ [T(e") | = €” € B } = [[T(eg) || = f5(T'(e5))

donde hemos utilizado que B es una frontera. La aplicacion fooT : Bg« — R
es w*-continua, y podemos aplicar un teorema de Grothendieck (|49, §21.9(4)]) para

asegurar que existe un elemento xq = fj o1 en E. Por lo tanto
1T = (fg o T)(en) = €g(o)

El lema 4.31 nos asegura que existe bj € B tal que ef(zo) = bi(xo) = f*(T(b)), con

lo que B ® B’ es una frontera en Bp.p. [ ]
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Teorema 4.33 Sean E y F' dos espacios de Banach tales que ninguno de ellos con-
tiene una copia isomorfa a £*(c). Si B y B son fronteras respectivas de Bg+ y Bp-,
entonces los subconjuntos t,(B ® B')-compactos y acotados de EcF son débilmente

compactos.

Demostracion. Denotamos por Dy D' a las envolturas absolutamente convexas de B y
B'. Comprobaremos primero que (C(Bg- x Bp+),t,(D®D")) verifica la propiedad KSf
definida en 2.19, es decir, si H es un subconjunto acotado y t,(D ® ll?l)—compacto de
C(Bg+ x Bp+), entonces su envoltura cerrada y convexa th(D@D ) es t,(D® D)-

compacto, y ademas

CO(H)tp(D@D ) _ WH I

(4.14)

Para ello basta tener en cuenta que:

- Bg« X Bp+ no contiene una copia homeomorfa de SN ya que ni Bg+ ni Bp- la

contienen (por el teorema A.7) y BN es primo (ver el teorema A.4).

- D® D' es denso en Bg- X Bp« ya que D y D' son densos en B+ y Bp- respec-

tivamente, al ser normantes (ver la proposicion 2.12).

El corolario 2.21 nos permite asegurar que el espacio C'(Bg+ X Bp+) verifica la propie-
dad KSf para la topologia t,(D ® D). En particular, la igualdad (4.14) nos dice que

Mtp (D@D )

las topologias t,(B® B') y t,(D ® D') coinciden, y que D ® D" es una frontera para

es t,(D ® D')-compacto en EcF. Finalmente, teniendo en cuenta que

EeF por la proposiciéon anterior, el teorema 4.6 asegura que todos los subconjuntos

t,(B ® B')-compactos de FeF son débilmente compactos. ]

4.7. Compacidad débil en un espacio L!(;) para una

medida vectorial pu

En esta seccion, X serd un espacio de Banach, €2 un conjunto, > una o-algebra de
subconjuntos de 2 y p: X — X una medida vectorial numerablemente aditiva. Una

funcion X-medible f :  — R se dice p-integrable si:

1. f es (z* o u)-integrable para cada z* € X*.
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2. Para cada E € ¥, existe un (tinico) elemento g € X tal que

x(xp) = / fd(z* op) paracada z* € X*
E

En este caso el elemento xg se representa por / fdp opor ps(E). La funcion
g 2 — X es de nuevo una medida vectorial numefablemente aditiva por el teorema
de Orlicz-Pettis, |26, page 22|, que se llama integral indefinida de f respecto a p.

LY(11) es el espacio de funciones pu-integrables. Si f € L£'(p), la semivariacion de
la medida f1; define una seminorma

11l = Negll(€2) = sup |27 o pg[(2)
o*€Bxx

Con esta definicion se tiene

Il = sup [ |fldla" o (4.15)

T*EBx*

Identificando las funciones f, g de £*(p) tales que

ul(fwe: fw) #g(w) }) =0,

se obtiene el espacio L'(u), que es un espacio de Banach dotado de la norma || |
(|48, chapter III|). Por otro lado, el espacio de funciones p-integrables, ¥-medibles
y p-esencialmente acotadas, con la misma identificacion de funciones, es el espacio
L*>(u) dotado de la norma usual del supremo esencial. Toda funcion de L>(u) es
p-integrable ([48, I1.3.1]). Ademas, si f € L*®(u), se cumple

[l < 1 Moo - Nl (€2)

Se dice que una funcion f € L'(u) es p-nula si py es idénticamente 0; un conjunto

E € ¥ es p-nulo si xg es p-nula, es decir, si |z* o u|(E) = 0 para cada z* € X*.

Hasta la fecha no se ha obtenido una descripcion satisfactoria del espacio dual
LY(p)* (ver [57]). Utilizando el siguiente teorema de |22], los resultados obtenidos en
esta memoria permiten caracterizar los conjuntos débilmente compactos de L'(u) co-
mo los conjuntos que son acotados y compactos respecto a la topologia de convergencia

puntual sobre una frontera cualquiera de Bri(,)-.

Teorema 4.34 (Curbera) L'(u) es un espacio débilmente compactamente genera-
do.
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Corolario 4.34.1 Sea B un subconjunto normante de B+ y H es un subconjunto

acotado y o(L*(u), B)-compacto de L'(u), entonces:

o 1
(1) co(H) BB o(LY (1), B)-compacto y
[ 1 - 1
co(H) (L7 (w),B) _ CO(H)” l
———0o(L'(),B) . - .
(2) co(H) cumple la propiedad débil de Radon-Nikodym.

St ademds B es una frontera de Bri(,y- entonces H es débilmente compacto.

Demostracion. Todo espacio de Banach débilmente compactamente generado posee
una bola dual w*-secuencialmente compacta (|3|), y por lo tanto dicha bola no puede
contener una copia de SN. El teorema A.7 asegura asi que todo espacio débilmente
compactamente generado no puede contener una copia de ¢'(c). El resultado se sigue
de los teoremas 2.21, 2.24.1 y 4.7.1. ]

El resultado anterior es valido para cualquier conjunto normante o frontera. En lo
que sigue consideramos un conjunto normante particular de Bri(,)- que se obtiene de
forma natural.

Dada una funcion h en L*°(u) se cumple que h pertenece a L™ (z* o 1), para cada
x* € X*. De esta forma, para cada h € L>(u) y cada z* € By tiene sentido definir
la forma lineal v, .« : L'(u) — R tal que

e (f) = / f-hd(a® o p)

Cada elemento 7y, .~ es una forma lineal continua sobre L'(u) pues:

Yha= ()] =

/f~hd(x*ou)‘S/If\~|h|dlx*ou|§
Q Q

HhHoo'/Q\fldlx*oul < [IAlleo - sup /Qlf\d\x*ou\ = [[Plloc - Iflxs (4.16)

Z‘*EBx*
donde hemos utilizado la ecuacion (4.15).

A partir de aqui definimos los siguientes subconjuntos de L'(p)*:

B:={"na 1h€Br~( y " € Bx+ } (4.17)
S1:={ Ve h= Z €j X4, COL €5 € {1,-1} (4.18)
finita

y A; € ¥ disjuntos dos a dos, z* € By~ }
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En la proposicion 4.37 se prueba que B y S; son subconjuntos normantes de
Briw«, y en las proposiciones 4.39 y 4.38 se demuestra que B es una frontera (y
en consecuencia, cualquier subconjunto acotado y o(L'(u), B)-compacto de L'(u) es

débilmente compacto) si se cumple alguna de las siguientes condiciones:

(a) X tiene la propiedad de Schur, es decir, si toda sucesion débilmente convergente

de X es convergente en norma.

(B) La medida p: ¥ — X tiene recorrido relativamente compacto en norma.

Estos resultados mejoran las proposiciones 17 y 18 de [56], en las que se demuestra
que si se cumple alguna de las condiciones («) o (), entonces la medida p verifica la

siguiente definicion de Diestel.

Definicion 4.35 Una medida vectorial v tiene la propiedad de convergencia o-débil
si cada sucesion acotada de L'(u) que converge débilmente a 0 en L'(x* o) para cada

1* € Bx~, también converge a 0 en la topologia débil de L'(p).

La mejora de los resultados senalados de Okada mediante nuestras proposicio-

nes 4.39 y 4.38 se debe a la siguiente observacion.

Proposicién 4.36 Sea p: > — X una medida vectorial y B el conjunto definido en
la ecuacion (4.17). Si cada subconjunto acotado y o(L*(n), B)-compacto de L*(u) es

débilmente compacto, entonces p verifica la propiedad de convergencia o-débil.

Demostracion. Sea (f,,) una sucesion acotada en L'(u) tal que (f,) converge a 0 en la
topologia débil de L'(z* o ), para cada x* € Bx~. Como L*®(u) C L°°(x* o i) para
cada z* € X*, si h € L>(u), se cumple:

[ fuhita o — 0

Q

Por lo tanto (f,) converge a 0 respecto a la topologia o(L'(1), B). El conjunto
H:={f,:neN}uU{0}

es o(L' (1), B)-compacto, y por hipotesis serd también débilmente compacto. La iden-
tidad id : (H,w) — (H,o(L*(u), B)) es asi un homeomorfismo, lo que implica que (f,)

converge a 0 en la topologia débil. ]

Nos resta comprobar que, en efecto, tanto B como S; son subconjuntos normantes
de Bpi(,- y que, bajo las condiciones («) o (3), B es una frontera, y por lo tanto los

conjuntos acotados y o(L'(11), B)-compactos son débilmente compactos.
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Proposicion 4.37 Se verifica que Sy C B C Bri,)-. Ademds tanto Sy como B son

subconguntos normantes de Bri,)«.

Demostracion. Los contenidos S; C B C Bp(,) son inmediatos, teniendo en cuenta

la ecuacion (4.16). Veamos que S; es normante. Sea asi f € L'(u) y € > 0. Por la

definicién de la norma de f, podemos elegir xj € By~ tal que

1l =l o psl(2) < = (4.19)

Ahora bien, por la definicién de la semivariacion de xjj o puy, podemos elegir una

particion finita Il en subconjuntos de X tales que

£
/f XAdl"oo,u)‘ <3

(4.20)

25 0 prl(Q) = Y (s ()] =l o sl ()
A€l A€l

Consideramos hg = Z €4 - Xa, donde se elige €4 € {1,—1} de modo que se cumpla

A€l
la igualdad

/f xAdxoou‘ /f ho d(zg 0 p) = Vngag (f)

Ac€lly

Por tanto, las ecuaciones (4.19) y (4.20) nos aseguran que

[l = o5 (F) <€

y €OMO Yp, 2z € S1, tenemos que S es normante. [ ]

Proposicién 4.38 Si la medida vectorial p : X — X tiene recorrido relativamen-
te compacto en norma, entonces el conjunto B definido en (4.17) es una frontera,
y en consecuencia todo subconjunto acotado y o(L'(u), B)-compacto es débilmente

compacto.

Demostracion. Basta demostrar que B es una frontera de Bri(,)-, y aplicar el corola-
rio 4.34.1.
Dada f € L'(u), la proposicion 4.37 asegura que existe una sucesion (7,) en S)

tal que
I =t = [ Fhad(srom)
Q
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donde (h,,) es una sucesion de funciones Y-simples con coeficientes +1 contenida en
Broo(uy y () estd en Bx-.

Si p tiene recorrido relativamente compacto en norma, también lo tiene fif, luego

Ky = co(uy (%) U (—r(0)) |

es un subconjunto compacto de X. Como h,, es de la forma Z eg»")xA(m, con e§") en
i

J
{1, —1}, se tiene que para ciertos conjuntos disjuntos B,, y C,, de ¥, se cumple
[ sy = s(B) = s ()
Q

luego / hy,dpy € 2K, := K. Por otra parte, el teorema de Ascoli asegura la existencia

Q
una subsucesion de (z7), que denotamos igual, y un punto xj € Bx« tal que
(x}) converge uniformemente sobre K a zf) (4.21)

Por otro lado, la familia { * o : 2* € Bx~ } es uniformemente numerablemente
aditiva (|26, 1.1.17]), por lo que existe una medida escalar A : ¥ — [0,400) de
modo que A y p tienen los mismos conjuntos nulos (como consecuencia se tiene que
L*>(u) = L*>()\)) y ademas la familia {z*op : * € Bx«} es uniformemente A-continua
(126, 1.2.4 y 1.2.5]), es decir,

A(I}izlgn . |z* o p|(F) =0 uniformemente en z* € Bx~ (4.22)

El teorema de Radon-Nikodym para el caso escalar nos asegura que para cada z* de

Bx-, existe una funcion g,- € L'()\) tal que
(x" o p)(E) = / gerd\  paracada F € ¥
E
De la anterior igualdad, deducimos que para cada n € N se cumple:

W)= [ £ebudtazom = [ hgu ) (4.23)

El operador T : L*(\) — X dado por T'(h) = /hd,uf es w*-w continuo; en
Q
efecto, si h, es una red en L>(\) que converge a h en la topologia w*, entonces para

cada z* € X*
. ( [~ h)duf) = [ ha = m1g.-
Q Q
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converge a (. Usamos la notacion

xn:/hnd,uf y x:/hd,uf
Q Q

Por la compacidad de By respecto a la topologia w* y la continuidad de 7', existe

una subsucesion (z,,;) de (x,) que converge a x en la topologia débil, y por lo tanto

To(Tn,) = / Sl Gz AN — / fhges AN = x5(2) (4.24)
Q Q
Se sigue que hmx (@n;) = x5(x) pues

|25, (@n) = 2o ()] < fa, (n;) = 25 (@n, )| + [ () — 25(2)]

tiende a 0 en virtud de (4.21) y (4.24). Resulta asi que la norma

11 =i, o) = i) = a5 ([ hlns) =200
Q
se alcanza en un elemento de B. ]

Proposicién 4.39 Sea p: X — X una medida vectorial donde X es un espacio de
Banach con la propiedad de Schur y B el conjunto definido en la ecuacion (4.17). En-
tonces B es una frontera y todo subconjunto de L'(1) acotado y o(L* (), B)-compacto,

es débilmente compacto.

Demostracion. Basta demostrar que B es una frontera de Bpi(,-, y aplicar el corola-
rio 4.34.1.
Ahora bien, si f € L'(u), la proposicion 4.37 asegura que existen sucesiones (z7))

en Bx« y (hy) en Bre(, tales que:

£l = lim/f.hnd(x’;o,u = lim z;, </f hy, d,u) = lim z, </hnd,uf)
n— Jjo n—00 n—o0 Q

Si llamamos de nuevo A a la medida escalar no negativa y 1" al operador h — / hdug,

Q
definido de L>(\) en X, que se consideran en la demostracion de la proposicion 4.38,
tenemos que 7' es continuo respecto a las topologias w* en L*(\) y w en X. Por lo
tanto, el teorema de Eberlein-Smulian asegura que existe una subsucesion de (h,),

que denotamos igual, tal que

<£L’n ::/hn duf) converge débilmente a a:::/hduf en X
Q Q
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donde h € Bpe(y). Ahora bien, X tiene la propiedad de Schur, luego (x,) converge a

*

*(x)) se acumula en xj(z),

x en norma. La compacidad de (Bx-,w*) asegura que (z

para cierto xj, € Bx+, y por lo tanto, existe una subsucesion (x;jj) tal que

li]m z,, (z) = z5(2) (4.25)

Entonces || f||; = li]m zy, (n;) = x5(x) pues

|25, () — g ()] < (2n;) — 2, (@) + 2, (2) — 25()]

< lan, =l + Ja7, () — 25(2)]

Por lo tanto, la norma

I fll = jlinglox;j(a:nj) =z5(x) = z§ </th,uf) = Yz (f)

se alcanza en algin elemento de B. [ ]

4.8. Espacios de Orlicz

Los principales resultados de esta seccion son las proposiciones 4.42, 4.43 y 4.44,
y son una generalizacion de los que aparecen en el articulo [18| sobre los espacios
LP(u, X) (ejemplo E y teorema 13).

Sean ® y U un par de funciones conjugadas de Young, es decir,
® : [0,400) — [0, +o0]

es una funcion convexa, no decreciente, continua por la izquierda y tal que ®(0) = 0

y lim ®(z) = 400y ¥:[0,00) — [0, 400] esta definida por
U(y) = sup{zy — () : x > 0}

(para mas detalles puede verse [59]). Sean X un espacio de Banach y (2, %, 1) un

espacio de probabilidad completo. Denotaremos por L*(u, X) al espacio vectorial de

clases de funciones medibles Bochner f : Q — X tales que / O (k[ f]]) dp < oo para
Q

algtin k > 0. Si X = R, denotamos L®(u, X) = L®(u). L*(u, X) esta dotado de dos

normas equivalentes con las que es un espacio de Banach (|59, chapter 3|):

1
=infd —-:k d(k d
il =iut {7 54> 05 [ oGelsan < oo
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171l = p{/ Iflndns e LGy [ w(al)du < 1}

Se cumple que [||f[[| < [[f]| < 2[l|f]ll, para cada f € L (n, X) ([59, page 61]).

LY(u, X*) puede mirarse como un subespacio vectorial cerrado de L®(u, X)*. En

efecto, dada g € LY (u, X*) el operador lineal
T,: L*(up, X) — R dado por T,(f) :/ <g,f>du
0
verifica [Ty(f)| < min{|[[fllle/lgllw, | /le/lgllw}- Es mas

1
slglle < 1Tl < llgllw

(|78, page 138|). De esta forma la aplicacion g — T, define un isomorfismo topoléogico
de LY(u, X*) sobre un subespacio cerrado de L®(u, X)*.

En lo que sigue denotaremos o’ = o(L*(y, X), LY (11, X*)). Veremos que esta topo-
logia esta dada por un subconjunto normante de Bre(, x)-, y que pueden aplicarse los
resultados de capitulos anteriores para obtener la propiedad fuerte de Krein-Smulian
y la fragmentabilidad en norma de los o’-compactos.

Consideramos un subconjunto particular de funciones de LY (u, X*): dados z* en
X*y hen LY(p), la aplicacion g .« = h-x* : Q — X* es medible Bochner y verifica
9na+lw = ||P]|Le () ll7*]]. Denotamos por S(X, X) el conjunto de funciones ¥-simples
en X.

Proposicién 4.40 (Bombal, [11, lema 2]) Para cada f € L*(u, X) se cumple:

1 lls = sup {

[<ar> du':ges<z,X*>,/angn)dugl}

En consecuencia, los conjuntos B = {g € S(X,X*) : |lglle < 1} y Brv, x+) son

normantes en Bre, xy-.

Definicion 4.41 Sea @ : [0, +00) — [0, +00) una funcion de Young. Se dice que ®

satisface la condicion de regularidad As si existe K > 0 tal que
O(22) < K®(z) Vx>0

En los resultados que demostramos a partir de ahora se impone como hipo6tesis
la condicion A,. Bajo esta condicion, las funciones simples son densas (en norma) en

L®(u, X), y en el caso escalar se cumple ademés que L®(u)* = LY ().
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Proposicion 4.42 Si ® cumple la condicion de reqularidad Ao, entonces la aplicacion
T:L*(pn,X)— C(Bpw,y x Bx+) dada por

Tﬁﬂhwﬂ=i/h@f0ﬁdu

Q

es una inyeccion o' —t, continua. En consecuencia:
(1) El espacio (L*(u, X),0’) es angélico.

(2) Todo subconjunto o'-compacto de L*(u, X) es un compacto de Eberlein.

/

(3) Si H es o'-compacto y L = span(H)J, entonces existe un conjunto I' y un

operador lineal inyectivo S : L — ¢o(I') que es o' —t,, continuo.

Demostracion. Como h € LY (u) y 2* o f € L®(u) para cada x* € X*, se tiene que
h(z* o f) € L'(u) (ver [59, page 62]), y por lo tanto

T: L®(p, X) — RPrv o *Bx
estd bien definida.
Por otro lado se cumple T'(f)(h,z") = z* (/ hf du). En efecto, esta igualdad
Q

es inmediata si f € L®(u, X) es simple, y la densidad de las funciones simples en
L?® (11, X) en el caso en que se cumple la condicion de regularidad A, nos da la igualdad
general.

Para cada f € L*(u, X), T(f) esta en C(Bpw(, x Bx+), donde en Brw(, y en
By« consideramos las topologias w* (en el caso en que se cumple la condicion As,
L®(p)* = LY (), ver [59, corollary 4.1.9]). En efecto, si (ga) es una red en Byw,) que

converge a g en la topologia w*, entonces

/Qfgadu—>/9fgdu

en norma, ya que si f = > x;xg, es simple, entonces

/Qf(ga—g) duH <3 ‘/Qm(ga_g) du'

y si f € L®(u, X) es arbitraria, se toma una sucesion (f,) de funciones simples que

/Q Fulge — 9) du”

/an(ga - 9) du”

convergen en la norma || ||¢ a f de modo que

‘/Qf(ga—g)du" < /Q(f—fn)(ga_g>dﬂH+

< 2I|f—fn||<p+‘
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Notese que, para n fijo, el segundo sumando converge a 0 por el caso de las funciones

simples.

*

w* .
*) es una red en By« tal que z, — z*, la convergencia en

De esta forma, si (z

norma anterior asegura, que
zz; ( [ 1s. du) () (gar 1) — @ ( [ 15 du) — T(f)(g.2")

T es inyectiva, ya que si f € L®(u, X) es tal que /g(:v* o f)du = 0 para cada
Q
(9.2*) € Bpw(, X Bx-, entonces para cada funcion simple s : ¥ — X* se cumple

/ < s, f > du=0,y por lo tanto f = 0, pues el conjunto de funciones simples de
Q

LY(p, X*) es normante por la proposicion 4.40.

Finalmente, T es ¢’ — t, continua. En efecto, T" es continua si se considera en
L®(u, X) la topologfa de convergencia puntual sobre el conjunto F' de funciones de la
forma gy, = h-2*, con h € By, y % € Bx+, y en C(Bpw(, X Bx-) se considera
la topologia t,. Como F C LY(u, X*), T es o’ — t, continua.

De lo anterior, del hecho de ser C,(Bpw(,) X Bx+) angélico ([31, 3.7]) y de [31, 3.3],
se sigue que (L®(u, X),0’) es angélico. Ademas, todo subconjunto o’-compacto es
acotado en norma (puede aplicarse el teorema de Banach-Steinhaus), y por lo tanto
es homeomorfo a un subconjunto puntualmente compacto y acotado en norma de
C(Bpw () X Bx~), de donde es un compacto de Eberlein. La propiedad (3) se deduce
finalmente de la o’ — ¢, continuidad de Ty de [18, lemma 14]. n

La siguiente proposicion extiende la propiedad del ejemplo |18, example E| al caso

de los espacios de Orlicz.

Proposicion 4.43 Si se cumple la condicion de reqularidad As, entonces cada sub-

conjunto o'-compacto y o’'-separable de L*(u, X) es separable en norma.

Demostracion. Sean H C L®(u, X) o’-compacto y o’-separable y M un subconjunto
numerable de H tal que H = A Cada funcion f € M es medible Bochner y toma
valores (en casi todo punto) en un subespacio separable de X. Como M es numerable,
existe un subespacio vectorial cerrado y separable Y C X y un conjunto A € ¥ y-nulo
tales que f(2\ A) C Y para cada f € M. Por otro lado, cada f € M es el limite
de una sucesion de funciones Y-simples, luego es medible respecto a una subalgebra

numerablemente generada; al ser M numerable, podemos considerar una o-algebra
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Yo C ¥ tal que que cada f € M es Yg-medible. El espacio L®(u, X9, Y) es un espacio
de Banach separable que puede identificarse con un subespacio cerrado Z de L®(u, X).

El espacio (L®(u, X),0’) es angélico por la proposicion 4.42, luego dada f € H,
existe una sucesion (f,) en M tal que f, 2 f. En particular, para cada F € X se

cumple que la sucesion en Y, (/ fn d,u) converge a / f dp débilmente, con lo que
E E

f es p-equivalente a una funcion g € L*(u, X, Y). Por otro lado, para cada z* € X*,
x* o f, — x* o g en la topologia débil de L®(u) (recuérdese que si se cumple la
condicion Ay, entonces L®(u)* = LY (1)), de modo que z* o g € L®(u,Yy) para cada
x* € X*. En particular, x* o g es Xy-medible para cada z* € X* y g toma valores en
un espacio de Banach separable. El teorema de medibilidad de Pettis asegura que g
es Yo-medible, y por lo tanto g € L* (i, X,Y), de modo que H C Z es separable en

norma. |

Proposicion 4.44 Si H es o’-compacto y se cumple la condicion de reqularidad Ao,

entonces:

!

(1) H tiene la propiedad KSf, es decir, co(H) es o’-compacto y

O_/

co(H) = co(H)II |

(2) H estd fragmentado por la norma de L®(u, X).

(3) Si H es convexo, entonces H tiene la RNP.

Demostracion. (2) se deduce de la proposicion 4.43 y de la demostracion de la impli-
cacion (10) = (5) del teorema 4.6, donde solo se utiliza que el conjunto B que alli
aparece es normante. (3) se deduce de (2) y del teorema 3.7. Finalmente (1) es una

consecuencia del corolario 3.11.1 y del teorema 2.20. [
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A.1. Compactos que contienen a SN

Incluiremos algunos resultados sobre el compactificado de Stone-Cech del espa-
cio de los nimeros naturales dotado con la topologia discreta. Recordemos que este
espacio, que representaremos por N, es el tnico (salvo homeomorfismos) espacio com-
pacto y Hausdorff tal que N es un subespacio denso de SN, y de modo que cualquier
funciéon continua de N en un espacio compacto y Hausdorff Z puede extenderse a una

funcion continua de SN en Z. A continuacioén reunimos algunas propiedades notables
de ON.

1. El cardinal de N es 2¢ (|77, page 149, problem 108|). En efecto, por un lado
basta tener en cuenta que existe una aplicacion sobreyectiva y continua de SN en
0, 1]¢ debido a que este ultimo espacio es compacto, Hausdorff y separable, por
lo que card(SN) > 2¢ por otro lado, si un conjunto A es denso en un espacio
Hausdorff se cumple que card(X) < 22°““ (basta considerar la aplicacion
inyectiva de X en el conjunto de partes P(P(A)) que a cada x € X le hace
corresponder

{P:PCAxeP)

por lo que al ser N denso en SN debe ser card(gN) < 2¢.

2. N es un espacio extremadamente disconexo (|77, page 400]), lo que significa
que la clausura de cada subconjunto abierto de SN es también abierto; de forma
equivalente, dados dos subconjuntos abiertos y disjuntos de SN sus clausuras
son disjuntas (|77, theorem 14.1.1]).

3. Como cualquier espacio extremadamente disconexo y Hausdorff, SN no tiene
sucesiones convergentes no triviales (|77, theorem 14.1.5]) y como consecuencia

ON no es secuencialmente compacto.

4. Se deduce del apartado anterior que cualquier subconjunto infinito de SN con-
tiene un subconjunto numerable y discreto. Por lo tanto, cualquier subconjunto
infinito de SN contiene un subconjunto numerable cuya clausura es homeomorfa
a AN (ya que si dos espacios topologicos de Tychonoff son homeomorfos, tam-

bién lo son sus correspondientes compactificaciones de Stone-Cech —véase |6,
page 219]—).

5. Si C = AU B es un subconjunto numerable y discreto de SN de modo que

AN B =0, entonces AN B = (). Esta propiedad puede verse como consecuencia
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de lo siguiente: si C' es un subconjunto numerable y discreto en un espacio
Hausdorff X, entonces existe una familia numerable de abiertos disjuntos dos
a dos (U,)nen tal que cada U, contiene un tnico punto de C; si ademas X es
extremadamente disconexo (como es el caso de SN), la familia (U, ),en elegida
es tal que los conjuntos U, son disjuntos dos a dos. Esta ultima familia nos da

facilmente la propiedad enunciada al principio.

6. Si X e Y son espacios compactos Hausdorff tales que Y contiene una copia
homeomorfa de ON y existe una aplicacion f : X — Y continua y sobreyectiva,
entonces X contiene una copia de SN. Esto se debe a que podemos tomar el

cerrado F' = f~1(BN) y restringir f : F' — SN. Entonces se aplica lo siguiente:

= Para la aplicacion f anterior, existe un subconjunto cerrado C' de F' (y
por lo tanto cerrado en X) tal que f|o : C' — BN es minimal (|77, 14.2]).
Recordemos que una funciéon g : 7 — W entre dos espacios topologicos es
minimal cuando es continua y ademas cualquier subconjunto cerrado M de

Z distinto de Z cumple f(M) # f(Z).

= Cualquier funcién minimal y sobreyectiva de un espacio compacto y Haus-
dorff en SN es un homeomorfismo (|77, 14.2]).

7. BN puede identificarse con el conjunto de ultrafiltros en N, de modo que los
abiertos son los conjuntos de la forma V(F) = {F € fN: E € F} para cada
subconjunto no vacio E de N (|64]). De la misma forma SN puede identificarse
con el conjunto de medidas finitamente aditivas g : P(N) — {0,1}, con la

topologia inducida por la topologia producto de {0, 1}P(6N).

8. N tiene peso ¢, es decir, ¢ es el menor de los cardinales de las bases de N (|6,
page 221]|). En primer lugar, existe una base de cardinal ¢; esto es inmediato
teniendo en cuenta que ON es equivalente a la compactacion de Wallman de N
al ser N un espacio normal (|6, page 218]), y por lo tanto la familia de abiertos
B = {HﬁN : M C N} es una base de SN con cardinal ¢ (notese que dados
dos subconjuntos de N distintos, sus clausuras son distintas como se deduce del
hecho de que todo par de abiertos disjuntos de SN tienen clausuras disjuntas).
Para demostrar que no existe una base con cardinal menor basta ver que existe
una familia de abiertos no vacios de SN\ N con cardinal ¢ y disjuntos dos a dos.

En efecto, existe una familia no numerable F en P(N) formada por subconjuntos
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infinitos y tal que si A y B estan en F, entonces card(ANB) es finito (considérese
en Q la siguiente familia: para cada nimero irracional r se toma una sucesion
de racionales que converge a r y el correspondiente conjunto se incluye en la

familia). Entonces utilizamos que para A, B en N con A N B finito se tiene:
@AM B™) N (BN\N) = ¢
y se concluye el resultado deseado.

9. La estrechez (“tightness”) de SN es ¢, es decir, ¢ es el menor cardinal 7 tal que
. . . —pN . .
si A es un subconjunto de ON y x esta en A’ , entonces existe un subconjunto

C de A con cardinal menor o igual que 7 y tal que x € C (|6, page 222]).

Senalaremos ahora algunas clases de espacios topologicos compactos que contienen
copias de SN. Recordemos primero que, por definicioén, un espacio vectorial topoldgico
X tiene la propiedad C de Corson cuando para cada familia (C,).e; de cerrados

convexos no vacios de X con ﬂ C, = 0, existe un subconjunto numerable J en I tal

aecl
que ﬂ C,=0.

acJ

Proposicion A.1 Sea K un espacio compacto y Hausdorff. Cualquiera de las siguien-

tes condiciones implica que K no contiene una copia de SN.

(1) K es secuencialmente compacto.

(2) Existe un espacio de Hausdorff compacto Y que no contiene una copia de SN y

una aplicacion continua y sobreyectiva f Y — K.
(3) El peso de K es menor que c.
(4) La estrechez de K es menor que c.

(5) (C(K),ty,(K)) tiene la propiedad C de Corson (esto incluye los casos en que
(C(K),t,(K)) es Lindelif o (C(K),w) tiene la propiedad C de Corson).

Demostracion. Las cuatro primeras condiciones se deducen directamente de las propie-

dades enunciadas anteriormente.
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Para la propiedad (5) sirve el razonamiento de |73, proposition 6.3|: basta probar
que la estrechez de K es numerable. Supongamos que A es un subconjunto de K y

que a € A\ A. Para cada subconjunto finito F' C A se define:
Cr={feC(K): fla)=0y f(z)>1VzeF}

Cada CF es t,(K)-cerrado, convexo y no vacio (puede usarse el teorema de extension
de Tietze para comprobar esto tltimo); como a estd en A, se tiene que ﬂCF = 0.
Por la hipotesis, existe una familia numerable (F,,) de subconjuntos finitos de A tal

que ﬂ Cr, = (). Ahora bien, el lema de Urysohn nos asegura ahora que
neN

a € UFn,

neN

donde el conjunto U F,, es numerable. [
neN

La segunda proposicion que incluimos es de mayor profundidad y combina algunos
resultados y comentarios de Haydon (|40, lemma 1.1, remark 2.5]) y de Lacey (|50,
theorem 2, page 111]).

Proposiciéon A.2 Sea K un espacio compacto y Hausdorff. Las siguientes propieda-

des son equivalentes.
(1) K contiene un subespacio homeomorfo a GN.
(2) Eziste un cerrado F' C K y una sobreyeccion continua ¢ : F' — {0, 1}°.
(3) Eziste una sobreyeccion continua v : K — [0, 1]°.

(4) Ewiste una familia independiente (A%, Al)wee que consiste en subconjuntos cerra-
dos de K.

(5) C(K) contiene un subespacio isométrico a *(c).

Demostracion.

(1) = (2) Al ser {0, 1}° separable, existe una sobreyeccion continua de SN en {0, 1}¢.
Basta asi tomar [ la copia homeomorfa a SN en K, y ¢ la aplicacion correspondiente.
(2) = (3) Por un lado [0, 1] es imagen continua de {0, 1}", y por lo tanto, el espacio

producto [0, 1]¢ sera imagen continua de ({0,1}")¢ = {0,1}°. De esta forma si F es
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un subconjunto cerrado de K'y ¢ : ' — {0,1}° es continua y sobreyectiva, entonces
existira una aplicacion continua y sobreyectiva de F en [0, 1], y esta aplicacion puede

extenderse a K de forma continua utilizando el teorema de extension de Tietze.

(3) = (4) Sea ¢ : K — [0, 1]° una sobreyeccion continua y sean los conjuntos

| ) RSl ()

donde P, es la proyeccion correspondiente para cada a € c. Entonces, la familia
(A Al).e. es independiente, y estd formada por cerrados en K (usamos aqui la

sobreyectividad y la continuidad de 1, respectivamente).

(4) = (2) Para cada a € ¢, consideramos el cerrado F, = A%JAl. La familia
(Fa)aee cumple la propiedad de la interseccion finita por la independencia de la familia
(A%, AL) e, luego el conjunto F' = ()
¢ : F— {0,1}° mediante

ace Fo €8 un compacto no vacio. Si definimos

Po(w)=0si we A2 y do(w)=1si we Al

para cada « € ¢, entonces ¢ es continua (si P, es la proyeccion proyeccion correspon-
diente para cada « € ¢, entonces P, o ¢ es continua), y sobreyectiva (si fijamos un
punto € = (g,) € {0,1}¢, el compacto F contiene un punto f tal que ¢(f) = ¢, ya que
al ser la familia (A%, Al).c. independiente, puede elegirse una familia apropiada que

verifica la propiedad de la interseccion finita).

(2) = (1) Utilizamos la identificacion de N con el conjunto de medidas finitamente
aditivas p : P(N) — {0,1} con la topologia inducida por la topologia producto de
{0,1}”®™). De esta forma, {0, 1} contiene una copia homeomorfa de BN. Asi, si F es
un cerrado de K tal que existe una sobreyeccion continua ¢ : F' — {0, 1}, podemos
considerar un cerrado minimal 7" de F' tal que ¢(T") = ON, y este cerrado resulta ser

homeomorfo a GN.

(3) = (5) La sobreyeccion continua ¢ : K — [0,1]¢, induce una inmersion isomé-
trica de C([0,1]¢) en C(K), y basta asi tener en cuenta que ¢!(c) es isométricamente
isomorfo a un subespacio de C([0,1]°). En efecto, sea la funcién continua y sobre-
yectiva h : [0,1] — [—1,1] definida por h(t) = 2t — 1. Dado ¢ € [0, 1] definimos
hy  [0,1)% — R por la formula

hi(f)=2f(t)—1 paracada f€]0, 1][071]
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Cada h; es continua, y se cumple que el subespacio lineal cerrado engendrado por
{hy:t€C([0,1)01}

es isométricamente isomorfo a ¢!(c), ya que (h;)tejo.1] es equivalente a la base canonica
de ¢*(c) y cumple para cada A C [0, 1] finito y cada familia de escalares reales o, con
i € Asecumple ) ., o] = HzieA aihiH (el altimo supremo se alcanza en cualquier
funcion f € [0,1]°%Y que valga 1si a; >0 y 0si a; <0).

(5) = (4) Sea T : {'(c) — C(K) una isometria lineal, y sea f; = T'(e;) para cada i en
c. Tendremos asi que ||fi|l = 1. Consideramos ahora los conjuntos A; = f; ' ({—1})
y B; = £, 1({1}), para cada i € ¢, que verifican A;( B; = (). Consideramos ahora un
conjunto finito F' C ¢ y una sucesion {¢; : ¢ € F'} formada por unos y menos unos,
y sea €; = —¢; para cada i € F. Denotamos por 1-A4; =A;, y (-1)- A, =B, y

demostraremos que se tiene

ﬂsi-Ai#Q) o bien ﬂg;-Aﬁé(b (A.1)

el 1€l

En efecto: por un lado se cumple que |3, peifi|| = 2 ,er leil = card(F) (ya que T

es isometria lineal), luego existe ¢t en K tal que

Z Eifz'(t)

1eF

= card(F)

es decir, o bien ). €; fi(t) = card(F) o bien ), . € fi(t) = card(F); como se cumple
que |g; - f;(t)] < 1, para todo ¢ en F, tendremos que o bien t € (,.p&; - A; o bien
t€Niepes - Ai

Escribimos ahora ¢ = {a : @ < g} para un ordinal «p, y sea asi una sucesion
finita a1 < an < ... < @, y €1,89,...,8, € {1,—1} tales que (_, & - Ay, = 0.
Denotamos A/, = Ay1a, ¥ B, = Bata,, y probamos que (AL, B!,)acc s independiente:
en otro caso, existirian ) < o < ... < fr en cy 61,09,...,0; € {1,—1} tales que

ﬂle d; - A, = (. Por lo tanto la ecuacion (A.1) nos asegura que

n k n k
<ﬂe,~-Aai> N <ﬂ5§--A2;j> #0 y (ﬂ»EQ-Aai) N (ﬂ@'/‘%j) 70
i=1 j=1 i=1 J=1

en contradiccidon con las suposiciones anteriores.
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El siguiente resultado nos asegura que el espacio SN es primo, es decir, si un pro-
ducto finito de espacios contiene a OGN es que alguno de los factores lo contiene. El
resultado es también valido para productos numerables ([52] y [75, théoréme 3]), aun-
que los razonamientos que seguiremos sirven sélo para el caso finito. La demostracion

que sigue es puramente topoldgica y se basa en [52].

Lema A.3 Sea X un espacio topologico Hausdorff y f : BN — X continua y sobre-

yectiva. Si para cada x € X, f~'({z}) es finito, entonces X contiene una copia de

AN.

Demostracion.

Primera etapa: Veamos que existe n € N tal que card(f~'({z})) < n para cada

x € X. Por reduccion al absurdo, supongamos que existe un conjunto numerable
S = {z, : n € N} tal que card(f~*({z,})) > n. Es claro que podemos suponer que S
es discreto, y por ser X compacto, existira p € S\ S. Comprobaremos que f~!({p}) es
infinito, en contradiccion con la hipoétesis inicial. Primeramente elegimos subconjuntos
numerables (Y;,)men de f71(S) disjuntos dos a dos, y tales que Y, N f~1({z,}) # 0
para n > m. De esta forma, cada F'(Y;,) contiene todos los elementos de S salvo, a lo
mas, una cantidad finita; asi p € f(Y},) para cadam € N, de donde f~*({p})NY,, # 0,
v¥m € N. Ahora bien, los conjuntos Y,, son disjuntos dos a dos, ya que cada unién

Y, UY,, es numerable y discreta, por lo que f~'({p}) serfa infinito.

Segunda etapa: Construyamos la copia de SN en X. Para cada n € N consideramos

el conjunto

X, ={r e X :card(f '({x})) = n}

Al ser X infinito, podemos considerar ny como el mayor nimero natural n tal que X,
es infinito. Definimos F' = {z € X : card(f~'({z})) > ng }. Este conjunto es finito,
por lo que debe existir un abierto U de X tal que ' C U y X,,, \ U es finito. Sea
A C Xp, \ U numerable y discreto. Podemos elegir una familia numerable (Z,,)men

de subconjuntos disjuntos dos a dos de f~'(A), de modo que
Zinf ' {a}) £ 0 para cada a € A y cada j < ng

Notese que para j < ng se tiene que 7] es homeomorfo a SN. La prueba terminara si
probamos que para cualquiera de estos j se tiene que f|7j : 7] — A es un homeomor-

fismo; y para probar esto basta ver que es biyectiva. Ahora bien, como f(Z;) = A,
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tendremos que por ser f cerrada A C f(Z;), luego Z;N fL(A) £ 0, y f|27 es sobreyec-
tiva. Por otro lado, card(f~'({z})) < ng para cada x € A, y al ser f~1({z})NZ; # 0
para cada j < ng, se tiene que card(f~'({z}) N Z;) = 1 para cada j < ny, lo que nos
da la inyectividad. [ ]

Teorema A.4 Un producto finito de espacios compactos de Hausdorff contiene una

copia de BN si y solo si uno de los factores contiene una copia de GN.

Demostraciéon. La tnica propiedad no obvia del enunciado se deduce del hecho si-
guiente: si el producto de dos espacios X; X X5 contiene una copia de SN (llamamos
B a esa copia), entonces uno de ellos la contiene. Supongamos que no es asi, y que ni
X1 ni X5 contienen una copia de GN. Entonces se cumple que para cada x; € X el
conjunto ({x1} x X3) N B es finito, pues en otro caso, Xs contendria una copia de GN.
La aplicacion Pg : B — X; definida como restriccion de la proyeccion es continua,
sobreyectiva sobre Pg(B) y es tal que Pg'({z}) es finito para cada x € Pg(B); el
lema anterior asegura que Ppg(B) contiene una copia homeomorfa de SN, y por lo

tanto, X, también contiene dicha copia homeomorfa. [

A.2. Espacios de Banach que contienen a /!(c)

En esta seccion estudiamos la clase de espacios de Banach que no contienen una
copia isomorfa de ¢'(c). Daremos algunas condiciones equivalentes (ver la proposi-
cion A.5 y el teorema A.7) que nos permitiran asegurar que dicha clase es bastante

amplia (ver el epigrafe A.2.3).

A.2.1. Copias de /!(c) y cocientes de (*

El primer resultado que presentamos (cuya dificultad principal se basa en ideas
de Pelczynski—|58, lemma 3.1]—) esta en conexion con la existencia de operadores
sobreyectivos de un espacio de Banach X en ¢*°. La idea principal de la siguiente
proposicion es el hecho de que las copias de ¢(c) pueden “levantarse” al espacio inicial

de un operador lineal.

Proposiciéon A.5 Sea X un espacio de Banach. Las siguientes condiciones son equi-

valentes:

(1) Existe un operador sobreyectivo T : X — (°.
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(2) Existe un espacio de Banach Y que contiene una copia isomorfa de ('(c) y un

operador T : X — 'Y con rango denso en dicha copia.

(3) X contiene un subespacio isomorfo a £*(c).

Demostracion.
(1) = (2) Es inmediato teniendo en cuenta que (* = C(SN) contiene una copia

isomeétrica de ¢'(c), por la proposicion A.2.

(2) = (3) Sea {y; : t € ¢} una familia en Y tal que existen escalares c1, ca > 0 con

oY lal <D a-u| <ad |l

tec tec tec

Elegimos una constante positiva k < cy. Para cada ¢ en ¢ consideramos un elemento
xp en X tal que |T(x;) — y|| < k y definimos C,, = {t € ¢ : ||| < n}. Para algtin
m € N, C,, tiene el cardinal del continuo, y para (5;)iec,, se cumple

mZ|5t| > Zﬁt'xt Zﬁt

teCm teCm teCm
1
> m : ‘H Z ﬁt'ytH — H Z Be - (Y _T(xt))H'
teCm teCm
— | — k- ] = ¢
> (o S ik 3 ) =t

Tenemos asi que el subespacio cerrado de X engendrado por { z; : t € C,, } es isomorfo
a l'(c).
(3) = (1) Como la dimensién de £ es c, existe un operador sobreyectivo de £*(c) en

£>°, que por la hipotesis puede extenderse a un operador sobreyectivo de X en /. m

A.2.2. Copias de ON en (By:,w")

El segundo resultado de esta seccion conecta la topologia de (Bx«,w*) con la es-
tructura de X como espacio de Banach: la existencia de una copia homeomorfa de
BN en (Bx«,w*) es equivalente al hecho de que el propio espacio X contenga una
copia isomorfa de £*(c). Por un lado, puede probarse que si un espacio de Banach X
contiene un subespacio isomorfo a £!(c), entonces existe una sobreyecciéon continua

T : (Bx+,w*) — [0, 1]°, es decir, la bola del dual Bx- con la topologia w* contiene
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una copia homeomorfa a BN (por el teorema A.2). En efecto, si J: ('(c) — X es
una inmersion lineal, por trasposicion obtenemos un operador sobreyectivo y con-
tinuo [ : X* — (*°(c); el teorema de la aplicacion abierta nos permite asegurar
que existe una constante o > 0 y un subconjunto w*-cerrado F' de By~ tal que
I|p : F — [—a, a]° es continua y sobreyectiva; el teorema de extension de Tietze nos
permite concluir que existe una sobreyeccion continua 7" : (Bx~, w*) — [0, 1]°.

El reciproco fue demostrado por Talagrand en [75] y se apoya en la construccion
de una familia independiente de funciones con el cardinal del continuo. La princi-
pal dificultad esté en el siguiente resultado de teoria combinatoria de conjuntos, que

incluimos, sin demostracion, en el caso particular del cardinal del continuo.

Teorema A.6 (Talagrand, [75]) Sea Q un conjunto y (X;,Y;)iec una familia in-
dependiente de subconjuntos de ). Supongamos que las familias de subconjuntos
(Xij)iccjen € (Yij)iecjen son tales que X;; C X; y Y;; C Y para cada i en c y

J € N y ademds para cada v en ¢ existe un subconjunto finito P; de N tal que

XixYic )Xy <Yy,
JEPR;
Entonces existe p € N y un subconjunto no numerable I de c tal que la familia
(Xip, Yip)icr es independiente.

Teorema A.7 Sea X un espacio de Banach. Entonces son equivalentes:

(1) X contiene un subespacio isomorfo a {*(c).
(2) Eziste una sobreyeccion continua T : (Bx«,w*) — [0, 1]
(3) La bola del dual (Bx~,w*) contiene una copia homeomorfa de BN.

Demostracion.
(2) & (3) Se sigue de la proposicion A.2.
(1) = (2) Es la observacion que precede al teorema A.6.

(2) = (1) Basta utilizar el teorema anterior con K = (Bx«, w") y X como subespacio
de C'(K) que separa K. En estas condiciones existe un familia no numerable (z;);e.

de elementos de X, y dos escalares reales a < ( tales que la familia

({z: < a}, {x; > B})iee
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es independiente, de donde X contiene una copia isomorfa de £*(c), por el teorema de

Rosenthal. ]

Relacionando este ultimo resultado con la proposicion A.2, observamos que para

un espacio de funciones continuas sobre un compacto, C'(K), se cumple:
C(K) contiene una copia isométrica de /!(c) < pNC K (A.2)

C(K) contiene una copia isomorfa de ¢*(c) < [N C Bk (A.3)

Es evidente que cualquiera de las condiciones de (A.2) implica las de (A.3). Sin embar-
g0, no son equivalentes entre si. En [74, théoréme 5|, Talagrand prueba, utilizando el
axioma de Martin, que existe un compacto separable K tal que todo punto de K tiene
una base de entornos con cardinal menor que ¢, y tal que £*° es un cociente de C'(K)
(es decir, C(K) contiene una copia isomorfa de ¢!(c) utilizando la proposicion A.5).
Teniendo en cuenta que los puntos de SN\ N no poseen bases de entornos con car-
dinal menor que ¢ (esto se debe a que si la interseccién de una familia de abiertos
en SN\ N con cardinal menor que ¢ es no vacio, dicha interseccion tiene interior no
vacio, [6, pag. 221]), el compacto anterior no contiene una copia de SN, y utilizando
la proposicion A.2, para dicho compacto, C'(K) no contiene una copia isométrica de

?*(c) y sin embargo si contiene una copia isomorfa del mismo espacio.

El ejemplo de Talagrand anterior nos sirve pues para afirmar que para un compacto
K, el hecho de que Bg(k)- contenga una copia de BN no implica, en general, que K
contenga una copia de SN. Sin embargo, en el caso concreto en que K = (By«,w*), y
si suponemos cierto el axioma de Martin y falsa la hipotesis del continuo, se tiene la

siguiente equivalencia (ver [55, theorem 4.11]):
/GN C (Bx*,w*) < /BN C BC(Bx*)*
o bien, si tenemos en cuenta el teorema A.7 y la ecuacion A.3, se verifica:

M) c X — ('(c) c C(Bx-)

A.2.3. Otras clases de espacios de Banach

Para terminar, en el siguiente cuadro se consideran algunas clases de espacios de
Banach que estan contenidas en la clase de los espacios de Banach que no contienen

una copia isomorfa de ¢!(c). La terminologia que se emplea es la que se ha utilizado en
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la memoria; ademas, se usan las abreviaturas: WCG por débilmente compactamente

generado y WCD por débilmente numerablemente determinado.

separable ‘

‘ X* reflexivo y separable ‘\

‘X reﬂexivo‘ ‘ X separable ‘ ‘ X* WCG
X WCG ‘X Asplund = X* RNP = (Bx+,w®*) fragmentado‘

X WC X débil Asplund \/ \
\ | X 0" = X WRNP |

‘ X w-Lindelof ‘ ‘ *, w*) angélico ‘\

‘(BX* w*) estrechez numerable‘ ‘ (Bx~+,w") secuenc. compacto

‘ (X,w)C Corson

X B 0Yc) = AN ¢ (Bx+,w*) = £*° no es cociente de X
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