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Capitulo 1

Introduccion

CONTEXTO HISTORICO Y ORIGEN DE LA TEORfA: A finales del siglo
XIX y principios del XX la teoria de funciones reales, impulsada por la teoria
de conjuntos de Cantor, ocupaba un lugar destacado en las matematicas y
estaba experimentando un notable desarrollo (como ejemplo de este impulso
se puede citar la clasificacion de las funciones reales, donde los nimeros
transfinitos jugaban un papel importante).

Un punto central en las discusiones de la época era la cuestién del sig-
nificado de lo que se debia entender por una buena funcion. Las funciones
patoldgicas, que ni siquiera eran continuas, empezaron a ser objetos dignos
de estudio y entre los matematicos que impulsaron el estudio en profundidad
de las funciones discontinuas ocupan un lugar destacado R. Baire, E. Borel
y H. Lebesgue.

La tesis de Baire [4] Sur les fonctions de variables réelles (1899) y su
libro [6] Legons sur les fonctions discontinues (1905) son referencias clésicas
sobre el tema. En la introduccién de este libro, para motivar la convenien-
cia de estudiar funciones discontinuas, dice Baire que en el analisis clésico,
después de introducir las nociones fundamentales mediante definiciones muy
generales, inmediatamente se suelen imponer restricciones a las definiciones
con el fin de poder proseguir el estudio y construir las diferentes teorias;
por ello es legitimo investigar, remontandose a las definiciones iniciales, la
posibilidad de sacar consecuencias interesantes conservando, tanto como sea
posible, la generalidad. Asi propone Baire desarrollar una rama del Analisis
que, siguiendo la pauta del andlisis clasico, aunque contenga menos cantidad
de resultados, tenga la ventaja de suministrar enunciados mas completos y
mas generales.

E. Borel también se preocup6 de asuntos similares. Su tesis Sur quelques
points de la théorie des fonctions data de 1892, y hacia 1912 hizo algunos
comentarios interesantes en relacion con la actitud simplista de limitar las



matematicas al estudio de clases determinadas de funciones como las con-
tinuas, derivables, analiticas, etc. La imposibilidad de establecer una demar-
cacion precisa entre los entes analiticos considerados simples y los otros es
lo que, segiin Borel, habia impulsado investigaciones importantes que habian
incrementado el conocimiento del Analisis. Por ello seguia siendo de interés
el ocuparse de las patologias de las funciones con la finalidad de delimitar las
que debian ser consideradas sanas.

Alrededor de 1900, por iniciativa de Borel, empezé a publicarse una se-
rie de libros titulada Collection de monographies sur le théorie des functions,
donde ademas de las obras de Borel Legons sur le théorie des fonctions (1898
y 1914) y Méthodes et problémes de théorie des fonctions (1922), se publi-
caron otras obras de gran trascendencia como el famoso libro de Lebesgue
Legons sur lintegration el la recherche des fonctions primitives (1903) y el
tratado de De la Vallé Poussin Intégrales de Lebesgue, fonctions d’ensemble,
classes de Baire (1916) en el que ya aparece una excelente exposicién del
método que habia ideado Baire para clasificar las funciones discontinuas. El
método es el siguiente:

La clase 0 es la formada por las funciones continuas, la clase 1 la formada
por los limites de sucesiones de funciones continuas que no pertenecen a la
clase 0 y de modo recurrente definia Baire las funciones de clase n. Después
de haber definido las clases para los ordinales finitos definia la clase de orden
w como el conjunto de las funciones que son limites puntuales de sucesiones
de funciones que estén en las clases anteriores (de orden finito) supuesto que
el limite no pertenece a ninguna clase de orden finito. El método continia
de modo transfinito y se van obteniendo clases de funciones, cada vez mas
amplias, para cada ordinal numerable «, finito o transfinito. Las clases de
funciones asi obtenidas se llaman clases de Baire y las funciones funciones
de Baire. (Poco después se modificaria la definicién original de las clases de
Baire de modo que en la definiciéon de cada clase no quedasen excluidas las
funciones de las clases anteriores).

El problema central en esta teoria, que estudiaron Baire, Borel, Lebesgue
y De La Vallé Poussin, era el siguiente: Dado un ordinal numerable «, jexiste
una funcion de clase a?. La respuesta que se obtuvo fue que para cada « existe
una funcién de clase a. Lebesgue demostré incluso que existia una funcion no
clasificable y que las funciones de Baire coincidian con las medibles Borel. El
problema de la existencia de funciones que no pertenecian a ninguna clase,
finita o infinita, era equivalente al problema de la existencia de conjuntos que
no son de Borel. En 1905 Lebesgue dio un ejemplo de un conjunto medible
que no era de Borel y dejé planteado el problema de encontrar un conjunto
no medible.

En este contexto clasico se enmarca el tema de esta tesina que se ocupa



esencialmente del estudio de las funciones de la primera clase, con especial
atencion a los resultados recientes que conciernen a funciones con valores
en un espacio normado no separable. Empecemos recordando los resultados
clasicos relativos a funciones de una o varias variables reales.

RESULTADOS CLASICOS: El estudio de las funciones de la primera clase,
definidas como limites puntuales de sucesiones convergentes de funciones con-
tinuas, se inicié en 1899 cuando René Baire las introdujo en sus tesis [4] y en
[3]. Aparecian en la primera etapa de su proceso de clasificacién transfinita
de las funciones reales y las caracterizé mediante la propiedad del punto de
continuidad:

(PC) La restriccion de la funcion a cada conjunto perfecto no vacio de su
dominio tiene al menos un punto de continuidad (véase [3]).

En 1899 Lebesgue dio una indicacion para extender esta caracterizacion al
caso de funciones de varias variables reales [42], y en 1900 Baire demostré este
caso mas general [5]. En 1904, en el mismo contexto de las funciones reales de
varias variables reales, obtuvo Lebesgue otra caracterizacién de las funciones
de la primera clase ([44], pag. 154] y [9]):

(L) Si f es una funcién real definida sobre un intervalo X C R", entonces
f es de la primera clase de Baire si y solo si para cada € > 0 existe
una sucesion de conjuntos cerrados F, tal que

X=JF, y olf.F,) < n=12,.. (1.1)

n=1

donde o f, H) denota la oscilacién de f sobre el conjunto H.

En este articulo y en [45] Lebesgue observé también que la condicién
anterior [1.1] equivale a que para cada par de nimeros reales a < b el conjunto
{z €1:a< f(x) < b} sea unién numerable de conjuntos cerrados. Motivado
por este hecho Lebesgue introdujo la clasificacién transfinita de los conjuntos
de Borel y mostré su relacién con la clasificacién de las funciones introducida
por Baire [45]. Asi aparecieron las funciones de la primera clase de Borel
como aquellas que tienen la propiedad de que la anti-imagen de cualquier
abierto es un conjunto F, (una unién numerable de conjuntos cerrados).

En definitiva, para el caso de funciones reales de una variable real definidas
en un intervalo X C R, combinando el teorema de Baire con el de Lebesgue,
a principios del siglo XX, se habia logrado establecer la igualdad

Bi(X) = F,(X) = PC(X)
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donde B;(X) es el conjunto de las funciones de la primera clase de Baire,
F,(X) el conjunto de las funciones de la primera clase de Borel y PC(X)
el de las funciones con la propiedad del punto de continuidad. (Referencias
més accesibles para estos resultados clasicos son [31], pag. 289], [23], [38, pag.
391-394] y [14, pag. 67]).

Por otra parte, casi al mismo tiempo que fueron obtenidos estos resul-
tados, estaban cristalizando las principales ideas de la topologia general: La
nocién de espacio métrico fue introducida por Fréchet en 1906 [21], y los
primeros pasos de las nociones topoldgicas los habia dado el propio Baire
cuando en 1899 introdujo la definicién de limite puntual, conjunto cerrado
y conjunto de primera y segunda categoria (véase [2] y [3]). Conforme los
matematicos de la época se fueron interesando en espacios abstractos mas
generales se fue planteando de modo natural la pregunta de si los resultados
de Baire y Lebesgue se podian extender a funciones entre clases mas generales
de espacios.

En 1927 Hausdorff demostrd que las funciones reales de la primera clase de
Baire coinciden con las de la primera clase de Borel cuando el dominio X es un
espacio métrico, que las funciones con la propiedad del punto de continuidad
son de la primera clase de Borel si dicho espacio es separable y que el reciproco
es cierto cuando X es completo, aunque esta ultima implicacién no es cierta
en general [31].

En 1935 Kuratowsky pregunto si alguno de los resultados de Baire, Lebesgue
y Hausdorff se seguian cumpliendo cuando X era un espacio metrizable arbi-
trario [37]. El primer progreso significativo en esta direccién lo llevé a cabo
Montgomery [49] en 1935 cuando puso de manifiesto que la separabilidad del
dominio X habia sido asumida de modo innecesario en la prueba de cier-
tos teoremas sobre funciones reales; en particular demostré que la igualdad
PC(X) = Bi(X) seguia siendo cierta cuando X era un espacio métrico com-
pleto arbitrario (después del lema de Montgomery, la demostracién dada por
Kuratowsky en [38, pag. 190] sigue funcionando en este caso mas general).
Sin embargo, Montgomery no fue capaz de resolver el siguiente problema: Si
X es un espacio métrico completo y F espacio métrico arbitrario, jse puede
asegurar que cada funcién de la primera clase de Borel f : X — FE. tiene
algin punto de continuidad?.

Antes de comentar cémo estos resultados se han ido generalizando para
funciones con valores en espacios mas generales conviene introducir las no-
taciones By(X, E), F,(X, E)y PC(X, E) para designar los correspondientes
espacios de funciones con valores en un espacio métrico F.

La primera extension la proporcioné el hoy llamado teorema de Lebesgue-
Hausdorff [38, pag 391-393] que dice que si X es un espacio métrico separable
y £ = [0,1]" un cubo n-dimensional o el cubo de Hilbert [0, 1]“, entonces
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By(X,E) = F,(X,E). En [7] y [I] ya se habia indicado que el resultado se
seguia cumpliendo cuando X era un espacio métrico separable y E un espacio
de Banach separable (un ingrediente fundamental en la prueba de este tipo
de resultados ha sido casi siempre el teorema de extensién de Tietze (véase
[38, 31.VIII, pag. 391 Th.7 y 31.IX, péag. 393]).

En 1958 Rolewicz [53] demostr6 que si X es un espacio métrico y F un
subconjunto convexo y separable de un espacio normado entonces F,, (X, E) =

Bi(X, E).

RESULTADOS RECIENTES SOBRE LA TEORIA NO SEPARABLE: En [25] y
[26] Hansell puso de manifiesto que la consideracién de funciones con base
o-discreta, también llamadas o-discretas, permitia extender al caso de un
espacio métrico no separable F algunos de los métodos que se venian emple-
ando para espacios separables ya que las bases o-discretas de las funciones
reemplazaban satisfactoriamente a las bases numerables que aparecen en
los argumentos clédsicos. El papel protagonista de las funciones o-discretas
en la teoria no separable habia sido puesto de manifiesto inicialmente por
Stone en [58] y [57]. Una familia H de subconjuntos de X se dice que es
o-discreta cuando H es unién numerable de familias discretas y, una funcion
f X — FE se dice que tiene base o-discreta o que es o-discreta si la anti-
imagen de cualquier abierto de E se puede expresar como union de elementos
de una familia o-discreta de subconjuntos de X . Las funciones con valores en
un espacio métrico separable son o-discretas ya que tienen base numerable
y Hansell demostré que son o-discretas todas las funciones medibles Borel
cuyo dominio es un espacio métrico completo, o mas generalmente un espa-
cio métrico absolutamente analitico [25] (lo que significa que es un conjunto
F-Souslin en su complecién). Por otra parte Fleissner [19] demostré que es
relativamente consistente, con los axiomas de la teoria de conjuntos, asumir
que cada funcién de la primera clase de Borel en un espacio métrico es o-
discreta.

Hansell también observé que las funciones de B;(X, E) son o-discretas
viendo que las funciones continuas son o-discretas y que la clase de las fun-
ciones o-discretas es estable frente a limites de sucesiones puntualmente con-
vergentes (véase [28]). Utilizando la nocién de aplicacion o-discreta Hansell
[25] habia obtenido la primera generalizacién, para espacios métricos arbi-
trarios X y F, del teorema de Baire sobre los puntos de continuidad de una
funcién de la primera clase. En [20] Hansell dio una extensién del teorema
de Lebesgue-Hausdorff para el caso de aplicaciones o-discretas con recorrido
no separable, demostrando que si E tiene la propiedad de extension respecto
al espacio X entonces cada funcién o-discreta de la primera clase de Borel
es de la primera clase de Baire. Garg [22] observé que la demostracién de



Hansell de este tltimo resultado era incompleta, aunque la prueba se podia
corregir cuando F era un subconjunto convexo de un espacio normado. Las
versién corregida del teorema de Hansell que dio Rogers [52] afirma que si
E tiene la propiedad de extension respecto al espacio métrico X y ademas
se cumple otra propiedad de extension local que se cumple cuando E es un
subconjunto convero de un espacio normado o un retracto absoluto para espa-
ct0s métricos, entonces cada funcion o-discreta de la primera clase de Borel
f: X — E es de la primera clase de Baire.

Asi quedo definitivamente establecido el resultado que afirma que cuan-
do X es un espacio métrico arbitrario y E un subconjunto convero de un
espacio normado entonces las funciones de la primera clase de Baire coinci-
den con las de la primera clase de Borel que son o-discretas. Si ademds X
es un espacio métrico completo (o mds generalmente un conjunto F-Souslin
en su complecion) entonces B1(X, FE) = F,(X, E) (ya que por el resultado
de Hansell comentado anteriormente, en este caso todas las funciones de la
primera clase de Borel son o-discretas) (véase también [52], [25], [29], [27] y
[28]).

Este resultado, cuando X es un espacio métrico completo y E un espacio
normado, fue demostrado con otras técnicas y de modo independiente por
Stegall en [56].

Fosgerau extendio el resultado anterior a espacios de llegada méas generales
probando en su tesis [20] que las funciones de la primera clase de Baire
también coinciden con las de la primera clase de Borel que son o-discretas
cuando el espacio métrico completo E es arcoconexo y localmente arcoconexo.

Por otra parte, Hansell dio otra extensién del mismo resultado al caso de
dominios X mds generales que los metrizables [28] demostrando que las fun-
ctones de la primera clase de Baire también coinciden con las de la primera
clase de Borel o-discretas cuando E es un subconjunto cerrado convexo de un
espacio Banach y X un espacio topologico colectivamente normal, una clase
de espacios que contiene a los paracompactos y por tanto a los metrizables.
La prueba de Hansell de esta generalizacion estd basada en la posibilidad de
que E tenga la propiedad de la extensién respecto a X (toda funcién contin-
ua f: C' — FE definida en un cerrado C' C X admite una extensién continua
a todo X). Hansell usa el hecho de que todo subconjunto cerrado convexo F
de un espacio normado (resp. de Banach) F tiene la propiedad de extensién
respecto a los espacios metrizables (resp. colectivamente normales).

L. Vesely [60] logré extender y unificar los resultados de Fosgerau y
Hansell analizando las propiedades del par (X, E) que implican la igualdad

Bi(X,E) = F,(X,E)N (X, E)

donde ¥*(X, E) es el conjunto de las funciones fuertemente o-discretas. Vese-
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ly observa que las funciones de By (X, E') no sélo son o-discretas sino que son
fuertemente o-discretas. La consideracién de estas funciones, que coinciden
con las o-discretas cuando X es colectivamente normal, es lo que le permite
a Vesely extender el resultado de Hansell al caso en que X sélo sea normal.
Vesely extiende al mismo tiempo los resultados de Fosgerau [20] demostrando
que cuando X es normal y E es arcoconexo y localmente arcoconexo entonces
las funciones de la primera clase de Baire coinciden con las fuertemente o-
discretas de la primera clase de Borel.

En estos trabajos recientes de Hansell [28, Th. 1.2] y Vesely [60] se pueden
encontrar aportaciones interesantes incluso en el ambito de las funciones con
valores reales. Merece la pena citar el hecho de que se ha conseguido eliminar
la hipotesis, que se venia exigiendo habitualmente en las pruebas del teorema
de Lebesgue-Hausdorff, de que cada abierto de X sea un &,. Para conseguir
que las funciones de la primera clase de Baire coincidan con las de la primera
clase de Borel basta suponer que el dominio X es normal y que £ es un sub-
conjunto convexo de un espacio de normado separable. Hansell demostro este
resultado utilizando que cuando X es normal toda funcion de la primera clase
de Borel f : X — R tiene una base numerable formada por cerrados Gs. Este
resultado también lo habia observado, de modo independiente, Laczkowich
[40] (véase [46, Ejer. 3.A.1]). Laczkowich también hizo notar que no se podia
llegar mucho mas lejos pues el resultado ya fallaba cuando X era comple-
tamente regular. El contraejemplo lo proporciona la recta real dotada de la
topologia de la densidad. Para esta topologia, completamente regular y no
normal, las funciones de la primera clase de Baire son de la segunda clase de
Baire para la topologia usual, mientras que las funciones de la primera clase
de Borel coinciden con las funciones medibles Lebesgue (véase [40]).

Por otra parte, la importancia de algunos resultados recientes sobre selec-
tores de aplicaciones vectoriales semicontinuas superiormente con valores en
espacios de Banach (véase [35], [33], [34], [30], [27], [56] y [32]) ha impulsado
el estudio de la teorfa no separable de las funciones de la primera clase (véase
[52], [20], [28], [56] y [60]). Cuando E es un espacio Banach y X un espacio
topoldgico perfectamente paracompacto (es decir, un espacio paracompacto
tal que los conjuntos abiertos son F,) en [32] se obtuvo una caracterizacién
de las funciones de la primera clase de Baire donde se reemplaza la propiedad
del punto de continuidad por una condicién de oscilaciones pequenas similar
a la dada por Lebesgue en [43], [44] y [45] (véase [L.1)). Esta condicién, que
ha desempenado un papel importante a la hora de obtener selectores de la
primera clase de Baire de multi-funciones semicontinuas superiormente con
valores en espacios de Banach se formula mediante la definicién de aplicacién
o-fragmentable por cerrados:
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Si X es un espacio topoldgico y (E, p) un espacio métrico, se dice que
f: X — E eso-fragmentable mediante conjuntos cerrados si para cada
e > 0 existe una sucesion de conjuntos cerrados {X, : n € N} que
cubre X y cumple:

(F.) Fijadon € Ny 0 # C C X,, existe un abierto V.C X con
VNC #0 ydiam, f(VNC) <e.

Esta nocién coincide con la propiedad del punto de continuidad cuando
X es hereditariamente Baire y la reemplaza satisfactoriamente cuando X es
un espacio métrico no completo o un espacio topoldgico que no es hereditari-
amente Baire.

DESCRIPCION DEL TRABAJO REALIZADO: En este trabajo, que toma
como base resultados recientes sobre funciones de la primera clase contenidos
en [28], [60] v [32], se realiza una sintesis y se presentan de modo organizado
los principales resultados que sobre este asunto han sido comentados en el
parrafo anterior. Al mismo tiempo se explican con detalle las ideas principales
que subyacen en los principales resultados indicando, para cada uno de ellos,
la situacién més general que hace que siga siendo cierto.

Dado un espacio topolégico X un espacio métrico £ y una funcién f :
X — FE, el énfasis se ha puesto en dar el mayor alcance posible, desde el punto
de vista del dominio X, a los resultados que relacionan las tres propiedades
que intervienen en los teoremas clasicos de Baire y Lebesgue:

a) f es de la primera clase de Baire, f € By(X, E).
b) f es de la primera clase de Borel, f € F,(X, E).

c¢) f tiene la propiedad del punto de continuidad, f € PC(X, FE).

En general, es facil ver que siempre se cumple a) = b), pero el reciproco
puede fallar (basta tomar X = [0,1] y £ = {0, 1} un espacio métrico discreto
con dos puntos y considerar la funcién caracteristica de un punto de X; en
este caso es facil ver que B; (X, E) sélo contiene a las funciones constantes).
La validez de este reciproco impone restricciones, tanto al dominio X como
a la la imagen f(X) C F y uno de los objetivos de este trabajo es mostrar
las condiciones méas generales bajo las que este reciproco es cierto.

La problematica que se presenta por la consideracion de un dominio X lo
mas general posible es de distinta naturaleza que la que surge por considerar
como espacio de llegada E un espacio métrico general. Esta ultima, que
tiene que ver con propiedades de conexién de E, no la hemos considerado
en profundidad y nos hemos restringido al caso particularmente interesante
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de que FE sea un espacio normado o un subconjunto convexo de un espacio
normado. El caso de un espacio métrico general, que ha sido estudiado en
profundidad en [20] conduce a otro tipo de problemas que no ha parecido
oportuno considerar aqui.

Cuando E es un espacio normado y X un espacio métrico completo los
resultados desarrollados en este trabajo se concretan para proporcionar la
equivalencia de las tres propiedades anteriores (Teorema [56] v [28]):

a) < b) & ¢

La dificultad de este resultado procede esencialmente de haber eliminado
la hipotesis de que E sea un espacio métrico separable. La prueba, en el
caso separable, no encierra mayor dificultad que la del caso de funciones con
valores reales.

Capitulo 2; Este capitulo lo hemos dedicado a un estudio preliminar del
caso separable. La intencién ha sido la de realizar una exposicién autocon-
tenida de la teoria de las funciones de la primera clase, dirigida a los lectores
que sélo estén interesados en este caso o en el caso algo mas particular de las
funciones con valores reales. El desarrollo del capitulo no es el habitual que
se puede encontrar en los textos clasicos; lo que hemos hecho ha sido adaptar
al caso separable las ideas que son ttiles para tratar el caso no separable. De
esta forma quedaran bien motivadas y se comprenderan mejor las técnicas
mas elaboradas que hay que desarrollar en el siguiente capitulo para abordar
el caso general.

Por otra parte este capitulo incorpora algunos resultados recientes que no
aparecen recogidos en los textos usuales sobre el tema. Uno de ellos es el que
afirma que cuando X es un espacio topoldgico normal y E un espacio norma-
do separable se cumple la igualdad By(X, E) = F,(X, E). Tradicionalmente,
para este resultado se asumia que X era un espacio perfecto (cada abierto
de X es un F,). La clave para eliminar esta hipdtesis se basa en un hecho
sencillo pero que habia pasado desapercibido: Si X es un espacio topoldgico
normal y f: X — E es medible Borel entonces la anti-imagen de un abierto
U C FE, no sélo es un conjunto F, sino que es Z, (donde Z es la familia
de los conjuntos Z C X que son ceros de funciones reales continuas). Si en
vez de trabajar con cerrados y abiertos se trabaja con conjuntos ceros y sus
complementos, U = {X\Z : Z € Z}, el hecho de que cada U € U sea siempre
un Z, es lo que permite eliminar la hipdtesis de que cada abierto sea un &,
(véase [40], [46], [28] y [60]).

Una de las dificultades méas profundas que plantea la consideracion de
funciones de la primera clase con valores en un espacio métrico arbitrario es la
siguiente: Mientras que el limite uniforme de funciones de la primera clase de
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Borel es de la primera clase de Borel, no ocurre lo mismo cuando se consideran
funciones de la primera clase de Baire (ejemplo . El limite uniforme de
funciones de la primera clase de Baire es de la primera clase de Baire cuando
E es un subconjunto convexo de un espacio normado y X cualquier espacio
topoldgico (corolario . Un problema que atn no esta resuelto es el de
obtener una caracterizacién de los espacios métricos E para los que By (X, E)
es cerrado por convergencia uniforme.

Con el fin de que este problema no interfiera con el andlisis que realizamos
acerca de la relacién entre las tres propiedades a), b) y ¢) enunciadas arriba,
es util introducir el espacio By (X, E) formado por las funciones que son limite
uniforme de una sucesién de funciones de B; (X, E) y considerar la propiedad

a') feBi(X,FE)

Para cualquier espacio métrico F y cualquier espacio topoldgico X siem-
pre se verifica la inclusién By (X, E) C F,(X, E) (proposicién

Si X es un espacio topoldogico normal y E un espacio métrico separable
conezxo por caminos se cumple la igualdad B1(X, E) = F,(X, E). Si ademds
E es un subconjunto convexo de un espacio normado Bi(X, E) = F,(X, E).
Para demostrar la inclusién F, (X, E) C By(X, E) hemos hecho explicita una
representacion de las funciones de la primera clase de Borel como limites uni-
formes de un tipo especial de funciones, que hemos llamado Z,-constantes
(constantes a trozos sobre los trozos de una particién numerable de X for-
mada por conjuntos Z,). Una vez que se ha probado que las funciones de
F,(X, E) se pueden aproximar uniformemente por funciones Z,-constantes
basta conseguir que estas funciones estén en B;(X, E) y esto se logra cuan-
do E es conexo por caminos ya que esta hipdtesis permite extender un tipo
muy especial de funciones continuas: Funciones definidas sobre una unién
finita y disjunta de ceros Cy, (1 < k < m) que permanecen constantes sobre
cada uno de los ceros de la familia. Para extender estas funciones de modo
continuo, basta separar los ceros C} mediante coceros disjuntos Vj, aplicar
un lema tipo Uryshon a cada par Cy C Vi y componer la funciéon obtenida
con un camino adecuado en E. Utilizando esta idea se prueba facilmente
que cuando E es conexo por arcos las funciones Z,-constantes son de la

primera clase de Baire (proposiciones y [2.13)) y se llega asi a la igualdad

Bi(X,FE) = F,(X, F). Finalmente, para obtener una extensién del clasico
teorema de Lebesgue-Hausdorff relativo a la igualdad By (X, E) = F,(X, E),
basta pedir ademas que F tenga alguna propiedad que garantice la igualdad
Bi(X,FE) = B1(X, E). Ya hemos indicado que esto ocurre cuando E es un
subconjunto convexo de un espacio normado.

Las primeras pruebas de la generalizacién del teorema de Lebesgue-Hausdorft

al caso de funciones con valores en un espacio métrico F solian requerir que
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E tuviese la propiedad de extension respecto a X para asi poder constru-
ir una sucesion de funciones continuas puntualmente convergente hacia la
funcién dada. Un andlisis detallado de la cuestién le permitié a Vesely [60]
poner de manifiesto que no hacia falta pedir que se pudiesen extender todas
las funciones continuas, sino que bastaba con poder extender un tipo muy
particular de funciones continuas.

Para analizar la relacién existente entre los espacios F,, (X, E) y PC(X, E),
hemos introducido en este capitulo la nociéon de funciéon fragmentable, una
propiedad més débil que la propiedad del punto de continuidad (proposi-
cién , con la que coincide cuando X es un espacio hereditariamente
Baire (proposicién . Cuando X es metrizable, utilizando la técnica de
las particiones de Montgomery se prueba facilmente que toda funcion frag-
mentable f : X — E es de la primera clase de Borel (proposicién . En
particular, si X es un espacio métrico, toda funcion con la propiedad del pun-
to de continuidad f : X — E es de la primera clase de Borel y el reciproco es
cierto cuando ademds X es hereditariamente Baire (por ejemplo, un espacio
métrico completo) y el espacio de llegada E es separable (corolario .

Este capitulo contiene también la caracterizacion de Lebesgue de las fun-
ciones de la primera clase mediante la existencia de una descomposicion del
dominio X en una sucesion de cerrados donde la funcién oscila poco
(proposicién . Esta caracterizacion ha inspirado la nocion mas gener-
al de funcion o-fragmentable por cerrados que se considera en el siguiente
capitulo para obtener, en el caso no separable, una caracterizacién similar a
la de Lebesgue.

Ademas de estos resultados positivos el capitulo [2| contiene algunos ejem-
plos interesantes que ponen de manifiesto el alcance de los resultados: Existe
un espacio topolégico X completamente regular X tal que By(X) # F,(X)
(ejemplo [2.24). Basta tomar X = (R, d) donde d es la topologfa de la densi-
dad, que es completamente regular (apéndice . Asi mismo, se ponen ejem-
plos que muestran que, incluso cuando E = R, si X no es hereditariamente
Baire puede haber funciones de la primera clase de Borel sin la propiedad del
punto de continuidad (ejemplo y que si X es compacto no metrizable
puede haber funciones con la propiedad del punto de continuidad que no son
de la primera clase de Borel (ejemplo .

El capitulo 2| contiene también un ejemplo, debido D. Preiss, que pone
de manifiesto que para un espacio métrico arbitrario £ puede ocurrir que
Bi(X, E) # By(X, E) incluso cuando X = [—1,1] (ejemplo [2.27). La prob-
lematica que plantea la existencia de un ejemplo como este fue analizada con
detalle en la tesis de Fosgerau [20].

El capitulo [2] finaliza considerando algunos resultados particulares que
conciernen al caso especial de que el espacio de llegada sea R con su topologia

15



usual (Teorema [2.29)).

Capitulo [3; En este capitulo, que es practicamente autocontenido sal-
vo algunos resultados muy concretos de topologia general, se aborda el caso
general de un espacio de llegada E que no se supone separable. Comenzamos
con una serie de resultados técnicos relativos a las funciones o-discretas y
fuertemente o-discretas que son las nociones que permitiran eliminar la sep-
arabilidad que se pedia al espacio de llegada en los resultados clasicos. Las
dos nociones coinciden cuando X es un espacio topolégico colectivamente
normal, y en particular cuando X es paracompacto, o X es metrizable.

Para la extension al caso no separable de los resultados conviene sustituir
la propiedad b) f € F,(X, F) por la siguiente

b) f € F(X,E)NY* (X, E)

donde ¥*(X, E) es el espacio de las funciones fuertemente o-discretas.

Siempre se verifica By (X, E) C $*(X, E) N F,(X, E) (proposicién
y se puede garantizar la igualdad B;(X, E) = (X, E) N F,(X, E) cuan-
do X es normal y E un espacio métrico conexo por caminos. Para probar
que en este caso X*(X, E) N F,(X, FE) C B1(X, E) se procede de forma sim-
ilar a como se hizo en el capitulo anterior representando las funciones de
Y(X,E)N F,(X,E) como limites uniformes de un tipo de funciones mas
sencillas, las funciones 7*-constantes, que reemplazan a las Z,-constantes
de aquél capitulo. Un razonamiento similar al que se hizo entonces permite
probar que cuando E es conexo por caminos las funciones 7*-constantes tam-
bién son de la primera clase de Baire (proposicién . Cuando ademas F
es un subconjunto convexo de un espacio normado By (X, F) = Bi(X, E),
y se sigue de esto que cuando X es normal y E un subconjunto convexo
de un espacio normado se da la igualdad By (X, E) = ¥*(X,E) N F,(X, E)
(proposicion [3.28)).

Adaptando las pruebas realizadas en el caso normal, se prueba también

que Bi(X,E) = ¥(X,E) N F,(X,E) cuando X es perfecto y E tiene la
propiedad de extension respecto a X, donde (X, E) es el espacio de las fun-

ciones o-discretas. Cuando ademds E es un extensor absoluto para espacios
métricos se da la igualdad B1(X,FE) = %(X,E)N F,(X, E).
La extension al caso no separable de la igualdad

YX,E)NF,(X,FE)=PC(X,E)
la hemos realizado considerando la propiedad

¢’) f es o-fragmentable por cerrados.

16



que ha sido definida en la pag 47. Esta nocion, mas débil que la de fun-
cion fragmentable dada en el capitulo anterior, equivale a la del punto de
continuidad cuando X es hereditariamente Baire (proposicién . Fue in-
troducida en [32] donde se obtuvo una extensién, al &mbito no separable, de
la caracterizacion clasica de Lebesgue.

Es facil ver que las funciones o-discretas de la primera clase de Borel
son siempre o-fragmentables por cerrados (proposicién . El reciproco
se cumple cuando X es perfectamente paracompacto (teorema . La de-
mostracion utiliza una generalizacion de un lema de Montgomery que permite
expresar la funcién como limite uniforme de funciones 7-constantes. Se ob-
tiene asi que si X es perfectamente paracompacto V') < '); si ademds X es
hereditariamente Baire b') < c).

Stegall [56] dio una prueba distinta de este resultado usando técnicas de
particiones de la unidad. Hemos recogido en la pagina 59 las ideas de Stegall
que proporcionan una prueba directa de que las aplicaciones fragmentables
son de la primera clase de Baire.

Combinando estos resultados con los anteriores se obtiene un teorema,
similar al Teorema que asegura que cuando E es un subconjunto con-
vexo de un espacio normado y X es perfectamente paracompacto y hered-
itariamente Baire, (en particular un espacio métrico completo) se cumple
a) & V) < c), es decir las funciones de la primera clase de Baire coinci-
den con las o-discretas de la primera clase de Borel y con las que tienen la
propiedad del punto de continuidad (Teorema .

Parece natural la cuestion de cuando en la equivalencia anterior se puede
sustituir b’) por b) de modo que se pueda suprimir la referencia a las funciones
o-discretas en el enunciado del teorema |3.16] En otros términos, ;cuando
ocurre que las funciones de la primera clase de Borel son autométicamente
o-discretas?. Cuando esto ocurra se habra logrado una extension, al caso no
separable, de la caracterizacién clésica

a) & b) < c)

Siguiendo a Hansell [28] demostramos que si X es hereditariamente Baire
con la propiedad de Kaplansky entonces cada funcién de la primera clase
de Borel tiene la propiedad del punto de continuidad (proposicién . Se
sigue de esto y de los resultados comentados anteriormente que si ademas
X es perfectamente paracompacto entonces toda funcién de la primera clase
de Borel es o-discreta (Teorema . Los espacios métricos completos son
hereditariamente Baire, perfectamente paracompactos y tienen la propiedad
de Kaplansky, con lo cual para todo espacio métrico completo X se cumple

F,(X,E) = F,(X,E)NX(X, E) (corolario [3.44)). Queda establecido asi que
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cuando E es un subconjunto convexo de un espacio normado y X un espacio
métrico completo se da la 1qualdad:

B\(X,E) = F,(X,E) = PC(X, E)

Capitulo [4 Como aplicacién de los resultados bésicos de este trabajo,
desarrollamos este capitulo de aplicaciones. El tratamiento de cuestiones rel-
ativas a la medibilidad de funciones separadamente continuas definidas en
un espacio producto X x Y (ver [54], [50] y [59]) ha motivado el estudio de
cuando estas funciones son de la primera clase.

En la seccién 4.1| nos ocupamos de este problema y de otro directamente
relacionado con él consistente en dar condiciones suficientes para que una
funcién débilmente continua f : X — F, con valores en un espacio de Banach
E esté en By (X, E).

Un teorema poco conocido de Lebesgue [41] y que aparece en su primera
publicacion, asegura que toda funcién separadamente continua f: X xY —
R, donde X e Y son intervalos de la recta real, es de la primera clase de Baire.
Entre las diversas demostraciones que dio Lebesgue de este teorema, hay una
que se adapta facilmente al caso de que X e Y sean espacios topolégicos
siendo uno de ellos metrizable y el espacio de llegada un espacio métrico
arbitrario E. Siguiendo los pasos de la demostracion de Lebesgue se llega a
que en este caso f es de la primera clase de Borel (Teorema . Cuando
un factor es metrizable y el otro es compacto, el producto X x Y es un
espacio normal y como aplicaciéon del corolario se obtiene que en este
caso f: X xY — R también es de la primera clase de Baire.

Rudin [54] usando particiones de la unidad consigui6 dar una versién més
general del teorema de Lebesgue: Sea E un espacio vectorial topolégico, X o
Y metrizable, entonces toda funcion separadamente continua f : X XY — E
es de la primera clase de Baire. Si ademas E es metrizable, f es de la primera
clase de Borel (Teorema .

Utilizando el teorema de Rudin demostramos que toda funcion débilmente
continua f : X — F, definida en un espacio métrico X con valores en un
espacio de Banach E, es o-fragmentable por cerrados (aqui se usa el hecho
de que los subconjuntos cerrados convexos de un espacio de Banach, para
la topologia débil y para la norma, son los mismos). Entonces, aplicando la
proposicion se obtiene un resultado de Srivatsa que afirma que cuando X
es metrizable y F un espacio de Banach toda funcién débilmente continua
f: X — E pertenece a B;(X, E) (Teorema [4.9).

En la seccion nos ocupamos de ver cuando dada en un espacio X
otra topologia 7 mas fina que la topologia d dada inicialmente en X y un
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espacio métrico F, una funcién 7-continua f : X — E es de la primera clase
sobre (X, d). Todas las definiciones y resultados presentados en esta seccién
han sido tomados del libro “Fine Topology Methods in Real Analysis and
Potential Theory” de J. Lukes, J. Maly y L. Zajizek (ver [46]).

Introducimos una propiedad de insercion para espacios topoldgicos y probamos
que es suficiente que la topologia 7 tenga la propiedad de Gs(d)-insercion
para que toda funcién 7-continua sea de la primera clase de Borel (proposi-
cién. Ademas, en el caso de espacios métricos, introducimos la condicion
de radio esencial mas fuerte que la propiedad de insercién (proposicién
y, por tanto, el resultado sigue siendo cierto.

Como aplicacion de estos resultados damos otra prueba del Teorema de
Rudin utilizando la propiedad de Gs-insercién (proposicién .

Terminamos el trabajo con dos apéndices en los que recogemos algunos
resultados topoldgicos que se usan en el trabajo. En el apéndice [A] apare-
cen propiedades de los ceros y coceros y los espacios métricos y paracom-
pactos. En el apéndice |B] introducimos la topologia de la densidad sobre R
y mostramos las principales propiedades de esta topologia (ver [40]).
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Capitulo 2

Funciones de la primera clase
en un espacio separable

Denotamos por X un espacio topologico Hausdorff y por E un espacio
métrico con métrica p. La familia de todos los cerrados (resp., abiertos) de X,
se denotara por F(X) (resp., §(X)). Denotaremos por Z(X) (resp., U(X))
la subfamilia de F(X) (resp., §(X)) formada por los conjuntos que son ceros
(resp., coceros) de funciones reales continuas sobre X.

Si H es una familia de subconjuntos de X entonces H, (resp., Hs) es la
familia de uniones (resp., intersecciones) numerables de conjuntos de H.

Definimos los siguientes espacios de funciones f : X — F:

C(X, E): espacio de las funciones continuas de X en E.

B (X, E): espacio de las funciones de la primera clase de Baire, es decir,
funciones que son limites puntuales de sucesiones en C'(X, E).

F,(X, E): espacio de las funciones de la primera clase de Borel, es decir,
funciones f : X — F tales que f~}(G) € F,(X) para cada G € §(F).

B (X)) denota el espacio de funciones By (X, R).

Diremos que una funciéon f : X — F tiene la “propiedad del punto de
continuidad” si para todo conjunto cerrado F' de X, f|r tiene al menos un
punto de continuidad. El espacio de las funciones f : X — F que tienen la
propiedad del punto de continuidad se denotara por PC(X, E).

Observacién 2.1. Es obvio que f tiene la propiedad del punto de continuidad
sty solo st flc tiene al menos un punto de continuidad para cada conjunto
perfecto C' C X.
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El objetivo de este capitulo es demostrar el siguiente teorema y analizar
la relacién entre los espacios By (X, E), F,(X,E) y PC(X, E).

Teorema 2.2. Sea X un espacio métrico completo, E un espacio normado
y f: X — E una funcion con f(X) separable. Entonces son equivalentes:

(a) f es de la primera clase de Baire.
(b) f es de la primera clase de Borel.
(c) f tiene la propiedad del punto de continuidad.

Observacion 2.3. Si X es un espacio topolégico y (E, p) un espacio métrico,

veremos que se cumple:

a) = b), es siempre cierto (proposicion .

b) = a), si X es normal y E un subconjunto convexo de un espacio vectorial

normado (proposicion m; esta 1mplicacion es falsa en general, incluso

cuando X es un espacio completamente reqular y E =R (ejemplo m

b) = ¢), si X es hereditariamente Baire (corolario pero deja de ser

cierto st X no es hereditariamente Baire (ejemplo [2.25).

¢) = b), si X es metrizable (o perfectamente paracompacto) (proposicién[2.19)

pero deja de ser cierto sin esta hipdtesis, incluso con E =R (ejemplo .
En particular, si X es un espacio metrizable hereditariamente Baire y E

un subconjunto convexo de un espacio vectorial normado, las tres condiciones

son equivalentes.

2.1. Funciones de la primera clase de Baire y
de la primera clase de Borel

Sea Z,(X, F) la familia de las funciones f : X — F tales que f~}(G) €
Z,(X) para cada G € G(F). Es evidente que Z,(X,FE) C F,(X,FE) y que
ambos espacios coinciden cuando X es metrizable.

La implicacién a) = b) del teorema es consecuencia de la siguiente
proposicion.

Proposiciéon 2.4. Sea X un espacio topoldgico arbitrario y (E, p) un espacio
métrico
BI(X7 E) - Z0<X7 E) - FO'(X7 E)

Demostracion. Sea [ € Bi(X,E) y ¢, € C(X,E) una sucesién tal que
f(z) = lim, ¢,(z) Vo € X. Por la proposicién [A.5] si G € §(E) (= U(E)),
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existe una sucesiéon 7y € F(E) (= Z(FE)) tal que

G=\JZ y ZCZu: VkeN
k

Como ¢, (Z;) € Z(X) (lema. , resulta que, por la proposicion ,

F(k,m) = ﬂ 0. (Zy) € 2(X) para cada m,k € N
n>m
Utilizando que G = UkZok y la definicién de limite resulta f~1(G) = |J F(k,m) €
Z2,(X), es decir, f € Z,(X, E). O

La siguiente proposicion da un condicion suficiente para que los espacios
de funciones Z,(X, E) y F,(X, F) coincidan.

Proposicién 2.5. Si X es normal, entonces
Z,(X,E)=F,(X,FE)

Demostracidn. Si f € F,(X, E), basta ver que f~'(F) € Us(X) para cada
FeJ(E).

Sea ¢ € C(E,[0,1]) tal que F = »~1(0). Es obvio que ¢ o f € F,(X,R)
luego

Av={r e X: (@)l < -} €5,
Bu={r € X: lplf(@)] < 1} €55

de modo que, por la proposiciéon [A.7], existe H,, € Us tal que A, C H, C B,
y se obtiene que fH(F) = (¢o f)"H0)=NA.=NB.=NH.,€Us. O

La siguiente definicién fue introducida por S. Rolewicz [53].

Definicién 2.6. Diremos que el espacio métrico (F,p) es retractil si para
cada r > 0 existe una funcion continua h, : E X E — E que verifica

1) p(h.(x,y),y) <1 para todo (z,y) € E X E
1) h(r,y) =z sip(z,y) <r
es decir, x — h,(x,y) es una retraccion de E sobre la bola cerrada {z :

p(r,y) <7}
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Observacién 2.7. Un ejemplo de espacio métrico retractil es un espacio
normado. Basta con tomar las funciones h, como sigue

ho(z.y) x sillr —y|| <r
T,y) = _ .
Y y+r-por stlle—yll>r

En lo que sigue denotaremos por By(X, E) el conjunto de las funciones f :
X — F que son limite uniforme de una sucesion de funciones f,, € By (X, F).
Andlogamente, se define Z,(X, F).

Proposicién 2.8. En general, se cumple siempre que

Zy,(X,E)=Z,(X,FE)

Si (E,p) es un espacio retractil, entonces

Bi(X,E)=Bi(X,E)

Demostracion. Sea f € Z,(X, E)y fn € Z,(X, E) una sucesién que converge
uniformemente hacia f. Dado € > 0, sea n(e) € N tal que

nzn(e) = p(fulr), f(z)) <e VeeX
Dado F € F(E) se tiene que para todo € > 0
Cne :=A{z € X : p(ful2), F) < e} € Us(X)
y por la definicién de limite uniforme y de C),., se comprueba facilmente que

-1 o
FHE) =) () Cur €Us(X)
PEN n>n(l)
Supongamos ahora que (E, p) es un espacio retractil.
Sea f € B1(X,E)y f. € B1(X, E) una sucesién que converge uniforme-
mente hacia f. Extrayendo una subsucesion puede suponerse que

p(fulx), f(x)) < 2n1+1 para todo x € X

con lo cual

p(a(a), fura(2)) < 5 para todo 7 € X

Para cada n € N, sea ¢} una sucesion en C(X, E) tal que limy, o} (x) = fn(x)
para todo x € X. Definimos por induccién las sucesiones

Vi () = oi(w) P (@) = hon (0 (), Y (2))
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donde, para cada n € N, las funciones hy—» son las de la definicién [2.6[ cuando
r = 27" Como p(p2(x),¥}(z)) converge hacia p(fo(z), f1(z)) < 1/2, existe
ki(z) € N tal que para k > k;i(z) se cumple p(pi(x),v;(x)) < 1/2 con lo
cual

Vi(@) = ho-1(gi(2), ¥ (2)) = @ii(2)
y se sigue que
lim ¢ (z) = lim @i (z) = fa(x)

De modo recurrente se prueba que para cada n € N, existe k,(z) € N tal que
si k> ky(x) entonces ¥ (z) = ¢ (x) luego

h’lgn Yi(z) = fu(z) para todo z € X

Por la construcciéon
p( (), i (x)) < 27" para todo z € X y todo k € N

La sucesién de ¢f € C(X, F) converge puntualmente hacia f. Efectivamente,
dado r € X y ¢ > 0 sea m € N tal que 1/2™"! < ¢/3. Existe p,,(z) € N
tal que para k > p,,(x) se cumple p(fn(x), ¥ (z)) < ¢/3. Tomando k >
max{m, p,,(x)} resulta

p(f (@) (@) < p(f (), frn(@)) + p(frn(@), 5" () + p(UF (2), U (@) <
< e/3+e/3+ p(Ui(2), v (@) + -+ plu (), v () <

1 1
<e/34+¢/3+ (2—m+2m+1 +W+F) <e/3+¢/3+¢/3=c.

]

Corolario 2.9. Sea E un espacio normado o un subconjunto convexro de un
espacio vectorial normado, entonces

Bl(X, E) - Bl(X, E)

Demostracidn. Si E es un espacio normado, por la observacién 2.7, es un
espacio métrico retractil, luego basta aplicar la proposicién anterior.

Por otra parte, todo espacio métrico (E, p) se puede sumergir isométrica-
mente en un espacio normado (B, ||.||) como sigue

B = Cy(E), |l = | lnr ¢ E — B con j{e) = g, donde
906(t) = p(t’ 6) - p(taa')7 a€lE ﬁJO
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ademds |@e, — e, [loc = sup |p(t,e1) — p(t, e2)| = pler, e2).
€

Entonces By(X, E) C By(X,B) = Bi(X, B), luego dado f € By(X, E),
existe una sucesién de funciones continuas g, € C(X, B) que converge pun-
tualmente hacia f.

Cuando exista una retraccion continua r : B — E se seguird que f, =
rog, € C(X,FE) es una sucesion de funciones continuas que converge pun-
tualmente hacia f y se tendrd que f € Bi(X, E).

Si E se puede sumergir como un subconjunto convexo de algin espacio
vectorial topoldgico localmente convexo es conocido que E se puede sumergir
isométricamente como un subconjunto cerrado de un espacio normado B
desde el que existe una retraccién continua r : B — E ([8] corolario 5.3]).

Por tanto, la igualdad By (X, F) = B;(X, E) también se cumple cuando
E es un subconjunto convexo de un espacio normado. O]

Observacion 2.10. La igualdad Bi(X, E) = B1(X, E) no es cierta para un
espacio métrico arbitrario (E, p), como veremos en el ejemplo .

Ahora, vamos a aproximar las funciones de F, (X, E) (o de Z,(X, E)), de
modo uniforme, por un tipo mas sencillo de funciones que sera facil ver que
estan en By (X, F) (en el caso E espacio conexo por caminos).

Definicién 2.11. Diremos que una aplicacion f : X — E es F,-constante
(resp., Z,-constante) si existe una particion numerable {H, : n € N} de X
tal que cada H,, € Fo(X) (resp., H, € Z5(X)) y flu, es constante para cada
n € N. Se dice que [ es continua a trozos si X puede ser erpresado como
la union de una sucesion creciente de conjuntos cerrados X, tal que f|x, es
continua para cada n € N.

Si f es F,-constante (resp., Z,-constante) entonces f~1(T) € F, N Gs
(resp., Z, N Us) para cada subconjunto T' de E, por tanto f estd en la
primera clase de Borel cuando consideremos E con la topologia discreta.
Debemos puntualizar que si f es F,-constante (resp., Z,-constante) entonces
X puede ser expresado como la uniéon de una sucesién creciente de cerrados
(resp., ceros) X, tal que f|x, es continua.

Se sigue de la prop. [2.5] que si X es normal entonces cada funciéon F,-
constante es Z,-constante.

Proposicién 2.12. Si f € Z,(X, E) y f(X) es separable, existe una sucesion
de funciones Z,-constantes f, : X — E que converge uniformemente hacia

f.

Demostracién. Dado € > 0, sea {B, : n € N} un recubrimiento de f(X)
mediante bolas abiertas de radio menor que € y, X,, = f~1(B,) € Z,(X)
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X, = Zu donde Z,, € Z(X)
k

Sea {D,, : n € N} una enumeracién de {Z,; : (n,k) € N x N}

Hy =Dy, Hy=D)\Dy,...... JH,, = D\ | J D;

j<m

H,, € Z,(X) yaque |J D; € Z(X) C Us(X) (ver lema|A.4].
j<m
Ademads cada H,, estd contenido en algin X, (), luego f(H,,) esta con-
tenido en alguna bola B,,). Fijado z,, € Hy,, sea f. : X — E la funcién
definida por f.(x) = f(z,) stz € H,, (recuérdese que {H,, : m € N} es
una particién de X). Evidentemente f. es Z,-constante y p(f(x), f-(x)) < 2¢
para todo x € X.
Tomando € = 1/n, se obtiene la sucesién deseada. ]

Proposicién 2.13. Si (E,p) es conexo por caminos (en particular, si E es
un subconjunto convexo de un espacio vectorial normado) y f : X — E es

Z,-constante, entonces [ € By(X,E). Mds ain, existe una sucesion , €
C(X,E) tal que p,(z) = f(x) sin > n(z).

Demostracion. Observemos en primer lugar que si Z1, Zs, ..., Z, € Z(X) son
disjuntos y ey, e, ..., e, € F, existe una funcién continua ¢ : X — FE tal que
o(Z) = {ex} para 1 < k < n.

Efectivamente, por la prop. , existen Uy, Uy, ..., U, € U(X) disjuntos
con Zy C Uy para 1 < k <mn,y para cada k € {1,...,n} existe una funcién
continua oy, : X — [0, 1] tal que

ar(Zy) = {1} a(Up) = {0}

Sea 7 : [0,1] — E un camino continuo tal que v,(0) = e, 1%(1) = ex (e € E
fijado de antemano). La funcién ¢ = vy, 0 o : X — E es continua y

o(Z) ={ex} or(Up)={e} 1<k<n

Evidentemente, la funcién ¢ : X — E que coincide con ¢y, sobre cada Uy y

vale e en (|J Ug)¢ cumple lo deseado.

k=1

Sea ahora {Hj, : k € N} C Z,(X) una particién de X tal que cada f|g,
es constante y f(z) =e, Va € Hy. Para cada k hay una sucesién creciente
Znk /" Hy, con Zy, € Z(X).
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Para m € N fijo, Z,,1, Zmo, - - -y Zmm son ceros disjuntos y por la obser-
vacién preliminar, existe ¢, € C(X, E) tal que

Om(Zm1) = €1, Om(Zma) = €9, ... .. , Om(Zmm) = €m

Dado x € X, existe un tinico k € N con x € Hy y, paraeste k € Nexisten > k
tal que x € Z,, conlo que m >n =z € Zp = om(x) = e = f(x). O

Proposicién 2.14. Si E es un subconjunto convero de un espacio vectorial
normado, entonces Z,(X, FE) = B1(X, E), y si ademds X es normal, se tiene
que Fy(X,E) = By(X, E).

Demostracion. Laigualdad Z,(X, E) = B;(X, E) se obtiene combinando las
proposiciones [2.12] y el corolario 2.9

La igualdad F,(X,FE) = B(X, E) se obtiene a partir de la proposi-
cién 2.5 O

Observacién 2.15. Como consecuencia de la proposicion anterior se tiene
que st X es un compacto arbitrario y E es un subconjunto convexo de un es-
pacio normado, entonces B1(X, E) = F (X, E) ya que todo espacio compacto
Hausdorff es normal.

2.2. La fragmentabilidad y la propiedad del
punto de continuidad

Para mostrar la relacién que existe entre F, (X, E) y PC(X, E), es con-
veniente dar la definicién de funcion fragmentable.

Definicién 2.16. Se dice que f : X — FE es fragmentable si para cada
conjunto C' C X no vacio y cada € > 0, existe un abierto V C X tal que C'N
V#0 ydiam, f(VNC) <e.

La nocién de funcién fragmentable es mas débil que la de funcién con
la propiedad del punto de continuidad, como se pone de manifiesto con la
siguiente proposicion.

Observaciéon 2.17. Una cuestion interesante es ver cudndo podemos susti-
tuir la condicion de conjunto cerrado que aparece en la propiedad del punto de
continuidad por conjunto compacto de manera que el teorema(2.9 siga siendo
cierto. La siquiente proposicion da respuesta a esta pregunta.

Proposicién 2.18. Sea f : X — FE donde X es un espacio topoldgico y
(E, p) un espacio métrico. Consideramos las siguientes propiedades:
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a) [ es fragmentable.
b) flc tiene al menos un punto de continuidad para cada cerrado C' C X.

c) flk tiene al menos un punto de continuidad para cada compacto separable
KcX.

Entonces b) = a) y b) = ¢). Si X es hereditariamente Baire, a) < b) y si
X es un espacto métrico completo, las tres propiedades son equivalentes.

Demostracion. b) = a) Sea C' un conjunto de X, podemos suponer que C
es cerrado (si C' no fuese cerrado, se razona con la clausura de C') y a € C
un punto de continuidad de f|¢.

Fijamos € > 0y tomamos la bola abierta U = B(f(a),c/2) C E, entonces
existe un abierto V C X tal quea € CNV C f~Y(U) de donde CNV # 0y
es claro que diam, f(CNV) <e.

b) = c¢) es evidente.

Supongamos ahora que X es hereditariamente Baire y que f es frag-
mentable. Sea Cont(f) el conjunto de puntos de continuidad de f, es claro
que

Cont(f) = N{O,(f) : n € N}

donde O,(f) = U{V C X, V abierto y diam, f(V) < 1/n}. Como f es
fragmentable, para cada n € N, O, (f) es abierto denso; por lo que al ser X
un espacio Baire se tiene que Cont(f) es un conjunto Gs-denso.

Sea C' C X un conjunto cerrado, puesto que C' es un espacio de Baire,
por lo que se acaba de probar Cont(f|c) es no vacio, luego f|c tiene puntos
de continuidad.

Si X es un espacio métrico completo, es claro que a) < b) = ¢); veamos
que ¢) = a).

En lo que sigue s representa una sucesioén finita de ceros y unos, |s| su
longitud y 5,0 y s, 1 son las sucesiones obtenidas anadiendo un cero o un uno
a la sucesion s.

Supongamos que f no es fragmentable, entonces existe € > 0 y un con-
junto C' C X no vacio tal que si U C X es un abierto de modo que CNU # 0,
entonces diam, f(C NU) > ¢ (no hay problema en asumir que el conjunto
C' es abierto en X).

Fijado un punto a € C'y un ntmero real r > 0 tal que B(a,r) C C,
como diam, f(B(a,r)) > €, existen xg, z1 € B(a,r) tales que 9y = a y
p(f(zo), f(z1)) > €/2. Tomamos m < r/2 tal que B(xy,7m) C Bla,r). Se
repite la construccion con las bolas B(xg,r1), B(z1,71) v, parai = 0,1y k =
0, 1 se obtienen bolas abiertas B(x, m9) C B(x;,r1) con x;0 = x; y 1o < 11/2,
verificando p(f(zi0), f(z:1)) > €/2; se repite sucesivamente esta construccion
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y se obtiene un conjunto precompacto numerable P = {z : |s| > 1} y una
familia numerable de bolas abiertas {B(zs,7,) : |s| = n > 1}, tal que para
cada y € P hay una sucesién de bolas abiertas centradas en y en esta familia,
cuyos radios tienden a cero.

Como X es métrico completo, P es compacto separable y la hipétesis
implica que f|p tiene la propiedad del punto de continuidad luego f|p es
fragmentable. Por otra parte, sea V' C X un conjunto abierto que tiene
interseccién no vacia con P, fijado un punto y € PNV, existe n € N tal que
B(y,r,) C V siendo y = x4 para algin s con |s| = n. Puesto que x5, 24
pertenecen ambos a B(y,r,) N P se tiene que diam, f(V N P) > ¢e/2, por lo
que se llega a una contradiccién con el hecho de que f|p sea fragmentable. [

Proposicién 2.19. Si X es metrizable y f : X — E es fragmentable, f €
F,(X,E), luego
PC(X,FE) C F,(X,FE)

Demostracidn. Dado e > 0, sea Vi # () abierto tal que diam, f(V§) < e.
C = X \ V§ es cerrado y si no es vacio existe Vi # () abierto tal que () #
CNVE =V \ V5 = M; verifica diam, f(M;) <e.

Si C = X\ (V§ UVF) no es vacio, se encuentra Vi # () abierto tal que
0#CnVy=Vs\ U V5= M; verifica diam, f(Ms) <e.

j<2
Siguiendo se obtiene que para algin ordinal v(¢) se cumple X = | Mz
Y<(€)

donde diam,, f(Ms) <e.
Fe =X\ |U Vg es cerrado en X. Los conjuntos

a<y

€ 13 g\cC 1
Fe, = {x € F; o d(z,(V5)°) = ﬁ}

son cerrados y se comprueba que M: = U F=,.

Fijados ¢ y n, la familia de cerrados {F%, : v < 7y(g)} es discreta, luego
la unién de cualquier subfamilia de ella es un cerrado (proposicién |A.9). Si
B C FE es abierto, es facil comprobar que

1718y = U AF, £(75,) < By = Cue

e,nyy n,e

donde Cp. = J{F5, : f(F5,) C B} es cerrado por ser unién discreta de
ol

cerrados. Tomando € = %

B =JCur € Fo(X)
k.n

bl
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Observacién 2.20. Veremos en el capitulo [ que si X es perfectamente
paracompacto, también se cumple

PC(X,E) C Fy(X,E)
Proposicién 2.21. Dada f : X — E, son equivalentes:
1) fe€F,(X,E) (resp. f € Z,(X,E)) y f(X) es separable.
1) Ve >0 H{X,:ne N} CF(X) (resp. en Z(X)) tal que X = J X, vy
diam, f(X,) <e.

Demostracion. i)=-ii) Sea {B,, : n € N} un cubrimiento abierto de f(X) con
bolas de radio £/2; ademés, f~'(B,) = U, Fnx con F,, € F(X). Por tanto,
si {X,, : n € N} es una enumeracién de {Fy, : (n, k) € N x N} se obtiene ii).

ii) = i) Es inmediato que si se cumple ii) entonces f(X) es separable.
Para e = £ sea {X* : n € N} que le corresponde verificando ii).

k
Se comprueba facilmente que si G € §(F), entonces

@) =X f(x) c 63

(si a € f7}(G), entonces existe k con B(f(a),1) C Gy existe n € N con
a € XF luego f(XF) C B(f(a), 1) C G). O

Proposicién 2.22. Sea X un espacio de Baire y f : X — E una aplicacion
tal que f(X) es separable. Si f € F,(X,E) entonces el conjunto de puntos
de continuidad de f, Cont(f), es un conjunto Gs-denso.

Demostracion. Dado € > 0 sea O.(f) := U{V € §(X) : diam, f(V) < e},
entonces O.(f) es denso en X.

En efecto, por la proposicion existe una sucesion X, € F(X) tal
que X =, X, vy diam, f(X,) <e. SiW € §(X), W # () y suponemos
W N O(f) =0 se tendria que cada abierto no vacio U C W cumplirfa que
diam, f(U) > € con lo cual H, = W N X, serfa un cerrado relativo a W con
interior vacio a W.

Como W es un espacio de Baire y W = |J,, H,, se llega a un absurdo.

Queda probado que O.(f) es un abierto denso. Como Cont(f) = O+(f)y

X es un espacio de Baire, resulta que Cont(f) es un conjunto Gs-denso. [

Corolario 2.23. Si X es hereditariamente Baire y f € Fy(X, E) con f(X)
separable, entonces f tiene la propiedad del punto de continuidad.
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Demostracion. Como X es hereditariamente Baire, cada conjunto cerrado
de X es un espacio de Baire. Por tanto, basta aplicar la proposicién anterior
para cada cerrado F' de X y la restriccion de f a F. O]

Una vez establecidos los resultados anteriores, es posible hacer una de-
mostracion del teorema inicial de este capitulo.

Dem. del Teorema[2.2.

a) = b) es cierta siempre (ver proposicién [2.4).

b) = a) como todo espacio métrico es normal y E es espacio normado, basta
aplicar la proposicién [2.14]

b) = ¢) como todo espacio métrico completo es hereditariamente Baire, basta
aplicar el corolario [2.23]

¢) = b) como X es un espacio métrico, aplicamos la proposicién corolariom

y .18 O

2.3. Ejemplos

Existe un espacio topolégico X completamente regular tal que By (X, R) #
F,(X,R), como se muestra en el siguiente ejemplo. Los resultados utilizados
se ven con detalle en el apéndice [B]

Ejemplo 2.24. Si X esR con la topologia de la densidad d (Apéndice @, se
tiene que las funciones continuas en esta topologia son de la primera clase de
Baire en la topologia ordinaria. Se sigue que una funcion de la primera clase
de Baire en la topologia de la densidad es una funcion de la sequnda clase de
Baire en la topologia ordinaria (el inverso también es cierto por el teorema de
Preiss [51)]). Los conjuntos F, en la topologia de la densidad son exactamente
los conjuntos medibles Lebesque y por tanto ser de la primera clase de Borel
es, en esta topologia de la densidad, equivalente a la medibilidad Lebesque
de la funcion en cuestion. Por otra parte, es bien conocida la existencia de
funciones medibles Lebesque que no son medibles Borel (ver [13]), por lo que

Bl(X>R) g FJ(X7R)

El siguiente ejemplo muestra que, si X no es hereditariamente Baire, ser
de la primera clase de Borel no implica tener la propiedad del punto de
continuidad.

Ejemplo 2.25. 57 X = Q con la topologia usual, cada funcion definida sobre
X es de la primera clase de Borel, pero existe una funcion f : Q — R que no
tiene la propiedad del punto de continuidad (ver [38, remark 3, pdg. 396]).

31



Por otra parte, el reciproco tampoco es cierto en general, incluso con E =
R y el espacio X compacto Hausdorff, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.26. Si X es el espacio ordinal [0,w:], entonces cada funcion
real definida sobre X tiene la propiedad del punto de continuidad, ya que
cada subconjunto no vacio de X contiene un punto aislado, pero no todas las
funciones caracteristicas sobre X son de la primera clase de Borel, ya que X
contiene conjuntos que no son medibles Borel (ver [24), pdg. 2531]).

Para un espacio métrico arbitrario E puede ocurrir que By (X, F) #
B (X, E) incluso cuando X = [—1,1], como pone de manifiesto el siguiente
ejemplo de D. Preiss.

Ejemplo 2.27. Sea g;, : [-1,1] — R definida por

sinT  si|t| > 1/k
() = : ‘| | >1/
0 silt| < 1/k

Escogemos hy, i : [1,2] — [0, 1] funciones continuas tal que hy, (1) = h, ,(2) =
0, limg— o0 i (t) = 0 y méx{h,x(I)} =1 cuando I C [1,2] es un intervalo
cumpliendo |I| > 1/n.

Sea e1, es, e la base candnica de R3. Definimos:
Ey = {tei+sey : t € [-1,1]\{0}, s = sin T} U ({0} x [-1, 1])U([L, 2] x [0, 1])
E, ={x+2"e3: 2 € E,}
En,k = {tel + gk(t)ez + (2—n + 2_"_k)63 1t e [—1, 1]} U {t61 + hn’k(t>€2 +

(2742 ey t € [1,2]}
Finalmente, sea E un subespacio de R® definido por

n=1

n=1k=1
Preiss prueba que las funciones de la primera clase de Baire de [0,1] a E no
son cerradas bajo convergencia uniforme.

Observaciéon 2.28. En el ejemplo anterior, que el espacio de llegada E no
sea localmente arcoconexo desempena un papel crucial en la demostracion. De
hecho, este ejemplo dio origen a la tesis de Fosgerau [20)], el cual probs que
esta propiedad era necesaria para que se diese la igualdad By([0,1],E) =
F,([0,1], E) y demostrd que:

“Si B es un espacio métrico completo, son equivalentes:

a) E es arcoconezo y locamente arcoconezo.

b) B,([0,1], E) = F, ([0, 1], E).”
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2.4. Resultados sobre funciones escalares

Es interesante estudiar que ocurre cuando consideramos como espacio
de llegada R con la topologia usual. Evidentemente, el teorema inicial del
capitulo se cumple en este caso, pero se puede enunciar el siguiente teorema
[46] que sélo tiene sentido cuando consideramos R como espacio de llegada:

Teorema 2.29. Sea X un espacio métrico y f : X — R una funcion:

a) fes de la primera clase de Baire.
b) Para cada a € R, los conjuntos [f < al, [f > a] € Gs(X).

¢) Para cada a < b nimeros reales, existen Hy, Hy € G5(X) tal que [f <
a] CH, C[f <V ylf>bCHC[f>al.

d) [ es fragmentable.

e) Para cada conjunto no vacio cerrado F C X y para cada a < b nimeros
reales, los conjuntos [f > b] y [f < a] no pueden ser densos en F si-
multaneamente.

Entonces, d) = €) = a) < b) & ¢), y todas estas propiedades son equiva-
lentes si X es hereditariamente Baire.

Demostracidn. a) = b) Si f € Bi(X,R), por la proposicién[2.4] f € F,(X,R),
luego, para cada a € R, [f > a], [f < a] € F,(X).

b) = a) Cada intervalo abierto (a,b) en R es interseccién de (a,+0o0) y
(—o0,b) por lo que [a < f < b] € F,(X). Cada conjunto abierto G C R es
unién numerable de intervalos abiertos, luego f~1(G) € F,(X).

b) = c¢) Sean a, b nimeros reales y a < b, existe ¢ € R tal que a < ¢ < b

[f<aclf<dc[f<i

con [f <] € G5(X).
c) = b) Basta darse cuenta que

[f>ad=(f=a-1/n]

n

Entonces, para cada n € N, existe un conjunto H,, € G5(X) tal que

[f>a—1/nJ]CH,C[f>a—1/n+1]
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Por tanto, se tiene que

[f >a=(f Za—1/n] =()H, € S5(X)

n

e) = c¢) Sean a, b nimeros reales y a < b. Consideramos la familia §
de todos los subconjuntos abiertos G de X para los que existe un conjunto
He € Gs5(X) satisfaciendo

f<aNGCHgC[f<HNG

Es obvio que si G € §y G’ C G es un conjunto abierto, entonces G’ € G.

Ponemos I' = | G.
GeS
Como cada espacio métrico es paracompacto (ver corolario |A.12)), el

cubrimiento abierto G de I' tiene un refinamiento localmente finito U. En-
tonces
[f <anTc |JHeC[f<bnT
Gelu

Puesto que la unién localmente finita de conjuntos Gs es un conjunto Gs, se
tiene que I' € G.

Si I' = X, se termina la prueba. Si X \ I' # (), los conjuntos [f < d,
[f > b] no pueden ser densos simultdneamente en el conjunto cerrado X \ T.

Por tanto, existe un conjunto abierto G con G\ T # () y, o bien, (G\T')N
[f <a] =0 obien, (G\T)N[f > bl = 0. En ambos casos, G € G lo que
contradice la maximalidad de I" (en el primer caso, tomamos Hg = G N Hr;
en el segundo caso, tomamos Hg = (G N Hr) U (G \T)).

d) = e) Sea F C X un conjunto cerrado no vacio y a < b ntimeros reales.
Supongamos que los conjuntos [f < a] y [f > b] son densos simultaneamente
en F'. Entonces, es obvio que para ¢ = b — a > 0, no existe ningin conjunto
abierto V. C X con F NV # 0 tal que diam,f(FNV) < e.

Por ultimo, si X es hereditariamente Baire a) y d) son equivalentes por
el teorema [2.2] luego todas las propiedades son equivalentes. O
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Capitulo 3

Funciones de la primera clase
en un espacio no separable

El objetivo de este capitulo es eliminar la hipdtesis de que f tenga imagen
separable en la caracterizacion de las funciones de la primera clase. Entre
otras cosas veremos que el teorema es cierto aunque la imagen f(X) no
se suponga separable.

El enfoque de este capitulo es similar al del capitulo [2| Se trata de dar
el mayor alcance posible a los resultados del capitulo anterior sustituyendo
la condicién de que f(X) sea separable por la condicién de que f sea o-
discreta. La nocién de funcién o-discreta fue introducida por Hansell en [25]
§3] y para justificar la necesidad de considerar este tipo de funciones aduce
al siguiente hecho: “Con el axioma de Martin y la negacion de la hipdtesis
del continuo, existe un subconjunto X C R no numerable con la propiedad
de que cada subconjunto de X es un F,(X) (ver [4§]). Si f : X — E es
una funcién inyectiva sobre un conjunto discreto f(X) C E del espacio de
Banach no separable E entonces f es de la primera clase de Borel pero no
es de la primera clase de Baire, pues toda funcién continua definida sobre X
tiene imagen separable, y lo mismo le ocurre a f”.

Por otra parte, esta condicién de o-discretitud no es demasiado restrictiva
pues W. G. Fleissner [19] mostré que es relativamente consistente, con los
axiomas de la teoria de conjuntos, asumir que cada funcién de la primera
clase de Borel en un espacio métrico es o-discreta, por lo que si quitamos
la condicion de funcion o-discreta no es posible encontrar un contraejemplo
que haga fallar el teorema. De hecho veremos, que como consecuencia de la
proposicién [3.42] si el espacio de partida es métrico completo, cada funcién
de la primera clase de Borel en un espacio métrico es o-discreta.
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3.1. Funciones o-discretas
y fuertemente o-discretas

En esta seccién introducimos el concepto de funcién o-discreta (resp.,
fuertemente o-discreta) y recogemos algunos resultados de caracter técnico,
relativos a este tipo de aplicaciones, que se requieren para lo que sigue.

Sea X un espacio topoldgico Hausdorff y (E, p) un espacio métrico. Dire-
mos que una familia H de subconjuntos de X es discreta si cada punto de
X tiene un entorno que interseca a lo mas con un conjunto de dicha famil-
ia. La familia H se dice fuertemente discreta si existe una familia discreta
{Gy : H € H} de abiertos tal que H C Gy VH € K.

Una familia H de subconjuntos de X se dice o-discreta (resp., fuerte-
mente o-discreta) cuando H es la unién numerable de familias discretas
(resp., fuertemente discretas). Toda familia numerable es fuertemente o-
discreta.

Una familia de conjuntos B C P(X) se dice que es una base para H si
cada H € H es una unién de elementos de B. La familia B se dice una base
para f: X — E si B es una base para la familia {f~*(G) : G € §(F)}. Una
aplicacién f se dice o-discreta (resp., fuertemente o-discreta) si existe una
base o-discreta (resp., fuertemente o-discreta) B para f.

Es inmediato que toda funcién f: X — E con f(X) separable es fuerte-
mente o-discreta pues sea U una base numerable de la topologia de f(X)
con U = {U, : n € N}. Entonces, V = {f~}(U,) : n € N} es fuertemente
o-discreta por ser numerable.

La clase de las funciones o-discretas (resp., fuertemente o-discretas) f :
X — E se denotara por (X, E) (resp., X*(X, E)).

A partir de las definiciones anteriores, se pueden establecer las siguientes
relaciones entre este tipo de familias y funciones.

Es inmediato que en un espacio topolégico X, cada familia fuertemente
discreta (resp., fuertemente o-discreta) es discreta (resp., o-discreta), por
tanto, X*(X, F) C X(X, E).

Definicién 3.1. Un espacio Hausdorff X es paracompacto (resp. subpara-
compacto) si cada cubrimiento abierto de X tiene un refinamiento abierto
localmente finito (resp., un refinamiento cerrado o-finito).

Un espacio topolégico X se dice colectivamente normal si cada familia
discreta H de subconjuntos de X es fuertemente discreta.

Por el corolario [A.12] cada espacio métrico es paracompacto y, por la
proposicién cada espacio paracompacto es colectivamente normal. Co-
mo consecuencia inmediata de esto resulta:
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Proposicién 3.2. Si X es colectivamente normal (en particular, si X es
paracompacto o métrico)

(X, E) = ¥%(X, E)

Un primer ejemplo de funcién fuertemente o-discreta (por tanto, o-discreta)
lo proporcionan las funciones continuas, como se muestra en la siguiente
proposicion.

Proposicién 3.3. Sea X un espacio topolégico y (E, p) un espacio métrico,
entonces cada funcion f : X — E continua es fuertemente o-discreta.

Demostracion. Por la proposiciéon|A.13] existe una base U o-discreta de abier-
tos para E, entonces U es fuertemente o-discreta (ver proposicién . Us-
ando la continuidad de f se demuestra facilmente que f~! transforma fa-
milias fuertemente discretas en familias fuertemente discretas. Por lo tanto
{f7Y(V):V € U} es una base fuertemente o-discreta para f. O

Las siguientes proposiciones establecen propiedades importantes sobre las
familias y funciones o-discretas y fuertemente o-discretas, que serviran para
demostrar el teorema principal de este capitulo.

Proposicién 3.4. Sea X un espacio topolégico y (E, p) un espacio métrico.
Entonces la clase de todas las funciones de X en E con una base o-discreta
(resp., fuertemente o-discreta) es cerrada para limites puntuales de suce-
siones convergentes, luego

S(X,E) = %(X, E) " SHX,E)=>(X,E) "

Demostracion. E tiene una base abierta de la forma U = U, U,, donde cada
U, es una familia discreta en E (ver proposicién [A.13)).

Sea f: X — FE el limite puntual de la sucesion de funciones f,, y supong-
amos que cada f, tiene una base U,,B,,,, donde cada familia B,,,, es discreta
en X.

Para cada conjunto B en U, By, (B # 0), podemos enumerar como

: 2 1 2 .
una sucesion U 1(3 U é), ... los miembros de

{UecU:BcC f(U) para algiin n > 1}

(ya que cada punto de E puede estar solamente en una cantidad numerable
de miembros de U).
Como cada familia

T = {BOfHUP):Be B}  (nymk>1)
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es discreta en X sélo queda probar que I' = U,, ,, x'nmi forma una base para
f.

Sea t € f~1(W) para algin abierto W en E y escogemos U € U tal que
ft)y e Uy U cC W, por ser U una base en E. Como f,(t) — f(t), tenemos
que fn(t) € U, para algin n € N. Por las propiedades de una base, podemos
encontrar m > 1y B € B,,, talquet € By B C f, }(U).

Ahora, para algin k > 1, U = Ul(gk) y por tanto

te BN UG = £1U) £ W)
La prueba sigue funcionando en el caso fuertemente o-discreto. m

Observacion 3.5. El resultado anterior se debe a Hansell y aparece en [28)].

La siguiente nocién fue introducida por Hansell en [25] como una debil-
itacion del concepto de familia o-discreta.

Definicién 3.6. Una familia H de subconjuntos de X se dice o-discretamente
descomponible (abrev. o-d.d.) si para cada H € H, H = U{Gpy, : n € N}
donde cada familia {Gp, : H € H} es discreta. Por otra parte, diremos
que H es fuertemente o-d.d. si cada H € H puede ser escrito en la forma
H =U,Gun y, para cada n € N, la familia {Gp, : H € H} es fuertemente
discreta.

Observaciéon 3.7. FEs evidente que toda familia fuertemente o-discreta es
fuertemente o-discretamente descomponible.

El siguiente resultado se debe a Vesely y aparece en [60].

Lema 3.8. Sea M una familia o-d.d. (resp. fuertemente o-d.d.) de subcon-
guntos F, (resp., Z,) de un espacio topoldgico X arbitrario (resp., normal).
Entonces, los conjuntos Gar,, de la definicion pueden ser escogidos de
forma que sean cerrados (resp., ceros).

Demostracion. Demostramos el caso X espacio normal y M una familia
fuertemente o-d.d. de conjuntos Z,.
Por la definicion , existen conjuntos Gy, y abiertos Vi, tal que
Guyn C Vi paracada M € M, n €N, y M = U, Gy, para cada M € M
y la familia {Vi, : M € M} es discreta para cada n € N. Como X es normal,
es posible encontrar conjuntos ceros tal que G—Mn C Zmn C Vi, para cada
MeMyneN.

Cada M € M esta en Z,(X), luego puede ser escrito como M = UpFs
con Fyry, € Z(X) VEk € N. Por tanto,

M:UGM,n = UU(GM’anM’k) C UU(ZM,TLQFMJC) C UFM:k =M
n n k n k k
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luego, M = J,, U,.(Zann N Frr).
Pero, los conjuntos de esta tltima unién son ceros y, para n,k fijos,
{Zppn N Frrg : M € M} es fuertemente discreta ya que Zys, N Fare C V.
El otro caso es similar. El papel de los ceros Zy, lo desempenan los
cerrados Gy . O

Proposicién 3.9. Sea H una familia o-discreta de abiertos en un espacio
métrico E y f una funcion o-discreta (resp., fuertemente o-discreta). En-
tonces la familia {f~'(H) : H € H} es o-d.d. (resp., fuertemente o-d.d.).

Demostracion. Sea B =J>_, B, una base para f tal que cada B,, es disc-
reta y H = |J,—, H, donde cada H, es una familia discreta formada por
abiertos. Para cada H € H y cada m,n € N, definimos

o Ju{BeB,:BC fTY(H)} siHeXH,
fmn =0 si H X,

Puesto que B es una base para f y H es abierto, f~1(H) = Upnnen Grmon-
Maés atn, para m,n € N, la familia de abiertos {Gpymn, : H € H} es
discreta ya que B,, es discreta y {f~'(H) : H € H,} es disjunta.
La prueba para el caso alternativo es similar. O

Proposicién 3.10. Sea f : X — E una funcion o-discreta en Fy(X, F) y
V C G(E) una familia o-discreta, entonces f~1(V) tiene una base o-discreta
de cerrados. Si X es normal y [ es fuertemente o-discreta, entonces f~1(V)
tiene una base fuertemente o-discreta formada por ceros.

Demostracion. Como V es una familia o-discreta de abiertos y f es o-discreta
de la primera clase de Borel, por la proposicién F7YV) es una familia
o-d.d. de conjuntos F,(X), luego existen familias discretas {Gv,, : V € V}
tal que f~1(V) = U{Gy,, : n € N} para cada V € V. Por el lema , los
conjuntos Gy, se pueden tomar cerrados para cada V' € Vy n € N, por
tanto, la familia {Gy,, : V € V, n € N} es una base o-discreta de f~1(V)
formada por cerrados.

La prueba para el otro caso es similar ya que si X es normal, F,(X, E) =
Z,(X, E) (proposicién y los conjuntos Gy, se pueden tomar ceros. [J

La siguiente definicion introduce un concepto de particién mas fuerte que
el habitual, al mismo tiempo que permite definir un nuevo tipo de funciones
que juegan un papel similar a las funciones Z,-constantes del capitulo ante-
rior.
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Definicién 3.11. Decimos que una particion {H; : i € I} de X es una buena
particion (resp., una buena particion en el sentido fuerte) si es una familia o-
d.d. formada por subconjuntos F,(X) (resp., una familia fuertemente o-d.d.
formada por subconjuntos Z,(X)).

Una aplicacion f : X — E se dice T-constante (resp., T"-constante) si
existe una buena particion (resp., una buena particion en el sentido fuerte)
{H;:iel} de X tal que f|y, es constante.

Cuando X es normal, si {H; : ¢ € I} es una buena particién de X,
entonces necesariamente cada H; € Z,(X). Cuando X es colectivamente
normal, las dos nociones coinciden.

Proposicién 3.12. Sea X un espacio topolégico, {H; : i € I} una buena
particion de X vy, para cada i € I, sea {M, : o € A;} una buena particion
relativa al subespacio H;, donde los conjuntos indicados A; son disjuntos dos
a dos y A =U{A; :i € I}, entonces la familia {M, : o € A} es una buena
particion de X.

Demostracién. Ver [30, lema 5] O

El siguiente resultado es una generalizacion del lema de reduccion. El caso
perfecto es el Teorema 1 de [26] y el caso normal son los lemas 2.1 y 2.2 de
[60].

Proposicién 3.13. Sea X un espacio normal y {M; : j € J} una familia
fuertemente o-d.d. de conjuntos Z,(X) tal que X = U{M; : j € J}, entonces
eziste una buena particion en el sentido fuerte {H; : j € J} de X tal que
H; C M;VjelJ.

Si X es perfecto y {M; : j € J} es una familia o-d.d. de conjuntos F,(X)
tal que X = U{M; : j € J}, entonces existe una buena particion {H; : j € J}
de X tal que H; C M; Vj € J.

Demostracion. Por el lema , podemos escribir M; = U, M;,, donde M;,
son ceros y, para cada n fijo, la familia {M;,, : j € J} es fuertemente discreta.
Definimos por induccién

Hj,l = Mj71 \V/] eJ

H]',n-i-l = Mj,n+l \ U U Mj,k v] €J

k=1jeJ

Por la proposicién y [A] la dltima unién es un cero. Por tanto, por el
lema [A.4] Hj, € Z,(X) para cada j € J, n € N. Es claro que {H;, : j €
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J, n € N} es un cubrimiento disjunto de U;M; y H;, C M,, Vj, n. Por
tanto, la familia {H; : j € J} con H; = U, H,,, es una buena particién en el
sentido fuerte de X tal que H; C M; Vj € J.

El caso {M; : j € J} una familia 0-d.d. de conjuntos F,, es similar pero
utilizando que X es espacio perfecto y la proposicién [A.9 O

El siguiente lema es de gran utilidad para demostrar cuando una funcion
con la propiedad del punto de continuidad es o-discreta de la primera clase
de Borel. Este resultado se debe a [12] y [36].

Lema 3.14. Para un espacio Hausdorff X son equivalentes:
a) X es perfectamente subparacompacto.

b) Si {G,:~v < T} (T' un nimero ordinal) es una sucesion transfinita de
abiertos de X y consideramos los conjuntos M, = G, \ U{G, : p < 7},
entonces {M.,, : v <T'} es una familia o-d.d. de conjuntos F, de X.

Observacién 3.15. En particular, si X es perfectamente paracompacto,
sigue siendo cierta la implicacion a) = b) del lema anterior, ya que todo
espacio paracompacto es subparacompacto (ver proposicion .

3.2. Funciones de la primera clase

El objetivo central de este capitulo es demostrar el siguiente teorema que
caracteriza las funciones de la primera clase de Baire.

Teorema 3.16. Sea X un espacio perfectamente paracompacto hereditaria-
mente Baire, E un espacio normado y f : X — E. Son equivalentes:

a) [ es de la primera clase de Baire.
b) f es o-discreta de la primera clase de Borel.
c) f tiene la propiedad del punto de continuidad.

Observacion 3.17. Si X es un espacio topoldgico y (E, p) un espacio métri-
co, VETEMOS que:
a) = b), es siempre cierto (ver proposicién[3.18).
b) = a), si X es un espacio colectivamente normal y E es un subconjunto
convezo de un espacio vectorial normado (ver proposicion .

Preiss mostré que b) = a) no es cierto para un espacio métrico E arbi-
trario y X = [—1,1] (ver ejemplo .
b) = c), si X es hereditariamente Baire (ver corolario[3.3]).
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¢) = b), si X es perfectamente paracompacto (ver proposicion [3.36]).

Es mas, st X es perfectamente paracompacto hereditariamente Baire con
la propiedad de Kaplansky, veremos en el teorema que F,(X,F) =
F,(X,E)NX(X,FE), por lo que en este caso el teorema sigue siendo cier-
to con la condicion de funcion o-discreta eliminada en b).

3.2.1. Funciones de la primera clase de Baire y de la
primera clase de Borel o-discretas

La siguiente proposicién permite probar que una funcién de la primera
clase de Baire es siempre o-discreta de la primera clase de Borel.

Proposicién 3.18. Sea X un espacio topoldgico arbitrario y (E,p) un es-
pacio métrico

Bi(X, E) C Z,(X,E)NY*(X,E) C F,(X,E)N (X, E)

Demostracion. Sea f el limite uniforme de una sucesion de funciones (f,,)nen
de la primera clase de Baire. Cada f,, es el limite puntual de una sucesién de
funciones continuas (gnm)men-

Por la proposicion (3.3, cada g,,,,, es fuertemente o-discreta. Por la proposi-
cién (3.4}, el limite puntual de funciones fuertemente o-discretas es fuertemente
o-discreta luego f € 3*(X, E). Hemos probado asi

B\ (X,E) C ©*(X,E)

Por otra parte, sabemos que B (X, FE) C Z,(X, E) (ver capitulo , queda
terminada la prueba de la primera inclusién.

La segunda inclusién Z,(X, E) N X*(X, E) C F,(X,E)NX(X, E) es in-
mediata. [

La prueba anterior contiene la prueba de la implicacién a) = b) en el
teorema [3.16]

Para demostrar b) = a) vamos a aproximar las funciones de F, (X, E) N
(X, E) (resp. Z,(X,E)NX*(X, E)), de modo uniforme, por funciones 7-
constantes (resp., 7*-constantes).

Proposicién 3.19. Sea X un espacio topoldgico y (E, p) un espacio métri-
co. Si X es normal (resp., X arbitrario) y f : X — E es una funcion
T*-constante (resp., T-constante), entonces [ es fuertemente o-discreta Z,-
medible (resp., o-discreta de la primera clase de Borel).
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Demostracion. Sea {H; : i € I} una buena particién en el sentido fuerte de
X tal que fly, = {e;} (e; € E) para cada i € I.

Como {H; : i € I} es fuertemente o-d.d., H; = U, H,,, para cada i € I,
donde cada familia {H,, : i € I} es fuertemente discreta. Consideramos la
familia B = U,,B,, con B,, = {H,,, : i € I} fuertemente discreta.

Veamos que B es una base para f. Sea U un conjunto abierto de F,
consideramos el conjunto J = {i € I : ¢; € U}, entonces

i =U =Yy e = YUt

icJ 1€J neN neNicJ

Por otra parte, los conjuntos H;, se pueden tomar ceros (ver lema [3.8) vy,
por la proposicién , se tiene que f~H(U) € Z,(X).

En el caso alternativo hay que usar que la union discreta de cerrados es un
cerrado (proposicién [A.9)) y que los conjuntos H;,, se pueden tomar cerrados

(lema [3.8), por tanto, f~*(U) € F,(X). O

Observaciéon 3.20. En la demostracion de la proposicion anterior no se ha
usado que U es abierto. Realmente se ha probado que para todo U C FE, se
tiene f~1(U) € Z,. Como también es f~H(U°) € Z,, resulta f~H(U) € ZoNUs
YU C E (resp., {72 (U) € F,NGs YU C E), es decir, f estd en Z,(X,E)

(resp., en Fy(X, E)) cuando en E consideramos la topologia discreta.

Proposicién 3.21. Sea X un espacio topologico y (E, p) un espacio métrico.
Si X es normal (resp., X arbitrario) y f : X — E es el limite uniforme

de una sucesion de funciones T*-constantes (resp., T-constantes), entonces
feZ, (X, E)NE (X, E) (resp., f € F,(X,E)NX(X,E)).

Demostracion. Por la proposicion [3.19, cada funcién 7*-constante es fuerte-
mente o-discreta y pertenece a Z,(X, F). Basta tener en cuenta que el limite
puntual de una sucesién de funciones fuertemente o-discretas es fuertemente
o-discreta (proposicion y el limite uniforme de una sucesion de funciones

en Z,(X, E) estd en Z,(X, E) (proposicién [2.8). O

Los resultados siguientes se obtienen utilizando técnicas usuales de la
caracterizacion de funciones de la primera clase de Borel. El caso de un
espacio perfecto, es la extension de Hansell de un teorema de Banach y, el
caso de espacios colectivamente normales estd implicito en [28] y [60].

Proposicién 3.22. Sea X un espacio topoldgico, (E,p) un espacio métrico
yf: X —E. SiX esnormaly f es una funcion en F,(X, E) fuertemente
o-discreta (resp., o-discreta y X perfecto), entonces f es el limite uniforme
de una sucesion de funciones (fn)nen T°- constantes (resp., T-constantes) tal
que f.(X) es métricamente discreto y contenido en f(X).
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Demostracion. Dado ¢ > 0, sea U; = {B(ej,e) : j € J} un cubrimiento
abierto o-discreto de f(X) formado por bolas abiertas, donde {e; : j € J}
es un subconjunto métricamente discreto de f(X) (Th. de Stone, proposi-
cion . Como f es fuertemente o-discreta, por la proposicién , la
familia {f~'(U;) : j € J} recubre a X y es fuertemente o-d.d.. Como esta fa-
milia estd formada por conjuntos Z, y X es normal, por la proposicién (3.13
existe una buena particién en el sentido fuerte {H; : j € J} de X tal que para
cada j € J, f(H;) C U;. Para cada ¢ > 0, definimos una funcién f. tal que
felu, = e; Vj € J, entonces p(f(x), fo(7)) < e Vo € X. Tomando ¢ = 1/n,
obtenemos sucesion de funciones 7*-constantes que converge uniformemente
a f.

La prueba del caso X espacio perfecto y f o-discreta es similar. n

Corolario 3.23. Sea X un espacio topoldgico y (E, p) un espacio métrico. Si
X es normal (resp., perfecto), f € F,(X, E) es fuertemente o-discreta (resp.,
o-discreta) si y solo si es el limite uniforme de una sucesion de funciones
T*-constantes (resp., T-constantes).

Demostracion. Es consecuencia de las proposiciones y O

Proposicién 3.24. Sea f : X — E una funcion t*-constante (resp., T-
constante) y {H; : i € I} una buena particion en el sentido fuerte (resp., una
buena particion) de X tal que f|g, es constante Vi € I. Si X es normal (resp.,
perfecto), entonces existe una familia {Z;,, : i € I, m € N} de conjuntos
ceros (resp., cerrados) tal que:

a) Para cada m € N, la familia {Z;,, i € I} es fuertemente discreta (resp.,
discreta).

b) Para cada i € 1, la sucesion {Z;,, : m € N} es creciente y
De aqui, Cp, = U{Z;, = 7 € I} es una sucesion creciente de ceros (resp.,
cerrados) que cubre X tal que f|c,, es continua.

Demostracion. Sea {H; : i € I} una buena particién en el sentido fuerte de
X tal que f|y, es constante para cada i € I. Entonces se tiene H; = U,C;,
donde {Cj, : i € I} C Z(X) es fuertemente discreta para cada n € N

(lema [3.8).

Fijamos ¢ € [ y definimos los conjuntos
n—1
Dy =C; Dy, = Cin \ U Cik (n>2)
k=1
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Se tiene que Dy, € Z,(X), ya que Z(X) C Us(X) (ver proposicién [A.4). Por
tanto, D;, = Ug Dy donde { Dy : k € N} es un sucesion creciente de ceros.
m
Si definimos Z;,,, = |J Dinm se cumplen los siguientes requisitos:
n=1
a) La familia {Z;,, : i € I} es fuertemente discreta para cada m € N. Basta
ver que {Dijpm 1 € 1,1 < n < m} es fuertemente discreta; esto es
asi porque, para cada n, {Dj,, : i € I} es fuertemente discreta y, por el
lema , Zn = UierDinm (1 < n < m) es una sucesion finita de ceros
disjuntos (ver Figura 1).

b) Para cada i € I, la sucesién {Z;,, : m € N} C Z(X) es creciente con

¢) Cp = U{Z;, : i € I} es una sucesion creciente de ceros tal que f|¢,, es
continua.

La prueba en el caso X espacio perfecto y f : X — FE una funcién 7-
constante es similar, reemplazando Z(X) por F(X). Nétese que por hipdtesis
F(X) C 95(X), lo que sustituye la condicién Z(X) C Us(X). O

La siguiente proposicion es una generalizacién de la proposicion [2.13]

Proposicién 3.25. Sea X un espacio normal y E un espacio métrico conexo
por caminos. St f : X — E es una funcion 7*-constante, entonces [ es de la
primera clase de Baire. Mds aun, existe una sucesion de funciones continuas
fo: X — E tal que f,(z) = f(x) sin > n(z).

Demostracion. Por la proposicion , existe una familia de conjuntos { Z;,,, :
i€ l,meN} C Z(X) tal que {Z;, : i € I} es fuertemente discreta para
cadam € Ny H; = U,,Z;, es una union creciente para cada i € I.

Sea {Wy, : i € I} una familia discreta de coceros de X con Z;,, C
Wim para cada i € I. Sea @, € C(X,[0,1]) tal que @ium(Zim) = {0} ¥
©im(X \ Win) = {1}. Para cada i € I, sea ~; : [0,1] — E un camino continuo
con v;(0) =e; = f(H;) y (1) = e € E (punto fijado de antemano).

Se define f,, € C(X, E) poniendo f,(z) = e si x ¢ UictWin v fr(z) =
Yi(@im(x)) si x € W, para algin ¢ € I. Fijado € X, existe un tnico i € T
con x € H;, por lo que existe n(z) € N tal que sin > n(z), x € Z;,; de modo
que si n > n(z), se tiene f,(z) = 1;(0) =¢; = f(z). O

Observacién 3.26. Si en la proposicion anterior, se hubiese tomado E un
subconjunto convexro de un espacio normado, entonces cada camino continuo

Vi se podia suponer un segmento, de modo que se puede consequir f,(X) C
co (f(X)) para cada n € N.
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Observacién 3.27. Si X un espacio perfecto y f una funcion T-constante,
entonces f es de la primera clase de Baire si se cumple alguna de las sigu-
tentes condiciones:

a) El espacio métrico E tiene la propiedad de extension para el espacio X .

b) X es un espacio métrico y E es un subconjunto convero de un espacio
normado.

c) X es colectivamente normal y E es un subconjunto convexo cerrado de un
espacio Banach.

De hecho, en estos casos, existe una sucesion de funciones continuas f, :
X — E tal que f,(z) = f(x) sin > n(z).

FEs claro que b) es consecuencia de a) pues el Th. de Dujundji-Borsuk ([8,
Th. 3.1] y [16, Th. 4.1]) establece que cada subconjunto convero de un es-
pacto lineal localmente convexo tiene la propiedad de extension para espacios
métricos. Por el Th. de Dowker ([15, Th. 2]) cuando un espacio E tiene la
propiedad de extension para espacios metrizables y es topolégicamente com-
pleto (es decir, E es homeomorfo a un subespacio cerrado de un producto
de espacios métricos completos), entonces E tiene la propiedad de extension
para espactos colectivamente normal. En particular, si E es un subconjunto
convezo cerrado de un espacio Banach, entonces E tiene la propiedad de ex-
tension para espacios colectivamente normal ([28, remark 1.3]) y obtenemos

c).

Para terminar basta recordar que si E es un subconjunto convexo de
un espacio normado, Bi(X,E) = By(X, E) (ver corolario [2.9), por lo que
obtenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 3.28. Si X es normal y E es conexo por caminos, entonces

Z,(X,E)NE*(X,E) = F,(X,E)NY* (X, FE) = Bi(X, E). Si ademds E es un
subconjunto convexo de un espacio vectorial normado, entonces Z,(X, E) N
YX,E)=F,(X,E)NYX"(X,FE) = Bi(X,FE) (cuando X es colectivamente
normal, recuérdese que X(X, E) = ¥*(X, E)).

Demostracion. La primera igualdad es obtiene combinando las proposiciones|2.5
: y B:25] Si ademds E es un subconjunto convexo de un espacio vecto-

rial normado, por el corolario , Bi(X,E) = Bi(X, E), por lo se tiene la
segunda igualdad. O

Observacion 3.29. Si X es perfecto y E tiene la propiedad de extension

respecto a X, por la proposicion y la observacion F,(X,E)N
Y(X,E) = Bi(X,E). Mds aun, si E es un extensor absoluto para espacios

métricos, entonces Fy(X, E)NYE(X,E) = B1(X, E).
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3.2.2. La o-fragmentabilidad y la propiedad del punto
de continuidad

A continuacién vamos a estudiar la relacion que existe entre las fun-
ciones o-discretas de la primera clase de Borel y las funciones que tienen la
propiedad del punto de continuidad. Para esto es conveniente dar la definicion
de funcién o-fragmentable por conjuntos cerrados, nocién que fue introducida
en [32] .

Definicién 3.30. Sea X un espacio topolégico y (E, p) un espacio métrico.
Se dice que f : X — E es o-fragmentable por conjuntos cerrados (resp.,
ceros) si para cada € > 0 eziste una sucesion de conjuntos {X,, : n € N}
cerrados (resp., ceros) que recubre X y cumple:

(F.) ‘Fijado n € N y un subconjunto C C X, es posible encontrar un
conjunto abierto no vacio V-C X con VNC # 0 y diam, f(VNC) <e.’

Lema 3.31. Sea X un espacio Baire y (E, p) un espacio métrico. Si f : X —
E es o-fragmentable por cerrados, el conjunto de puntos de continuidad de
f, Cont(f), es un conjunto Gs-denso en X.

Demostracion. Para cada e > 0, sea O.(f) la unién de todas los subconjuntos
abiertos V' de X tal que diam, f(V) < e. Puesto que N{Oy,, : n € N} es
el conjunto de puntos de continuidad de f, basta probar que O.(f) es un
conjunto denso en X para cada € > 0.

Supongamos que existe € > 0 y un subconjunto abierto no vacio W de X
tal que WNO.(f) = (. Como [ es o-fragmentable por cerrados, tenemos que
X es la union de una sucesion X, de conjuntos cerrados de X tal que para
cada X, la propiedad (F;) se da. Para cada subconjunto abierto no vacio U
de W, se tiene que diam,, f(U) > ¢,y entonces H, = WNX,, es una sucesién
de conjuntos cerrados relativos de W con interior vacio. Como la unién de
esta sucesion es W y W es un espacio Baire, se llega a una contradiccion. [

La nocién de funcién o-fragmentable por cerrados (resp., ceros) es mas
débil que la de funcion fragmentable definida en el capitulo 2] como se pone
de manifiesto en la siguiente proposicion.

Proposicién 3.32. Sea X un espacio topoldgico, (E,p) un espacio métrico
y f: X — E una aplicacion. Consideramos las siguientes propiedades de f:

a) [ tiene la propiedad del punto de continuidad.

b) f es fragmentable.
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c) f es o-fragmentable por cerrados.

Entonces, a) = b) = c). Ademds, si X es hereditariamente Baire, todas las
propiedades son equivalentes.

Demostracion. a) = b) estd demostrado en la proposicién y, para de-
mostrar b) = ¢), basta tomar, para cada ¢ > 0, X,, = X Vn € N.

Si X es hereditariamente Baire, b) = a) estd demostrado en la proposi-
cién 2.18} para demostrar que c¢) = a), supongamos que f es o-fragmentable
por cerrados, por el lema [3.31] el conjunto de puntos de continuidad de f es
un conjunto Gs-denso, luego f tiene la propiedad del punto de continuidad,
si X es hereditariamente Baire. O]

Proposicién 3.33. Sea X espacio topoldgico y (E, p) espacio métrico. Si f :
X — FE es una funcion o-discreta en Fy(X, E), entonces [ es o-fragmentable
por cerrados.

Demostracion. Sea f una funcién o-discreta en F, (X, E). Dado € > 0, con-
sideramos el cubrimiento abierto de E consistente en todas las bolas de radio
g/2. Por el Th. de Stone (ver proposicién [A.11]), podemos obtener un refi-
namiento abierto o-discreto V de £ donde diam, V < ¢ para cada V € V.
Se sigue de la proposicién que para cada V €V, f~1(V)=U{H(V,n) :
n € N} donde {H(V,n):V €V, n € N} es una familia o-discreta de cerra-
dos. Entonces X,, := U{H(V,n) : V € V} es una sucesién de cerrados tal que
(F.) se da, ya que cada punto de X, tiene un entorno que toca solamente a
un conjunto H(V,n) y diam, f(H(V,n)) <e. O

Corolario 3.34. Si X es hereditariamente Baire y f : X — E es o-discreta
de la primera clase de Borel, entonces f tiene la propiedad del punto de
continuidad.

Demostracion. Es consecuencia de la proposicién v 13.32 O]

Para demostrar el reciproco, vamos dar una caracterizacién de la o-
fragmentabilidad en términos de aproximaciones uniformes por funciones 7-
constantes (ver Teorema 5 de [32]).

Teorema 3.35. Sea X perfectamente paracompacto, E espacio métrico y
una funcion f : X — E. Son equivalentes:

a) f es o-fragmentable por cerrados.

b) Para cada e > 0, existe una funcion f. : X — E T-constante tal que, para
cada v € X, p(f-(2), f(x)) <e.

48



¢) Para cada e > 0 existe una sucesion de cerrados {X,, : n € N} que cubre X
y que tiene la siguiente propiedad: Dado a € X,, existe un entorno abierto
V. de a tal que diam, f(V,NX,) < ¢.

d) [ es o-discreta de la primera clase de Borel.

Si ademds E es un subconjunto convexo de un espacio vectorial normado,
también es equivalente:

e) f es de la primera clase de Baire.

Demostracion. a) = b) Dado € > 0, sea {X,, : n € N} un cubrimiento
numerable de X tal que cada X, es cerrado con la propiedad (F;). Definimos
los siguientes conjuntos

n—1
i=X, Y,=X,\{JXi (=2
=1

Puesto que el espacio X es perfecto, Y,, € F,(X) para cadan € N, ademads la
familia {Y,, : n € N} es o-d.d. con la propiedad (F.) ya que cada Y,, esta en
X, v la observacion ; por lo que tenemos que {Y,, : n € N} es una buena
particiéon de X con la propiedad (Fy).

Probaremos que, para cada n € N, existe una funcién 7-constante f, :
Y, — E tal que p(f.(z), f(z)) < e para cada z € Y,,. Por la proposicién [3.12]
la aplicacién f. : X — FE definida por f.|y, = f. (n € N) es 7-constante
satisfaciendo b).

Cada Y,, = Y con la topologia inducida es paracompacto, ya que es un
conjunto ¥, de X (ver [18, pag. 383]).

Como Y tiene la propiedad (F.), existe un subconjunto abierto no vacio
Gy C Y condiam, f(Gy) < e. Siel conjunto cerrado Y\ Gy es no vacio, por la
propiedad (F%), existe otro abierto no vacio G; C Y tal que M; = G1N(Y'\G))
es no vacio y diam,f(M;) < e.

Sea v un ordinal, tal que para cada ordinal p < =, existe un abierto
no vacio G, C Y tal que M, = G, N (Y \ U{G¢ : £ < p}) es no vacio
y diam, f(M,) < e. Esta construccién continda hasta algin ordinal I', se
tiene Y = U{G, : v < T'}.

Por la observacion y el lema la familia {M, : v < I'} es una
buena particion de Y, por lo que podemos definir una funciéon f, : ¥ — E
que es constante sobre cada M, y tal que p(f(z), f,(z)) < e paracadaz € Y.
b) = a) Dado € > 0, sea f. : X — F una funcién 7-constante tal que

p(fe(x), f(z)) <

para cada z € X

Wl M
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Por la proposicion , existe un cubrimiento numerable {X,, : n € N} de
X tal que, para cada n € N, el conjunto X,, es cerrado y f:|x, es continua.
Si ) # C C X, entonces existe un subconjunto abierto V' de X tal que
VNC#0ydiam, f(VNC)<e.

b) = ¢) Para cada a € X,, existe un entorno abierto de a, V, C X tal que
p(f-(z), f-(a)) < €/6 para todo x € X,,NV, luego, en virtud de la desigualdad
triangular

p(fo(x), £-(4)) < £/3 para todo par z,y € X, NV,

Se sigue que para cada par z,y € X,, NV, se cumple

P (@), ) < p(F (@), Je) +p(fel@), Fo)) +o(Je). F(0)) < G545 =<
es decir, diam, f(X,NV,) <e.

c) = a) es evidente.

b) = d) es la proposicién [3.21]

d) = a) es la proposicién [3.33] O

A partir de los resultados anteriores es facil demostrar cuando la propiedad
del punto de continuidad implica ser o-discreta de la primera clase de Borel.

Proposicién 3.36. Sea X perfectamente paracompacto, (E, p) espacio métri-
co. Si f: X — FE tiene la propiedad del punto de continuidad, entonces f es
o-discreta de la primera clase de Borel

PC(X,E) C F,(X,E)N%(X, E)

Demostracion. Por la proposicién si f € PC(X,FE), entonces f o-
fragmentable por cerrados y, por el teorema se tiene que f € F, (X, E)N
S(X, B). O

Una vez establecidos los resultados anteriores, es posible hacer una de-
mostracion del teorema inicial de este capitulo.

Dem. del Teoremal3.10.

a) = b) es siempre cierta (ver proposicién

b) = a) como todo espacio paracompacto es colectivamente normal (ver
proposicion y E es un espacio normado, basta aplicar la proposi-
cién B.28

b) = c¢) es el corolario [3.34]

¢) = b) es la proposicién [3.36] ]
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3.3. ;Cuando una funcién de la primera clase
de Borel es o-discreta?

Una cuestion interesante es ver cuando podemos eliminar la condicion de
funcion o-discreta del teorema de manera que siga siendo cierto. Bajo
hipétesis apropiadas sobre X, cada funcion de la primera clase de Borel es
o-discreta, es decir, F,(X, E) = F,(X, E)NX(X, E) y, se tiene que todos los
resultados son ciertos con la referencia a funciones o-discretas eliminada.

Los siguientes resultados permiten probar que si X es un espacio métrico
completo

F,(X,E)=F,(X,E)NX(X,E)

Definicién 3.37. Un espacio topologico X se dice que tiene la propiedad de
Kaplansky (6 countable tightness) si para cada subconjunto M C X y cada
x € M, existe un subconjunto numerable C' C M tal que x € C.

Observacién 3.38. Un ejemplo de espacio topologico con la propiedad de
Kaplansky es un espacio métrico.

La siguiente proposicién es una mejora del corolario 2.9 de [28] y estd in-
spirado por la proposicién 3.11 de [I7] y el corolario 2.9 de [28]. Este resultado
muestra que la fragmentabilidad esta determinada por la restriccién a sube-
spacios separables.

Proposicién 3.39. Si X tiene la propiedad de Kaplansky y para cada con-
gunto cerrado separable S C X y cada ¢ > 0 existe un abierto W en X con
WnNS#0ydiam, f(WNS) <e, entonces [ es fragmentable.

En particular, si para cada cerrado separable S C X, se cumple que f|g
tiene un punto de continuidad, entonces f es fragmentable.

Demostracion. Si f no es fragmentable, existe un subconjunto cerrado Y de
X y e > 0 tal que si V' es un subconjunto abierto con V NY # (), entonces
diam, f(VNY) > e. Dado z € Y, para cada conjunto abierto V tal que
r € VNY, tomamos ay € VNY tal que p(f(z), f(av)) > /3 y sea M, el
conjunto formado por estos puntos

M, :={ay :x €V NY, V abierto }

Como z € M,, por la propiedad de Kaplansky, existe un subconjunto numer-
able C, C M, tal que x € C, y, es claro que, p(f(z), f(y)) > €/3 para cada
y € C,. Fijado un punto a € Y, sea D,, la sucesién de conjuntos numerables
definidos por

Dy :={a} Dy i =U{C,:xz € D,}
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Entonces, S = UD,, es un conjunto cerrado separable de Y. Sea W un con-
junto abierto en X tal que W NS # (), podemos escoger un punto z € WN.S,
de aqui z € D,, para algiin n € N. Como z € C., existe un punto y € C,NW.
Este punto cumple p(f(y), f(2)) > ¢/3, luego diam, f(W NS) > ¢/3 y se
llega a una contradiccion. O

Corolario 3.40. 57 X es hereditariamente Baire con la propiedad de Ka-
plansky y para cada subespacio cerrado separable S C X, f|g tiene un punto
de continuidad, entonces f tiene la propiedad del punto de continuidad.

Demostracion. Es consecuencia de la proposicion v 13.32 O

Proposiciéon 3.41. Sea X es un espacio de Baire separable y (E,p) un
espacio métrico. Si f € F,(X,E), entonces el conjunto de sus puntos de
continuidad, Cont(f), es denso en X.

Demostracion. Sea D un subconjunto denso numerable de X. Para cada
conjunto abierto U en E, sea

1 U) = U Fyr,, donde Fy,, es cerrado en X para cada m > 1

m

Entonces, My = U, [Fum \int(Fu,,)] es de primera categorfaen X y f~1(U)\
My = Upint(Fy,,) es abierto en X.

Sea A, un cubrimiento localmente finito de E formado por conjuntos
abiertos con didmetro a lo mas 1/n

M, =U{My:UcA,yDn f1U)#0}

W,=U{U:UecA,yDnfHU) =0}

Como D es numerable y A,, es localmente finito, se sigue que M,, es unién nu-
merable de conjuntos de primera categoria, luego M,, es de primera categoria.
Més atin, se tiene que f~'(W,) = My, pues en otro caso f~1(W,)\ My,
seria un conjunto abierto no vacio en X que no corta al conjunto denso D.

Como X es un espacio Baire, D,, := X \ (M, U My, ) es denso en X y
esta contenido en el abierto

Vo=U{fT(U)\ My :U €A,y DN fTHU) # 0}

En efecto, si a € D, entonces a ¢ My, = f~1(W,) luego f(a) ¢ W,. Sea
U €A, con f(a) € U, como f(a) ¢ W, usando la definicién de W, se sigue
que DN f~1(U) # 0. Por otra parte, como a ¢ M, debe ser a ¢ My, luego
a€ f~YU)\ My CV,.
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Se obtiene asi que cada V,, es un conjunto denso abierto en X. Como X
es un espacio Baire, N,V,, es un conjunto Gs5-denso en X y claramente cada
punto de este conjunto es un punto de continuidad de f.

[]

Proposicién 3.42. Sea X un espacio topologico hereditariamente Baire con
la propiedad de Kaplansky y (E,p) un espacio métrico. Si f € F,(X,E),
entonces f tiene la propiedad del punto de continuidad, es decir:

F,(X,E) C PC(X,E)

Demostracion. Sea f: X — FE una funcion de la primera clase de Borel. Por
el corolario[3.40] basta demostrar que para cada subespacio cerrado separable
S C X, f|s tiene un punto de continuidad.

Como X es hereditariamente Baire, S es un espacio de Baire, luego por
la proposicién , f|s tiene al menos un punto de continuidad. O

A partir de los resultados anteriores, estamos en condiciones de demostrar
el siguiente teorema

Teorema 3.43. Sea X un espacio topologico y (E, p) un espacio métrico. Si
X es perfectamente paracompacto hereditariamente Baire con la propiedad
de Kaplansky, cada funcion f : X — E de la primera clase de Borel es
o-discreta

Fo(X,E) = F,(X,E)NX(X, E)

Demostracion. Sea f : X — FE de la primera clase de Borel, como X es hered-
itariamente Baire y tiene la propiedad de Kaplansky, por la proposicion [3.42
f tiene la propiedad del punto de continuidad.

Como X es perfectamente paracompacto, por la proposicién [3.36, f es
o-discreta de la primera clase de Borel. O

Corolario 3.44. Si X es un espacio métrico completo, cada funcion f :
X — FE de la primera clase de Borel es o-discreta.

Demostracion. Como todo espacio métrico completo es perfectamente para-
compacto hereditariamente Baire y tiene la propiedad de Kaplansky, basta
aplicar el teorema anterior. O

Proposicién 3.45. Sea X un espacio métrico y f : X — E una funcion de
la primera clase de Borel. Consideramos las siguientes propiedades de f:

a) f es o-discreta.

b) f(S) es separable para cada subconjunto S separable de X.
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Entonces a) = b) y, si X es hereditariamente Baire, a) < b).

Demostracion. a) = b) Por la proposicién es suficiente considerar el
caso de una funcién f 7-constante. Ahora bien, por la proposicién [3.24] f es
continua a trozos, por lo que se tiene b).

b) = a) Si S es un subconjunto separable de X, por la proposicién m
fls es o-fragmentable por cerrados. Por la proposicién [3.32 f|s es frag-
mentable y la proposicion [3.39, nos dice que f es fragmentable, por tanto es
o-discreta por el teorema |3.35| O

Una caracteristica de las funciones de la primera clase de Borel, que rela-
ciona el espacio Fi, (X, E) con el espacio F,(X,R), viene dada por la siguiente
proposicion.

Proposicién 3.46. Sea X un espacio topoldgico, (E,p) un espacio métrico
y f: X — E una aplicacion. Son equivalentes:

a) f € Fy(X, E).
b) po f e F,(X,R) para cada funcion continua ¢ : E — R.

Demostracion. a) = b) Sea ¢ : E — R una funcién continua y G un conjunto
abierto en R, entonces ¢~ (@) es abierto en E, de donde (¢ o f)7(G) =
[T e7H@)) € Fo(X).

b) = a) Sea F' un conjunto cerrado en E y tomamos la funcién continua
¢ : E — R definida por ¢(z) = p(x, F), entonces

FHF) = @7 (0) = (9o f)71(0) € 5(X)
O

Observaciéon 3.47. La proposicion anterior permite, bajo determinadas hi-
potesis, que propiedades que son ciertas para el espacio Fy(X,R) lo sean
también para el espacio F,(X, E).

Destacar que si sustituimos primera clase de Borel por primera clase de
Baire, la implicacion b) = a) de la proposicion no es cierta pues esto im-
plicaria, por las proposiciones y que B1(X,E) = F,(X,FE) para
X un espacio topoldgico arbitrario y (E, p) un espacio métrico; sin embargo,
hemos visto en el ejemplo que esta igualdad no es cierta en general. FEl
problema sobre cuando es cierto este resultado para funciones de la primera
clase de Baire estd abierto, aunque es claro que bajo las hipotesis del teore-
ma [3.10, es cierto. Ademds, la version de este resultado para las funciones
de la primera clase de Baire requiere que mno tengamos problemas con la o-
discretitud de las funciones.
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3.4. Comentarios y Observaciones

1. La nocién de familia fuertemente discreta que se utiliza en este trabajo
fue introducida por L. Vesely en [60], sin embargo, se puede dar una defini-
cién alternativa de familia fuertemente discreta mas general que la dada por
Vesely: Una familia H de subconjuntos de un espacio topoldgico X diremos
que es fuertemente discreta si existen familias {Zy : H € H} C Z(X),
{Vg : H € H} C WX) tal que H C Zy C Vy para cada H € H y
{Vig : H € H} es discreta.

Esta nocion de familia fuertemente discreta implica la utilizada por Vesely
y ambas son equivalentes cuando el espacio X es normal. En efecto, sea X
normal y J una familia fuertemente discreta en el sentido Vesely, luego existe
una familia discreta de conjuntos abiertos {Gy : H € H} tal que H C Gy
para cada H € H. Por el lema de Uryshon, para cada H € H existe una
funcién fy € C(X,[0,1]) tal que

fH(ﬁ> ={1} fu(X\ Gy) ={0}
de donde Viy = {z € X : fy(z) > 0} € UW(X) es discretay H C Vg C Gy.
Por otra parte, existe una funcién gy € C(X, [0, 1]) tal que
gr(H) = {0} g (X \ Vi) = {1}
de donde Zy = {z € X : gg(z) =0} € Z(X) y se cumple
HCZy CVy

Por tanto, cabe preguntarse que alcance podemos dar a los resultados
obtenidos en este trabajo cuando utilizamos esta nocién de familia fuerte-
mente discreta y prescindimos de la hipdtesis de que el espacio de partida X
sea normal.

La respuesta a esta pregunta viene dada por el siguiente resultado que
se obtiene adaptando las pruebas realizadas en este trabajo con la nocién de
familia fuertemente discreta de Vesely:

“Sea X un espacio topoldgico y F un espacio métrico. Consideramos las
siguientes propiedades para una funcion f: X — F:

a) f es de la primera clase de Baire.

b) f es el limite uniforme de una sucesién de funciones de la primera clase
de Baire.

c) f es fuertemente o-discreta en Z,(X, F).

95



d) f es o-fragmentable por ceros.
e) [ tiene la propiedad del punto de continuidad.
Entonces, se cumple que
» Si E es conexo por caminos, b) < ¢).
» Si E es un subconjunto convexo de un espacio normado, a) < b) < c).

» Si X es hereditariamente Baire, ¢) = d) < e).”

2. Como se ha comentado al inicio de este capitulo, el concepto de funcién
o-discreta fue introducido por Hansell en [25]. Para caracterizar las funciones
con la propiedad del punto de continuidad introduce un concepto substancial-
mente mas débil que el de familia discreta: Una familia H de subconjuntos
disjuntos de un espacio topoldgico X se dice scattered si para cada subcon-
junto no vacio A C UK, algtin conjunto de la forma AN H, con H € H, es
no vacio y abierto relativo en A.

Utilizando esta nocién, prueba el siguiente resultado que relaciona las
funciones con la propiedad del punto continuidad y las funciones o-discretas
de la primera clase de Borel (ver [28, Th. 2.7 (b)]):

“Sea X un espacio Hausdorff, F un espacio métrico y f € PC(X,FE). Si
cada coleccion de conjuntos abiertos en X tiene un refinamiento o-discreto de
conjuntos cerrados, entonces f estd en F,(X, F) y tiene una base o-discreta
formada por conjuntos cerrados en X.”

Ademas, Hansell encuentra condiciones sobre X para que una funcién
(F' N G),-medible definida sobre X y con valores en un espacio métrico F,
tenga la propiedad del punto de continuidad (ver [28, Th. 2.8]):

“Sea X hereditariamente Baire, E un espacio métricoy f: X — E una fun-
cién (FNG),-medible. Si E es separable o X tiene la propiedad de Kaplansky,
entonces f tiene la propiedad del punto de continuidad.”

Destacar que las pruebas de las proposiciones y de este trabajo
son adaptaciones de este resultado de Hansell para el caso F,-medible y,
aunque Hansell no utiliza la nociéon de funcién o-fragmentable aparece de
forma implicita en la prueba.

3. Como se comenta en la introduccion, este trabajo se centra en dar el mayor
alcance posible de los resultados desde el punto de vista del dominio X de
las funciones, analizando con detalle el papel que desempenan condiciones
topoldgicas de X para lograr relaciones entre las distintas propiedades que
intervienen en el teorema clasico sobre funciones de la primera clase.
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Fosgerau en su tesis [20] se centra en el problema de que propiedades debe
tener el espacio de llegada E para que las funciones de la primera clase de
Baire coincidan con la funciones de la primera clase de Borel y, muestra que
en general este resultado no se cumple si F es un espacio métrico arbitrario:
“La funcién f : [0,1] — {0,1} definida por f(1) =1y f(t) =0sit < 1lesde
la primera clase de Borel pero no es de la primera clase de Baire”.

Fosgerau encuentra condiciones suficientes sobre E que permiten estable-
cer la equivalencia entre By (X, F) y F,(X,E) N X(X, E) (ver [20, Th. 1]):
“Sea X un espacio métrico y E un espacio métrico arcoconexo y localmente
arcoconexo, entonces By (X, E) = F,(X, F) N X(X, E)”. La importancia de
su trabajo reside en probar que la condicion de ser arcoconexo y localmente
arcoconexo no es solamente suficiente sino también necesaria y prueba el
siguiente resultado (ver [20, Th.2]):

Teorema. Sea E un espacio métrico completo. Son equivalentes:
a) E es conexo y localmente conexo.

b) Bi([0,1], E) = F,([0,1], E).

¢) Bi(X,E)=F,(X,E)NX(X, E) para todo espacio métrico X .

Observaciéon. Un espacio métrico completo E es localmente arcoconezo (re-
sp., arcoconexo) st y solo si E es localmente conezo (resp., conexo) (ver [39,

pdg. 254]).

Para terminar, muestra con ejemplos que los resultados anteriores no
son ciertos cuando F es un espacio métrico arbitrario: “Consideramos el
subconjunto de R?

E = {(z,sin g) 0 <2 <1 U0} x [=1,2)) U ([0,1] x {2}) U ({1} x [0,2])

El conjunto F con la topologia inducida es métrico completo, separable,
compacto, arcoconexo pero no es localmente conexo, luego B;([0,1], E) #
F,(]0,1], E)".

4. Una unificacién de los resultados de Hansell [28] y de Fosgerau [20], fue
realizada por L. Vesely en [60] donde muestra que la clase de las funciones
de la primera clase de Baire coincide con la clase de las funciones o-discretas
de la primera clase de Borel cuando X es colectivamente normal y el espacio
métrico F es arcoconexo y localmente arcoconexo.

Para probar este resultado, Vesely introduce la propiedad (¢) para un par
de espacios (X, E): Un par (X, FE) de espacios satisface la propiedad (¢) si
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X es normal, E es espacio métrico y para cada conjunto cero F' C X existe
un conjunto no vacio ®(F) C C(X, FE) tal que se satisfacen las siguientes
propiedades:

1) ®(F) C $(F3) cuando Fy C Fi;

1) Existe fy € ®(X) tal que para cada par Fj, F, de conjuntos ceros
disjuntos en X y cada abierto V C E, existe f € ®(F;) con f(Fy) CV

y fle = folm;

1) Para cada y € E'y € > 0, existe un entorno U de y satisfaciendo: si
Fy F, son ceros disjuntos en X, f € ®(Fy), f(F1) C Uy V es un
abierto de U, entonces existe g € ®(F}) con g(F1) CV, glg, = flr, v
p(f(z),g(z)) < € para todo = € X.

y prueba que si un par de espacios (X, E) tiene la propiedad (¢), entonces
B(X,FE)=F,(X,E)NnY*(X, E) (ver [60, Th. 3.2]).

Por otra parte, es facil ver que un espacio métrico (E, p) es localmente
arcoconexo si y sélo s para cada y € E y ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que y, 2
pueden ser unidos con un arco de didmetro menor que e cuando p(y, z) < 0.
Esta propiedad motiva a Vesely a introducir la siguiente nocién: Un espacio
métrico (F,p) se dice uniformemente localmente arcoconexo si para cada
e > 0 existe d > 0 tal que si y1, y2 € F, p(y1,y2) < 9, entonces y, yo pueden
ser unidos con un arco de didmetro menor que €.

Para terminar, prueba el siguiente resultado que es inmediato ya que bajo
las hipétesis planteadas, se cumple la propiedad (g) (ver [60, Th. 3.7]).

Recuérdese que dado un espacio topoldgico X y un espacio métrico F, se
dice que

(a) FE satisface la propiedad de Z-extension para X si cada funcién continua
de un cero (en X) en E tiene una extensién de C(X, E).

(b) E satisface la propiedad local de Z-extensién para X si para cada e > 0
ey € F, existe un entorno U de y tal que cada funciéon continua de
un conjunto cero (en X) en U admite una extensiéon f € C(X, E) con
diam f(X) <e.

(c) E satisface la propiedad uniforme local de Z-extensién para X si para
cada € > 0, existe § > 0 tal que cada funcién continua f de un conjunto
cero F'C X en E con diam f(F) < & admite una extensién f € C(X, E)
con diam f(X) < e.

Teorema. Sea X un espacio normal y E un espacio métrico. Entonces la
igualdad By (X, E) = F,(X, E)NYX*(X, E) se da cuando se cumple al menos
una de las siguientes condiciones:
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a) E es arcoconezxo y localmente arcoconexo.

b) E satisface la propiedad de Z-extension para X y la propiedad local de
Z-extension para X .

¢) E contiene un subespacio denso E; tal que Ey es arcoconexo y uniforme-
mente localmente arcoconexo (en la métrica generada por la métrica de

E).

d) E contiene un subespacio denso E;y tal que Ey satisface la propiedad de
Z-extension para X y la propiedad uniforme local de Z-extension para X.

e) E contiene un subespacio denso Ey tal que todas las bolas abiertas en F;
son arcoconexas.

f) E contiene un subespacio denso E tal que todas las bolas abiertas en Ey
tienen la propiedad de Z-extension para X .

5. El siguiente resultado es una generalizaciéon de un teorema de Stegall (ver
[56]) en el que se utilizan técnicas similares a las usadas con particiones de
la unidad.

Teorema. Sea X un espacio perfectamente paracompacto y E un subconjunto
convexo de un espacio normado. Si f : X — FE es fragmentable entonces
f € Bi(X,E).

Demostracion. Fijamos e > 0y sea U, la familia de los abiertos no vacios V' C
X tales que existe una funcién gy € By (X, E) verificando || f(x) —gv(z)]| < e
para todo z € V. Como f es fragmentable, existe un abierto no vacio V' con
diam, f(V) < e. Fijado zy € V se define gy (x) = xv(z)f(zo) y es claro que
gv € B1(X, E) con || f(z) — gv(z)|| < e para todo z € V. Entonces V' € U.
y Ue # 0.

a) Veamos que W = UU, pertenece a U.. Puesto que la paracompacidad se

hereda por conjuntos F, (ver [I8, pag. 183]) y W es un F,(X), se tiene que

W es paracompacto. Sea V. = {V,, : 1 < a <T'} un refinamiento localmente

finito de U,; puesto que cada V,, esta contenido en un U, € U,, se sigue que

existe g, € B1(X, F) con || f(z) — ga(z)| < € para todo = € V.
Consideramos la funcién g : X — FE definida por

g=giXvi t -+ GaXVa\ U V) T

B<a

como la suma es localmente finita, en un entorno de cada x € X sélo son no
nulos una cantidad finita de sumandos. Por otra parte, si ¢ € W es g(t) =
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go(t) para algin o, luego || f(t) — g(t)|| < e, luego si se prueba que g €
By (X, E), se concluird que W € U..
Es claro que, para cada «, la funcién g.x(v,\ U v;) es limite puntual de
B<a

una sucesion g en C(X, E), y tal que cada ¢/ se anula fuera de V. Este he-
cho, junto con la propiedad de ser {V,, : 1 < a < T'} localmente finita permite
deducir que la funcién g" = g7 + g5 +--- 4+ gL + - - - es continua (localmente
se expresa como una suma finita de funciones continuas). Evidentemente g”
converge puntualmente a g, por lo que g € Bi(X, E).

b) Veamos ahora que W = X. Si suponemos que W # X, considerando el
conjunto cerrado A = X \ W y la fragmentabilidad f se obtiene un abierto
no vacio V.C X con ANV £ 0Dy [|f(s) — f(t)]| <eparatodos, t€ ANV.
La funcién h = xwoaw + xanv f(to) (to € ANV fijo) estd en By(X,E) y
se cumple que [|h(t) — f(t)|| < e para todo t € W U V. Esto significa que
WUV € U, lo cual es absurdo pues V ¢ W.

Por tanto, para cada ¢ > 0 hemos encontrado una funcién g. € By (X, F)
verificando || f(z) — ¢g-(z)|] < e para todo x € X, luego por el corolario
f es de la primera clase de Baire. O

6. En lo relativo a la cuestion de cuando podemos eliminar la condicién de
funcién o-discreta del teorema [3.16] Hansell mostré en [25] que si X es un
espacio métrico absolutamente analitico (es decir, X es un F-conjunto Souslin
en su complecién), entonces cada funcién de la primera clase de Borel de X
en un espacio métrico es o-discreta.
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Capitulo 4

Aplicaciones

4.1. Funciones separadamente continuas
y débilmente continuas

Nuestro objetivo ahora es ver cuando una funcién f : X x Y — E sepa-
radamente continua (es decir, continua en x para cada y € Y y continua en
y para cada z € X) con X e Y espacios topoldgicos y (E, p) espacio métrico
es de la primera clase.

En su primera publicacion, Lebesgue [41] probé que este resultado era
cierto cuando X x Y = R? y £ = R: “para cada n € N, se dibujan lineas
verticales en el plano a distancia 1/n una de otra. Definimos f,,(z,y) como
f(z,y) sobre la unién de estas lineas y determinamos f,(x,y) sobre el resto
del plano por interpolacion lineal en la variable z.

Como f es continua en la variable y, para cada x fijo, cada f,, es continua
sobre R2. Puesto que f es continua en la variable x, para cada y fijo,

lim fo(z,y) = f(z,y)  ¥(z,y) €R?

luego, f es de la primera clase de Baire”.

Lebesgue dio varias demostraciones de este resultado. Una de ellas se
puede adaptar directamente al caso de que uno de los factores X o Y sea
metrizable y se obtiene el siguiente teorema:

Teorema 4.1. Sea f : X XY — FE una funcion separadamente continua
donde X es metrizable, Y un espacio topologico y E un espacio métrico,
entonces f € F,(X x Y, E).

Demostracion. Sea G C E un conjunto abierto, como E es metrizable, G se
puede expresar en la forma G = |JV,, donde Vj, es abierto con V,, C G.
n
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Sea A, = f~!(V},). Para cada (x,y) € A,, usando la continuidad de fv
en x, se obtiene un numero real r,(x,y) > 0 tal que si d(t,z) < r,(z,y),
entonces f¥(t) € V,, (notar que f¥(x) = f(x,y) € V;,). Definimos

Ay = {(x,y) € Ay tra(z,y) > %}

de donde A, = A, luego f~1(V,) = |JAnp. Para terminar la prueba
k k

basta demostrar que A, C f~!(G) pues entonces se tendrd que

U@ =Jr v =Y Jaw =J 4w € Fo(X)

Sea (z,y) € Auk ¥, sea (Ta,Ya) una red en A, tal que (74, va) — (z,9).
Como z, — x, existe ag tal que si a« > «p, entonces z,, € B(z, %), es decir,
d(z,20) < 1 < Tn(Za,Ya). Por tanto, f(x) € V, cuando a > «y. Pasando
al lfmite, f¥(x) € V,, C G luego, se cumple que (z,y) € f~1(G). O

Corolario 4.2. Sea f : X xY — E una funcion separadamente continua
donde X es un espacio metrizable, Y un espacio compacto y E es un subcon-
Junto convexo de un espacio normado separable, entonces f € B1(X XY, E).

Demostracion. Como X es metrizable e Y es compacto, se tiene que X X
Y es normal (ver [I8, Th. 5.1.36 y 5.1.5]), luego por el teorema y la
proposicién 2.14] f es de la primera clase de Baire. O

Corolario 4.3. Sea f : X XY — FE una funcion separadamente continua
donde X eY son espacios métricos completos y E es un subconjunto convexo
de un espacio normado, entonces f € B1(X x Y, F).

Demostracion. Como X e Y son espacios métricos completos, X X Y es un
espacio métrico completo, luego por el teorema y el corolario [3.44] f
es o-discreta de la primera clase de Borel y, por la proposicién [3.28, f €
Bi(X XY, E). m

En lo que sigue, dado un conjunto K, denotaremos por ¢, (K) a la topologia
de convergencia puntual sobre C(K).

Proposicién 4.4. Si F' : X — C(K) es una funcion t,(K)-continua y X es
metrizable, entonces F es o-fragmentable por cerrados y, en consecuencia,
F e Bi(X,C(K)) (K es compacto).
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Demostracion. Supongamos que F' es acotada.

Definimos una funcién f : X x K — R por f(z,y) = F(x)(y) para cada
(x,y) € X x K, entonces f es separadamente continua.

Como X es metrizable y K compacto, por el corolario f € Bi(XxK),
luego existe una sucesién de funciones continuas f, : X x K — R que
convergen puntualmente a f.

Sea F,, : X — C(K) una sucesién de funciones definidas por F,(z) =
fol(z,.) para cada z € X; utilizando que K es compacto se puede probar
facilmente que cada funcién F), es ||.||-continua. En efecto, sea g € X y
e > 0, por la continuidad de f,,, para cada (zo,y) € X x K existe un entorno
abierto Uy, X Viyy C X X K tal que si (2/,y') € Uypy X Vg

|fn(x/7y/) - fn(x07y)‘ <é

Ahora bien, la familia de entornos {V,,, : y € K} forma un cubrimiento
abierto de K, por lo que existen yi, y2, ..., yn € K tal que {V,,,. :j =
1,...,n} es un subcubrimiento finito de K. Consideramos el conjunto abierto
U = Mi_Ugy, que contiene a xg, es inmediato que para cada 2’ € U,
[ En (o) — Fo(2)[| <e.

Como F' es acotada, f también es acotada y se puede suponer que f,
estd uniformemente acotada. Como F),(x) converge a F(z) en t,(K) para
cada x € X, por el teorema de Riesz y el teorema de convergencia dominada
de Lebesgue, F),(z) converge a F'(x) débilmente en C(K) para cada = € X.

Sea G, la sucesién de las envolturas convexas de F;, formadas con coefi-
cientes racionales. debil

Para cada = € X, se tiene que F(x) € {G,(z):n € N} y, como la
clausura débil de un conjunto convexo de un espacio de Banach coincide con

la clausura en norma, F(z) € {G,(z):n € N} M e aqui, los conjuntos
X, ={z € X :||F(z) — Gy(z)|| < £} son cerrados y recubren X.

Obsérvese que cada G, es continua para la norma, luego dado ¢ > 0y
C C X, existe un abierto V' C X tal que G,,(C' NV) tiene didmetro menor
que €/3. Utilizando la desigualdad triangular cuando z, y € C NV

|E@)=F ()]l < [F(@)=Go(@)|[+|Gol@) =G|+ Galy) = F)ll < S+-+5 ==
luego diam F(CNV) < ey queda probado que F' es o-fragmentable por
cerrados. Ademds, como X es metrizable y C'(K) con la norma del supremo
es un espacio de Banach, por el teorema [3.35] F' es de la primera clase de
Baire.

Cuando F' no es acotada, se consideran los conjuntos cerrados A,, = {x €
X :||[F(x)|]| <n} en X y se razona con las restricciones F|y, . O
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Rudin [54] demostré un teorema similar al Teorema pero utilizando
particiones de la unidad y basandose en el hecho de que los espacios métricos

son paracompactos (ver proposicién [A.12)).

Definicién 4.5. Sea X un espacio metrizable, decimos que existe una par-
ticion localmente finita de la unidad sobre X de didmetro inferior a 1/n si
ezisten funciones continuas hq, : X — [0, 1] tal que

Zhoz,n<x) =1 Vere X

cada elemento de X tiene un entorno sobre el que a lo mas una cantidad finita
de funciones h,., son iguales a 1 y el soporte de cada h,,, tiene didmetro a
lo mas 1/n.

Observaciéon 4.6. Por ser paracompacto, cada espacio métrico admite una
particion localmente finita de la unidad de didmetro inferior a 1/n (ver [18,
Th. 5.1.9]).

Teorema 4.7 (Rudin). Sea X un espacio métrico, Y un espacio topoldgico
y B un espacio vectorial topologico localmente convexo.

Para n = 1,2,3,..., sea {han} una particion localmente finita de la
unidad sobre X de didmetro inferior a 1/n, sea D un subconjunto denso de
X y escogemos xo, € D tal que hop(26,) > 0.

Si f: X xY — FE satisface

(a) fY: X — E es continua para caday € Y.

(b) fu:Y — E es continua para cada x € D y definimos F,, : X XY — FE
por

Fu(z,y) = Z han(T) f(Tam, ) (4.1)

entonces cada F}, es continua sobre X XY vy,

lim F,(z,y) = f(z,y)

n—oo

en cada punto (x,y) € X x Y.
Si E es metrizable, entonces f es de la primera clase de Borel.

Demostracion. La continuidad de F), es evidente debido a que la particion
{han} es localmente finita y en un entorno de cada punto sélo hay una
cantidad finita de sumandos no nulos.
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Fijamos (z,y) € X x Y, sea V un entorno convexo de O en E. Por (a),
existe un niamero natural ng tal que

f&y) = flzy) eV

para todo £ € X con d(x,§) < 1/ng, donde d denota la métrica de X. Si
n > ngy « es un indice para el cual h, () > 0, por la hipdtesis sobre {hq p },
se tiene que d(x, Tqn) < 1/np, luego

f(@any) € flz,y)+V
Por (4.1) vy la convexidad de V
Fu(z,y) € fla,y) +V
para todo n > ny. Por tanto, F,(x,y) converge a f(x,y). O

Es importante destacar que las funciones separadamente continuas no
son en general de la primera clase de Borel como se muestra con el siguiente
ejemplo de Rudin [54].

Ejemplo 4.8. Sea E el espacio vectorial de todas las funciones reales Borel

acotadas sobre R, con la topologia de convergencia puntual. Definimos g :
R xR — R por

2zy _
" i O (z,y) # (0,0)

y g(0,0) = 0. Definimos f: R xR — E por

flz,y)(t) =gz —t,y —1t)

Como g es separadamente continua y la topologia de E es la de la conver-
gencia puntual, f es separadamente continua.
Para cada t € R, definimos

Vii={p e E:|pt)|<1/2}

entonces V; es abierto en E y f(x,y) € Vi sty sdlo si |g(x —t,y —1)] < 1/2.
Sea A la diagonal de R xR, puesto que g es igual a 1 en A\{(0,0)} se sigue
que

9(w,y)

An (V) ={(t1)}

Sea T un subconjunto no Borel de R y sea V= | V;, entonces V' es abierto
teT
en Ey

ANfrV)={(tt) :teT}

no es Borel, luego f~1(V) no es Borel en R x R y, por tanto, f no es de la
primera clase de Borel.
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Como aplicacién del teorema de Rudin, vamos a probar el siguiente teo-
rema de Srivatsa [55], que da condiciones suficientes para que una funcién
débilmente continua sea de la primera clase.

Teorema 4.9. Si f : X — E es una aplicacion débil-continua de un espacio
métrico X en un espacio de Banach E, entonces f es de la primera clase de
Baire.

Demostracion. Si representamos por B* la bola unidad cerrada del espacio
dual E*, dotada de la topologia débil*, entonces la aplicacién f la podemos
considerar como una aplicacién t,-continua de X en C(B*). Como B* es
compacta, por proposicién[£.4] la aplicacién f es o-fragmentable por cerrados
y asi, la aplicaciéon f : X — E es o-fragmentable por cerrados. Para terminar,
como X es métrico y E espacio de Banach, por el teorema [3.35] f es de la
primera clase de Baire. ]

El siguiente resultado es clasico y bien conocido.

Proposicién 4.10. Si f : X — FE es una aplicacion débil-continua de un
espacio topoldgico X en un espacio de Banach E tal que f(X) es un subcon-
gunto separable de E, entonces f es de la primera clase de Baire.

Demostracion. Podemos suponer que E es un espacio de Banach separable.

Tomamos la aplicacién identidad i : (F,débil) — (F,||.||) y cubrimos F
con bolas cerradas de radio € > 0 y centradas en los puntos de un conjunto
numerable denso de F. Las anti-imagenes por la aplicacion identidad de esta
familia numerable de bolas, nos proporciona un cubrimiento de (E,débil)
mediante una sucesién de cerrados que cumple la condicién (F;), luego la
aplicacion i es o-fragmentable por cerrados.

Como el espacio (E,débil) es perfectamente paracompacto y (E, ||.||) es
un espacio de Banach, por el teorema[3.35] se tiene que la aplicacién identidad
es de la primera clase de Baire, y de ello se sigue que f € Bi(X, E). O

4.2. Topologias finas

El problema que estudiaremos a continuacion es el siguiente: Dada en
X otra topologia 7 més fina que la topologia d dada inicialmente en X y
un espacio métrico F, jcuando una funcion 7-continua f : X — E es de la
primera clase sobre (X, d)?. Las topologias finas y, en particular la topologia
de la densidad (ver apéndice , juegan un papel importante en el Anélisis
Real (ver [40]). Es importante destacar que estas topologias distan de tener
una estructura métrica.

La siguiente nocién fue introducida por J. Lukes y L. Zajizek (ver [47]).
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Definicién 4.11. Sea 7 una topologia sobre X y G una familia de subcon-
juntos de X. Diremos que T tiene la propiedad de G-insercion si para cada
A C X, existe un conjunto G € G tal que

int, ACGcC A’
Proposicién 4.12. Sea 7 una topologia sobre X. Son equivalentes:
1) T tiene la propiedad de G-insercion.

11) Para cada conjunto T-cerrado F C X y cada conjunto T-abierto U con-
tenido en F', existe G € G tal que U C G C F.

1) Para cada conjunto T-abierto U, existe G € G tal que U C G C U’.

1v) Para cada conjunto T-cerrado F, existe G € G tal que int, F C G C F.

Demostracion. Es evidente ii) < iii) < iv).

i) = ii) Sea F' C X 7-cerrado y U C X t-abierto con U C F.

Es claro que U C int, F'y que F = F, luego existe G € G tal que
int, FC GCF = F. Por tanto

UcGCF

ii) = i) Sea A un conjunto de X, como int, A es T-abierto y A" es
r-cerrado con int, A C A", por hipétesis existe G € G tal que

int, ACGc A’
]

La propiedad de G-insercién, en el caso de que § = Gs(d) (familia de
conjuntos de X que son intersecciéon numerable de conjuntos d-abiertos de
X), da una condicién suficiente para que una funcién 7-continua f : X — E
sea de la primera clase sobre (X, d).

Proposicién 4.13. Sea (X,d) un espacio topoldgico, T una topologia mds
fina que la topologia d de X y E un espacio métrico. Si T tiene la propiedad
de Gs(d)-insercion, cada funcion T-continua f : X — E es de la primera
clase de Borel sobre (X,d).

Demostracién. Sea F C (E,p) cerradoy V,, = {y € E : p(y, F) < 1/n},
entonces

F=Vi=NV F®=7"m
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Para cada n € N, existe G,, € Gs5(d) tal que
int; (f7 (V) C Gy C f1(Va)
De aqui se sigue que f~1(F) =nN,G, € G5(d). En efecto:

a) (C)Size fY(F), f(x) € V, para todo n € N. Fijado n € N, como f es
T-continua en z existe un 7-abierto W con z € W, f(W) C V. Es decir
W cC f~1(V,), luego W Cint, (f~1(V,)) C G,. Se sigue que = € G,, para
todo n € N.

T

b) (D) Seax € N,G,, entonces = € f~1(V,)  paratodon € N. Fijadon € N,
para cada W T-entorno de x se cumple que W N f~1(V},) # 0, luego existe
rw € W N f71(V,,). La red zy converge hacia z en la topologia 7, luego
1%/11 f(zw) = f(x) v, como f(xw) € V, se sigue que f(z) € V,,. Como este

razonamiento vale para todo n € N, se sigue que f(x) € N,V, = F.

[]

Corolario 4.14. Sea (X,d) un espacio normal, T una topologia mds fina
que la topologia d de X y E un subconjunto convexo de un espacio normado
separable. Si T tiene la propiedad de Gs(d)-insercion, cada funcion T-continua
f:X — E es de la primera clase de Baire sobre (X, d).

Demostracion. Es consecuencia de la proposicion y la proposicion [2.14]
O

Corolario 4.15. Sea (X,d) un espacio métrico completo, T una topologia
mas fina que la topologia d de X y E un subconjunto convexo de un espacio
normado. Si T tiene la propiedad de Gs(d)-insercion, cada funcion T-continua
f: X — E es de la primera clase de Baire sobre (X, d).

Demostracion. Por la proposicién y el corolario [3.44] f es o-discreta de
la primera clase de Borel sobre (X, d) y, por la proposicién f es de la
primera clase de Baire sobre (X, d). O

La siguiente definicién nos da otra condicién suficiente para que una fun-
cién T-continua f : X — FE sea de la primera clase sobre un espacio métrico
(X, d). De hecho esta definicién implica la propiedad de Gs(d)-insercion.

Definicion 4.16. Una topologia T sobre un espacio métrico X con métrica
d se dice que satisface la condicion del radio esencial si para cada v € X y
cada T-entorno U de x existe un ‘radio esencial’ r(x,U) > 0 tal que

d(z,y) < min{r(z,U,),r(y,U,)} = U, NU, #0 (4.2)

para cada pareja de T-entornos, Uy, U, de x ey, respectivamente.

68



Proposicién 4.17. Si (X, d) es un espacio métrico y T es una topologia sobre
X que satisface la condicion de radio esencial, entonces T tiene la propiedad
de Gs(d)-insercion.

Demostracion. Sea G un conjunto 7-abierto en X, definimos
A, ={xeG:r(x,G) >1/n} para cada n € N

de donde se tiene que G = U, A, v A, C A,1 para cadan € N.

Es evidente que U,A, es un conjunto F,(X) (en la topologia métrica).
Para terminar la prueba, veamos que U, A, C G .

Supongamos que y € A, \ G’ # () para algin n € N, entonces

U, N A, # 0 para cada d-entorno U, de y (4.3)

Jr(y, X \ G ") > 0 radio esencial (4.4)

Tomamos ¢ = mi{r(y, X \ G'),1/n} > 0y consideramos la bola abierta
Ba(y,€); por (4.3), existe z € By(y,e) N A,, es decir

re A, CqG d(z,y) <e=min{r(y, X\ G),1/n}

de donde B
d(z,y) < min{r(y, X\ G"),r(z,G)}

y por tanto G N (X \ G ") # 0 (jcontradiccién!) O

Un ejemplo de topologia fina se puede dar en R?, donde si consideramos
la topologia euclidea e y la topologia de la cruz t, se tiene que ¢t es una
topologia més fina que e sobre R?. Recuérdese que la topologfa de la cruz t
en R? se define como sigue, para cada a = (a,as) € R? y para cada § > 0
consideramos los conjuntos

K(a,6) :={x = (v1,15) €R? : 2 € B,(a,6), 1 =a; 0 1y = ay}

que forman una base en R2?. Es facil probar que las funciones reales sepa-
radamente continuas en la topologia euclidea son continuas en la topologia
de la cruz.

Otro ejemplo caracteristico de topologia fina se puede dar en R, donde si
consideramos la topologfa euclidea e y la topologia de Sorgenfrey e', se tiene
que e* es una topologia mds fina que e sobre R. Recuérdese que la topologia
de Sorgenfrey sobre R es la topologia generada por la base {[z,z +¢) : x €
R, € > 0}. Es ficil probar que las funciones reales continuas por la derecha
en la topologia euclidea son continuas en la topologia de Sorgenfrey.
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Proposicién 4.18. a) Si consideramos R? con la topologia euclidea e, la
topologia de la cruz sobre (R?,e) satisface la condicion del radio esen-
cial. Por tanto, una funcion real separadamente continua en la topologia
ordinaria es de la primera clase de Baire en la topologia ordinaria .

b) Si consideramos R con la topologia euclidea e, la topologia de Sorgenfrey
sobre (R, e) satisface la condicion del radio esencial. Por tanto, una fun-
cion continua por la derecha en la topologia ordinaria es de la primera
clase de Baire en la topologia ordinaria.

Demostracidén. a) Sea © = (z1,72) € R* y U un t-entorno de x, entonces
existe un conjunto t-abierto K (z,9) tal que K(x,d) C U. Definimos el radio
esencial r(z, U) como

r(z,U)=6/2>0

es facil comprobar que se cumple de la definicion , luego t satisface
la condicién del radio esencial.

b) Sea x € Ry U un e’-entorno de x, entonces existe e > 0 tal que
[z,2 +¢) C U. Definimos el radio esencial r(z,U) como

r(z,U)=¢/2>0

se comprueba facilmente que se cumple (4.2) de la definicién [4.16| luego et
satisface la condicién del radio esencial. O

El siguiente resultado es una generalizacién del apartado a) de la proposi-
cién anterior.

Proposicién 4.19. Sean X, Y y E espacios metrizables, entonces cada fun-
cion f : X xY — FE separadamente continua es de la primera clase de
Borel.

Demostracion. Introducimos una topologia 7 en X XY, similar a la topologia
de la cruz en R?, de la siguiente forma

Para cada a = (aj,a2) € X XY y para cada 6 > 0 consideramos los
conjuntos

K(a,0) ={b=(z,y) e X xY :b€ B(a,0), r=a1 6 y=as}

Un conjunto G C X x Y serd abierto en 7 si para cada z € G existe 6 > 0
tal que z € K(z,6) C G.

Se puede ver facilmente que una funcién f : X x Y — E es 7-continua
si y so6lo si f es separadamente continua.

70



Veamos que 7 tiene la propiedad de Gs-insercion. Sea G C X X Y un
conjunto T-abierto.

Para cada z € G, 36, > 0 tal que z € K(z,6,) C G.

Para cada n € Ny cada z € G, tomamos €7 = min{d,, %} y llamamos

G, = U Bi(21,€7) x Ba(20,€%)

(Zl,ZQ)EG

entonces, (G, es un subconjunto abierto de X x Y y, es inmediato que
Gc()G.cG’
n

lo que implica que, en virtud de la proposicién .13}, cada funcién separada-
mente continua de X X Y en E es de la primera clase de Borel. O]
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Apéndice A
Resultados Topolégicos

Recogemos en este apéndice algunos resultados topoldgicos que se usan
en el trabajo.

Un subconjunto Z de X es un cero siy slosi Z = f~1(0) donde f : X —
R es continua y se denota por Z(X) la familia de los ceros de funciones reales
continuas sobre X (se comprueba ficilmente que en la definicién anterior
no hay inconveniente en suponer que f : X — [0, 1]); por otra parte, U(X)
denota la familia de los coceros de funciones reales continuas sobre X, es
decir, conjuntos cuyo complementario estd en Z(X).

Si f: X — R es continua y a € R, entonces los conjuntos {z € X :
flz) <al,{reX: f(r)=a}, {r e X: f(zr) > a} estdn en Z(X), y sus
complementos {zx € X : f(x) <a}, {r e X: f(z) #a},{r e X: f(x)>a}
estan en U(X).

Proposiciéon A.1. Las familias Z(X) y W(X) son cerradas por uniones e
intersecciones finitas.

Demostracion. Es suficiente probarlo para dos ceros (resp., dos coceros).
Sean 7y, Zy € Z(X) ,es decir,

Zy={r e X : f(x) =0 con f continua}
Zy ={x € X : g(x) =0 con g continua}

(Se puede suponer sin perdida de generalidad que f y g son positivas)
Entonces, es claro que

Z1UZy = f7H0)u g 1(0) = (f.9)71(0) f.g continua

ZiNZy=fH0)ng 1(0) = (f + ¢)*(0) f + g continua O

Proposicion A.2. Las familias Z(X) (resp., W(X)) son cerradas por inter-
secciones numerables (resp., uniones numerables).
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Demostracion. Sea (Z,)neny una sucesion de ceros en X, por lo que existe
una sucesién de funciones continuas f, : X — [0, 1] tal que

Zn = f1(0) para cada n € N

Se tiene que

N Z.=97(0) € 2(X)

o0
con g = > 5= f, continua. O
n=1

Proposicién A.3. Si X es un espacio métrico, entonces F(X) = Z(X) y
G(X) = U(X).

Demostracion. Si F € F(X), tomamos f : X — R definida por

flz) =d(z, F)
Es claro que f es continua y F = f71(0) € Z(X).
La otra inclusion es evidente. O

Lema A.4. Para todo espacio topoldgico X se tiene que Z(X) € Us(X). Por
tanto, también es cierto que U(X) & Z,(X).

Demostracion. Sea Z € Z(X) y f: X — R una aplicacién continua tal que
Z = f740). Definimos

U,={z e X :|f(zx)] <1/n} € W(X)

y es evidente que Z = [ U, € Us(X). O

n=1

Lema A.5. Sea (E,p) un espacio métrico. Si G € G(E) (= W(E)) existe
una sucesion Z, € F(E) (= Z(E)) tal que

G:UZn Y ZnC Zns1 VneN

Demostracion. Sea G € G(F) y tomamos la siguiente sucesién de cerrados
en I/
Zn={x € E: p(x,G) > 1/n} para cada n € N

es claro que G = U, 2, v 4, C Z,.1 para cadan € N. O
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Lema A.6. Sea X un espacio topolégico, (E,p) un espacio métrico y ¢ :
X — FE una funcion continua. St Z es un conjunto cerrado en E, entonces
0 Y Z) es un cero en X.

Demostracion. Como E es un espacio métrico, Z € F(E) = Z(FE). Luego,
existe una funcién continua f : £ — R tal que f~1(0) = Z.
De aqui se tiene que

o HZ) = (¢ o fT)(0) = (for)(0) € 2(X)
O

Proposicién A.7. Si X es un espacio normal, A C B C X, A € F,(X),
B € G5(X) entonces existe H € Us(X), AC H C B.

Demostracion. Consideramos primero el caso particular B € §(X) y A =
UA, con A, € F(X). Por el lema de Urysohn (ver [38]), existe ¢, €

C(X,[0,1]) tal que
on(x) =0siz e B® @,(v)=1siz €A,

Entonces, ¢ = Y 5=, es continua y, es claro que
n

H:={zeX: o) >0}ecUX)

cumple AC H C B.
Finalmente, en el caso general, si B = (| B, con B, € §(X), para cada

n existe H, € U(X) con A C H, C B,,luego H = () H, cumple que

HelUs(X)yAC HCB. O
Proposiciéon A.8. Sea X un espacio topologico y Zy, Zs,..., Z, ceros dis-
guntos en X . Entonces existen Uy, Us,..., U, coceros disjuntos en X tales que

Zr CUgparal < k <nvy, para cada k € {1,...,n}, existe una funcion
continua oy : X — [0,1] tal que

ap(Zy) ={1}  aw(Uy) = {0}
Demostracion. Sean Zy, Zy ceros disjuntos en X
Z1 = f7H0) f1: X —[0,1] continua

Zy = f51(0) fa: X — [0, 1] continua
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Definimos la aplicacién continua f : X — [0, 1] por f = ffleQfE; por la defini-
cién de f
Zy=[70)  Zy=["'(1)
y los conjuntos Uy = {x € X : f(z) < 1/2} y Uy ={z € X : f(z) > 1/2}
son coceros disjuntos en X tal que Z; C Uy y Zs C Us.
Ademss si Uy = {x € X : gi(z) > 0} para cierta funcién continua

g1 : X — [0, 1], definimos la funcién continua oy : X — [0, 1] por oy =
De donde

91
gi+f3

ar(Zy) = {1} aa(U7) = {0}

Haciendo el mismo razonamiento para Z, obtenemos la funciéon continua
correspondiente.

En el caso general, Zi,..., Z, ceros disjuntos en X se aplica induccion
sobre n. O]

Proposicién A.9. La union de una familia discreta de cerrados es un cer-
rado.

Demostracion. Sea {F; : i € I} una familia discreta de cerrados y = €
(Uier F7)°, entonces existe V(z) entorno de = que interseca a lo mds con
un elemento de {F; : i € I}. Sea j € I tal que F; NV (x) # (), entonces
r € FfNV(r) # 0 es un entorno de = contenido en (Uie;F3)%, por lo que
(Uier F7)© es un abierto en X. O

Proposiciéon A.10. La union de una familia fuertemente discreta de ceros
en un espacio normal es un cero.

Demostracion. Sea Z una familia fuertemente discreta de ceros en X y {Gz :
Z € Z} una familia discreta de abiertos tal que Z C Gz VZ € Z.

Para cada Z € Z, sea ¢ € C(X,R) tal que Z = ¢,'(0). Por la normali-
dad de X, existe U € C(X,[0,1]) tal que ¥4(Z) = {0} y Vz(X\Gz) = {1}
para cada Z € Z. Definimos fz(z) = min{|¢z(z)| + Yz (z), 1} y ponemos

flz) = fz(x) z€Gy, Z€Z
77 g U{Gy: 7 €2}

Entonces, f € C(X,R) y f71(0) =U{Z: Z € Z}. O

Los siguientes resultados muestran propiedades sobre los espacios métri-
cos y paracompactos. Un espacio topolégico X es paracompacto si cada
cubrimiento abierto de X tiene un refinamiento abierto localmente finito.
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Proposicién A.11 (Teorema de Stone). Cada cubrimiento abierto de
un espacio métrico tiene un refinamiento abierto que es localmente finito y
o-discreto.

Demostracion. Sea {Us}ses un cubrimiento abierto de un espacio metrizable
X; sea d la métrica sobre el espacio X y < una relacion de orden total
sobre el conjunto S. Para cada ¢ € N, definimos inductivamente las familias
V; = {Vs.}ses de subconjuntos de X de la forma

Vi =UB(c, 1/2Y)

donde la unién recorre todos los puntos ¢ € X que satisfacen las siguientes
condiciones:

(1) s es el elemento méas pequeno de S tal que ¢ € Us.
(2) c¢ Vijparaj<iytels.
(3) B(c,3/2Y) C Us,.

Se sigue de la definicién que los conjuntos Vs, son abiertos y por que
Vsi C Us. Sea z € X y tomamos s el elemento mas pequeno de S tal que
r € U, y un ntimero natural i tal que B(x,3/2') C U,. Entonces, o bien
x€V,;paraun j <iyunt e S, o bien, z € V;,;. Por tanto, V = U;enV; es
un refinamiento abierto del cubrimiento abierto {Us}ses.

Probaremos ahora que para cada ¢ € N

(4) siz € Vi, 4, ma € Vi, v 81 < 8o, entonces d(z1,x9) > 1/2°.

y esto mostrara que las familias V; son discretas, porque cada bola de radio
1/27"! corta a los mds a un miembro de V;.

Por la definicién de los conjuntos Vi, ; v Vi, ;, existen puntos ¢, ¢y satis-
faciendo y tal que zy € B(cg,1/2") C V,; para k = 1,2. De se
sigue que B(cy,3/2%) C Uy, y de (1)) que ¢y ¢ U,,, por tanto d(cy, o) > 3/2¢.
De aqui,

d(zy,m9) > d(cy,c2) — d(cy, 1) — d(ca, x0) > 1/2°

lo que prueba (4).
Para concluir la prueba del teorema es suficiente mostrar que para cada
t € Sy cada par k, 7 de nimeros naturales

(5) si B(z,1/2%) C V,, entonces B(z,1/20"%)NV,; = 0 parai > j+ky
ses.
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porque para cada r € X existe k, j nimeros naturales y ¢ € S tal que
B(z,1/2%) C V;; y por tanto, la bola B(z,1/27"*) corta a lo mas a j+k — 1
miembros de V, por lo que V es localmente finito.

Se sigue de que los puntos c en la definicién de V;; no pueden estar
en V;; cuando i > j + k; como B(z,1/2%) C V;;, tenemos que d(z,c) > 1/2F
para cada uno de estos c. Las desigualdades j+k > k+1y ¢ > k+1, implican
que B(x,1/27%) N B(c,1/2%) = 0 y por tanto que se cumpla (5). O

Corolario A.12. Cada espacio métrico es paracompacto.

Demostracion. Es consecuencia del Teorema de Stone y la definicién de es-
pacio paracompacto. O

Como consecuencia del Teorema de Stone, se obtiene la siguiente propiedad
para espacio métricos.

Proposiciéon A.13. Cada espacio métrico tiene una base o-discreta de abier-
tos.

Demostracion. Sea d una métrica sobre el espacio metrizable X y, para cada
1 € N, sea B; un refinamiento abierto o-discreto del cubrimiento abierto de
X formado por la bolas de radio 1/i. Es inmediato que la familia o-discreta
B = U;enB; es una base para X. O

Proposiciéon A.14. Un espacio topologico X es paracompacto si y solo si X
es subparacompacto y colectivamente normal.

Demostracién. La demostracién aparece en [I1]. O
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Apéndice B

La topologia de la densidad
sobre R

La topologia de la densidad sobre R es el ejemplo mas interesante de
topologia fina. Ademads, la topologia de la densidad en la recta real da un
ejemplo en el que las funciones de la primera clase de Borel no coinciden con
las funciones de la primera clase de Baire cuando se considera como espacio
de partida la recta real con esta topologfa (ver ejemplo [2.24)).

Definicion B.1. Un punto z € R se dice que es un punto de densidad de un
conjunto medible M C R si se cumple:

1
lim —h)\(Mﬂ(z—h,z+h)):1

h—0+
donde X\ es la medida de Lebesgque sobre R.

Teorema B.2 (de densidad de Lebesgue). Casi todos los puntos de un
conjunto medible M C R son puntos de densidad de M.

Demostracion. Por la teoria de integracion de Lebesgue, la derivada de la
integral indefinida de una funcién g localmente integrable es igual a g en casi
todo punto.

Aplicamos este teorema al caso g = . O

Definicién B.3. Diremos que un conjunto medible de M es d-abierto si cada
punto de M es un punto de densidad de M.

La familia d de todos los conjuntos d-abiertos forma una topologia, que
llamaremos topologia de la densidad. La mayor dificultad reside en probar
que la unién arbitraria de d-abiertos es medible, esto es consecuencia del
siguiente teorema.
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Observacién B.4. Claramente esta topologia es mds fina que la topologia
Fuclidea.

Teorema B.5 (propiedad cuasi-Lindel6f de d). Sea M una familia de
conjuntos d-abiertos. Entonces M contiene una subfamilia numerable My tal
que la union difiere de la union de M en un conjunto nulo.

Demostracion. Supongamos que T':= |J M estd contenida en algin inter-
MeM
valo acotado I (no hay ningtn problema en asumirlo).

Sea & la coleccion de todas las uniones numerables de conjuntos de M,
entonces existe S € 8 tal que

A(S) =sup{A\(M) : M € §}

Cada punto z € T es un punto de densidad de algin M € M. Puesto que
AM US) = A(S) se tiene que A(M \ S) = 0. Por tanto, « es un punto de
densidad de M NS y de S.

Claramente, z no puede ser punto de densidad de I\ S. Por el teorema
casi todo punto de I\ S es un punto de densidad de I\ S, por lo que T'\ S
es un conjunto Lebesgue nulo. O]

Proposiciéon B.6. El d-interior de un conjunto medible M consiste en todos
los puntos de densidad de M pertenecientes a M.

Demostracion. Sea U el conjunto de todos los puntos de densidad de M
pertenecientes a M. Por el Teorema de densidad de Lebesgue, M \ U es nulo.
Por tanto, U es medible y cada punto de U es un punto de densidad de U,
es decir, U es un conjunto d-abierto de M. O]

Corolario B.7. Un conjunto medible M es d-entorno de un punto z € M
sty solo st z es un punto de densidad de M.

Definicién B.8. Una funcion f definida en un entorno de un punto z € R
es aprorimadamente continua en z (en estos términos), si existe M C R
congunto medible tal que z es punto de densidad de M y

lim f(z) = f(z)

xeM
Si f es aproximadamente continua en cada punto, diremos que f es aproxi-
madamente continua.
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Teorema B.9. Una funcion es aproximadamente continua en un punto z
sty solo si es d-continua en z. En particular, f es aproximadamente continua
sobre R si y solo si los conjuntos

{r eR: f(z)>a} {zr eR: f(z) <a}
son d-abiertos para cada a € R.

Demostracidn. (=) Por el corolario[B.7} cada funcién aproximadamente con-
tinua en un punto z es d-continua en z.

(<) Supongamos que f es d-continua en z. Para cada n € N, existe un
conjunto U, d-abierto conteniendo a z tal que

7@ - fE) < VeeU,

Sea r, \, 0 una sucesion de nuimeros reales tal que

1 1
— — 1— =
MU (@ —hz 4 h)>1——  Vhe (0]

Sea M, :=U, \ (z — ™, 2 + =) y M = |J M,.

n

Para h € [r,41,75], tenemos que

1 1 1 2r, 2
—ANMN(z— > —A\(M, - >l 2
2h>\( N(z h,z+h))_2h)\( wN(z—h,z+h)) > s T -
Por lo que, 2z es un punto de densidad de M y
lim f(z) = f(2)
zeM
O

Corolario B.10. Una funcion aprorimadamente continua es medible.

Demostracion. Es consecuencia de que los conjuntos d-abiertos en la topologia
de la densidad son medibles y el teorema anterior. O

A continuacién demostramos un teorema de topologia general que permite
establecer determinadas propiedades de la topologia de la densidad.

Teorema B.11. Sea 7 una topologia sobre X tal que cada subconjunto nu-
merable de X es T-cerrado y cada conjunto T-abierto es no numerable. FEn-
tonces:

(a) El conjunto X es no numerable.
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(b) No ezisten puntos T-aislados.

(¢) Los subconjuntos T-compactos de X son exactamente los conjuntos fini-
tos.

(d) SiT—limx, = x, entonces el conjunto {n € N : z, # z} es finito.
(e) El espacio (X, T) no es separable.

(f) No hay puntos de X con un sistema fundamental numerable de T- en-
tornos.

(9) El espacio (X, T) no es metrizable.

(h) SiT es una topologia fina sobre un espacio métrico separable Baire (X, d)
y cada funcion real T-continua sobre X es de la primera clase de Baire
sobre (X, d), entonces (X, 7) no es normal.

Demostracion. Las afirmaciones (a), (b) y (e) son consecuencia inmediata de
las hipdtesis, (g) es consecuencia de (f).

(c) Sea K un conjunto infinito. Entonces existe un conjunto numerable
S C K. La familia de conjuntos 7-abiertos {{z} U (X \ S) : z € S} forma un
recubrimiento de K del que no se puede extraer un subrecubrimiento finito.

(d) Si el conjunto {n € N: z,, # x} es infinito, para una cantidad infinita
de n € N, z,, no pertenece al T-entorno X \ {z, : z, # x}. Por tanto,
T —limz, # z.

(f) Supongamos que existe {V,,} un sistema fundamental numerable de
7-entornos de un punto x de X. Como {z} es no aislado, existe z,, € V,,\ {z}.
Entonces X \ {z, : n € N} es un 7-entorno de x que no contiene ningin V,,.

(h) Sean A, B C X conjuntos numerables densos disjuntos y supongamos
que (X, 7) es normal, entonces existe una funcién 7-continua f sobre X tal
que f(A) =0y f(B) = 1. Puesto que f es de la primera clase de Baire sobre
(X, d), los conjuntos disjuntos

[f<1/3]  [f =2/3
son Gs-densos residuales, pero esto no puede ocurrir en un espacio Baire. [

Teorema B.12 (propiedades de la topologia de la densidad). La
topologia de la densidad tiene las siguientes propiedades:

a) (R,d) es un espacio Hausdorff completamente regular.

b) Cada conjunto d-abierto es no numerable y cada conjunto numerable es
d-cerrado. En particular,
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1) No existen puntos aislados en d.

11) Los conjuntos d-compactos son exactamente los conjunto finitos.
1) Si d-lim, z,, = x, entonces el conjunto {n € N: x, # x} es finito.
1v) El espacio (R, d) no es separable.

V) No hay puntos de R con un sistema fundamental numerable de d-
entornos.

c¢) El espacio (R,d) no es normal.

Demostracion. a) Sea V' C R un conjunto d-abierto y a € V. Hay que
demostrar que existe una funcién d-continua ¢ : R — R tal que ¢(a) >0y
p(x) =0V e R\ V.

V' es medible Lebesgue y existe un conjunto G que es F, en la topologia
ordinaria de R con G C V tal que A\(V'\ G) = 0; podemos suponer que a € G.
Todos los puntos de V' son puntos de densidad de V', luego todos los puntos
de G son puntos de densidad de G.

Por el teorema de Zahorski ([I0, Teorema 6.5]), existe una funcién ¢ :
R—-Rconm0<p<1talqueG={zreR:p >0} cmoacd,
pla) >0.Six ¢V =2¢G= px)=0.

b) Si un conjunto d-abierto fuese numerable serfa nulo, por lo que se llega a
una contradiccion. Los conjuntos numerables son d-cerrados pues si tomamos
el complementario, es claro que tiene que ser d-abierto por la definicion.

Luego estamos en las condiciones del teorema y las afirmaciones i),
i), iii), iv) y v) son ciertas.

c) Es consecuencia del apartado h) del teorema m ]

Proposiciéon B.13. La topologia de la densidad tiene la propiedad de Gs-
insercion. Por tanto, una funcion aproximadamente continua es de la primera
clase de Baire en la topologia ordinaria.

Demostracion. Sea G C F con F un d-cerrado y G un d-abierto. Consider-
amos el siguiente conjunto

B :={zx € R: para cada n € N existe m > n tal que A\(GN(x—1/m,z+1/m)) > 1/m}

Es claro que B es un conjunto G4 en la topologia ordinaria pues B = N,,G,,
con

Gp = {z € R:existe m > n tal que A\(GN (x —1/m,z+1/m)) > 1/m}

Por la definicién de conjunto d-abierto y conjunto d-cerrado se comprueba
que GC BCF. n
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Observacién B.14. Por tanto, las funciones continuas en la topologia de la
densidad son de la primera clase de Baire en la topologia ordinaria. Se sigue
que una funcion de la primera clase de Baire en la topologia de la densidad
es de la sequnda clase de Baire en la topologia ordinaria.

Proposiciéon B.15. Los conjuntos F, en la topologia de la densidad son
exactamente los conjuntos medibles Lebesgue.

Demostracion. Es claro que los conjuntos F, en la topologia de la densidad
son medibles Lebesgue (por ser una interseccién numerable de conjuntos
medibles).

Para demostrar el reciproco, sea A un conjunto medible Lebesgue, en-
tonces A = BU N donde B es un conjunto ¥, en la topologia ordinaria (y
por tanto en la topologia densidad) y N es nulo. Es obvio que los conjuntos
nulos son cerrados para la topologia de la densidad. Por lo tanto A es un
conjunto F, para la topologia de la densidad. O

Observaciéon B.16. De aqui se deduce que una funcion f : R — R de la
primera clase de Borel en la topologia de la densidad si y solo si es medible
Lebesgue.
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