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Introduccion

El concepto de martingala fue introducido a las matematicas por el probabilista
Paul Pierre Lévy pero fue Joseph Leo Doob quién desarollé su teoria tal como se
entiende hoy. Por tanto Doob es considerado el fundador de la teoria de martin-
galas. Ademads de ser una de las principales herramientas de la teoria de Proce-
sos Estocasticos, la teoria de martingalas tiene importantes aplicaciones al Analisis
Matematico. Esta teoria formaliza la idea intuitiva de un proceso que evoluciona de
modo que se gana informacién conforme transcurre el tiempo. El teorema de conver-
gencia de martingalas dice en qué sentido y cuanta informacion se puede recuperar
mediante un proceso de paso al limite.

El significado intuitivo de la nociéon de martingala se describe frecuamente gracias
al modelo de la evolucion de la fortuna de un jugador que realiza una serie de
apuestas en un juego de azar equitativo (por ejemplo cara y cruz con una moneda
equilibrada). Con este modelo en mente, se pueden interpretar los tiempos de parada
(una de las nociones bésicas de la teoria) como las posibles estrategias que puede
adoptar el jugador para decidir cuando terminan sus apuestas. Intuitivamente la
gente estaba convencida de que no existiera ninguna estrategia de este tipo que
pudiera incrementar la ganancia esperada. Un resultado fundamental de la teoria de
martingalas formaliza esta idea.

Ademas de la Probabilidad y la teoria de Procesos Estocasticos, se pueden
citar otras ramas donde se usan y aplican las martingalas: Integracion Estocastica,

Matemaética Financiera, Geometria de los espacios de Banach.

La etimologia de la palabra martingala es obscura!, probablemente debido al
hecho de que la palabra martingala no tiene un sentido tinico. La martingala tiene
significado en el vocabulario ecuestre pero también en el vocabulario de las apuestas.

Una martingala es una estrategia de juego (de dinero) que garantiza la ganancia de

1La informacién sobre la etimologia de la palabra martingala proviene del articulo “Histoire de

Martingales” de Roger Mansuy [3]



un jugador. Hubo una época donde era comin que un jugador pretendiendo poseer
una martingala consultara a un probabilista. Es asi que la palabra martingala se
trasmitio del vocabulario de los jugadores al de los probabilistas.

La palabra Martingala es de origen francés “Martingale” y Doob ha querido usar
la misma palabra en inglés. Esa palabra proviene de una expresion francesa “Jouer a
la Martingale” que significa jugar todo lo que se ha perdido, o ariesgarlo todo. Esta
expresion descenderia de una expresion provencal mas antigua “Jouga a la Martega-
lo” que significa jugar de manera absurda e incomprensible. Para entender mejor el
significado de esa expresion, ayuda saber que una de las primeras martingalas con-
siste en doblar la apuesta cada vez que se pierde hasta que se gane y asi recuperar
todo el dinero perdido. Se puede imaginar perfectamente que tal estrategia fuera
considerada absurda. Teniendo en cuenta que en la practica el presupuesto de un

jugador es limitado, el riesgo de arruinarse es grande.

La combinaciéon de la base intuitiva de la teoria de martingalas y su simplicidad
matematica permite aplicaciones a situaciones concretas para obtener resultados na-
da triviales. En esta memoria sélo consideramos martingalas discretas (con indices
en los naturales). Esta clase de procesos estocdsticos permiten demostrar resultados
centrales de la teoria de Probabilidad y del Analisis Matematico. Hemos elegido dos
representativos que se presentan en el capitulo de las aplicaciones: Las demostra-
ciones de la ley fuerte de los grandes nimeros y del teorema de Radon-Nikodym.

El teorema de Radon-Nikodym es un teorema fundamental en teoria de la medida
que tiene consecuencias importantes en Analisis. El teorema estipula que dado un es-
pacio de medida o-finito (€2, ¥, 11), si v es una medida o-finita sobre ¥, absolutamente
continua con respecto a j, entonces existe una funciéon Y-medible f : Q — [0, 00)
tal que v(E) = fE f du para cada E € X. La funcién f lleva el nombre de deriva-
da de Radon-Nikodym. Las demostraciones del teorema de Radon-Nikodym que se
encuentran en libros de teoria de la medida o de probabilidad son a veces poco in-
tuitivas. Se demuestra la existencia de la derivada de Radon-Nikodym de manera
no constructiva. Dado un espacio de probabilidad, el teorema de Radon-Nikodym
implica la existencia de la esperanza condicionada.

La esperanza condicionada puede verse como un operador lineal con propriedades
muy similares a las de la integral. Demostraremos las versiones para la esperanza
condicionada del lema de Fatou, del teorema de la convergencia mondtona, del teo-
rema de la convergencia dominada y de la desigualdad de Jensen. La esperanza

condicionada es una herramienta indispensable de la teoria de las martingalas.



El objetivo de esta tesis de méaster es demostrar el teorema de convergencia de
martingalas. En vez de usar el teorema de Radon-Nikodym para demostrar la exis-
tencia de la esperanza condicionada, demostraremos en primer lugar su existencia
para funciones de cuadrado integrable. Veremos que la esperanza condicionada de
una funcién Y-medible f de cuadrado integrable es la proyeccion ortogonal de f so-
bre el subespacio de las funciones de cuadrado integrable >5-medible donde ¥y C X.
Gracias al teorema de la convergencia mondtona el resultado se extiende para todas
las funciones integrables. Usaremos entonces el teorema de convergencia de mar-
tingalas para dar una demostracién alternativa del teorema de Radon-Nikodym,

construyendo de manera explicita una martingala convergiendo hacia la derivada de
Radon-Nikodym.

En el capitulo préliminar, la seccion teoria de la Medida e Integracion sirve esen-
cialmente para fijar la notacion y la terminoligia. En esta seccién estan enunciados
los resultados fundamentales necesarios para las secciones y capitulos siguientes.
Las secciones modos de convergencia y integrabilidad uniforme son importantes y
se completan. Una martingala que converge en casi todo punto, no tiene porque
converger en media. Anadiendo la hypotesis de integrabilidad uniforme, gracias al
teorema de convergencia de Vitali podemos decir que la martingala converge en
media. La seccién Espacio de Hilbert sirve para demostrar el teorema de la proyec-
cion ortogonal. Este teorema se usara para demostrar la existencia de la esperanza
condicionada en £2.

El segundo capitulo empieza con un ejemplo intuitivo que ayuda a entender la
definicién abstracta de la esperanza condicionada y estd dedicado a demostrar sus
propriedades elementales. Este ejemplo es la base intuitiva de la demostracion del
teorema de Radon-Nikodym del ultimo capitulo.

El tercer y cuarto capitulo se dedican a las martingalas y sus aplicaciones re-
spectivamente. Hemos elegido seguir més o menos la estructura de los capitulos 10,
11, 12 y 14 en Williams [6].



Capitulo 1

Préliminares

1.1. Teoria de la Medida e Integracion

Esta seccién contiene los resultados fundamentales de teoria de la medida e in-
tegracién que se van a usar con frecuencia. Los resultados serdn enunciados con o
sin demostraciones pero se pueden encontrar en Cohn [2], Rudin [4] y Ash [1]. El
proposito de esta seccion es fijar la notacién y la terminologia. Se suponen conocidas
las nociones de o-dlgebra, medida, probabilidad y también el concepto de medibil-
idad e integrabilidad de funciones. Denotaremos por (£2,3) a un espacio medible
y por (£2,%, ) a un espacio de medida donde €2 es un conjunto abstracto, ¥ una
o-algebra sobre () y p es una medida sobre Y. Por comodidad supondremos todas
las medidas consideradas, completas.

Otro concepto importante supuesto conocido, es el concepto de propriedad que
se verifica en casi todo punto, es decir el conjunto de los puntos donde no se cumple
dicha propriedad es nulo. Por ejemplo, considerando las funciones reales f y ¢

definidas en (£2,%, ), la afirmacién f(w) = g(w) en casi todo punto (en c.t.p)
significa que p({w € Q: f(w) # g(w)}) = 0.

1.1.1. Medida y Probabilidad

Sea {2 un conjunto abstracto. Diremos que f : @ — F es (X, F)-medible si
(,%) y (F, F) son dos espacios medibles y para cada FE € F el conjunto f~1(E) € X.

Definicién 1.1.1. Sean H una familia de subconjuntos de 2 y {Sa}aca la familia

de todas las o-algebras que contienen a H. La o-dlgebra generada por 'H, denotada
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por o(H), es la minima o-dlgebra que contiene a H.:
o(H) = [ Sa-
acA

Sea B(R) la o-algebra de Borel, es decir la o-dlgebra generada por la topologia es-
tandar sobre R. Si f es (2, B(R))-medible, diremos simplemente que f es ¥-medible.
Substituyendo el conjunto R por su ampliacién [—oo, 00l si f es (X, B([—o0, 00]))-
medible, también diremos que f es Y-medible (B(|—o00, 00]) estd generada por los

abiertos de [—o0, 00]).

Definicién 1.1.2. Sean {(Q4, Xa) }aca una familia de espacios medibles y { fo}taca
una familia de funciones tal que f, : Q@ — Q,, para cada o € A. La o-dlgebra
generada por la familia {f.}, denotada por o({fa}taca), €s la minima o-dlgebra X

sobre Q tal que f, es (3,3,)-medible para cada o € A:

oc({fataca) =0 (U fc:1<204)> .

acA

Dada una sucesién de o-dlgebras {¥,} sobre {2, una o-dlgebra G sobre G y una

funcion f : Q@ — G, definimos

k
a@b&,W&):a<UEJ,
=1

zoo =0 <D El> y
i=1

o(f, %) = a(fTHG)UZ).

Definicién 1.1.3. Una familia D de subconjuntos de € es un d-sistema sobre € st

se verifican:
(i) 2 €D,
(i) ABeDyBCA=— A\BeD,

(iii) {A,} es una sucesidn creciente en D = |J>° | A, € D.
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Definicién 1.1.4. Sean H una familia de subconjuntos de Q y {Dy}aca la familia
de todos los d-sistemas que contienen a 'H. El d-sistema generado por 'H, denotado

por d(H), es el minimo d-sistema que contiene a H:

d(H) = (] Pa-

acA

Definicién 1.1.5. Una familia H de subconjuntos de () es un m-sistema sobre € si

se verifica

Al,Ag,...,AnGH:>ﬂA,~€H.

i=1

Lema 1.1.1. (Lema de Dynkin) Sea H un m-sistema sobre un conjunto €. La

o-alegbra generada por 'H coincide con el d-sistema generado por 'H. Es decir,

Demostracion: (Véase Teorema 1.6.1 en Cohn [2]) [ |

Corolario 1.1.1. Sean (2, %) un espacio medible y H un m-sistema sobre Q) tal que
H C X. Supongamos que py y pio sean medidas sobre X tales que p11(2) = pa(2) < 0o
y 1 (E) = po(F) para cada E € H. Entonces,

m(E) = a(B) ¥ Eea(H).

Demostracion: (Véase Corolario 1.6.2 en Cohn [2]) [ |

Definicién 1.1.6. Sea (2,3, 1) un espacio de probabilidad. Una familia {Gy}aca de
sub-o-dlgebras de X2 se dice independiente si para cada conjunto finito {ay, g, ..., o} C
A con «; # o para cada (i,j) € {1,2,...,n} x {1,2,...,n} y cada familia finita
{Go,}1 tal que Go, € G, para cada i € {1,2,... n}, se verifica

H (ﬂ Gai) = HM(G%)'
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Definicién 1.1.7. Sea (2,3, ) un espacio de probabilidad. Una familia { fo }acade
funciones X-medibles tal que f, : Q@ — [—00, 0] para cada o € A, es independiente

si la familia de o-dlgebras {o(fa)}aca €s independiente.

Definicién 1.1.8. Sean (2,3, u) un espacio de probabilidad y { fo}aca una familia
de funciones S-medibles tal que f,, : Q — [—00, 0] para cada o € A. Las funciones
fa son idénticamente distribuidas si para cada par (o, ) € AXx A y cada B € B(R)

se cumple

p{w € Q: fulw) € BY) = pl(fw € Q: f5(w) € BY).

1.1.2. Integracion

Teorema 1.1.1. (Desigualdad de Chebyshev) Sea f : Q@ — [0, c0] una funcion
Y-medible y Ay = {w € Q: |f(w)| >t} cont >0, entonces

1 1
M(At)ﬁg Afdﬂﬁg/fd/i‘

Demostracion: (Véase Proposicion 2.3.9 en Cohn [2]) [ |

Corolario 1.1.2. Sea f: Q — [0, 00] una funcidn X-medible.

/f dip=0= f(w) =0 en ct.p.

Demostracion: (Véase Corolario 2.3.11 en Cohn [2]) [ |

Corolario 1.1.3. Sea f: Q — [—00,00] una funcion X-medible.

/\f’ du < oo = |f(w)] < oo en ct.p.

Demostracion: (Véase Corolario 2.3.12 en Cohn [2]) [ |

Denotaremos por LP(€2, %, u, R), el espacio vectorial de las funciones Y-medibles
f:Q — Rtales que [|f|P du < oo con 1 < p < oo. El espacio £P(Q, %, i, C)
designara el espacio vectorial complejo de las funciones (complejas) Y-medibles tales
que [|f|P du < oo. Consideremos el subespacio vectorial N?(Q, %, u,R) = {f €
LP(Q, 5 1, R) : f(w) =0 en ct.p}, el espacio vectorial LP(£2, ¥, 1, R) es el espacio
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cociente LP(, 3, u, R) /NP(Q, X, 1, R), es decir el espacio vectorial cuyos elementos
son clases de equivalencia f inducidas por la relacién de equivalencia ~ tal que
f~g< fw)—g(w) =0 en ct.p. Para distinguir una funcién de su clase de

equivalencia, escribiremos la clase de equivalencia en negrita.
Teorema 1.1.2. Sean f,g € LY(Q, 3, i, R).
(i)
VEeX /fdug/gduif(w)gg(w) en c.t.p.
E E

(ii)

Demostracion:

(i) Sea A = {w e Q: f(w) > g(w)}. Como A e X, [, fdu < [, g du. Luego
Jalf=9) dp = [,(f=9)" du—[,(f—g)~ dp < 0. Es claro que [,(f—g)~ du =

0, entonces
0§/(f—9)+du§oz>/(f—g)+>mdﬂzo.
A

Por el corolario 1.1.2, (f(w) — g(w))Txa(w) = 0 en c.t.p, luego u(A) = 0.

(ii) Si para cada E € X se cumple fEf dpu = ng dp, entonces se cumplen
Jofdn< [pg9duy [,9du< [, f du Entonces por (i) se verifican

f(w) <g(w)y g(w) < f(w) enctp,

con lo cual f(w) = g(w) en c.t.p.

En lo que sigue (£2, %, 1) es un espacio de medida.

Teorema 1.1.3. (Convergencia Mondétona) Sea { f,} una sucesion creciente de

funciones Y-medibles tal que f, : Q@ — [0,00] ¥V n € N. Entonces se verifica

/ lim f, du = lim /fn dpu.
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Demostracion: (Véase Teorema 2.4.1 en Cohn [2]) [ |

Notamos que el teorema 1.1.3 sigue siendo cierto si {f,} es creciente en c.t.p, la

funcién lim,, ., f,, sélo esta definida en c.t.p, precisamente en el conjunto {w € Q :
m<n= fn(w) < fu(w)}

Corolario 1.1.4. (Teorema de Beppo-Levi) Sea >~ fi una serie de funciones
Y-medibles tal que fi, : @ — [0,00] V k € N. Entonces la suma Y -, f es X-

medible y
[ fedn= [ an
k=1 k=1
Demostracion: (Véase Corolario 2.4.2 en Cohn [2]) [ |

Teorema 1.1.4. (Lema de Fatou) Sea {f,} una sucesion de funciones X-medibles

tal que f, : Q2 — [0,00] V¥ n € N. Entonces se cumple
/h'm inf f, dp < lim inf/fn dp.

Demostracion: (Véase Teorema 2.4.3 en Cohn [2]) [ |

Teorema 1.1.5. (Convergencia Dominada) Sea {f,} una sucesion de funciones
Y-medibles tal que f, : @ — [—00,00] para cada n € N. Supongamos que exista
g € LY, 3, 1, R) tal que para cada n € N, |f,(w)| < g(w) en ctp . Si {fn}
converge en c.t.p hacia la funcion -medible f : Q@ — [0, 00], entonces { f,} U{f} C
LH%, 1, R) y

n—oo

lim [ f,du= | f dp.
2)

Demostracion: (Véase Teorema 2.4.4 en Cohn [2

Teorema 1.1.6. (Desigualdad de Jensen) Sea (2,%, 1) un espacio de proba-
bilidad y I C R un intervalo abierto. Si f € LY, 3, u,R) con f(Q) C I y si

@ : I — R es convexa, entonces

w(/fdu) S/(s@@f) dp.

Demostracion: (Véase Teorema 3.1.3 en Rudin [4]) [ |
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Teorema 1.1.7. Sea (Q, %, ) un espacio de probabilidad y { f;}1—, C LY (2,3, u, R),
una familia de funciones integrables independientes. Entonces [, fi € LY, X, p, R)

y ademds,
/Hfi dM:H/fz‘ dp.
i=1 i=1
Demostracion: (Véase Teorema 5.10.8 en Ash [1]) [ |

1.2. Modos de Convergencia

En esta seccién definiremos y estudiaremos con detalle distintos modos de con-
vergencia de sucesiones de funciones medibles. Los resultados enunciados se pueden

encontrar en la seccién 3.1 de Cohn [2].

Sea (2,3, 1) un espacio de medida, {f,} una sucesién de funciones ¥-medibles
tal que f, : 0 — R para cadan € Ny f: ) — R también X-medible.

Definicién 1.2.1. La sucesion {f,} converge hacia f en casi todo punto (en c.t.p)
St

flw) = nh;rglofn(w) YVweQ\N con pu(N)=0.

Definicién 1.2.2. La sucesion {f,} converge hacia f en medida si ¥V k € RT

lim 1 ({w € 22 |fu(w) = @) > ) =0

Definicién 1.2.3. La sucesion {f,} converge casi uniformemente hacia f siV € >

03 Q. €X tal que u(L\ Q) <€y {fa} converge hacia f uniformemente sobre ..

Proposicién 1.2.1. Si u(2) < oo y si {fn} converge hacia f en c.t.p. Entonces

{fn} converge hacia f en medida.

Demostracion: Dado k > 0, definimos A, = {w € Q : |fu(w) — f(w)| > k} ¥
B, = Ufin A;. Es claro que B, es una sucesién decreciente de conjuntos, es decir
Bnyi € B,V n e N Sea N ={weQ:lim_fulw # flwu{w e Q:
liminf, f,(w) < limsup,, f,(w)}, notamos que p(N) = 0 por hypétesis.

Nz -0
=1

i=1j=i
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Supongamos que w € (\;-; B;, eso implica que w € B; para todo i. Para cada i € N,
existe j > i tal que |fj(w) — f(w)| > k, luego w € N. Entonces como (2, B; C N,
w (N2, Bi) = 0. Como g es finita, u(B;) < oo para cada i € N, lo cual implica que
0=pn(N2; Bn) = limy, .0 p(By). Como A, C B,, tenemos

0 < lim p(A,) < lim u(B,) =0.

n—oo n—oo

Entonces {f,} converge hacia f en medida. [ |

Proposicién 1.2.2. Si {f,} converge en medida hacia f, entonces eriste una sub-

sucesion {fn, } que converge hacia f en c.t.p.

Demostracion: Por hypdtesis, lim,, . u{w € Q : |fo(w) — f(w)] >t} =0V ¢t €
R*. 3 ny € Ntal que pfw € Q: |fp,(w) — f(w)| >1} < 2

I ny >ny € Ntal que pfw € Q : [fp,(w) — f(w)] > 3} < 5. De forma inductiva,
construimos una sucesién creciente {n;} € N tal que

po € |fu() ~ F@) > 1} < o

Definimos Ay = {w € Q : [f,, (W)= f(W)] > 1}y By = UpZ,; A Siw ¢ N2, Ups, Ar =

ﬂ;’;l B;, entonces existe j € N tal que w ¢ Ay, V k > j, lo cual implica que

lim f,, (w) = f(w).

n—oo

Entonces f,, converge puntualmente hacia f para todo w € Q\ <ﬂ;’i1 Bj). Clara-
mente ﬂ;}il Bj C UZO:] Ap.

k=j k=j k=j
1 .
M (ﬂ Bj) SuBy) < G VieEN
j=1
Entonces p (ﬂ;’il Bj> =0y {fn,} converge hacia f en c.t.p. [ |

Proposicién 1.2.3. (Teorema de Egoroff) Si u(2) < oo y si {f.} converge hacia

f en c.t.p, entonces {f,} converge hacia f casi uniformemente.
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Demostracion: Por hypétesis lim,, o | fn(w) — f(w)]| =0V w € Q\ N con pu(N) = 0.

Sea € > 0y gn(w) = sup,, |fj(w) — f(w)]. Claro que g, \ limsup,, |fn(w) — f(w)| =
0 en c.t.p. Por proposicién 1.2.1 {g,} converge hacia 0 en medida. Para cada k € N,

existe ny € N tal que
1 €
p (e 0@ > 1)) < o
Definimos By, = {w € Q: g,,,(w) < 1} Vk €Ny B =, By

((0) )+ (9) <3 5

Dado 6 > 0 eligimos k£ € N tal que < 0, tenemos para todo n > n, y para cada
weBC Bk

Mg
:rlm
||

.°'>

[fa(w) = f(W)] < sup |f5(w) = f(W)] = gn, (@) <

Jj2ng

Nlr—k

Entonces {f,} converge hacia f uniformemente en B. Queda demostrado que {f,}

converge hacia f casi uniformemente. |
Sea {f,} una sucesion tal que f, € LP(Q, X, u,R)Vn e Ny f e LP(Q X uR),
conp > 1.

Definicién 1.2.4. La sucesion {f,} converge hacia f en media de orden p si

m [ [ fn(w) = f(w)” dp = 0.

n—oo

A la convergencia en media de orden 1 se llama convergencia en media.

Proposicién 1.2.4. Si {f,} converge hacia f en media de orden p, entonces {f,}

converge hacia f en medida.

Demostracion: Sea Ay = {w € Q : |fu(w) — f(w)[? > t}. Por la desigualdad de
Chebyshev

p(A) < 4 [ 150 = s dn < / Falw) = F@)IP i

=t

tim o ({0 € Q2 |fu(w) — F@)P > 1)) < lim - /Ifn (@)l dyu =0,
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Proposicién 1.2.5. Si {f,} converge hacia f en c.t.p o en medida, y si existe una
funcién no negativa g : Q@ — [—o00, 00| tal que g € LY(Q, X, 1, R) que satisface para

cadan € N |f,(w)| < g(w) en c.t.p, entonces {f,} converge hacia f en media.

Demostracion: Supongamos en primer lugar que {f,} converja hacia f en c.t.p. Es
claro que |fn(w) — f(w)] — 0 en c.t.p. Por hypétesis y la desigualdad triangular
|[fo(w) = f(w)] < |falw)] + | f(w)] < 2¢g(w) para cada n € N en c.t.p. Por el teorema
de la convergencia dominada [ |f,(w) — f(w)| du — 0. Ahora supongamos que
{fn} converja hacia f en medida. Toda subsucesién {f,, } también converge hacia
f en medida simplemente porque toda subsucesion de una sucesion convergente de
nimeros reales converge al mismo limite. Entonces cada { f,,, } tiene por la proposi-
ci6n 1.2.2 una subsucesion { fnkj} que converge hacia f en c.t.p, lo cual implica por
lo que demostramos en primer lugar que fnkj — f en media. Supongamos que { f,, }
no converja hacia f en media. Entonces existe € > 0 y un conjunto infinito M C N
tal que [ |fm(w) — f(w)| du > € para cada m € M. La subsucesion { fi, }men con-
verge en medida hacia f y en virtud de la proposicién 1.2.2 posee una subsucesion
{fm,;} que converge hacia f en c.t.p. Entonces
i [ 1) = f)] du =0,
pero esto es una contradicciéon. Queda demostrado que {f,} converge hacia f en

media. [ ]

1.3. Integrabilidad Uniforme

El concepto de integrabilidad uniforme va a complementar la secciéon 1.2 y per-
mitirnos demostrar el teorema de convergencia de Vitali que concluird esta seccion.

Estos resultados se pueden encontrar en el capitulo 13 de Williams [6].

Proposicién 1.3.1. Sea Ei(f) = {w € Q : |f(w)| > t} cont € R. Cuando esté

claro el contexto escribiremos simplemente Ey. Si f € LY(Q, 2, u, R), entonces
lim |f| du = 0.
t—o0 Ey

Demostracién: Sea f € L1(Q, 3, u, R). Consideremos la sucesion {E,}. Es claro que
{E,} es decreciente y (', E, = {w € Q : |f(w)] > oco}. Como f es integrable,

|f(w)| < o0 en c.t.p, lo cual implica que

p (m E) = n({w e Qs |fw)| 2 0o}) = 0.
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Notamos que |f(w)|xg, < |f(w)| para todo w € Q y que

entonces por el teorema de la convergencia dominada,

lim/ |f| du = h’m/ |f| dp = h'm/ |f] du = 0.
t—o0 E; n—oo Jp n—oo o g

Proposicién 1.3.2. Sea f € LY(Q, 2, u,R). Dado € > 0, existe § > 0 tal que

[EEZ,/L(E)<(5]:>/E]f] dp < e.

Demostracion: Supongamos que para algun € > 0 y cada 6 > 0 hay un conjunto
E € ¥ verificando pu(E) < 6 y [,|f| du > €. En particular, tomando § = >
podemos encontrar una sucesién {E,} C ¥ tal que u(E,) < 3 vy Jo |fl du > €

para cada n € N. Definamos F' = (_, U, Ex. Es claro que

u(F) < p (U Ek) < ZM(Ek) vn e N,

luego u(F) = 0= [, |f| du. Como

[f XUz (W) < [f(w)]

para cadan € Ny
T | fiXupsme = [flxr,

por el teorema de la convergencia dominada,

0= [ 1fle du=lim [ |flxcus.e, du

Notamos que para cada n € N, se verifica

/ﬁ \ﬂduzf flduze,
Uk>nEl n

luego
lim |f| din > e,

n—oo
Uk>n Bk

lo cual es una contradiccion. [ ]
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Definicién 1.3.1. Sea F C LY, %, u,R). La familia F es uniformemente inte-

grable si
lim sup{ | f] du} =0,
t—oo fer E,

donde Ey(f) ={w € Q:|f(w)| >t} cont €R.

Teorema 1.3.1. Sea (2, X, 1) un espacio de medida finito. La familia F C LY(Q, 3, p, R)

es uniformemente integrable si y solo si se cumplen

(i) Ve>0,36>0 tal que [E € S, u(E) < 8] = supyer { [ |f] du} <e,

(ii) supser {[1f] du} < oo

Demostracién: Para cada f € L1(Q, 32, 4, R), cada F € X y cada t > 0, se cumple

/ s = / Pl di+ / Flxmoss di,

donde Ei(f) = {w € Q : |f(w)] > t} con ¢t € R. Es claro que [ |f|xene, dp <
[ 1fIxE, duy que [[f|Xenes di < [ txe dpu, entonces
[ ifdu<eE + [ 1fdn
E Et
Supongamos que F sea uniformemente integrable. Dado ¢ > 0, 9 ¢ > 0 tal que para
cada f € F se cumple fEt |fl du < 5. Sea § = 57, y supongamos que p(E) < 4,

entonces si f € F, por (x) se cumple,

€ €
/|f|d/~L§t,u(E)+ fldp<5+5=¢
E E:

Eso demuestra el apartado (i). Para (ii) vemos que para cada f € F, se cumple

/Ifl dp <tp(Q)+ [ |f] dugtu(Q)Jrg < 0.

Ey
Para demostrar el reciproco supongamos que se cumplan (i) y (ii). Dado € > 0, sea
6 > 0 el dado por (i). Sean M = sup;.r {f|f| du} yt> %. Para cada f € F
tenemos por la desigualdad de Chebyshev

1 1 M
ME) < 5 |f|dﬁb§¥/|f\dﬂ§7<5-
Ey

Como E; € ¥y pu(FE;) < 6, para cada t > % se cumple por (i)

sup{ | f] d,u}<€.
feF o
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Teorema 1.3.2. (Teorema de Vitali) Sea (2, %, 1) un espacio de medida finito
y {fn} C LY, 2, 1, R) una sucesién uniformemente integrable que converge en
medida hacia la funcion Y-medible f. Entonces f € LY, 2, 1, R) y

tim [ |fulw) — f@)] du =0,

n—oo

Demostracion: Supongamos que f, — f en c.t.p. Como p(2) < oo, f, — f en
medida. Dado € > 0, por el teorema 1.3.1, existe § > 0 tal que si £ € ¥y u(E) <4
se cumple [, |fn| di < € para todo n € N. Por el teorema de Egoroff, existe A € &
tal que u(2\ A) <dy

o = sup{|fu(w) = f(W)I} — 0,

es decir f,, — f uniformemente en A. Como Q\ A € Xy u(2\ A) < 4, tenemos
Jona I fal dpt < € para todo n € N. Por la continuidad de [ | : R — R, [f,| — ||

en c.t.p. Por el lema de Fatou,

| Astdn < min [ A< [ (] dos e
Q\A n o\A neN JO\ A

Jita=stdu= [ 1fa=sldu+ [ 1= 11 du

S/%MWH Fal dit [ 1] i < anpu(A) + €+ e,
Ac Ac

Entonces

Teniendo en cuenta que «, — 0, se cumple

h’msup/\fn — f] du < 2e.

Como € > 0 es arbitrario se concluye
lim /]fn—f\ dp = 0.

Ahora supongamos que f,, — f en medida. Cada subsucesién { f,, } converge hacia
f en medida. Supongamos que { f,} no converja en media hacia f. Entonces existe
e > 0 y un conjunto infinito M C N tal que [ |f,(w) — f(w)| du > € para cada
m € M. La subsucesion { f,, }men converge en medida hacia f. Por la proposicién
1.2.2, {fm}men posee una una subsucesion {f,,,} que converge hacia f en c.t.py
por lo que hemos demostrado se verifica

[ [ fm, (w) = f(w)] du = 0.

1—00
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Esto es una contradiccién. Queda demostrado que { f,,} converge hacia f en media.
El hecho de que f € £1(2,3, u,R) es consecuencia de que dado A > 0, existe N > 0

tal que se cumple la desigualdad

Jistdus [1r=peldne [t du<xs [l du<oc.

1.4. Espacio de Hilbert

En esta seccion vamos a introducir nociones elementales de la teoria de los espa-
cios de Hilbert. El objetivo es demostrar el teorema de la proyeccion ortogonal. En
el siguiente capitulo usaremos el teorema de la proyeccion ortogonal para demostrar
la existencia de la esperanza condicionada en £2. Suponemos conocida la nocién de

espacio de Banach. Las fuentes principales son Young [7] y Rudin [4].

1.4.1. Teorema de Mejor Aproximacién

Definicién 1.4.1. Sea X un espacio vectorial sobre el cuerpo C. Un producto escalar
sobre X es una aplicacion (-,-) : X x X — C tal que para cualesquiera x,y,z € X

y cualquier k € C se verifican las siguientes propriedades:
(1) (z,9) = {y,2),
(i) (z+y,2) = (2,2) + (y,2),

(iii) (kz,y) = k(z,y),

(iv) (z,x) >0,

(V) (z,2) =0 <=2 =0.

Definicién 1.4.2. Sean X un espacio vectorial sobre el cuerpo C y (-, -) un producto

escalar sobre X. Se llama espacio prehilbertiano al par (X, (-, -)).

Sea (X, (-,-)) un espacio prehilbertiano. La funcién || - || : X — R™ con férmula
|z|| = /{(x,x) define una norma sobre X y se llama norma asociada al producto

escalar (-,-). Es facil ver que d : X x X — R* con férmula d(z,y) = ||z —



CAPITULO 1. PRELIMINARES 21

(x —y,x — y) define una métrica sobre X. Asi que todo espacio hilbertiano
(X, (-,-)) es también un espacio métrico (X, d) donde d es la métrica inducida por

(-,+). En todo espacio prehilbertiano (X, (-,-)) se verifica la le del paralelogramo:
lz +yll* + llz — yll* = 2[l«|* + 2lly|* ¥ 2,yeX
donde || - || es la norma asociada a (-, ).

Definicién 1.4.3. Sea (X, (-,-)) un espacio prehilbertiano. El espacio (X, (-,)) se
llama espacio de Hilbert si el espacio métrico (X,d) donde d es la métrica inducida

por (-,+) es completo.

Teorema 1.4.1. (Teorema de Mejor Aproximacién) Sea H un espacio de
Hilbert y A un subconjunto convexro cerrado y no vacio de H. Para todo punto

x € H, existe un unico punto p € A tal que
Iz~ pll = inf {1z ]}

Demostracion: Sea x € H. Al estar acotado inferiormente, el conjunto {||z — a| :
a € A} tiene un infimo. Definimos M = inf,ca{||z — a||}. Sea {x — a,} C H una
sucesién tal que para cada n € Na, € Ay ||z — a,|| — M. Por continuidad

tenemos ||z — a,||* — M?. Entonces dado ¢ > 0, existe N > 0 tal que

%:» lz — an|? <§L+M2.

Por la ley del paralelogramo, suponiendo que n,m > N se cumple

n>N=|z—a,|*— M*<

Iz = am + 2 = anll* + llam — anl® = 2|z — aul* + 2]z — an|®

.

)||. Tenemos

Ay, Qm
lam = anll* =2 = anll* + 2z = amll? = 4l — (5 + 5
T’m

Como A es convexo, 4 + % ¢ Ay por lo tanto M < |z — (%n Iy

[t — an? < 4 (i + M?) _AM? =,

lo cual implica que {a,} es una sucesién de Cauchy. Como H es un espacio completo,
a, — p € H. Como A es cerrado p € A, entonces ||z — p|| = M. Ahora supongamos

que ¢ € Ay que se verifica ||z — ¢|| = M. Por la ley del paralelogramo,

Iz =g+ —pl*+ llp — gl = 2llz — q|* + 2[|= — p|

p+q“2

— "

Por convexidad, 24 € Ay ||p — ¢||* < 2M? + 2M?* — 4M? = 0, lo cual implica que

p=q m

Ip = qll? = 2l|lz — q||* + 2llz — p||* — 4l|z -
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1.4.2. Ortogonalidad

La nocién de ortogonalidad y en particular de proyeccién ortogonal sélo tiene

sentido en un espacio prehilbertiano.

Definicién 1.4.4. Sea (X, (-,-)) un espacio prehilbertiano. Los vectores x,y € X se

dicen ortogonales si (x,y) = 0.

Una familia {4 }aea C X \ {0} se llama sistema ortogonal si (x,,xs) = 0 cuando
a# B, a,8€ A Si M C X, entonces el conjunto M+ ={r € X : (z,y) =0V y €

M} se llama complemento ortogonal de M.

Lema 1.4.1. (Teorema de Pytagoras) Si {z;}! | es un sistema ortogonal en un

espacio prehilbertiano (X, (-,-)), entonces

n 2 n
2wl =2l
i=1 i=1

Demostracion: Usando las propriedades del producto escalar tenemos

B <zz> ¥ <z> -3 ) = Sl

i=1 i=1 j=1

Lema 1.4.2. Si M es un subespacio vectorial de un espacio prehilbertiano (X, (-, -))

yx € X, entonces
reM = llz—y| >z VyeM

Demostracion: (Véase Lema 4.23 en Young [7]) [ |

Teorema 1.4.2. Sea M un subespacio cerrado de un espacio de Hilbert H con
r € H. Evistey € M yz € M* tal que z =y + 2.

Demostracion: Sea x € H. Es claro que M es convexo y cerrado, entonces existe
un vector de mejor aproximacién y € M, es decir ||z — y|| = inf,,ep{||x —m|}. Sea

z=x — vy, tenemos x =y + z.
Izl = llz =yl < llz = (y + m)l| = |z = m|| V.m € M.

Por lema 1.4.2, z € M*. |
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Corolario 1.4.1. (Teorema de la Proyeccién Ortogonal) Sea M un subespacio
cerrado de un espacio de Hilbert H. Existe el operador proyeccion P : H — M tal
que x— P(x) € M* para todo x € H, donde P(x) es vector de M que mejor aprozima

ax.

Demostracion: Por el teorema anterior, cada x € H se puede descomponer de tal
manera que x = y+ 2z donde y es el tinico vector de M que mejor aproxima el vector
r,yz € M+. Sea P: H— M tal que P(z) = y. Es claro que x — P(z) = z € M*.
[ |

Es facil ver que z € M = P(z) =z y r € M+ = P(z) = 0.



Capitulo 2
Esperanza Condicionada

En este capitulo vamos a dar la definiciéon de esperanza condicionada y demostrar
sus propriedades elementales. Los conceptos que se utilizan aqui se pueden encontrar
en Williams [6], Ash [1] y Vera [5].

2.1. Probabilidad Condicionada

Para motivar la definicién abstracta de esperanza condicionada que se dara mas
adelante, vamos a estudiar dos casos particulares. Empezamos primero con un ejem-
plo sencillo de probabilidad condicionada. Supongamos que hemos lanzado dos dados
los ojos cerrados. La probabilidad de obtener un dos es igual a %. Abriendo un ojo
descubrimos que el resultado del primer dado es uno, pero todavia no hemos vis-
to el segundo dado. Teniendo en cuenta esa informacion nueva, la probabilidad de
obtener un dos cambia y es igual a ¢. Si A es el suceso {primer dado = 1} y B el
suceso {suma de dados = 2}, acabamos de mostrar que la probabilidad que occure

1

el suceso B dado que ha occurido el suceso A es g

Sea (£2,%, 1) un espacio de probabilidad. Dados A, B € ¥ con u(A) > 0, la
probabilidad del suceso B, condicionada por el suceso A, denotada p(B|A) se define

asi

n(ANB)
1(A)

Se puede interpretar el valor p(B|A) como una informacién parcial de un experi-

p(BlA) =

mento representada por el suceso A. Es decir, el experimento no permite conocer el
resultado w € €2, pero permite saber siw € A 6w € Q\ A. Sea hg = u(B|A)xa +

p(B|A%)x ac una funcién que permite conocer la probabilidad del suceso B condi-

24
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cionada por la informacién parcial proporcionada por A. El valor hg(w) queda de-
terminado gracias a la informacién parcial dada por la o-dlgebra {0, A, A¢,Q} C X.
Es claro que hp es {0, A, A°, Q}-medible y se verifica para cada F € {0}, A, A¢, Q}

E E

Observemos que aunque no se conozca el valor xp(w), conocemos hp(w) y sabe-
mos que xp y hp tienen la misma integral sobre los conjuntos de la o-dlgebra
{0, A, A¢,Q} C X. Se puede considerar hp como una aproximacién de yp. Si P =
{A, }nen C X es una particion numerable de € tal que pu(A,) > 0 para cadan € M,

se puede mejorar la aproximacién de xp mediante la funcién o(P)-medible

hB - Z M(B|An)XAn

neM

Para cada conjunto E € o(P) se verifica

BNA,
/ hp dp Z/ Z p(BlAn)xa, du = Z / M(—A>XAn dp,
E Enem nem VB p(An)

teniendo en cuenta que E = U, csA, con J C M, es una union disjunta de elementos

de P, se cumple

/EhB duzZu(AnﬂB)Zu(EﬂB)Z/EXB dp.

neJ

Consideremos ahora f € £L1(Q, %, u,R) y P = {4;,...,A,} C X una particién
finita de Q. Sea h = > | 7;x4, una funcién simple tal que

0 st u(A;) =0.

Para cada E € o(P) se verifica

/ h dy = / Z%’XAi = Z%‘M(E NA;),
E E =1 i=1

como FE es una unién disjunta y finita de elementos de o(P) obtenemos

[Ehduzii//lifduzéfdu.
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Podemos interpretar o(P) C ¥ como una informacién parcial que nos permite
aproximar la funcién ¥-medible e integrable f mediante la funcién o(P)-medible h.
La aproximacion se puede mejorar refinando la particién P. Una vez que tengamos
la nocién de esperanza condicionada bien definida, diremos que la funciéon h es una
version de la esperanza de f condicionada por la o-dlgebra o(P). Si consideramos
una sucesiéon de particiones {P,} tal que para cada n > 1, P,11 es mas fina que
P,,, entonces la sucesién {(h,,o(P,))} donde para cada n € N, h,, es la esperanza
de f condicionada por o(P,), es un ejemplo de martingala cuya definicién se dara
mas adelante. Este ejemplo es importante porque da una idea intuitiva de lo que
representa la esperanza condicionada, usando esa idea se demostrara el teorema de

Radon-Nikodym en el dltimo capitulo.

2.2. Existencia de la Esperanza Condicionada

En esta seccién veremos que en el espacio £2(€2, ¥, 4, R), podemos considerar la
esperanza condicionada como una proyeccion ortogonal. Pero antes necesitamos un

resultado previo.

Sea (€2, %, 1) un espacio de medida. Gracias a la desigualdad de Hélder se deduce
que la funcién (-,-) : L*(Q,%, 4,C) — C con férmula (f,g) = [ fg du define

un producto escalar sobre L?(, 3, u,C). Es conocido que para p > 1 el espacio

LP(Q, %, 1, C) con la norma || - ||, definida con férmula
1
11, = ([ 117 dn)
es un espacio de Banach. Es facil ver que || - ||z es la norma asociada a (-, -), por lo

tanto L?(Q, Y, i, C) es un espacio de Hilbert.

Teorema 2.2.1. Sea (2, %, 1) un espacio de medida. Si ¥ es una o-dlgebra tal
que Yo C X, entonces LP(S), X0, u, R) se identifica con un subespacio cerrado de
LP(Q, %, u, R).

Demostracion: Sea f € LP(§, X, u, R). Es claro que f € LP(, X, i, R) asi que
£P(Q, o, 1, R) € L2(Q, %, 11, R).

Sean fo y f las clases de equivalencia de f en LP(Q, 3o, u,R) y LP(Q, %, u, R) re-
spectivamente. Claro que fo C f. Consideremos el operador T": LP(Q, ¥, u, R) —
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LP(Q, %, 1, R) tal que T(fo) = f. Definimos L§(Q, X, u, R) = T(LP(L, 3o, u, R)).
Cada elemento de este espacio es una clase de equivalencia de funciones ¥-medibles
que tiene representantes Yg-medibles. Supongamos que go, ho € LP(€, 30, 1, R) y
que go # ho. Entonces T'(go) # T'(ho) porque si no fuera asi, se cumpleria go = hy,
lo cual es una contradiccion. Asi que T es un operador inyectivo lo cual implica que
T : LP(Q, %, u, R) — LH(Q, X, 41, R) es una biyeccién. El operador T' también es
una isometria. Es claro que

1Rl = (17 (R)],,

simplemente porque
[ho € h,h € T(h)] = hog=h en ct.p = / |hol? dp = / |R|P dp.

Hemos demostrado que LP(€), X, 1, R) se puede indentificar con L§(Q, %, u, R) C
LP(Q, %, 1, R), sblo falta demostrar que Lg(€2, %, u,R) es cerrado. Sea {f,} una
sucesion en LH(2, X, u, R) que converge en la norma p hacia f € LP(Q, 3, i, R).
Podemos elegir una sucesién {f,,} de funciones ¥g-medibles que converge en media
de orden p hacia f € f donde f,, € f, para cada n € N. Por la proposicién 1.2.4,
{fn} converge en medida hacia f y por la proposicién 1.2.2 existe una subsucesién
{fn.} que converge en c.t.p hacia f. La funcién g = limy_, f,,, en principio sélo
estd definida en un conjunto 2y € 3y con p(2\ o) = 0. Definamos ¢ : 2 — R tal
que

limy oo fn, (W), si we€Q

0 st w e\ Q.

g(w) =

El limite puntual de una sucesién de funciones ¥g-medibles es Yp-medible. Entonces

limy o0 frn, €s Xo-medible. Teniendo en cuenta que {2y € g y
g=(Jm fu, ) X0

la funcién g también es y-medible. Como g = f en c.t.p, hemos demostrado que
la clase de equivalencia f tiene un representante j-medible. Por lo tanto f €
LB (Q, %, u, R). Entonces L5(Q, X, i, R) es cerrado en LP(, 3, u, R). [ |

Hay otra forma de demostrar el teorema 2.2.1. Notamos que L§(€2, 2, i, R) es com-
pleto por ser isométrico a LP(£2, 3o, i1, R) que es completo. Por lo tanto L§(Q, ¥, i, R)
es un subespacio cerrado de LP(€, %, u, R).

A partir de aqui (2, %, i) designard un espacio de probabilidad.
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Lema 2.2.1. Sea f € L?(Q, %, 1, R) y X una o-dlgebra tal que Sy C 3. Existe una
funcidn fo € L2(Q, X0, u, R) que verifica

/fdu:/fodu V E €.
E E

Demostracién: Por el teorema 2.2.1, el espacio L%(€, X, i, R) se puede identificar
con un subespacio cerrado del espacio de Hilbert L?*(€, %, u, R). Entonces por el
corolario 1.4.1, existe la proyeccién ortogonal P : L*(Q, %, u, R) — L?(Q, 3o, 1, R)
y se verifica (f — P(f), ) = 0 para cada ¢ € L*(Q, 3o, i, R). Si fo € P(f), para
todo £ C X, podemos considerar la clase de equivalencia en L*(Q, %, u, R) de xg

y se obtiene

/U—ﬁDMNWZO

Lf@zéh@-

Notamos que si existe otra funcién hy € L£2(Q, X, u, R) que también satisface

fEf dp = fE ho du ¥V E € ¥, entonces hg = fy en c.t.p en virtud del teorema
1.1.2.

Lema 2.2.2. Sean f,g € L*(, %, u,R) tales que f(w) < g(w) en c.t.p. Entonces
existen fo,go € L2(2, X0, i, R) verificando

/7du=/hdm/£dw:/%du VEeS,
E E E E

y adémas fo(w) < go(w) en c.t.p.

Demostracidn: La existencia de funciones fy, go € L(€2, 3o, p1, R) verificando || e fdu
Jofoduy [pgdp= [,90dn V¥V E €3 esta garantizada por el lema anterior. Por
la monotonia del operador [, - du: £L1(2, %3, 4, R) — R (E € X) tenemos

/h@z/f@é/g@z/%w,
E E FE E

lo cual implica por linealidad que [,(fo — go) du < 0 para cada E € X,. Por el
teorema 1.1.2, fo(w) — go(w) < 0 en c.t.p. [ |
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Teorema 2.2.2. Sea f € LY, X, 4, R) y 3o una o-dlgebra tal que X9 C X. Eriste
una funcién fo € L1(Q, o, 4, R) que verifica

/fd,u:/fodu V E €.
E E

Demostracion: Sin perdida de generalidad, podemos suponer que f > 0 en c.t.p
porque utilizando la descomposicién cédnonica f = f* — f~, el caso general reduce
a este caso particular. Consideremos la sucesion f,, = f A n. Es claro que {f,} estd
acotada y creciente en £2(£2,3, u, R). Por el lema 2.2.1, existe para cada n € N,
gn € L2(, 5, 1, R) tal que [, fo du = [p9,dn ¥V E € Xy y por el lema 2.2.2,

{gn} es una sucesién creciente y no negativa para casi todo w € €.
0<g1(w) <go(w) + < gn(w) < gns1(w) -+ en c.t.p.

Existe un conjunto N € ¥ con pu(N) =0 tal que si w € Q\ N, {gn(w)} es creciente
y converge hacia fo(w) = lim, . gn(w). En principio fy estd definida en Q \ N.

Podemos definir fy en €2 con férmula

lim, oo gn(w), si weQ\N
folw) =
0 st w€E N.

Asi fy es Yp-medible. Luego por el teorema de la convergencia mondétona para cada
E € Yo limy o [ gn die = [, fo dp. Es fécil ver que lim,, o f(w) = f(w) YweQ

y usando otra vez el teorema de la convergencia monodtona se cumple para cada

E ey
/fdu:lim/fndp:lim/gndu:/fodu.
E e JE e JE E

Definicién 2.2.1. Sea (2,3, 1) un espacio de probabilidad y Xy una o-dlgebra tal
que Yo C 3. La esperanza condicionada con respeto a ¥g es el operador E( - |%) :
LS, 1, R) — LYQ, 20, 1, R) tal que E(f|Xo) = fo, donde fo es la clase de

equivalencia de las funciones fo € LY, X, 1, R) que verifican

/fd,u:/fodu V E €.
E E

Gracias al teorema 2.2.2, el operador E( - |¥g) esta bien definido. La esperanza

condicionada de la funcién integrable f, no es una funcién integrable sino una clase
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de equivalencia de funciones integrables iguales en casi todo puntos. Cualquier fun-
cién f que verifica la condicién de la definicion 2.2.1 se llama versién de la esperanza
condicionada, es decir fy € E(f|X).

2.3. Propriedades del Operador E( - [>)

A partir de aqui y adelante, cuando se refiera al operador E( - |¥), se tratard

del operador definido en la definiciéon de esperanza condicionada 2.2.1.

Proposicién 2.3.1. Sea f € LY, X, 4, R). Si fo es una version de E(f|X0), en-
tonces [ fo du= [ f du.

Demostracion: Como Q € ¥ y que por hypétesis fy es una versién de E(f|>),
tenemos [ fo du= [ f dp. [ |

Proposicion 2.3.2. Si f € L}(Q, X, i, R), entonces f es una version de E(f|Z).

Demostracion: El resultado es immediato por la definicién de la esperanza condi-

cionada. [ ]

Proposicién 2.3.3. (Linealidad) Sean f,g € L, %, u, R).
E(af +bg[20) = aE(f(20) + bE(g[20)-

Demostracion: Supongamos que fy y go sean versiones de E(f|%g) v E(g|%g) respec-

tivamente. Por la linealidad de | 5 dp tenemos para cada E € Y,

Jersvgyan=a [ sawss [ gan=a [ dnss [ gvin= [ (asivion) dn
[ |

Proposicién 2.3.4. (Monotonia) Sean f,g € LY(Q, %, 1, R) tales que f(w) <
g(w) en c.t.p. Entonces E(f|X0) < E(g|X0), es decir

fo € E(f]X0) & go € E(g]20) = fo(w) < go(w) en c.t.p.
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Demostracion: Sean foy go versiones de E(f]3g) y E(g|X0) respectivamente. Por la

monotonia de [ 5 dp tenemos para cada E € ¥,

/foduz/fduS/gduz/godu,
E E FE E

y por el teorema 1.1.2 se sigue que fo(w) < go(w) en c.t.p. <= E(f|X0) < E(g]|%0).
|

Las tres proposiciones que siguen son para la esperanza condicional lo que son
el lema de Fatou y los teoremas de la convergencia monétona y dominada para la
integral. Cuando escribamos {E(f,|X0)} es una sucesiéon en L'(Q, %, u, R) tal que
E(f.120) /" E(f|X0), significara: existe una sucesion {g,} creciente en c.t.p tal que
gn € E(fulX0) /" g € E(f|X0) en c.t.p. Para la version condicional del lema de Fatou
escribiremos, E(liminf f,|3y) < liminf E(f,|%¢), es decir, si h € E(liminf f,,|3)
v gn € E(fn|X0) para cada n € N, entonces h(w) < liminfg,(w) en c.t.p. Por
ultimo E(f,|X0) — E(f|¥0) en c.t.p, significa existe una sucesién {g,} tal que
gn € E(fu]20) — g € E(f]20) en c.t.p.

Proposicién 2.3.5. (Convergencia Monétona (condicional)) Sea {f,} una
sucesion creciente en LY(Q, 3, u,R) tal que f, : & — [0, 00| para cada n € N. Si
{fa} converge hacia f € LY, X, u,R) en casi todo w € 2, entonces la sucesion
{E(f.|20)} es creciente en L' (2,30, i, R) y converge hacia E(f|Z0).

Demostracion: Para cadan € N, existe g, € E(f,|X0) por el teorema 2.2.2, y {g,, } es
creciente y no negativa en c.t.p por la proposicion 2.3.4. Existe un conjunto N € X
con u(N) =0 tal que siw € Q\ N, gp(w)  lim, o gn(w). Sea fo : Q — [0, 0]
con férmula

limy, oo gn(w), si weQ\N
0 st weN.

folw) =
La funcién fy es Yp-medible y por el teorema de la convergencia mondtona

/fodﬂ:lim/gnd,uzlim/fnd,u:/fd,u V E €.

Entonces fo € E(f|X0) y por definicién de fy, la sucesion {E(f,|X0)} es creciente en
LY(2, %0, 1, R) y converge hacia E(f]|%). [ ]
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Proposicién 2.3.6. (Lema de Fatou (condicional)) Sea {f,} una sucesion en
LY, 1, R). Si f(w) >0 en c.t.p para cada n € N, entonces E(liminf f,[3,) <
lim inf E(f,,[30).

Demostracion: Sea h, = infys, fi. Claro que h,, /" liminf f,. Por la proposicién
2.3.5 E(ha|S0) / E(liminf f,|%o). Sean & € E(liminf fu|%0), o € E(fa|S0) v
©n € E(h,|30) para cada n € N.

h(w) = lim @, (w) = liminf ¢, (w) en c.t.p.

n—o0o

Como h,(w) < fu(w), se cumple p,(w) < gn(w) en c.t.p, luego liminf ¢, (w) <

liminf g, (w) en c.t.p. Entonces

h(w) = liminf ¢, (w) < liminf g,(w) en c.t.p.

Lema 2.3.1. Sea f € LY(Q, %, 1, R), fo una version de E(f|30) y ¢ una version de
E( |f] |Z0). Entonces |fo(w)| < p(w) en c.t.p.

Demostracion: Es claro que —|f(w)| < f(w) < |f(w)|. Por proposicién 2.3.4,
—E([f] [%0) < E(f[X0) < E([f] [Z0), por lo tanto

—p(w) < folw) < p(w) en ct.p < [fo(w)| < (W) en ct.p.

Proposicién 2.3.7. (Convergencia Dominada (condicional)) Sea {f,} una
sucesion en L', X, 1, R) que converge hacia f € LY, %, 1, R) en casi todo w €
tal que para cada n € N, |fo(w)| < g(w) € LYQ, X0, 1, R). Entonces {E(f,|30)}
converge hacia E(f|X) en c.t.p.

Demostracion: Consideremos hy, = supys,, |fi — f|. Claro que h,(w) < 2g(w) y que
hy, \, 0 en c.t.p. Por el teorema de la convergencia dominada lim, ... [ h, du = 0.

Sean fo € E(f|X0), gn € E(fnlX0), ©n € E(|fn — f| |20) ¥ & € E(hy|X0). Por el
lema 2.3.1 y la mondtonia de E( - |¥y),

|gn(w) — fo(w)| < vn(w) <& (w) en c.t.p.
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En casi todo w € €, {{,} es decreciente y acotada inferiormente por 0. Por tanto
existe una funcién Yg-medible £ tal que &, \, & > 0 en c.t.p. Como 0 < h,(w) <

2¢g(w) para cada n € N, tenemos

[rwdn=[eranz [canzo

Es fécil ver que [ & du = 0 porque [ h, dp — 0, lo cual implica que £ = 0 en c.t.p.
Entonces tenemos, g, € E(f,|X0) — fo € E(f|X0) en c.t.p. [ |

El lema siguiente va a ser muy tutil para demostrar la desigualdad de Jensen
(version condicional). Sea f una funcién convexa real definida en un intervalo abierto
I. Es conocido que f es continua en I. Luego las derivadas izquierda f_ y derecha
fi de f existen y son crecientes en I. En particular, para cada x € I se verifica

[ @) = sup{M} < fi(@) = inf {M}

y<z x—y y>a y—x
Lema 2.3.2. (Linea de Soporte) Sea I un intervalo abierto de R. Si la funcion
¢ : 1 — R es convexa, entonces existen sucesiones de nimeros reales {a,} y {b,}
tales que para cada x € I se cumple

o(z) = sup(a,x + by).
neN

Demostracion: Sean ¢_ y ¢, las derivadas izquierda y derecha de ¢ respectiva-
mente. Para cada x € [ se verifica

() = Sup{w(x) - sa(y)} < . (2) = fuf {so(y) - w(fv)}_

Dado z € I, elegimos a, tal que p_(z) < a, < p.(x) y definimos en [ la recta de
pendiente a, que pasa por el punto (x, p(z)) con férmula L,(y) = ¢(x) + (y — x)a,.

Entonces se cumple

oy) > Lo(y) Vyel. (*)

La funcién L, es la linea de soporte de ¢ en el punto x. Es inmediato que ¢(y) =
sup,e;{Lt(y)} para cada y € I. Sea {r,} una sucesiéon en Q N I tal que r, — =.
Notamos que sobre cada subintervalo cerrado y finito de I, los conjuntos {¢_(r,)}
y {4 (rn)} son acotados. Luego el conjunto {a,,} donde ¢_(r,) < a., < @i(ry,)
para cada n € N, también es acotado. Por la continuidad de ¢ se cumple

lim L, (v) = lim ¢(r,) + (z — r.)a,, = @(z).

n—-auoo n—=o0
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Por (%) se cumple (x) > L,, (z) para cada n € N. Luego ¢(z) = sup,en{L:, ()}
Sea A, = {r, :n € N} C QN 1. Notamos que
p(x) = sup{Lr(z)} <sup{L.(x) :r € QN I} <sup{L,(2)} = p(2),

rcAz rel
con lo cual p(x) = sup{L,(z) : » € QN I}, donde L,(z) = a,x + b, y b, =
o(x) — a,r. Como Ny QN [ son conjuntos de misma cardinalidad se obtiene que

existen sucesiones {a,} y {b,} de nimeros reales verificando L.(z) : r € QN I} =
{anz + b, : n € N}. [ |

Proposicién 2.3.8. (Desigualdad de Jensen (condicional)) Sea f € LY(Q, 2, u, R)
con f(2) C I, donde I C R es un intervalo abierto. Sea ¢ : I — R una funcion
convexa tal que po f € LY, X, u,R). Si & € E(po fIX) y g € E(f|X0), entonces

(i) glw) €l en ctp

(i) p(g(w)) < &(w) en c.t.p.

Demostracion: Supongamos que I = (a,b) y g € E(f|X0). Consideremos el conjunto
E={weQ:g(w) <a}. Esclaro que E € ¥. Por linealidad g — a € E(f — a|X),

entonces se cumple

OS/E(f—a)dusz(g—a)dMSO,

luego [(f —a)xe du =0, como f(w) —a > 0, esto implica que (f —a)xg =0 en
c.t.p. Sea N el conjunto nulo tal que w € N = (f(w) —a)xg(w) # 0. Siw € E,
(f(w) —a)xe(w) > 0 con lo cual w € N. Entonces u(E) = 0y g(w) > a en c.t.p.
Analogamente se prueba que g(w) < b en c.t.py asi se queda demostrado el apartado
(i). Para demostrar el apartado (ii) usamos el lema 2.3.2. Consideremos la sucesién
de funciones afines {a,z + b,} dada por el lema 2.3.2 tal que para cada = € I se

verifica

o(x) = sup{a,x + b, }.
neN

Para cada n € N cada w € () se cumple
anf (W) + bn < @(f(w)).
Por la monotonia y la linealidad de E( - |¥), tenemos

ang(w) + by, < &(w) en c.t.p.
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Sea N,, el conjunto nulo tal que si w € Q\ N,, se cumple la desigualdad anterior.
Considerando el supremo cuando n recorre N se obtiene que para cada w € Q\
(U2, N,,) se cumple

#lg(w)) = sup{ang(w) + bn} < E(w).

Corolario 2.3.1. Sea f € LYY, u,R) con p > 1. Sig € E(f|X0) y € €
E(|f|P|20), entonces
lg(Ww)[” < &(w) en c.t.p

Demostracion: Basta ver que |- [P : R — R es convexa y utilizar la desigualdad de

Jensen. |

Proposicién 2.3.9. Sea f € LY, 3, 1, R). Si Xy y 3y son dos sub-o-dlgebras de
Y tal que X9 C X1 y fo, f1 son versiones de E(f|X) y E(f|¥1) respectivamente,

entonces

fo € E(f1|%0).

Demostracion: Sean fo € E(f|X0) v f1 € E(f|X1). Entonces,

/fodu:/fd,u VEeY,
E FE

E E
Sea g € E(f1|X0). Entonces,

/ngZ/flduz/fduz/fodu vV E e,
E F F FE

con lo cual g = fy en c.t.p, lo que significa que fo € E(f1|20). [ |

Proposicién 2.3.10. Sea f € LY(OQ, 2, 1, R) y g : Q — [—00,00] una funcién
Yo-medible tal que gf € LY, 2, 1, R). Si fo € E(f]20) v ¢ € E(gf]X0), entonces

p(w) = g(w)fo(w) en c.t.p.
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Demostracion: Supongamos que g = x4 con A € Yoy fo € E(f|%). Entonces

/fd,u:/fodu V E e .
E E

/fodu: f = fodMZ/XAfodu VEe,
E FENA ENA FE

Por lo tanto xafo € E(xaf|Xo). Si g es una funcién simple, g = >, cxa, con
ar € Ry Ay eXogVEke{l,...,n}.

/ (Z %Xm) fdp= Zak/ Xa.f dp

E \ k=1 k=1 E

= Zak/ Xa,Jo dp = / (ZakXAk> fodp — V E €3
k=1 E E k=1

Supongamos ahora que g :  — [0,00] es Yp-medible. Existe una sucesién de
funciones simples {g, } tal que g, /* g. Para cadan € N se cumple g,, fo € E(g,f]%0),
por la proposicién 2.3.5 si ¢ € E(gf|%0) entonces g, fo /" ¢ = gfo en c.t.p. El caso
general, es decir, g : Q@ — [—00,00] es Xp-medible, se reduce al caso anterior

utilisando la descomposicién g = g* — g~ |

Proposicién 2.3.11. Sea f € LY(Q, 3, 4, R) y sean Yo y Xy dos sub-o-dlgebras de
Y. Sio(f,%0) es independiente de 3, entonces

E (flo(Xo,%1)) = E(f|X0).

Demostracion: Sea fy € E(f|¥g). Entonces por definicién se cumple,

/fodu:/fdu V E e Xy
E E

Queremos demostrar que se cumple lo mismo para cada E € o(X, ;). Consid-
eremos la familia H = {Ey N Ey : Ey € X, Fy € X1}, Es facil ver que H es un
m-sistema. Si A, B € H, entonces A = AgNA; y B = ByN B; donde Ay, By € ¥
y A1, By € ¥4. Por lo tanto AN B = (Ag N By) N (A; N By) € H. Es evidente que
H C o(H) C (X0, %1). Todo conjunto de ¥y U 3 es interseccién de si mismo con
Qe XynNX; asi que Xp Uy C H luego o(H) = (X, 21). Consideremos ahora la
familia D = {E € 0(%,%1) : [y fo du = [, f du}. Es claro que D C o(3, ¥4).
Sean Fy € Yoy E; € 3.

/ fo dp = / XX fo b
FE1NEy
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Por el teorema 1.1.7, como xg, es Xi-medible, xg, fo es Xo-medible y las o-dlgebras

>0, 21 son independientes

[ = [t ([ in) ([xmtodn) = ([ an) ([ 5oan)
(o) (r4)- ([ s) (frs)

Como o(f, %) es indpendiente de X1 v xg, f es o(f, ¥o)-medible,

(/XE1 du) (/XEof dﬂ) = /XE1XE0f dyu = /EmEof dpt.

Entonces H C D. Obviamente ) € D. Notamos ademéas que si Ay B € D, entonces

A\ B € D porque
fodp = [ odu— [ o
A\B A B

z/Afdu—/deuz A\deu~

Si {A,} es una sucesién creciente en D, como foxa, /" foXu,a, ¥ fxa, /" [X0UnAs
por el teorema de la convergencia monétona U° | A, € D. Acabamos de probar que

D es un d-sistema. Por el lema de Dynkin, d(H) = o(H). Entonces H C d(H) C
D C 0(30,%1) = 0(H) = d(H). Como D = 0(X,%1), queda demostrado que
Jo € E(flo (30, X)) u

Corolario 2.3.2. Si f € LY(Q, 3, u,R) es independiente de la o-dlgebra Yy C X,

entonces la funcion constante igual a [ f du es una version de E(f|Xo).

Demostracidén: Basta aplicar el teorema 2.3.11 con g = {0, Q} v 31 = Xs. |

Teorema 2.3.1. Sea f € LY, 2, 11, R) y {Ga}aca una familia arbitraria de sub-o-
dlgebras de 3. Si g, € E(f|Gas) para cada o € A, entonces {go} es uniformemente

integrable.

Demostracion: Supongamos que g, € E(f|G,) para cada o € Ay ¢, € E(|f||Ga)-
Dado € > 0, por la proposicién 1.3.2, existe § > 0 tal que

[EEE,M(E)<5]:>/E|f\ du < e.
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Eligimos ¢ > 0 tal que %f |f| du < 0. Fijemos a € A, por la desigualdad de Jensen,
|ga(W)| < @o(w) en c.t.p. Entonces,

/\ga\ duﬁ/@adu:/m du.

Sea By = {w € Q: |go(w)| > t}. Por la desigualdad de Chebyshev,

1 1
M(Et)§¥/|ga| duS;/lfl dp < 6.

Como E; € G, C X, es claro que

|9a|d,u§/90ad,u= |f] du < e.
Et Et

E:

Esto se verifica para cualquier o € A, entonces la familia {g,} es uniformemente

integrable. |



Capitulo 3
Martingalas

La nocién de esperanza condicionada es fundamental en la teoria de martingalas.
Por esa misma razon en primer lugar vamos a recordar sus propriedades principales.
A partir de aqui se supone que el lector sabe que la esperanza condicionada es una
clase de equivalencia en L', entonces para simplificar la notacién en vez de escribir
la frase fy es una versién de la esperanza condicionada E(f|¥) o fo € E(f]%),
escribiremos, fo = E(f]%). Cada vez que se vea E(f|%g), (segun el contexto) se
supondra que se trata de una versién de la esperanza condicionada y no de la clase
de equivalencia. La desigualdad E(f|2q) < E(g|Xo) siempre se supondrd en casi todo
punto. Cuando hablemos de la proyeccién ortogonal P(f) donde f € L? escribiremos
simplemente P(f) donde f es un representante de la clase de equivalencia f. Las

referencias principales son Williams [6] y Ash [1].

3.1. Lista de las propriedades de E( - %)

Sean f € LY, X, 4, R) y Xo, X dos sub-o-dlgebras de 3. Segin hemos visto en

el capitulo anterior se verifican:
(1) g=E(f[%0) = [gdu=[[du
(2) f €LY S0, 1, R) = f =E(f[Z0)
(3) E(af +bg|¥0) = aE(f|20) + bE(g]%0)
(4) f<genctp—=E(f|X) < E(g[X0)

39
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(6) fn > 0= E(liminf f,|%) < liminf E(f,|Z0)
(7) |ful <9 € LYUE, R) VY n & fr — f en ct.p = E(fu|Z0) — E(f[Z0)
(8) ¢ : R — R convexa & po f € LY, 4, R) = E(p o f|50) < o(E(f]%0))
(9) o C X1 = E(E(f]21)[%0) = E(f]%0)

(10) h e LY(Q, S0, 1, R) & |h] < M > 0 = E(hf|S0) = hE(f|Z0)

(11) X, es independiente de o(o(f), Zo) = E(f|o (S0, $1)) = E(f|Z0)

(12) f es independiente de ¥g = E(f|Xo) = [ f dp

3.2. Proceso Adaptado a una Filtracion

3.2.1. Definicién de Martingala

Definicién 3.2.1. Sea (2,3, u) un espacio de probabilidad y (E, E) un espacio med-

ible y T' C [—00,00]. Un proceso estocdstico X es una aplicacion

X:OxT —FE.

Definicién 3.2.2. Sea (2,3, 1) un espacio de probabilidad. Una filtracion en (2, %, u)

es una sucesion creciente {¥X,}2°, de sub-o-dlgebras de X:
YpC Xy C---CX.
En este caso definimos

Zoo_U<GEn> C .
n=0

Si X = {fn}>2, un proceso estocastico, entonces la sucesion ¥,, = o(fo, f1,..., fn)

para cada n € Z* se llama filtracién natural del proceso.

Definicién 3.2.3. Un espacio filtrado (2,3, {3,}, 1) es un espacio de probabilidad
(Q, 3, ) dotado de una filtracion {3,}.

Definicién 3.2.4. Un proceso estocastico X = {f,} : Q x Zt — [—o0, 0] es

adaptado a la filtracion {3,} si f, es ¥,-medible para cada n € Z7F.
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Si consideramos que el parametro n € Z* es el tiempo, entonces la filtraciéon {%,}
representa la cantidad de informacién sobre w € ) que tenemos al instante n y
esa informacién crece con el tiempo. Si {f,,} es un proceso adaptado, entonces cada

funcion f, sélo depende de la historia del proceso hasta el tiempo n incluido.

Definicién 3.2.5. Sea (2,3, {3,}, ) un espacio filtrado. Un proceso estocdstico
X ={fn}: QxZt — [—00, 00| se llama martingala con respeto a ({X,}, 1) si

(i) X es adaptado a {%,},
(i) fo € LY, u,R) ¥V n e Z*,
(iii) E(fp1|Xn) = fu VneZr.

Si reemplazamos la condicion (iii) por E(f,+1|2,) > f. V n € ZT, entonces X se
llama submartingala y si E(f,11]|%,) < fn V n € Z*, entonces X es una super-
martingala.

Segiin el contexto puede ser que sea mds conveniente considerar procesos o martin-
galas con indices en N ={1,2,3,...} en vez de Z* ={0,1,2,3,...}.

3.2.2. Propriedades Elementales de las Martingalas

Sea M = {f,}>2, un proceso estocéstico.
(1) M es una supermartingala <= —M es una submartingala
(2) M es una martingala <= M es una submartingala y una supermartinala

(3) M es una martingala <= M — f; es una martingala
M es una submartingala <= M — f; es una submartingala

M es una supermartingala <= M — f; es una supermartingala

(4) M es una martingala; m < n = E(f,|X,) = (> / <) fm
M es una submartingala; m < n = E(f,|%n) > fin
M es una supermartingala; m < n = E(f,|Z,) < fn

(5) M es una martingala <= E(f,11 — ful|2n) =
M es una submartingala <= E(f,11 — fu|2Zn ) 0
M es una supermartingala <= E(f,+1 — fu|2,) <0
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Demostracion:

(1) La demostracién es inmediata por la linealidad de E( - |¥¢) y por definicién

de submartingala y supermartingala.
(2) Es cierto por definicién.

(3) Supongamos que M = {f,,} sea una martingala. El proceso M — fo = {f.— fo}
verifica para cadan € Z1, E(fur1— fo|2n) = E(fur1lXn) —E(fo20) = fn—fo
por hypdtesis y la propriedad (2) de E( - [¥g). En el caso de que M sea una

submartingala o una supermartingala la demostracién es similar.

(4) Si M es una martingala se verifica E(f,11|2m) = fm. Supongamos que para
k € Nse cumpla también E( fr,4£]3) = fin. Como se cumple E( frt (k1) | Zmtk) =
fm+k, por la propriedad (9) de E( - |Xg) y por induccién se verifica

En el caso de que M sea una submartingala o una supermartingala la de-

mostracién es similar.

(5) Sea M una martingala. Se cumple por linealidad y la propriedad (2) de E( - |2o)
E(for1 — ful2n) = E(fus1l2n) — E(ful2n) = fu — fu = 0. El caso de una

submartingala o supermartingala es similar.

Ejemplo 3.2.1. Sea {f,} C L£Y9,%,u,R) una sucesién de funciones medibles

independientes tal que para cada n € N se verifique

[ fadu=o

Definamos Sy = 0, ¥y = {0,Q} v

Sp = ka, Yn=0(f1, fos -, fn)
k=1

Entonces para cada n € N se cumple por linealidad

E<Sn+1’2n) = E(Sn‘2n> + E(fn+1|2n)>



CAPITULO 3. MARTINGALAS 43

y por la propiedades (2) y (12) de E( - |Xg) se cumple

E(Sn+1|2n) = Sn + /fn+1 d,u - Sn

Luego, el proceso estocdstico S = {S,} es una martingala.

Ejemplo 3.2.2. Sea {f,} una sucesién de funciones medibles independientes tal

JEX

para cada n € N. Definamos py = 0, 3o = {0,Q} y

que f, : Q@ — [0, 00] con

Pn = ka:7 En - U(flana"'afn)'
k=1

Por el teorema 1.1.7, p, € L}(Q, %, u,R) para cada n € Ny pp; € LYQ, %, 1, R)
para cada (i,7) € {1,2,...,n}x{1,2,...,n}. Entonces se cumple por la proposicién
2.3.10 y la propriedad (11) de E( - %)

E(pn-i-llzn) = an(fn-i-l‘Zn) = pn/fn dp = py.

El proceso estocastico P = {p,} es una martingala.

Ejemplo 3.2.3. Sean (2,3, {2, }, 1) un espacio filtrado y ¢ € £1(Q, 3, u, R). Defi-
namos f, = E({|X,). Por la propriedad (9) de E( - |Xy), se cumple

E(fas1|Xn) = E(E(]Sn1)|50) = E(E[X,) = fa.
El proceso M = {f,} es una martingala.

Ayuda mucho interpretar las martingalas en términos de juegos de dinero o
apuestas (igual que en los casinos). Supongamos que en cada momento n € N,
occure un suceso y que el jugador tenga que apostar una cantidad x > 0 de dinero
sobre la realizacion del suceso. El jugador tiene también la opcién de “pasar”, es
decir, en cada momento n apuesta una cantidad ypex, (P es el suceso “pasar”).
Dependiendo de el suceso que occure en el momento n el jugador gana o pierde
lo que ha apostado. Sea {f,(w)} la cantidad de dinero que tiene el jugador en su

bolsillo en el tiempo n (f,(w) < 0 = deuda). Se dice que el juego es equitativo
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si {f,} es una martingala, favorable si {f,} es una submartingala y no favorable
si {f.} es una supermartingala. En el caso de una submartingala, la cantidad de
dinero en el bolsillo del jugador tiende a crecer en funcién del tiempo. En el caso de
una supermartingala, el bolsillo se vacia y la deuda del jugador tiende a crecer con
el tiempo y en el caso de una martingala la cantidad de dinero en el bolsillo tiende

hacia una constante.

3.3. Transformacién de Martingala

Volvamos al casino y supongamos que un jugador adopte una estrategia de juego
que le ayuda a tomar la decisién de pasar o apostar dinero. Esta estrategia de
juego sélo puede depender de la historia del proceso del juego, luego el jugador
decide si va apostar o pasar. Por ejemplo imaginemos que durante un partido de
baloncesto, alguien tenga que apostar dinero cada vez que el jugador A vaya a tirar
un tiro libre. La estrategia puede ser la siguiente: esperar que A meta 2 tiros libres
seguidos, si eso occure, entonces apostar una cantidad fija de dinero hasta que A

falle, asi succesivamente. Esta estrategia es un ejemplo de proceso previsible.

Definicién 3.3.1. Un proceso estocdstico H = {h, }2 | es previsible si h, es ¥,_1-

medible para cada n € N.

Definicién 3.3.2. Sea M una martingala y H un proceso previsible. La transfor-

macion de martingala H o M es el proceso estocastico H @ M : 2 x N — R tal que

(H o M)ow) =0 y

(H o M)n(w) =Y hi(w)(fo(w) = fr1(w)) Vn > 1.

Definicién 3.3.3. Sea X = {f,}>°, un proceso estocdstico. El proceso X se dice
uniformemente acotado si existe k € Rt tal que |f,(w)| < k para cadan € Z y para

cada w € €.

Teorema 3.3.1. Sea H un proceso previsible.

(i) Supongamos que H sea uniformemente acotado y no negativo.

M es una supermartingala =—> H o M es una supermartingala.
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(ii) Supongamos que H sea uniformemente acotado.

M es una martingala =—> H e M es una martingala.

(iii) Supongamos que H, M C L*(Q, %, u, R).

M es una martingala =—> H e M es una martingala.

Demostracion:
(i)

E((HeoM),—(HeoM), 1|5, 1)=E (Z Po(fr — fr1) — i i (fr — fk1)|2n1>

=E (hn(fo — fa-1)|2n-1))

Por hypotesis h, es acotada, no negativa y >, _;-medible para cada n € N.
Entonces por la propriedad (10) de E( - |3) y la propriedad (5) de las super-

martingalas,

E(hn(fn - fn—1>|2n—1) - hn]E((fn - fn—1>|2n—1) <0.
E((HeM),— (HeM),1|3,-1) = hE((fr — fa-1)[Xn-1) = 0.

E((H e M), — (He M), 1][2n-1) =E(halfo = fa-1)|En-1).
Como para cada n € N
ha(W) (fa(w) = fam1(W)) < (ha(w) V fu(w))?,

hofn € L2, 3, 4, R), entonces por la proposicién 2.3.10
E(hn(fn - fn71)|2n*1> = hnE((fn - fn71)|2n*1) = 0.

Si M es una (sub)martingala y H un proceso previsible acotado no negativo. En-
tonces H @ M es una (sub)martingala.

Se puede interpretar el teorema 3.3.1 de la siguiente manera: Sean H = {h,}
una estrategia de juego que depende de la historia del proceso y X = {f,} el dinero

del jugador en su bolsillo. La cantidad h, es el valor de la apuesta en el momento
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n. La ganancia en el momento n es h,(f, — fn_1), vy la ganancia total en el tiempo

n es

(HoX)n=> hilfe— fea):
s

Si el juego no es favorable y apostamos (sélo en funcién de la historia del proceso
de juego) una cantidad de dinero superior a cero pero inferior a un valor maximo,

entonces el juego sigue siendo no favorable. Es decir, el sistema siempre gana.

3.4. Martingalas Paradas

Definicién 3.4.1. Un tiempo de parada es una aplicacion T : Q — ZT U {oco} que
verifica (1) o (ii):

i) {fwe:T(w)<n}eX,VneZ U{x}

(i) fweQ:T(w)=n}eX, VneZU{x}.
Es facil ver que (i) <= (ii) simplemente porque {w € Q : T'(w) < n} = Up_{w € Q:

Tw)<k}ly{weQ:Tw)=nt={we:T(w) <n}\{we:T(w) <n-—1}.

El tiempo de parada es el momento en que un jugador decide parar el juego
pero la decision sigue dependiendo de la historia del juego. Por ejemplo el jugador
de baloncesto A ha metido 11 tiros libres seguidos y el jugador (él que apuesta)

satisfecho de su ganancia no quiere ariesguarse y decide parar las apuestas.

Proposicion 3.4.1. Sea X un proceso estocastico adaptado y B C R un conjunto
de Borel. La funcion T : Q — Z7 U {oo} tal que

inf{n >0: f.(w) € B}, si 3dntal que f,(w) € B
00, si folw)¢g BYn

T(w) =

es un tiempo de parada.

Demostracion:

n

{weQ:Tw)<n}=|J{weQ: filw) e By,

k=0
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Proposicién 3.4.2. Sean T un tiempo de parada y H™) un proceso estocdstico tal
que
1, si n<T(w)

0, si n>T(w).
Entonces H™) es un proceso previsible.

Demostracion: Tenemos que demostrar que cada x,<r es 2,_;-medible.
In<T}={weQ:Tw)>n}={weQ:T(w) >n-—1}

={weQ:T(w)<n—-1}€X, ;.
|

Como H™) es un proceso previsible, se puede considerar la transformacién de mar-
tingala H™) e M donde

(H(T) ° M)n = ZX{ngT}(fk — fe-1)
k=1

nA\T

= (fe = fre1) = fant — for

k=1
Definicién 3.4.2. Sea M una martingala y T un tiempo de parada. Una martingala

parada al tiempo T es el proceso MT tal que (MT),, = funr.

Teorema 3.4.1. Sea M una supermartingala y T un tiempo de parada. El proceso

M7T es una supermartingala y

/fn/\T dp < /fo dp.

Demostracion: Es claro que el proceso H' tal como estd definido en la proposicién
3.4.2 es acotado y no negativo. Entonces por el teorema 3.3.1 HT ¢ M = M — f,
es una supermartingala y por la propriedad (3) de las martingalas MT también es

una supermartingala. En particular, por la propriedad (4)
E(farr]X0) < fo

[ B i) die= [ gz d< [ fode
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Teorema 3.4.2. Sea T un tiempo de parada y M wuna supermartingala. Si se

cumplen una de las tres siguientes condiciones:

(i) T es acotado

(ii) M es acotado y T(w) # oo en c.t.p

(iii) T € LY, %, 1, R) y para algun K € R |f,(w) — fu1(w)| < K VnezZt.
Entonces, fr € LY, 1, R) y [ fr du < [ fo dp.

Demostracién: Por el teorema 3.4.1, M7 es una supermartingala, f,nr € L£(2, 2, u, R)

i) SiT(w) < NeZtVwe

fnar = fr, con lo cual
/(fT—fo) d,USO‘:)/deMS/fodN-

(ii) Si|fo(w)] < K € Rt y T(w) # 00 en c.t.p
[ farr dp < [ fo dp para cada n € Z*t. Es fécil ver que foar /* fr en ct.p,

lo cual implica por el teorema de la convergencia monétona que [ fuar du /

S frdu < [ fo dp.

(iii) Sea H™) el proceso previsble definido en la proposicién 3.4.2. Si T € £'(Q, 3, 1, R)
V1fulw) = far(W)| < K €eRTVneZt

nAT

S (elw) = fir (@)

k=1

(HM o M)n(w) = | furt(w)(w)—folw)| = < T(W)KVYwe Q.

Como TK € LY, %, u,R), por el teorema de la converencia dominada

Jtr =gy du= i [ = o) dp <0

3.5. Lema de los Cruces por Arriba

El lema de los Cruces por Arriba (desigualdad de Doob) es una idea de Doob
que se usa para demostrar el teorema de convergencia de martingalas. La figura 1

nos da una idea intuitiva de la desigualdad que se deduce.
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Proposicién 3.5.1. Sea [a,b] C R. Sean X = {f,}52, un proceso adaptado a una
filtracion {%,} y H = {h,} un proceso estocdstico tal que

h1 = X{fo<a};

P = X{ho -1 =1}X{ 156} T X{hao1=0}X{fn_1<a} ¥ 7 = 2.
Entonces H es un proceso previsible.

Demostracion: Como X es un proceso adaptado, fy es Xp-medible por definicién.
Asi que {fo < a} € X, con lo cual, hy = Xx{f<a} € Mp-medible. El conjunto
{hy =1} = {h1 < 2} € £y C X;. Del mismo modo se deduce que {h; = 0} € ¥;.
Obviamente {f1 < a} y {f1 < b} € ¥;. La funcién hy es la suma de productos de
funciones >;-medibles, por lo tanto es ¥;-medible. Supongamos que h,, sea >,_1-

medible. Tenemos

Pt = X{hn=1) X{fn<b} T X{hn=0} X{frn<a},

es facil ver que h, 1 es la suma de productos de funciones >,,-medibles. Como h,, es

Yn—1-medible para cada n € N, H es previsible. |

Consideremos la sucesion de tiempos de parada {7} tal que

Th=a=mf{0<k<N:fp<a}
ngﬁlzl’nf{@lngka>b}

Top 1 =, = l/nf{ﬁn—l <k<N: fk < CL}
Ton = fp = inf{a, <k < N: fr > b}
donde N € Z* U {oo}. La funcién Cyla,b] : Q@ — ZT U {oo} tal que

sup{k : Op(w) < N}, si Gp(w) <N

Cyla, b](w) = ‘
0, si Bp(w) >N

reprensenta el niimero de cruces por arriba del intervalo [a,b] con respecto a { f1, fo, ..., fn }-
Notamos que Cy/[a, b] se puede escribir como combinacién lineal de funciones carac-
teristicas. Para cada m € N, sean B, = {w € Q: 5, (w) < N}y Bl ={w e Q:
() > N}.

N
Cxlabl(w) = > MXpanBe, -
m=1

La funcién 3, es un tiempo de parada para cada m € N, luego B,,, B:_H-l C Ymtts

por lo tanto Cy[a,b] es ¥-medible.
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Figura 1 : Cruces del intervalo [a,b]
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Lema 3.5.1. Sea [a,b] CR. Si H es el proceso previsible definido en la proposicion
3.5.1 y X ={f.} es un proceso adaptado, entonces

(HoX)n =Y milfi = fr-1) = (b—a)Cyla,b] = (fy —a)”.

Demostracion:

Caso 1: Cn[a,b] = 0. No se ha completado un cruce.

a) Si g = 0, entonces fo < ay hpy =1V k € {1,...,N}. Como fy —a =
(fy —a)t — (fn —a)~, se cumple

(HeX)y=fx—fo>fxv—a>—(fv—a)".

b) Si 0 < a3 < N, entonces fo, < @, hoy 41, Rays2,---,hxy =1y se cumple
(He X)ny=fx—fa > fvn—a>—(fv—a)".

¢) Si oy > N, entonces hy =0V k < N y se cumple

(HeoX)y=0> ~(fy —a)"
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Caso 2: m = Cy|a, b] > 0. Se ha completado un cruce.

a) Si aypy1 > N (no se comienza un ultimo cruce)

Cnla,b]

(HoX)v=Y (fo = fa) = Cnla.b](b —a) = Cwla,0)(b = a) — (fv —a)”

k=1

b) Si a1 < N (se comienza un ultimo cruce incompleto)

N
(foo = far) + Y hulfi = fir)

1 k:am+1

NE

(He X))y =

i

[
NE

(fo, = o) T N = fan

b
Il
—

¥ como fy — far > fv —a > —(fy — a)~ se cumple

(H o X)n = Cnla,b](b—a) — (fx —a)”.

Teorema 3.5.1. (Lema de los Cruces por Arriba (Desigualdad de Doob))
Sea la,b] C R. Si M = {f,} es una supermartingala y H el proceso previsible

definido en la proposicion 3.5.1, entonces se verifica

- [Crlatldus [y =) du
Demostracion: Por el lema 3.5.1,
(He M)y > (b—a)Cyla,b] — (fy —a)™.
Por el teorema 3.3.1, H e M es una supermartingala. Entonces
E((H o M)x[%o) < (H o M)y =0,

lo cual implica que

/E((H o M)y|So) dp = /(H o M)y du < 0.
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Entonces

0= [(HeM)y = (b-a) [ Cxlat du~ [(s~a) dn

b [ Cxiatldn< [(5y—a) du

Corolario 3.5.1. Sea M una supermartingala acotada en L'(2,3, 1, R), es decir

suppen {J |fn] dp} < 0o. Entonces,

(b—a)/Coo[a, b dp < |al +i21§{/!fn| du} < 0.

Demostracion:

oo [Crlatidus [y =) duz [(w -0 = (f—a) d

[t =yt = (s —ay du= [ 1w~ aldu< [ ol +1sx] du
Entonces para cada N,
0-a) [ xtat duslal [+1vl duslal+sup [ 151 dnf.

Como Cyla,b] /* Cxla,b], por la convergencia mondtona

/C’N[a,b] du / /Coo[a,b} dp < lal +Sl€1§{/|fn| d,u} < 0.

3.6. Convergencia de Martingalas

Ahora disponemos de las herramientas necesarias para demostrar el teorema

central de esta tesis.

Teorema 3.6.1. (Convergencia de Martingalas) Sea M = {f,} una super-
martingala acotada en LY(Q, 3, 1, R), es decir, sup,cy {f | fol du} < 00. Entonces
existe una funcion fo € LY, Lo, 1, R) tal que

lim f,(w) = foo(w) en c.t.p.

n—oo
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Demostracion: Sea A = {w € Q : liminf f,(w) < limsup f,,(w)}, es decir, el conjunto
de los puntos w donde la sucesion { f,,(w)} no converge hacia un limite L € [—o0, o0].
Si liminf f,(w) < limsup f,(w), existen a,b € Q tal que liminf f,(w) < a < b <
lim sup f,(w). Dado a,b € Q tal que liminf f,,(w) < a < b < limsup f,(w), sea
Aop = {w € Q : liminf f,(w) < a < b < limsup f,(w)}. Es claro que A, C Ay si
w € A, siempre se puede encontrar 7, s € Q tal que w € A, ;, entonces
A= Aas
a,beQ

Supongamos que w € A,,. entonces, existe una subsucesién {f,, } que converge
hacia lim sup f,(w) > b y también existe una subsucesién { f,,, } que converge hacia
liminf f,(w) < a. Esto implica que hay un nimero infinito de valores de n € N tales
que f,(w) > by también un nimero infinito de valores de n € N tales que f,(w) < a.
En otras palabras, hay un nimero infinito de cruces por arriba del intervalo [a, b].

Entonces tenemos
Aap C{w € Q: Cula, b](w) = oo} ().
Por el corolario 3.5.1, [ Cxla,b] du < oo, con lo cual
Cxla, b < oo en ctp <= p({w e Q: Cxla, bl = oc0}) =0.
Como se verifica (x), (Agp) =0y

w(A) = p ( U Aa,b) = 0.

a,beQ

Asi que {f,} converge hacia f,, : 2 — [—00, 00| en c.t.p. Por el lema de Fatou,

[t di= [ttt 11, o < timint [ 17, e < s {/ I du} <.
neN
[ |

Corolario 3.6.1. Si M = {f,} es una supermartingala no negativa, entonces existe
una funcion fo € LY(Q, Voo, i1, R) tal que

lim f,(w) = foo(w) en c.t.p.
Demostracion: Como [ |f,| du= [ fndu < [ fo duparatodon € N, por el teorema
3.6.1,

lim f,(w) = feol(w) en c.t.p.
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3.7. Martingalas en £’

Proposicién 3.7.1. Sea M = {f,} una martingala en L*(2, %, i, R). Sim,n,p,q €
7" tal que m < n < p < q, entonces

[t = 821Gy~ 1) du=o.

Demostracion: Es claro que E(f,|X) = Pu(fa), E(f)|X,) = Py(f,), donde P, :
L2, 1, R) — L2, %, u,R) y P, + L2, 3, 1, R) — L*(Q,%,, 1, R) son
proyecciones ortogonales. Por lo tanto, (f, — Pn(fn),») = (fy — Po(fy),€) = 0
para cada ¢ € L*(Q,%,,,R) y cada £ € L*(Q,%,, 4, R). Como f, — P,(f.) €
LX(Q, %, 1, R),

o = Pulfu)s fo— Po(fi)) = / = Fu)(fo— 1) dp =0,
[ |

Lema 3.7.1. Sea M = {f,} una martingala en L*(2, %, u,R). Entonces para cada

n € N se verifica

[#an=[ 5 du+§/(fk ~ fe)? dp

Demostracion: Es claro que f, = fo+> ,_(fx — fx—1). Usando la proposicién 3.7.1,
es facil ver que foU{fr — fr—1}32, es un sistema ortogonal. Entonces por el teorema

de Pytagoras
2

I£all* = = [1foll> + D I(fx = i)
k=1

fot+ > (fe = frm1)
k=1

Z/fi duz/fo2 du+§/(fk—fk-1)2 dp.

Teorema 3.7.1. Sea M = {f,} una martingala en L*(Q, %, u,R). La martingala
M es acotada en L2(2,%, u, R) si y sélo si

Z/(fk — fro1)? dp < oo, (*)

Si se verifica (*), entonces {f,} converge hacia foo € L*(2,Xe0, 11, R) en c.t.p y en

media de orden 2.
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Demostracién: Supongamos que M es acotada en £2(2, X, u,R). Usando el lema

3.7.1, se cumple para cada n € N,

y (fe = fro)? dp < [ £ du— | [ dp < oo,
z/ - / [
entonces

Z/(fk — fr—1)? dp < .
k=1

Ahora supongamos que se cumple > 22 [(fx — fr—1)? dp < co. Entonces para cada

n € N se cumple

/fi duz/f(? du+kz:/(fk—fk_1)2 du

S/f02 du+;/<fk—fk_1>2 dj < oo,

es decir, M es acotada en £2(Q, %, u,R). Por la desigualdad de Jensen, se verifica
(f1f] d/L)Q < [ f? du para toda funcién integrable, asi que

SEIND{/WI du} SSteer){\//fﬁ d#} < oo

Por lo tanto f,, — fo € L, 30, i1, R) en c.t.p. Como

n+r n
Fote = Fo=Jo+ D (fe = fi)) = fo =D _(fr = fr1)
k=1 k=1
n+r
= Z (fr = fr—1),
k=n+1

entonces por el lema 3.7.1

/ e FV = 3 / (o = fer)? dp.

k=n+1

Como Um, oo (frir — fn)? = (foo — fn)?, por el lema de Fatou
n-+r

[t = ot <timint Yo [ (= faf = > [ fir o

k=n+1 k=n+1

Como limy, oo D7 11 [(fi — fe—1)? dp = 0 por hypétesis, también se cumple

lm [ (fso — fn)? du = 0.

n—oo
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3.8. Martingalas Uniformemente Integrables

Todavia sélo hemos econtrado una condicién necesaria para garantizar la con-
vergencia de martingalas en casi todo punto. Esto no implica la convergencia en
media, la cual es necesaria para demostrar el teorema de Radon-Nikodym. Nos falta

la hypotesis de integrabilidad uniforme.

Teorema 3.8.1. Sea M = {f,} una martingala uniformemente integrable. Entonces

se cumplen;
(i) 3 foo € LD Do, 1, R) tal que limy o fo(w) = foo(w) en ct.p,
(ii) Mmyoo [ |fu(w) = foo(w)] du =0,

(iil) E(fa|Sn) = fo ¥ 1 €N,

Demostracién: Por el teorema 1.3.1, M es acotada en £}(Q, %, u, R), entonces por
el teorema 3.6.1, lim,, o fn(w) = foo(w) en c.t.p. Como (£2,%, u) es finito, por la

proposicion 1.2.1, f,, — fs en medida. Luego por el teorema de Vitali,

ti [ 1) = Fel)] di=0.

Si m > n, entonces E(f,,|2,) = f. por la propriedad (4) de las martingalas y se

l/hwuz/ﬁwu VEES,
E FE

/Efmdu—/Efoodu':

< [ 1= fl dn—0,

se cumple [, fm du — [, feo dp = [, fu dp para todo E € X,. Entonces
E(fo|Zn) = fa. u

verifica

Como

t@M—BWASéW—&WM

Teorema 3.8.2. Sean & € LY, 2, 1, R) y M = {f,,} un proceso estocdstico tal que
para cadan € Zt f, = E(¢|X,). Entonces se verifican:

(1) UMy oo fr = foo € LY, 3o, i1, R) en c.t.p,

(i1) Umy, oo [ [fn — foo| dp =0,
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(ii) foo = E(§]%c0)-

Demostracion: El ejemplo 3.2.3 demuestra que M es una martingala, y por el teore-
ma 2.3.1 M es uniformemente integrable. Entonces por el teorema 3.8.1 lim,, ., f,, =
foo € LY, 30, 1, R) en c.t.p y en media. Sea ¢ una version de E(£[X.), pode-
mos suponer que {(w) > 0 Vw € Q (en el caso general, usamos la descomposicién
£ =¢t —¢7). Entonces ¢ es positiva en c.t.p. Gracias al teorema de Beppo-Levi,
podemos definir las medidas vy : ¥oo — [0,00] v 12 : ¥oe — [0, 00] tales que
v (E) = [peduy vo(E) = [, feo du. Por la propriedad (9) del operador E( - |3g)y
el teorema 3.8.1, como E(p|Xy) = E(E(¢{|X)|Xn) = E(£]2,), st E € X, ,

mm:é¢@:4hwzékﬁpww) VEe|]JZ.
n=1

Como Uy° |3, es un 7w-sistema, por el corolario 1.1.1, 1y = 1, = ¢ = f en c.t.p.
Entonces foo = E({|Xw). [ |

Hasta ahora siempre hemos estudiado el comportamiento de los procesos es-
tocasticos cuando el n crece, es decir viajando en el futuro. De una manera similar
se puede estudiar el comportamiento de un proceso estocéastico en el pasado, con-
siderando —n en vez de n, y una sucesion decreciente de o-algebras con indices

negativos (perdiendo informacién).

Definicién 3.8.1. Sean (2,3, ) un espacio de probabilidad y {G_,}72, una suce-

sion decreciente de sub-o-dlgebras de Y. tal que
Goo=[19nC Gui)CGnC-- GICX.
n=1

Un proceso estocdstico X = {f,} : @ x N — [—00, 00| se llama martingala inversa
con respeto a ({G_,}, p) si

(i) X es adaptado a {G_,},

(i) fon, € LY, 2, u,R) V neN,

(iii) E(f—n’gf(n+1)) = f_m+) Vn €N
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Lema 3.8.1. Sean (2,%, 1) un espacio de probabilidad y {G_,}>°, una sucesion

decreciente de sub-o-dlgebras de Y tal que
Gooo=[)9nC " Gonsy CGnC--- GICL.
n=1
Supongamos que v € LY(Q, 3, u,R) y sea M = {f_,} un proceso estocdstico tal que

para cadan € N se verifica f_, = E(v|G_,). Entonces M es una martingala inversa.

Demostracion: Por hypotesis se cumplen los apartados (i) y (ii) de la definicién de

martingala inversa. Como

E(f-nlG-(n1)) = EEEIG-)IG-ni1) = E(EIG-(n11) = [-(nt1);

M es una martingala inversa. |

Teorema 3.8.3. Sea M = {f_,} la martingala inversa definida en el lema 3.8.1.

Entonces se verifican:
(1) UMy oo fon = fooo € LY, G oo, 11, R) en c.t.p,
() Wt e [ 1f 0~ f ol dp =0,

(i) f oo = E(1]G-).

Demostracion: Aplicando el lema de los cruces por arriba al proceso { fi, Gp : =N <
k < —1}, de manera andloga a la demostracién teorema de la convergencia de
martingala 3.6.1, se demuestra que f_, — f_o € L(Q,G_«, 11, R) en c.t.p. Por el
teorema 2.3.1 M es uniformemente integrable, luego f_,, — f_ en media. Para

demostrar el apartado (iii), basta ver que para cada G € G_, C G_,,, se cumple

LVW:LfMM

Cuando n — oo se cumple (iii). [ |



Capitulo 4

Aplicaciones

4.1. Ley Fuerte de los Grandes Niumeros

Vamos a aplicar la teoria de martingalas para demostrar la ley fuerte de los
grandes nimeros. Primero se demostrara la ley 0-1 de Kolmogorov (también uti-
lizando la teorfa de martingalas) que se necesitard luego. Supondremos conocido la
nocion de medida producto y el teorema de Fubini. Este teorema se utilizara en la

demostracion de la ley fuerte de los grandes nimeros. Las referencias son Williams
[6] v Ash [1].

Teorema 4.1.1. (Ley 0-1 de Kolmogorov) Sea (2,%, 1) un espacio de prob-
abilidad. Sea {f,} una sucesion de funciones ¥-medibles independientes tal que

fn: Q — [—00,00] para cada n € ZF. Si

77<: :U({fn ?zo:k:—i-l)v yT: m,];m

k=0

entonces se cumple
EeT = u(F) € {0,1}.

Demostracion: Definamos ¥, = o(fo, f1, ..., fn). Supongamos que E € 7. Claro
que xg € L1(Q, Y, i, R), entonces por el teorema 3.8.2, E(xg|2,) — E(xg|Xs0)-
Como yg es Y.,-medible, xg es una version de E(yg|X.). Para cada n € Z7,
E € 7,, entonces xg es 7,-medible, pero por hypétesis xg es independiente de
¥,,. Por la propriedad (12) de E( - |Xy), E(xg|2,) = [ xp du = p(E) para cada
n € Z*. Como E(xg|X,) — Xx&, se cumple xg = u(E) en c.t.p, lo cual implica que
u(E) € {0,1}. [ |

99
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Lema 4.1.1. Sea (Q,%, 1) un espacio de probabilidad. Sea {f,} una sucesion de
funciones Y-medibles independientes tal que f, € LY, %, u,R) para cada n €
N. Supongamos que las funciones f, sean idénticamente distribuidas. Entonces se
cumple

E(flo(S) = 2 vhe {2 n),

donde S, =1, [

Demostracion: Si B € B(R) y B, = {(z1,29,...,2,) €E Rt xy + 29+ -+ + 1, €
B} entonces S;'(B) = f '(B,) donde f = (fi, f2,..., fa). Sea v la distribucién
comun de las f;. En virtud de la hypdtesis de independencia la medida producto
po frix - xpoflesigualapo ! donde v = po f ! paracadai € {1,...,n}.

Luego se cumple para cada i € {1,...,n}

/ fidp = / xj dv(zy) - - dv(x,).
Sy 1 (B) By,

Por el teorema de Fubini, se obtiene

/ flduz/ fzdu=~~=/ fu dp,
5.1 (B) Sn'(B) S (B)

luego

E(fi|0(Sa)) = E(fa|o(S,)) = -+
= —(nE(filo(S,)) ) =

E(fnlo(Sn))

n
",

I |

Lema 4.1.2. Sea (2,3, u) un espacio de probabilidad. Sean {f,} una sucesion de

Junciones X-medibles y S, =Y _,_, fi. Entonces se cumple

U(Sn7 Sn+17 Sn+27 .- ) = U(Sna fn+17 fn+27 .. )

Demostracion: Como fu,ix = Spir — Snak—1 es claro que Sy, fni1, fri2,... son
0(Sn, Sn+1, Snte, - . .)-medibles, entonces o (S, fui1, fate,---) C 0(Sn, Snt1, Snta,---)-
De manera andloga, como Sy, 4 = Sy + fnt1+- -+ futk, las funciones S, Sp41, S, - - -

son O-(S’rn fn-i—lu fn+27 . ')_medibles) luego O-(S’n? fn-i—la f’rz+27 . ) C U(‘Snu fn+17 fn+27 e )
|
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Teorema 4.1.2. (Ley Fuerte de los Grandes Numeros) Sea (Q, %, 1) un espa-
cio de probabilidad. Sea {f,} una sucesion de funciones X-medibles independientes
tal que fn, € LY, 1, R) con [ f, du=m para cada n € N. Supongamos que las

funciones f, sean idénticamente distribuidas. Entonces se cumplen:

(i)

’ n
lim — =m en c.t.p,
n—oo N

(i)

lim

n—oo

Sh
——m’ dp =0,
n

donde S, ="\, [

Demostracion: Definamos
Gn =0(Sn, St -)s Gooo = [ | G-
n=1

Por el lema 4.1.2, G_,, = 0(Sn, fat1, fui2,--.). Notamos que o(fni1, faie,-..) €s
independiente de o( f1, Sy,), entonces por la propriedad (11) de E( - [X0), E(f1|G-) =
E(f1]|o(S,)). Luego E(f1|o(S,)) = 2= por el lema 4.1.1. Por el teorema 3.8.3, 52 =
E(f1|G_n) converge hacia f_o, € LY(Q,G o, 1, R) en c.t.p y en media. Sea N el

conjunto nulo donde no se cumple lim,,_ 22 (w) = f(w) y definamos fs en todo

tal que
iy, oo 22(w), si w € Go \ N
froow) =
0 st w € N.
Como g
ltm 22(w) = lm 1T F o)
n—oo M, n—oo n

La funcién f_ es 7-medible donde 7 = (", 0(fat1, fut2,-..). Por laley 0-1 de
Kolmogorov, pu({w € Q : f_(w) < z}) € {0,1} para cada z € R. Sea ¢ = sup{z :
p{w € Q: foo(w) < x}) = 0}. Supongamos en primer lugar que ¢ € {—00,00}.
Si ¢ = —o0, entonces p({w € Q : f_oo(w) = o0}) =1 lo cual contradice el hecho de
que f_ es integrable. Si ¢ = oo, entonces u({w € Q: f_(w) < n}) =0 para cada
n € N lo cual implica que f_,, = o0 en c.t.p y eso contradice el hecho de que f_
es integrable. Concluimos que ¢ € R, luego p({w € Q: fo(w) < c— 1}) =0 para

cada n € N. Entonces

[ (U{wEQ:f_oo(w) g-%}) —p({weQ: fo(w) < c}) =0.

n=1
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Para cada n € N también se cumple p({w € Q: fooo(w) < ¢+ 1}) = 1, entonces

" (ﬂ{w €Q: fulw) S et %}) —p({w €N falw) Sl =1,

n=1

Sn

n

por lo tanto u({w € Q: f_(w) =c}) =1, para algun ¢ € R. Como
media y | [ Sn/n du— [ foo dpl < [[Su/n — f-col dp,

mz/flduz/%duz/fooduzc,

entonces ¢ = m, lo que significa que 2= converge hacia m en c.t.p y en media. W
n

- f—oo en

4.2. El Teorema de Radon-Nikodym

En esta ultima seccién demostraremos el teorema de Radon-Nikodym usando el
teorema de convergencia de martingalas. Para simplicar la demostracion del teorema
de Radon-Nikodym, supondremos en primer lugar, que la o-algebra del espacio
de probabilidad considerado es numerable. Luego extendremos el resultado al caso

general usando como herramienta la nocién de red de Cauchy.

Lema 4.2.1. Sea (Q, %, 1) un espacio de probabilidad. Supongamos que v : 3 —

[0,00) sea una medida finita absolutamente continua con respecto a i, es decir,
wE)=0=v(E)=0 VEeX.

Entonces dado € > 0, existe 6 > 0 tal que
uwE) <d=v(E) <e VEegX.

Demostracion: Supongamos que exista € > 0 tal que para cada 0 > 0, u(E) < § =
v(E) > e. Entonces existe una sucesion { E,} C ¥ tal que u(E,) < 55 = v(E,) > ¢.
El conjunto N2, U, E, es Y-medible. Es facil ver que p (N2, U, E,,) = 0, pero
v (N2, U2, E,) > ¢ lo cual contradice la hypétesis de continuidad absoluta de v.
|

Teorema 4.2.1. Sea (2, %, 1) un espacio de probabilidad con ¥ = o({E,}), donde
E, € Q para cada n € Z*. Supongamos que v : X2 — [0,00) sea una medida finita

absolutamente continua con respecto a ji. Entonces existe g € L1(Q, 3, u, R) tal que

V(E):/gd,u VEe€X.
E
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Demostracion: Sea ¥, = o(Ey, F1, ..., E,). En este caso ¥,, = 0(P,,) donde P,, =
{A4,,, Ay, ..., A, } es una particion finita de Q. Ademés cada A,, es un dtomo, es
decir, el inico subconjunto propio ¥,-medible de cada A, es el vacio. Definamos,

fn 1 2 — [0, 00] tal que

k
fa(w) = Z Qn; X Ap, (w),

donde
v(An, .
b — I'I‘EA‘ILZi st //L(Anl) >0
l 0 st p(A,,) =0.

Es facil ver que f, es X,,-medible y integrable porque es constante sobre los atomos
de X,,.

k k
fudn= [ Y anxa, du= 3" ann(ds, 0 An) =v(A,).
An; Anj =1 i=1

Esto es claro cuando pu(A,.) >0,

J

i 1%
Z &niM(Anj N Am) =
=1

y cuando p(A,;) =0,
k
Zani,u(Anj NA,) =0=v(A,,),
i=1
por la hypdtesis de continuidad absoluta de v. Como cada E € ¥, es una unién

finita de dtomos, es decir E' = Uj_jA,, (con A, N A,, = () para cada i # j), se

cumple

[ duzg [ 5 dﬂ:gw (UA) _ B,

Supongamos que m < n, entonces >, C %, y se verifica

/Efndu:y(E):/Efmdu V E €S,

con lo cual, E(f,|%) = fm v por la propriedad (4) de las martingalas, M = {f,}
es una martingala. Claro que M es no negativa, entonces por el corolario 3.6.1,
fn — foo € LY, 20, 1, R) en c.t.p. Dado € > 0, por el lema 4.2.1, existe § > 0
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tal que p(E) < § = v(E) < e. Como v(§2) < oo, existe ¢ > 0 tal que 22 < §. Sea

t
E,={weQ: f,(w) >t} € X,. Por la desigualdad de Chebyshev,

u(E) < 3 [ fuan=" <5

lo cual implica que para cada n € Z*
frn du=v(E;) <e.
Ey
Entonces M es uniformemente integrable. Por el teorema 3.8.1, f,, — f- en media
vV E(fw|Xn) = fn para cada n € Z*. Sea f(') foo dp una medida sobre Y. Es claro
que

/food,LL:V(E) VEEGEM
E

n=0

entonces por el corolario 1.1.1,

/food,u:V<E) VEEY,=2X.
E
|

Antes de demostrar la versién general del Teorema de Radon-Nikodym conviene
definir algunas nociones de anélisis funcional. Un conjunto D se dice dirigido si

existe una relacion de orden parcial < sobre D tal que se verifica
a,feD=3dveDtalquea<vyy [B=<7.

Una red en un conjunto X es una funcién ¢ : D — X donde D es un conjunto
dirigido. Denotaremos la red ¢ por {z,}aecp, donde z, = ¢(a). Si (X,d) es un
espacio métrico, diremos que ¢ es una red de Cauchy en (X, d) si para cada € > 0,

existe a € D tal que se verifica

B,v € Dia < B,a =y = d(¢(B), ¢(7)) <e.

Sean (€2,%, 1) un espacio de probabilidad y II el conjunto de las particiones
finitas de €2 perteneciendo a . Dirijamos el conjunto Il por refinamiento, es decir,
dado los elementos I', A € II, I' < A significa que cada E € I' es uniéon de algunos
conjuntos de A. Sea 7 € II y consideremos la funcién simple fr = > .. apXxg
donde
Zgg si u(E) >0
0 si u(E) =0,

con v siendo una medida finita sobre ¥, absolutamente continua con respecto a pu.

g —
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Lema 4.2.2. La funcién ¢ : 11 — LY(Q, 3, u,R) tal que ¢(w) = f. es una red de

™

Cauchy.

Demostracion: Supongamos que exista € > 0 tal que para cada I' € II podemos
encontrar A, T € I tal que ' < A, ' < Ty [|fa — fr| du > €. Por la desigualdad

triangular se verifica

€§/|(fA—fr)+(fr—fT)| du§/|fA—fr| du+/|fr—fr| dy

< 2mae ([ \fs = sl du [ 1fc = ] du).

Luego o bien [|fa — fr| du > § o bien [|fr — fy| du > §. Entonces para cada

[' € IT podemos encontrar ® tal que I' < & y verificando

/|fr—f<1>\ d#Z% (%).

Fijemos ®; € II en virtud de (x). Entonces existe ® tal que ®; < &y y verificando
J | fo, = fo,| du > §. De forma inductiva obtenemos una sucesiéon {®,} tal que
Py < &y < P3--- y verificando [ |fe, — fo,,.| du > § para cada n € N. Es claro
que {o(®P,)} es una filtraciéon de (2, X, p) con ®,, € II para cada n € N. Razonando

como en la demostracion del teorema 4.2.1 se verifica

/fq,n du_/fq>n+1 d,u \V/EEO'((I)n),
E E

luego {fs,} es una martingala uniformemente integrable entonces por el teorema
3.8.1

nhjlgo/ \fo, = fo,.1| dpp =0,

lo cual es una contradiccion. [ ]

Teorema 4.2.2. (Teorema de Radon-Nikodym) Sea (2,3, 1) un espacio de
probabilidad. Supongamos que v : 3 — [0,00) sea una medida finita absolutamente

continua con respecto a ji. Entonces existe g € ,Cl(Q, Y, 1, R) tal que

V(E):/gd,u VEecX.
E
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Demostracidn: Por el lema 4.2.2 {f._},cn es una red de Cauchy en L'(Q, 3, u, R).
Como L'(Q,3, 4, R) es un espacio de Banach, dado € > 0, existe f € £L1(Q2, 3, u, R)
tal que podemos encontrar I' € IT verificando I' < m => [ |fx — f| duu < e. Como

'/fwdu—/fdu’S/!fn—f|d/¢<e,

{[ fx dp}ren es una red de Cauchy en R que converge hacia [ f du. Sea I' € 1I,
razonando como en la demostracion del teorema 4.2.1, vemos que si ® € II tal que

<o
[sdn=v®)= [ foan  vEEoM.
E E

Dejando fijo I' y pasando al limite de la red se obtiene

[ran=ip [ fudu= [ g vEeom,

luego E(flo(T)) = fr.
Sean A un elemento arbitrario de ¥ y I' = {A, A°} € II. Entonces se verifica

/AfdMZ/AdeMZV(A)-
|

Para demostrar el teorema de Radon-Nikodym en el caso donde i y v son medidas
o-finitas, basta formar una particiéon de €2 donde p y v son finitas sobre cada atomo

y luego aplicar el teorema 4.2.2.
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