A

Sucesiones y series de funciones

Convergencia puntual y convergencia uniforme. Condicion de Cauchy y criterio
de Weierstrass. Teoremas sobre continuidad, derivabilidad e integrabilidad del
limite de una sucesion de funciones. Versiones para series

En este capitulo, que se desarrolla en el ambito de las funciones reales de una
variable real, se estudia cuando el limite de una sucesiéon de funciones continuas, in-
tegrables o derivables hereda la correspondiente propiedad. Ejemplos sencillos mues-
tran que la convergencia puntual es insuficiente para este proposito, y este inconve-
niente motiva la introduccién de la convergencia uniforme, con la que se consigue la
conservacion de la continuidad, de la integrabilidad, asi como el paso al limite bajo
la integral (teoremas [A.q y [A.7). El tercer resultado central de este capitulo (teore-
ma [ATT)) se refiere a la derivabilidad del limite de una sucesién de funciones, y a la
validez de la derivabilidad término a término (la derivada del limite es el limite de
las derivadas). Para este resultado la hipétesis adecuada es la convergencia uniforme
de la sucesién de derivadas junto con la convergencia de la sucesién en algtin punto.

Estos resultados tienen sus correspondientes versiones para series de funciones
y para establecer la convergencia uniforme de estas series son muy ttiles el criterio
de Weierstrass, y los criterios de Abel y Dirichlet. La trascendencia del criterio de
Weierstrass se pone de manifiesto al utilizarlo para definir funciones patoldgicas,
como el célebre ejemplo de Weierstrass de una funcién continua que no es derivable
en ningun punto.

En relacion con el problema del paso al limite bajo la integral se mencionan
en este capitulo, sin demostracion, otros resultados més generales que garantizan el
paso al limite bajo una integral impropia en términos de la existencia de una funcion
dominadora (un anticipo modesto de los potentes resultados que proporciona la
integral de Lebesgue). Aunque no se demuestren estos resultados se ven algunos
ejemplos de aplicacion y se proponen algunos ejercicios sobre este asunto.
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A.1. Convergencia puntual y uniforme

Una sucesion de funciones f,, : T'— R definidas en un conjunto 7" C R se dice
que converge puntualmente cuando para cada ¢t € T la sucesiéon de ntimeros reales

fn(t) es convergente. En este caso el limite puntual de la sucesién f,, es la funcién
f:T — R definida por f(t) = lim,, f,(t).

Ejemplo A.1 La sucesion f, : [0,1] — R, f.(t) = t", converge puntualmente
hacia la funcion discontinua f :[0,1] — R, que vale 0 si 0 <t <1,y f(1)=1.
(Véase Fiqura 1]).

Si f es el limite puntual de f,, dados t € T, y € > 0 existe n(e,t) € N tal que
n > n(et) = |fu(t) — f(t)| < e. Es decir, la e-aproximacién al limite se consigue a
partir de un valor de n que depende de t. Al considerar otro punto ¢ € T, puede
ocurrir que con este valor de n no se logre la aproximacién |f, (') — f(t')| < €, vy
sea necesario avanzar mas en la sucesién hasta conseguirla. En el ejemplo [A]] se
aprecia graficamente que al tomar puntos ¢ cada vez més proximos a 1 la sucesién
fn(t) va tardando més tiempo en entrar en el entorno (—¢,€) de su limite f(¢) = 0.
Con este ejemplo se pone de manifiesto que la convergencia puntual no garantiza la
continuidad del limite de una sucesién de funciones continuas.

El ejemplo que sigue muestra que la convergencia puntual tampoco garantiza la
integrabilidad del limite de una sucesion de funciones integrables.

Ejemplo A.2 Sea {r, : n € N} una enumeracion de QN [0,1], y f, : R = R
definida por fo(v) =1 siz €{ry: 1<k <n}, fo(lz)=0sizg{r,:1<k<n}.
Cada f, es integrable Riemann en [0,1] con fol fat)dt = 0, pero la sucesion f,
converge puntualmente hacia la funcion no integrable

fle)=1sizeQ, f(z)=0siaz ¢Q

Con el siguiente ejemplo (véase ([f] prob.12, pag. 222) queda patente que el paso al
limite bajo la integral tampoco es licito cuando la funcién limite es integrable y la
convergencia es puntual.

Ejemplo A.3 Si p > 1, en el intervalo [0,1] la sucesion f,(zr) = nPx(l — z*)"
converge puntualmente hacia la funcion idénticamente nula f = 0. Sin embargo no
converge hacia 0 = fol f(z)dz la sucesion de las integrales, ya que

1 P (1 — p2)ntl 1 p
/ (] — a?ydy = | A= T
0 2 n+1 o 2(n+1)

(Véase Figura 2].)

En los teoremas [A.§ y [A.] veremos que con la nocién de convergencia uniforme, for-
mulada en la siguiente definicion, se evitan las patologias de los ejemplos anteriores
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Definicién A.4 Se dice que la sucesion f, : T — R converge uniformemente hacia
f:T — R si para cada € > 0 existe n(e¢) € N (que depende sélo de €) tal que para
todo n > n(e) y todo t € T se cumple |fn(t) — f(t)| < e.

Es inmediato que la convergencia uniforme implica la convergencia puntual y el
ejemplo [A1] pone de manifiesto que el reciproco es falso. La convergencia uniforme
es mas fuerte que la convergencia puntual porque en ella el valor de n a partir del
cual se consigue la aproximacién prefijada |f,(t) — f(t)| < €, es independiente del
punto t € T, es decir, se exige aproximacion uniforme al limite en todos los puntos.

Si K C Ty lasucesién f,|x converge puntualmente (resp. uniformemente) se di-
ce, mas brevemente, que la sucesion f,, converge puntualmente (resp. uniformemente)
sobre K. Con el fin de formular la condicién de convergencia uniforme de modo mas
conciso conviene introducir la siguiente notacién: Si K C T, dadas f,g : T' — R,
definimos pk (f,g) = sup{|f(t) — g(t)| : t € K} < +o0. Ahora, el hecho de que la
sucesion f, : T' — R sea uniformemente convergente hacia f : T — R se escribe en
la forma lim,, pr(f,, f) = 0. Andlogamente, la convergencia uniforme sobre K C T
se expresa mediante la condicién lim,, pg (f,, f) = 0.

A veces ocurre que una sucesiéon de funciones f,, : T'— R, no converge unifor-
memente sobre todo T, pero la convergencia es uniforme sobre cada conjunto A de
cierta familia A de subconjuntos de T'. En ese caso se dice que la sucesién converge
uniformemente sobre los conjuntos de A. Como caso particular, cuando A es la fa-
milia de los subconjuntos compactos de 7', se habla de convergencia uniforme sobre
compactos.

Proposicién A.5 [Condicién de Cauchy| Una sucesion de funciones f, : T — R
converge uniformemente sobre K C T si y solo si cumple:
Para cada € > 0 existe n(e) € N tal que [k >n > n(e), t € K] = |f.(t)— fr(t)] < e.

DEeEM: La demostracion de que la condicién es necesaria es inmediata y se deja al
cuidado del lector. La condicion es suficiente: La sucesion es puntualmente conver-
gente porque, para cada t € K, la sucesién f,(t) cumple la condicién de Cauchy.
Sea f : K — R el limite puntual de la sucesion. Veamos que la convergencia es uni-
forme. Dado € > 0, si k > n > n(e), para todo t € K se cumple |f,,(t) — fi(t)| < e
Fijando t € K y pasando al limite cuando & — + oo la desigualdad se convierte en
|fu(t) — f(t)| <€, que resulta vélida para todo t € Ky todo n > n(e). |

OBSERVACION: La condicién de Cauchy para la convergencia uniforme sobre K C T'
se puede expresar de modo conciso asociando a la sucesién de funciones f, : T'— R
la sucesion numérica a,, = supy~,, Sup;c g | fn(t) — fi(t)] < 400. Asi la condicién de
Cauchy para la convergencia uniforme sobre K equivale a que lim, c,, = 0. Basta
observar que la implicacion [k > n > n(e), t € K] = |[f.(t)— fu(t)| < €se traduce
en la forma siguiente: n > n(e) = 0 < a, <e.
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A.2. Continuidad, derivabilidad e integrabilidad
del limite

Teorema A.6 Sila sucesion f, : T — R converge uniformemente hacia f : T — R
y cada f, es continua en a € T entonces el limite f también lo es. En particular, si
las funciones f,, son continuas en todo punto, el limite uniforme f también lo es.

DeEwm: Dado ¢ > 0, en virtud de la convergencia uniforme, existe m € N tal que
para todo t € T' se cumple |f,,(t) — f(t)| < €/3. Por la continuidad de f,, en a,
existe 7 > 0 tal que si |t —a| <7yt €T se cumple |f,(t) — fi(a)] < €/3, luego

£ (&) = f(a)] < [f(8) = fm O] + | (t) = fm(a)| + | fm(a) = fla)] < e u

Obsérvese que, en las condiciones del teorema anterior, para conseguir la continui-
dad del limite f en un punto concreto a € T basta suponer que las funciones de
la sucesion son continuas en a y que la convergencia de la sucesion es uniforme en
V,NT donde V, es un entorno de a. Por lo tanto la continuidad global del limite f se
conseguira cuando las funciones de la sucesién sean continuas en todo punto y cada
a € T tenga un entorno abierto V, tal que la sucesion sea uniformemente convergente
sobre T'N V,. Cuando ocurra esto diremos que hay convergencia uniforme local. Es
claro que la convergencia uniforme sobre todo T implica la convergencia uniforme
local pero la afirmacién reciproca es falsa: La sucesion considerada en el ejemplo [A.]]
no converge uniformemente sobre 7' = (0, 1), pero para cada a € (0, 1), la sucesiéon
converge uniformemente en (¢ —r,a +17) C (0,1), donde 0 <a—r <a+r <1.

Es facil ver que la convergencia uniforme local implica la convergencia uniforme so-
bre compactos y que el reciproco es cierto cuando 7' C R es un intervalo.

Teorema A.7 Sea f, : [a,b] — R una sucesion de funciones integrables Riemann
que converge uniformemente hacia f : [a,b] — R. Entonces [ es integrable Riemann

en la,b] y [V f(t)dt = lim,, [7 f,(t)dt.

DEM: Sabemos que la sucesion p,, = sup{|f.(t) — f(t)| : t € [a,b]} < +00, converge
hacia 0, luego existe ng tal que p, < +o0o, para todo n > ny. Paran > ngy
todo t € [a,b] se cumple f,,(t) — p, < f(t) < fu(t) + pn, luego f es acotada en [a, b].
Ademas, para todo n € N, en virtud de la monotonia de la integral inferior y de la
integral superior se cumple

/a (ult) — o)t < L féffé / (ult) + po )

0§ff—£f§2pn(b—a)

y pasando al limite se obtiene f; f= fab f, es decir, f es integrable sobre [a, b].

luego
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Por otra parte, usando la desigualdad |f(t) — f.(t)| < pn, vélida para todo
t € [a,b], y todo n € N, resulta

/abfn(t)dt— /abf(t)dt’ < /ab|f(t) — fu@®)|dt < pu(b—a)

luego, lim, fab fn(t)dt = f;f(t)dt. ]

La sucesiéon del ejemplo pone de manifiesto que en el teorema anterior la
hipotesis de convergencia uniforme es esencial para conseguir la integrabilidad de la
funcién limite. Por otra parte, el ejemplo [A.J muestra que el paso al limite bajo la
integral tampoco es licito cuando el limite es integrable y s6lo se supone convergencia
puntual. Cuando la funcién limite es integrable Riemann los siguientes resultados
(teoremas [A.§ y [A.9) garantizan el paso al limite bajo la integral con hipdtesis més
débiles que la convergencia uniforme.

Teorema A.8 Sea f, : [a,b] — R una sucesion de funciones integrables Riemann
que converge puntualmente hacia una funcion integrable Riemann f : [a,b] — R. Si
la sucesion f, es uniformemente acotada, (existe C > 0 tal que |f,(t)] < C para

todo t € [a,b], y todo n € N) entonces, f;f = lim,, fab fn-

Recordemos que f : («a, ) — R se dice que es localmente integrable (Riemann)
cuando es integrable Riemann sobre cada [a,b] C (a, 3). En lo que sigue diremos
que la sucesion f, : (a, 3) — R estd dominada por la funcién g : («, 5) — [0, +00)
cuando para todo t € («, 3) y todo n € N se cumple | f,,(¢)| < g(t).

Teorema A.9 Sea f, : (a, ) — R una sucesion de funciones localmente integra-
bles que converge puntualmente hacia una funcion f : («, ) — R localmente inte-
grable. Se supone que

i) Las integrales impropias ff fu(t)dt son absolutamente convergentes.

i1) La sucesion f, estd dominada por una funcion localmente integrable Riemann

g:(o,3) — [0,+00) con ffg(t)dt < +o0.
Entonces la integral impropia ff f(t)dt es absolutamente convergente y se verifica

J2 f(t)dt = Yim,, [7 f.(t)dt.

La demostracién directa de los teoremas [A-§, [A.9, con los recursos propios de la
integral de Riemann es técnicamente complicada y no la expondremos aqui. Estos
dos teoremas son versiones particulares de resultados generales sobre la integral de
Lebesgue que el lector interesado puede consultar en el capitulo 10 de [Jf]. Espera-
mos que estos resultados sirvan de motivacién para que el lector se interese por la
integral de Lebesgue, mas potente y flexible que la de Riemann.

Con los teoremas [A.Q y [A7] ha quedado establecido que la continuidad y la
integrabilidad Riemann se conservan por convergencia uniforme. No ocurre lo mismo
con la derivabilidad, como se vera més adelante en el ejemplo [A.T7. Incluso cuando el
limite es derivable, no se puede garantizar que la derivada del limite de una sucesion
uniformemente convergente sea el limite de las derivadas:
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Ejemplo A.10 La sucesion f,(x) =
la funcion idénticamente nula, f(x)

z/(1 + n®z?) converge uniformemente hacia
= 0,
f1(0) =1 no convergen hacia f'(0) = 0.

pero en el punto x = 0, las deriwadas

En efecto, es claro que la sucesién de este ejemplo converge puntualmente hacia la
funcién nula f(z) =0, y es facil ver que la funcién |f,,(x) — f(x)| = | fn(x)] alcanza
un méximo absoluto en z = 1/n, luego sup{|f,(z)— f(z)| : 2 € R} = | f(1/n)| = 5=,
de donde se sigue que la sucesion f,, es uniformemente convergente. Sin embargo la

sucesién f!(0) = 1 no converge hacia f'(0) = 0. n

Segun los ejemplos A.T7 y [A-I( para conseguir un resultado sobre derivacién término
a término de una sucesién de funciones, la convergencia uniforme de la sucesién no
es la hipotesis adecuada. Segun el siguiente teorema las hipdtesis adecuadas son la
convergencia de la sucesion en algin punto y la convergencia uniforme de la sucesion
de derivadas

Teorema A.11 Sea f, : (a,b) — R una sucesion de funciones derivables en un
intervalo acotado (a,b) C R, que converge en algin xy € (a,b). Si la sucesion de
derivadas f] converge uniformemente en (a,b) entonces la sucesion f, converge
uniformemente en (a,b) hacia una funcién derivable f : (a,b) — R, y para todo
x € (a,b) se cumple lim,, f(z) = f'(x).

DEM: Consideremos la sucesién de funciones continuas g, : (a,b) — R,

() = fnlo)

v — 7o si @ # o, gu(20) = f1,(20)

gn(x> =

(la continuidad de g, en xy es consecuencia de la definicién de derivada, y la conti-
nuidad en los restantes puntos es inmediata).

a) La sucesién g, converge uniformemente en (a,b), pues cumple la condicién de
Cauchy para la convergencia uniforme [A.5:

Sip>gq,yx # x € (a,b), aplicando el teorema del valor medio a la funcién
derivable f, — f, en el intervalo de extremos x, o podemos escribir

(fo(®) = fo(x)) — (fp(wo) — fy(w0)

T — X

gp(T) — gg(w) = = f;/)(f) - f;(g)
donde ¢ es un punto del intervalo de extremos x, xg. Por otra parte, cuando x = x,
se tiene g,(z0) — gq(z0) = f1(20) — fi(20), luego, para todo x € (a,b) se cumple

19p(x) — gq()| < sup{[f,(t) = fo()| : t € (a,b)}

Como la sucesion f), verifica la condicién de Cauchy para la convergencia uniforme
en (a,b), esta desigualdad implica que la sucesién g, también la cumple.

b) Sea yo = lim,, f,(x9) ¥y ¢ : (a,b) — R la funcién continua que se obtiene como
limite uniforme de la sucesion de funciones continuas g,. Utilizando que la funcién
(x—xz0) es acotada en el intervalo acotado (a, b) se obtiene facilmente que la sucesién
fn(x) = fulzo) + (x — 20)gn(x) converge uniformemente en (a,b) hacia la funciéon

379



LECCIONES DE ANALISIS MATEMATICO IT  G. Vera

f(x) = yo + (x — 29)g(x). Como f(zy) = yo, y g es continua en xy se sigue que

existe el limite F() — flao)
; r)— J{ZTo ;
x li>IrlCvo T — T I li>rnivo g(x) N g(l'o)
luego f es derivable en zg y f'(x¢) = g(z0) = lim,, g,,(x) = lim,, f (o).

Queda demostrado que f es derivable en xg, y que f'(x¢) = lim, f!(x¢). Como
ya hemos visto que f,(t) converge en cada t € (a,b), reemplazando zo por ¢ en
toda la demostracién anterior, se obtiene que también existe la derivada f'(t), y que
F1(t) = tim, f1(0).

NOTA: Anadiendo la hipétesis de que las derivadas f;, son continuas, siguiendo el
siguiente esquema se puede dar una demostracién mas breve: Sea yo = lim,, f,,(zo).
Segun el teorema [A.{, la funcién ¢(t) = lim, f/(t) es continua en (a,b), luego
f(x) =yo+ ffo ©(t)dt es una funcién derivable en (a, b), con derivada f'(x) = ¢(x).
Por otra parte, usando la representacién integral f,(x) = f,.(zo) + f;} fL(t)dt se
demuestra facilmente que la sucesion f,, converge uniformemente hacia la funcion f.
Entonces, en virtud del teorema fundamental del calculo, se concluye que en cada

€ (a,b), f es derivable y f'(z) = ¢(x) = lim, f!(z). u

La demostracién del tultimo teorema muestra que para una sucesién f,, de funciones
derivables en un intervalo (a, b), la convergencia uniforme de la sucesién de derivadas
f] se transmite a la sucesion f,,, bajo la hipétesis de que esta sucesién sea convergen-
te en algin punto. Por otra parte, ejemplos sencillos muestran que la convergencia
uniforme de una sucesion de funciones derivables no garantiza la convergencia uni-
forme de la sucesién de derivadas (véase el ejercicio resuelto [A.21)). El siguiente
ejemplo es mas sorprendente: Una sucesion de funciones derivables uniformemente
convergente tal que la sucesiéon de derivadas no converge en ningin punto.

Ejemplo A.12 La sucesion f,(r) = [sen(2mnz)|/\/n converge uniformemente en
R hacia la funcion nula, pero la sucesion de las derivadas f!(x) = 2m\/n cos(2mnz)
no converge en ningin punto.

DEM: La sucesiéon de las derivadas f!(z) = 2my/ncos(2mnx) no es convergente
cuando x es racional, pues si x = p/q, donde p,q € Z, ¢ > 0, con ny = kq se obtiene
la subsucesion  f;, (z) = 2m/ny, cos(2mkp) = 2my/nx  que no es convergente.
Consideremos ahora el caso z ¢ Q. Dado € € (0, 1), usando la continuidad uniforme
de la funcién cost podemos encontrar 4 > 0 que cumple

|s —t] <6 = |coss —cost| < e

Utilizamos ahora la siguiente propiedad de los niimeros irracionales cuya demostra-
cién se verd después: Six € Q el conjunto Ag(z) ={n € N:Im € Z |nx—m| < 3}
es infinito para cada 3 > 0. Usando esta propiedad con # = /27, obtenemos la
subsucesion f,, (z), donde {n; < ny < nzg < ---} = Ag(x). Segun la definicién
de Ag(x) para cada k € N existe my € Z verificando |ngx — mg| < [, es decir,
|2mngx — 2mmy| < 273 = 0, luego |cos(2mngz) — 1| < ¢, de donde se sigue que
cos(2mngx) > 1 — e > 0. Por lo tanto la sucesién f/ () no es convergente porque
tiene una subsucesion f,, () = 2m,/ny, cos(2mngx) > 27 (1 — €)/nk que no converge.
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Para terminar demostramos la propiedad de los irracionales que hemos usado.
Sea v ¢ Qy 8 > 0. Es claro que para cada cada k € N existe ¢ € Z tal que
ar = qr + kx € [0,1). Sim € Ny 1/m < 3, descomponiendo el intervalo [0, 1] en
m subintervalos contiguos de longitud 1/m, es claro que alguno de los subintervalos
contiene dos puntos distintos o, a; con 1 <14 < j < m+1, luego |a;—a;| < 1/m < g,
es decir |¢; — ¢; + (i — j)z| < B, y esto demuestra que (i — j) € Ag(x). Asi queda
justificado que Ag(z) # 0 para cada § > 0. Para ver que Ag(z) es infinito no es
restrictivo suponer la condicién 0 < § < 1/2 y asi tenemos garantizado que para
cada ny € Ag(x) existe un inico my, € Z verificando |ngz —my| < 8. Razonamos por
reduccién al absurdo suponiendo que el conjunto Ag(x) = {ny <ngy <--- < n,}es
finito. Como z ¢ Q podemos elegir un nimero 0 < n < min{|ngr —mg| : 1 < k < p}
para el que se cumple que A, (x) # (. Obsérvese que, en virtud de la unicidad de los
my, antes mencionada, la eleccién de n garantiza que Ag(x) y A, (z) son disjuntos.
Por otra parte, al ser n < [ se debe cumplir que ) # A, (z) C Ag(x) y con esta
contradiccion termina la demostracion. ]

A.3. Series de funciones

Hasta ahora s6lo hemos considerado sucesiones de funciones reales definidas en
un subconjunto 7' de la recta real. Es claro que las nociones de convergencia puntual
y uniforme se extienden de forma natural al caso de funciones con valores complejos
fn T — C definidas en un conjunto arbitrario 7'. En esta situacién més general
es obvio que sigue valiendo la condicion de Cauchy para la convergencia uniforme.
También sigue valiendo el teorema de conservaciéon de la continuidad [A.0, siempre
que tenga sentido hablar de continuidad, como ocurre cuando 7T es un subconjunto
de C (o més generalmente, un espacio métrico). En lo que sigue, con el fin de poder
considerar més adelante las series de potencias de variable compleja, consideraremos
siempre series » - | f,(t) de funciones f,, : T — C, definidas en un conjunto 7', que
habitualmente sera un subconjunto de R ¢ C.

En esta situacion la definicién de convergencia uniforme tiene su correspondien-
te versién para series Y | f,(t), formulada en términos de la sucesién de sumas
parciales S,, = 2?21 fj- Se dice que una serie converge uniformemente sobre K C T
cuando la sucesién de sus sumas parciales converge uniformemente sobre K. El si-
guiente resultado es muy t1til a la hora de establecer la convergencia uniforme de
una serie:

Teorema A.13 [Criterio de Weierstrass| Una condicion suficiente para que la serie
Yoo fu(t) de funciones f, : T — C sea uniformemente convergente sobre K C T
es que exista una serie numérica convergente y | p, verificando: | f,(t)| < p, para
todot € K y todo n € N.

DEM: Basta demostrar que la sucesién de sumas parciales S, (t) = > 7, f;(t) cumple
la condicion de Cauchy para la convergencia uniforme sobre K, es decir, que la
sucesion numérica o, := SUpPy~., SUPex |Sn(t) — Sk(t)| converge hacia 0. Obsérvese
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que para todo k > n y todo t € K se cumple

k k k
5.0~ S0l =1 3 Ko< S Ih0l< S o
j=n+1 j=n+1 j=n+1
luego 0 < o, < Z;’;nﬂ p;, de donde se sigue que lim,, a;, = 0. [ ]

Cuando se aplica el criterio de Weierstras, ademas de la convergencia uniforme se
obtiene la convergencia absoluta de la serie, de modo que este criterio no sirve pa-
ra obtener convergencia uniforme de series que no son absolutamente convergentes.
Para establecer la convergencia uniforme de series de funciones que no son absoluta-
mente convergentes son muy utiles los criterios de Dirichlet y Abel, recogidos en los
siguientes teoremas cuya demostracion se basa en la siguiente formula de sumacion
parcial, cuya comprobacion se deja al cuidado del lector:

Dadas dos sucesiones finitas de niumeros reales (o complejos) {a; : 1 < j < n},
{b; : 1 <j <n}, paran > 2 se verifica

n—1 n ]
Sn = a’TLBn + Z B](a] - aj+1), donde Sn = Zakbk7 _B‘7 = Z bk‘
J=1 k=1 k=1

Teorema A.14 [Dirichlet] Una serie de la forma Y ' a,(t)bu(t), cona, : T — R,

b, : T — C, converge uniformemente sobre K C T cuando se cumple a) y b):
a) La sucesion B, (t) = >_7_, bj(t) estd uniformemente acotada sobre K C T
b) La sucesion a,(t) es mondtona decreciente para cadat € K y converge uniforme-

mente hacia 0 sobre K.

DEM: Por hipétesis existe M > 0 tal que | B, (t)| < M paratodon € Ny todot € K
y la sucesion p, = sup,cx |an(t)| converge hacia 0. Segin la féormula de sumacién
parcial las sumas S,,(t) = > _, ax(t)by(t) se pueden escribir en la forma

Sult) = an(t)Ba(t) + ) Bi()(a;(t) — aja (1))

Para cada t € K la sucesién a,(t)B,(t) converge hacia 0 (porque es el produc-
to de una sucesién acotada por una sucesién que converge hacia 0) y la serie
> i1 Bj(t)(a;(t) — aj41(t)) es absolutamente convergente porque

ZIB |(a;(1) = a;a (V)] < M Z a;(t) = a1 (1)) = May (t)

Se sigue que la sucesién de sumas parciales S,,(t) converge puntualmente en K hacia
la funcién S(t) = 372 Bj(t)(a;(t) — a;j11(t)) que verifica [S(t)] < May(2).

Para terminar debemos demostrar que la sucesién S,,(t) converge hacia S(t)
uniformemente sobre K. La serie Y 72 . a;(t)b;(t) cumple las mismas hipdtesis que
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la serie original, la tnica diferencia es que ahora las sumas B () = >0 ., b;(t)

estan uniformemente acotadas sobre K por la constante 2M. Segun el razonamiento
anterior esta serie converge puntualmente sobre K y para todo t € K se verifica

S as(0h5(0)] < 2Mapii (1) < 2M s
Jj=m+1
luego
() = Sm(®)] = | Y a;()b; ()| < 2Mpmi
j=m+1
y asi se obtiene que la sucesién 5, converge uniformemente sobre K. ]

Teorema A.15 [Abel] Una serie de la forma 3% a,(t)ba(t), con a, : T — R,
b, : T — C, converge uniformemente sobre K C T cuando se cumple a) y b):

a) La serie Y, b,(t) converge uniformemente sobre K C T.

b) La sucesion a,(t) es mondtona decreciente para cadat € K y estd uniformemente
acotada sobre K.

DEM: La idea de la demostracion consiste en utilizar la férmula de sumacion parcial
para ver que la sucesién de sumas parciales S, (t) = >_7_, a;(t)b;(t) cumple la con-
dicién de Cauchy para la convergencia uniforme sobre K. Asi, para m > n la suma

Sm(t) = Su(t) = >0, 11 a;(t)b;(t) la podemos escribir en la forma

Sm(t) = Sn(t) = am () Bum (1) + 2 By (t)(a;(t) = aj41(t))

j=n+1

donde B,;(t) = i:n-l—l bi(t). Segun las hipétesis existe C' > 0 tal que |a;(t)] < C
para todo t € K y todo 7 € N y ademés la serie Zj; b;(t) converge uniformemente
sobre K, lo que significa (segun la condicién de Cauchy) que para cada € > 0 existe
n(e) € N tal que [j > n > n(e), t € K| = |B,;(t)] < e. Entonces, usando la
desigualdad triangular, se obtiene

m—1

[Sn(t) = Su(t)] < elam(®)] + D elaj(t) = az (1))

j=n+1

Teniendo en cuenta Z;’;ﬂrl(aj(t) —aj41(t)) = an+1(t) — an(t) se obtiene que
|Sim(t) — Sn(t)] < 3Ce

Como esta desigualdad es valida para m > n > n(e) y todo t € K queda establecido
que la sucesién de sumas parciales S,(t) cumple la condicién de Cauchy para la
convergencia uniforme sobre K. [

Los resultados sobre continuidad, integrabilidad y derivabilidad del limite de una
sucesién de funciones [A.6, [A.7,A.1] tienen su correspondiente versién para series
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Yo fa(t) de funciones reales f, : [a,b] — R. Las versiones para series se obtienen
de modo inmediato considerando la sucesién de las sumas parciales. A titulo de
ejemplo estableceremos el resultado referente a la integral de la suma de una serie
dejando al cuidado del lector los referentes a continuidad y derivabilidad de la suma.

Proposicién A.16 Sea > f.(t) una serie de funciones f, : [a,b] — R inte-
grables Riemann. Si la serie converge uniformemente entonces la suma f(t) =

> oo fa(t) es integrable en [a,b] y se cumple fabf =3, fab f-

DEM: La sucesién S, = 7, f;, converge uniformemente sobre [a,b] hacia f,

y en virtud de [A7] la sucesién f; S, = Z;;l(f; fj) converge hacia f:f luego
0o b b

ZTLZlfafn:faf‘ | ]

Funciones patolégicas definidas por series. En 1875 Weierstrass descubri6 el
siguiente ejemplo una serie uniformemente convergente de funciones indefinidamente
derivables cuya suma es continua pero no es derivable en ningin punto.

Ejemplo A.17 [Weierstrass| Si m € N es impar y 2m > 2mb > 2 + 3w, entonces
la serie f(z) = > p b cos(mFra) converge uniformemente y define una funcidn
continua acotada f : R — R que no es derivable en ningun punto.

(Véase Figura 3))

La convergencia uniforme de la serie que interviene en el ejemplo anterior es
consecuencia directa del criterio de Weierstrass ya que, al ser 0 < b < 1, la serie
geométrica Y -, b* es convergente, y es claro que para todon € N, y todo v € R
se cumple |b* cos(m*mz)| < bF. Como la serie estd formada por funciones continuas,
aplicando el teorema [A.f a la sucesién de sumas parciales S,(z) = > ;_; fi(z)
se obtiene la continuidad de f. El hecho sorprendente de que esta funcién no sea
derivable en ningin punto es mas dificil de establecer, y remitimos a la pagina 258
del libro [[[4], donde el lector interesado puede encontrar una demostracién.

En 1916 Hardy logré demostrar que lo que ocurre en el ejemplo se sigue
cumpliendo cuando sélo se supone que m > mb > 1. Hardy también proporcioné otro
ejemplo, similar al de Weierstrass, que resolvia una conjetura de Riemann: La su-
ma de la serie uniformemente convergente > > n~?sen(mn’z) define una funcién
continua que no es derivable en ningin punto. Las sucesivas sumas parciales de esta
serie se pueden visualizar en f T ))E ) H 3))E 4]) E5]))H 6))

El siguiente es el clasico ejemplo de Peano de una trayectoria continua y plana
cuya imagen llena un cuadrado. Los detalles se pueden ver en [P pag 225.

Ejemplo A.18 Sea ¢ : R — R la funcion continua periddica de periodo 2, cuya
restriccion al intervalo [0, 2] viene dada por

et)=0 s tel]0,1/3]U[5/3,2] o(t)=3t—1 si te[l1/3,2/3]
et)y=1 si te[2/3,4/3] p(t)=5—-3t s te[4/3,5/3]
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Para cada t € [0,1] sea x(t) = D00 27"(3* %), y(t) = Do, 2 "p(3* ).
Entonces £(t) = (x(t),y(t)) define una funcién continua £ : [0,1] — R? cuya imagen
es el cuadrado [0,1] x [0, 1].

En [f] pdgs. 238 y 240 se pueden ver los siguientes ejemplos:

Ejemplo A.19 Sea ¢ : R — R periodica de periodo 4 determinada por los valores
p(x) = |z| para |z| < 2. La serie f(z) = 3,504 "p(4"x) define una funcion
continua f : R — R que no es derivable en ningin punto

Ejemplo A.20 Para cada x € R sea f,(x) = nz—[nx] (donde [nz] es la parte entera
de nx). La serie f(x) =3, 50 fa(z)n™? define una funcién f : R — R continua en
cada x irracional y discontinua en cada x racional.

A.4. Ejercicios resueltos

. . . . . 2.2
Ejercicio A.21 Compruebe que la sucesion de funciones f,(x) = e™™*" /n converge
. . ., . 2.2
uniformemente hacia 0, en R, pero la sucesion de sus derivadas f)(r) = —2nze ™"
no converge uniformemente en ningun entorno de 0.

SOLUCION

(Bl pdg. 222) La primera afirmacién es obvia, pues max{f,(z) : x € R} = f,,(0) =
1/n. Por otra parte, es facil ver que la sucesién de derivadas f/(z) converge hacia
0 en todo z € R. Con un esquema de la grafica de f] se observa que |f;| alcanza
un méximo absoluto en el punto x, = 1/(nv/2), cuyo valor es |f’(x,)] = v2/e. Si
V' C R es un entorno de 0, sea m € N tal que n > m =z, € V. Entonces, para
todo n > m se cumple sup{|f/(z)| : z € V} = |f/ (zn)| = v2/e, luego la sucesién f/
no converge uniformemente sobre V. ]

Ejercicio A.22 Estudie la convergencia uniforme, en [0, +00) de la sucesion

_ log(z +n)
B nev

Jn()

SOLUCION

Si x > 0 la sucesion log(x+n)/n converge hacia 0, pues segun la regla de I'Hopital,

1 t 1
i losl@+t) _ 0
t — oo t t— 4oox +1

Se sigue que para cada x > 0 existe lim, f,(x) = 0, luego la sucesién f,, converge
puntualmente, en [0, +00), hacia la funcién idénticamente nula f = 0.

Para estudiar la convergencia uniforme sobre [0,+o00) consideramos la sucesion
numérica p, = sup{f,(r) : * > 0} y para calcularla comenzamos estudiando el
signo de la derivada

_1- (n + x)log(x + n)
(n + x)ne*

fal)
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Con este fin consideramos la funcién auxiliar ¢(t) = 1—tlogt, que crece en (0, 1/e),
tiene un maximo absoluto para t = 1/e y decrece en (1/e,4+00). Como ¢(1) =1 >0
y ¢(e) = 1—e < 0 con el teorema de Bolzano se obtiene que ¢ se anula en un punto
a € (1,e) y se sigue que ¢(t) < 0 para todo ¢t > a.

Cuando n > 3, para todo = > 0 se cumple n+x > 3 > «a, luego p(n+x) < 0y por
lo tanto f](z) < 0. Es decir, para n > 3, la funcién f,, es decreciente en [0, +00) y
por lo tanto p, = f,(0) = (logn)/n. Como lim, p, = 0, se concluye que f, converge
hacia 0 uniformemente sobre [0, +00). [ ]

Ejercicio A.23 Demuestre que la sucesion f,(x) = (n/x)log(l + x/n) converge
uniformemente sobre (0,b] para todo b > 0 pero no converge uniformemente sobre
(0, +00).

SOLUCION

log(1+ 1)

Como tli_r)no =1 es claro que para cada x > 0 existe el limite

=1

log(1
lim f,(x) = Hmw
n n x/n

luego la sucesién converge puntualmente en (0, +00) hacia la funcién constante 1.
Para estudiar la convergencia uniforme en un intervalo I C (0, +o00) hemos de con-
siderar la sucesién numeérica p, (1) = sup,¢; | fn(z) — 1|. Para calcular este supremo
conviene estudiar el comportamiento (crecimiento, decrecimiento) de f, en el in-
tervalo . Este comportamiento lo proporciona el signo de la derivada f/(x) que
coincide con el de la expresion

x/n

1+xz/n

—log(1+ x/n)

Para estudiarlo consideramos la funcién auxiliar ¢(t) = t/(1+t) —log(1 +1t). Como
¢ es decreciente en [0, +00) (porque ¢'(t) < 0) y ¢(0) = 0, se cumple que ¢(t) <0
para todo t > 0. Se sigue de esto que para todo n € Ny todoz > 0 es f/(z) <0,
luego todas las funciones f,, son decrecientes en (0, +o0c). Como lim, — ¢ f,(x) =1,
se sigue que |f,,(x) —1| = 1— f,(z). Como 1 — f,(x) es creciente en (0, +00) se sigue
que para I = (0, b] se cumple

pn(1) = sup |fu(x) = 1| = sup(l = fu(2)) = 1 = fu(b)

zel zel

luego lim,, p,(I) = 0, y la sucesién (f,,) converge uniformemente sobre I = (0, b].
Por otra parte, para J = (0, +00) se cumple

pulJ) = sup | ful@) — 1] = sup(1 = fu(@) = lm (1 — fu(a) =1

z>0 >0 r — +oo

y por ello la sucesion (f,,) no converge uniformemente sobre J = (0, +00).
|
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Ejercicio A.24 Se considera la sucesion f, : [0,1] — R, definida por f,(x) =
nPx(1 — 2*)", Estudie los valores de p > 0 para los que la sucesion es uniforme-
mente convergente y los valores de p > 0 para los que se cumplen las hipotesis del

teorema [A.9.

SOLUCION

(] prob.12, pag. 222) Si 0 < z < 1y r = 1 — 2% entonces 0 < r < 1, luego
logr < 0y por lo tanto la sucesién nPr™® = nPe™'°8" tiene limite 0 para todo p € R.
Por lo tanto f,(x) converge hacia 0 para todo = € (0, 1). Como las sucesiones f,,(0)
y fn(1) también convergen hacia 0, queda establecido que la sucesién f,, converge
puntualmente, en [0, 1], hacia la funcién constante 0.

En virtud del teorema [A], v teniendo en cuenta el ejemplo [A.3, podemos ase-
gurar que para p > 1 la sucesién f,, no converge uniformemente sobre [0, 1]. Veamos
directamente que la sucesiéon converge uniformemente si y sélo si p < 1/2. Con
un calculo rutinario que se deja al cuidado del lector se obtiene que el maximo de

fn(z) > 0en [0,1] se alcanza en z,, = 1/v/2n + 1, y vale

- o ()
Jalan) = —5== o+ 1

y es claro que esta sucesién converge hacia 0 si y sélo si p < 1/2.

Obsérvese que, parap € [1/2,1), la sucesién f,, no es uniformemente convergente,
y sin embargo, segun los célculos del ejemplo [A.] se cumple que lim,, fol fn= fol f.
Veamos si en este caso existe una funcion dominadora de la sucesion f,, que justifique,
de acuerdo con el teorema [A.9, el paso al limite bajo la integral. Buscamos una
funcién localmente integrable ¢ : (0, 1] — [0, +00), con integral finita folg(x)dx <
~+00, que verifique

fulx) = nPr(1 — 2*)" < g(x), para todo x € [0,1] y todon € N.

Si p > 1/2 el maximo de f, en [0, 1] tiende hacia infinito y se alcanza en un punto
Tpn, cada vez mas proximo 0. Por lo tanto, la funcién dominadora, si la hay, no
estd acotada en los entornos de 0 por lo que es natural buscarla de la forma g(t) =
C'/t*, con a < 1, ya que asi se cumplird la condicién fol g(z)dzr < 4+00. En definitiva,
basta encontrar a < 1, de modo que la sucesion

pul@) = nPe (1 — 2?)"

esté uniformemente acotada por alguna constante C' > 0. Calculando el maximo de
©n en [0,1] se observa que con a € [2p — 1,1) y C' = 1 se consigue una funcién
dominadora (recuérdese que en el caso que estamos considerando es 2p —1 < 1). m

Ejercicio A.25 Sea f, : [a,b] — R una sucesion de funciones continuas que con-
verge uniformemente hacia una funcion f tal que 0 € f([a,b]). Demuestre que para
n suficientemente grande 0 & f,([a,b]) y la sucesion 1/ f, converge uniformemente
sobre [a, b].
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SOLUCION

Las funciones f,, son continuas y la convergencia es uniforme, luego la funcion limite
f también es continua. Como [a,b] es cerrado y acotado existe z € [a,b] donde la
funcién continua |f| alcanza el minimo absoluto min{|f(x)| : € [a,b]} = [f(2)].
Por la hipétesis = |f(z)] > 0 y en virtud de la convergencia uniforme, existe ng
tal que para n > ng y todo z € [a,b] se cumple |f,(z) — f(z)| < p/2. Esto implica
que 0 € f.([a,b]) cuando n > ng (si fuese f,(x) = 0 para algin y € [a,b], seria
|f(y)] < p/2, jabsurdo!).

Sin > oy @ € [a,8] se cample | fu(@)] > [£(@)] = F(@) = fule)] > 5= /2 = /2,

luego
1 1 f(z) = fulz)] _ 2 2
@ 7@ = @] = 7 el e
donde p, = sup e,y [fn(®) — f(x)] converge hacia 0. Se sigue que
Tp = Su CHN <2u?
" e | ) @) S

converge hacia 0, lo que significa que 1/ f,, converge hacia 1/f uniformemente sobre
[a, b]. u

Ejercicio A.26 Sea g : R — R wuna funcion continua tal que g(x) > 0 para todo
x € R. Demuestre que la sucesion de funciones f,(x) = ng(x)/(1+ng(x)) converge
uniformemente sobre cada intervalo acotado [a,b] C R. Estudie la convergencia
uniforme sobre intervalos no acotados cuando g(x) = e*.

SOLUCION

Para todo x € R existe lim,, f,,(z) = 1, es decir, la sucesion f, converge puntualmente
hacia la funcién constante 1. Para estudiar la convergencia uniforme en un intervalo
I C R, se considera la sucesién numérica

pu(l) = sup{|fu(z) — 1] 1 € I} = sup{1/(1 + ng(x)) : x € I}

Cuando I = [a,b] C R, es claro que p,([a,b]) = 1/(1+na) donde a > 0 es el minimo
absoluto de la funcién continua g sobre el intervalo compacto [a,b] (obsérvese que
a = g(xg) para algin zy € [a,b], luego a > 0). Como lim,, p,([a,b]) = 0, podemos
afirmar que la sucesién f,, converge uniformemente sobre [a, b].

Cuando g(z) = €”, se verifica

pu(la, +00)) = 1/(1 + ne®), pu((—00,8]) = 1

luego la sucesién f,, converge uniformemente sobre los intervalos [a, +00), pero no
converge uniformemente sobre los intervalos (—o0, b]. ]

388



LECCIONES DE ANALISIS MATEMATICO IT  G. Vera

Para los ejercicios que siguen se suponen conocidas las funciones elementales de
variable compleja: La funcién exponencial e* y la validez de la ecuacion funcional
e*tW = e*e¥, asi como la definicién habitual de las funciones de variable compleja

e — e~ e + et sen z cos 2
senzg = —————, o8z =——, tgz= , cotz=
21 2 COS 2 sen z
Ejercicio A.27 Se considera la funcion exponencial de variable compleja
o0 o
z
=2 o
n!
n=0

Si |z| <m €N, establezca las desigualdades

m m 2,7
= (1+ =) \Sez—(lJrB) < e
m m m

Deduzca de ellas que, para cada R > 0, la sucesion (1 + z/n)" converge hacia €*
uniformemente sobre {z : |z| < R}.

SOLUCION

e —(1+z/m)"™ = D,, + R,, donde

n +oo n

Z\m z

Dm(z)—z—n,—@*a) C Ba(a)= ) o
n= n=m+1

Usando la formula del binomio de Newton

Aplicando la desigualdad triangular y teniendo en cuenta que en la expresién anterior
los paréntesis son positivos se obtiene que |D,,(2)| < D, (]z]).
Por otra parte, es inmediato que |R,,(z)| < R,.(]2]), luego

= (14 2)"| < Dallel) + Rl = e = (14 E)

m

En virtud de la desigualdad 1 4+ x < e*, valida para todo z € R, se cumple

N
m m

y cuando 0 < x < m se obtienen las desigualdades
T\™ T\™
0 <er—(1+2) <erfi-e=(1+2)"] <
m m

e N R N

2

T x? 22\ 2 22\t
2 x2€z

<et—m =
m m
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Con = = |z| se obtiene la segunda desigualdad del enunciado. En virtud de las
desigualdades establecidas, si |z| < R, se verifica

B z\m| _ R%ef
ef — <1 + —) ’ <
m m
luego
lim <1 + i) = ¢° uniformemente en {z : |z| < R}.
m m

Ejercicio A.28 Se supone que la sucesion f, : K — C converge uniformemente
sobre K hacia una funcion f = u+ v cuya parte real u estd acotada superiormente
sobre K. Demuestre que la sucesion e/"?) converge uniformemente sobre K.

SOLUCION

Se supone que u(z) < M para todo z € K. Entonces cuando z € K se cumple

IA I

Como e* es continua en z = 0, dado € > 0 existe ¢ > 0 tal que
lw| <6 = |e¥ — 1| < ee” ™.

Por la convergencia uniforme de f, existe n(d) € N tal que si n > n(d) entonces
para todo z € K se cumple |f,(z) — f(z)| < 6. Combinando las dos afirmaciones
anteriores se concluye que para todo n > n(d) y todo z € K se verifica

|efn(®) — @) < M |FrH)=1E) | < eMee™ = ¢

Ejercicio A.29 Demuestre que lim,,_, ., tgnz = —1i, y que para cada € > 0 el limite
es uniforme sobre el semiplano He := {z : Imz < —e}.

SOLUCION

sennz  lemF —e7* e ]

tgnz = = - — — = - —

cosnz  ienF4eTinz jei2nz 4]

luego
' 1 ei2nz -1 2
| tgnz +if = ‘tgm— ;' il e ' = m‘
de donde se sigue que para todo z € H, se verifica
2 2

2
t | < — =
‘ gnz—l—z\ - |612nz|_1 e—2ny _ 1 — e2ne _ 1

Como la sucesién 2/(e**¢ — 1) converge hacia 0, la tltima desigualdad nos asegura
que lim,, tgnz = —i, uniformemente sobre H.. [
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Ejercicio A.30 Demuestre que lim,, cotg(x+in) = —i, y que el limite es uniforme
respecto de x € R.

SOLUCION
Para todo z = x 4 1y se cumple

e~

T 1l—e%

2€i2z
ez’2z -1

eiz + e—iz

11—
elz _ iz

+1

|cotg z + 1| =

donde la funcién h(y) = 2¢~% /(1 — e~?¥) converge hacia 0 cuando y — + oco. Como
para todo z € R se cumple la desigualdad | cot(x + in) + i| < h(n) se concluye que
la sucesién f,(x) = cot(z+1in) converge hacia —i uniformemente respecto de = € R.
n
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A.5. Ejercicios propuestos

& A.5.1 Muestre que la sucesion f,(z) = 1/(1+n?*z?*) no converge uniformemente
sobre [0, 1] pero su limite puntual f verifica fol f(z)dz = lim, fol fo(z)dz. (Obsérvese
que esta sucesion cumple las hipdtesis del teorema [A.§)

& ALL.2 Sila sucesion f, : T — R converge uniformemente sobre T demuestre que
la sucesion sen f,(t) también converge uniformemente sobre T

& AL5.3 Se considera la sucesion de funciones f,, : [0,1] — R definida por:
folr) =n*x(1 —nx) si x€[0,1/n]; fulzr)=0s x€(1/n,1]

Demuestre que la sucesion converge puntualmente hacia 0, pero no converge unifor-
memente sobre [0,1]. sSobre qué intervalos I C [0,1] la convergencia es uniforme?

& A.5.4 Dada una sucesion estrictamente creciente a,, € [0,1] estudie la conver-
gencia puntual y uniforme de la sucesion de funciones f, : [0,1] — R, definida asi:

) — ("E - an)(x - an-i-l)
fn( ) (an+1 _an)g

fn(l') =0 sz ¢ [anaanJrl]-

si T € [an, Gni1]

& ALLL5 Estudie la convergencia puntual y uniforme de la sucesion
gnl(@) = 2™ /(1 +2")
sobre R y sobre {x € R: || > a}, con a > 0.

& A.5.6 En cada uno de los siguientes casos estudie los intervalos I C R sobre los
que la sucesion de funciones f, : R — R es uniformemente convergente.

1
a) fulz)= T2 b) fulz) = H—%;
n’x x?
c) falz)= T d) fulz) = m;
2
) @) =i ) R =
A p— Iz =l Jol

ey M )=

1+ (x n

Para las sucesiones de los apartados f) y g) estudie la validez de la derivacion térmi-
no a término.
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O AL5.T Se consideran las sucesiones s,(t) = sen(Ant)e ™ ¢, (t) = cos(Ant)e ™
definidas en [0, +00), donde X\ # 0 es un pardmetro real.

a) Obtenga los limites puntuales de ambas sucesiones, y justifique que, para cada
a > 0 las dos sucesiones convergen uniformemente sobre [a,+00).

b) Estimando la sucesion d, = sup{|s,(t)| : t > 0}, deduzca que la sucesion s,
no converge uniformemente sobre [0, 400). Justifique sin cdlculos que la sucesion ¢,
tampoco converge uniformemente sobre [0, +00).

& A.5.8 Estudie, segun los valores del pardmetro real a > 0, los intervalos I C R
nr

= ﬁ es uniformemente convergente.
nex

sobre los que la sucesion f,(x)

& AB.9 Parap = 1,2, estudie los intervalos I C R sobre los que es uniformemente
na?

convergente la sucesion f,(x) = T

O A5.10 Sig:[0,1] — R es continua, demuestre que la sucesion x™g(x) converge
uniformemente en [0, 1] si y sdlo si g(1) = 0.

& AL5.11 Se supone que f,, : [0,1] — R es una sucesion de funciones continuas que
converge uniformemente hacia f. Demuestre que

1 1-1/n
/ f(x)dx = lim/ folz)dz
0 " Jo

& ALB.12 Siuna sucesion de funciones continuas f, : R — R converge uniforme-
mente sobre (a,b) demuestre que también converge uniformemente sobre [a,b].
Demuestre que la sucesion  fn(x) = 22/(1 + 2**) converge uniformemente sobre
cada intervalo [—r,r] C (—=1,1) pero no converge uniformemente sobre (—1,1).

$ A.5.13 Demuestre que la sucesion

2

fn(x) =

22+ (1 — nx)?

converge puntualmente hacia O pero no posee subsucesiones uniformemente conver-
gentes.

$ AB.14 Sean f,, g, T — R sucesiones uniformemente convergentes hacia f, g :
T — R, respectivamente. Si f y g son acotadas, demuestre que la sucesion producto
fngn converge uniformemente hacia fg.

¢ AB.15 Se considera la sucesion de funciones f, : R — R definida por
folz) =1/n six =0 o six es irracional

fo(x) =1/n+q si x = p/q, fraccion irreducible, con p,q € Z,q > 0.
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Sea gn(x) = (1 4+ 1/n)x. Compruebe que las sucesiones f,, g, convergen unifor-
memente sobre [—R, R], pero el producto f,g, no converge uniformemente sobre
[—R, R].

(Ejercicio 9.2) de [3])

$ AB.16 Sea f, : T — R una sucesion de funciones continuas, definidas en un
intervalo T C R que converge puntualmente hacia la funcion f : T — R. Demuestre
que son equivalentes:

a) fn converge uniformemente sobre cada intervalo cerrado y acotado [a,b] C T

b) f es continua y para cada sucesion x,, € T convergente hacia un punto v € T,
existe el limite lim,, f,,(x,)

$ AT Compruebe que para cada m € N y cada x € R existe el limite puntual
fm(z) = lim,(cosm!mz)?". Demuestre que cada f,, es integrable Riemann sobre
0, 1], pero su limite puntual f(x) = lim,, f,(z) no lo es.

O A.5.18 Demuestre que la serie >, a,(t)b,(t) converge uniformemente sobre
K C T cuando las sucesiones de funciones a,,b, : T — R verifican:

a) La serie y " b,(t) converge uniformemente sobre K C T

b) Existe C > 0 tal que |ay ()| + 307 [an(t) — ans1 ()| < C para todo t € K.
Obtenga como corolario el criterio de Abel [A.1].

& A.5.19 Demuestre que la serie Y 25 a,(t)b,(t) converge puntualmente sobre K C
T cuando las sucesiones de funciones a,,b, : T — R verifican:

a) La sucesion By (t) = 3 7_, b;(t) estd uniformemente acotada sobre K C T.

b) La sucesion de funciones a,(t) converge puntualmente hacia 0 sobre K, y la
serie Y o~ |an(t) — an41(t)| converge uniformemente sobre K.

Obtenga como corolario el criterio de Dirichlet [A.1}.

$ A.5.20 Demuestre que la serie Y - x"(1 — ) no converge uniformemente
sobre [0,1], pero la serie > .~ (—x)"(1 — x) si converge uniformemente sobre [0,1],

a1+ ax"

& A.5.21 Demuestre que la serie Z(—l)
n=1
cada intervalo |a,b] C (—1,1), pero no converge absolutamente en ningin punto del

intervalo (—1,1).

converge uniformemente sobre

O A5.22 Sea folr) = 0 sixz < 1/(n+1); fulx) = sen®(n/z) si x € [1/(n +
1),1/n], fu(x) =0 st x > 1/n. Demuestre que la serie Y~ fn.(z) es absolutamente
convergente pero la convergencia no es uniformemente en ningin entorno de 0.

$ AL5.23 Compruebe que la serie Z:j ne~"* converge uniformemente sobre |a, +00),

para cada a > 0. Utilice el teorema de integracion término a término de series fun-
ctonales para obtener su suma.
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& AB.24 Compruebe que la serie Z:g e~ " /(1+n?) converge para x > 0 y define
en [0, +00) una funcion continua que es derivable en cada x > 0.

& A.5.25 Demuestre que la serie Z:ﬁ (% — HLH) converge para todo x > 0 y que

su suma S(x) es una funcion continua estrictamente creciente en [0, +00).
+o0
1

& A.5.26 Se considera la serie de funciones T
; 1+ n?|x|

Determine los valores de x para los que la serie converge. ;En qué intervalos la
convergencia de la serie no es uniforme? . ;En qué puntos es continua la funcion f
definida por la suma de la serie? . ;Es f acotada?.

& ALB.2T Estudie la convergencia puntual y la convergencia uniforme sobre inter-
valos de las series

+o0 1 o0 T
;1+x"’ ;1+x"

En cada caso estudie la derivabilidad de la suma de la serie en el interior de su
dominio de convergencia.
& ALB.28 Justifique que la serie de funciones

400 2

2 Ty

n=1
converge puntualmente en todo R, y que para cada € > 0 hay convergencia uniforme

en {z : |z| > €} y no hay convergencia uniforme en {z : |z| < €}.

& A5.29 Se (an) una sucesion decreciente de nimeros reales con lim, a, = 0.
Justifique que, para cada § € (0,1) la serie Z;:g a,x" converge uniformemente

en As = [—1,1 — §]. Muestre que la serie converge uniformemente sobre [—1,1) si
> a, < +oo,

& A.5.30 Estudie la convergencia uniforme de las series
Fooson
n®’ n”
n=1 n=1

y demuestre que la suma de la primera define en (1 + c0) una funcion derivable
+00 +oo

S(x) = Z % con derivada S'(x) = — Z

n=1 n=1

logn

n®

& A.5.31 Sea x, € (a,b) una sucesion de puntos distintos y f, : (a,b) — R la
funcion definida por f,(z) =0 six < x,, folzr) =1 six > x,. Demuestre que la
suma serie f(x) = Y. 27" f.(x), define en (a,b) una funcidn, que es continua en
x € (a,b) si y solo si v & {x, : n € N}. Deduzca de ello que existe una funcion
estrictamente creciente f : R — R, que es continua en cada x € Q y discontinua en
cada x € Q.
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¢ A.5.32 Demuestre que la serie Y, > (—2?)"(logz)? converge uniformemente so-
bre cada [a,b] C (0,1) y que su suma f(x) posee una integral impropia convergente,

cuyo valor es
x)dr = —_—
0 — (2n+1)3
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