B

Complementos al capitulo 2

B.1. La recta real

Realizamos aqui un breve repaso de las propiedades topologicas de la recta real,
haciendo énfasis en aquellos aspectos donde interviene el orden.

Las propiedades que caracterizan al cuerpo R de los ntimeros reales se resumen
diciendo que R, con la relacion de desigualdad usual <, es un cuerpo ordenado
completo respecto al orden. Esto significa que la relacién de orden es compatible con
las operaciones del cuerpo:

r,yeR, 0<z, 0<y = 0<z+y, 0<uwzy

y que todo conjunto no vacio acotado superiormente M C R tiene extremo superior,
es decir, existe una cota superior minima de M, denotada sup M.

Con la funcién valor absoluto |z| se define la distancia entre dos ndmeros
d(x,y) = |x —y|, y con ella la nocién de sucesién convergente y de sucesién de
Cauchy: Una sucesién de numeros reales x,, € R es de Cauchy si para cada € > 0
existe n(e) € N tal que

p,qu, PZQZTL(E) = |xp_$q| <€
Usando que R es completo respecto al orden se demuestra facilmente:
i) Toda sucesién de Cauchy de nuimeros reales es convergente

ii) R es un cuerpo ordenado arquimediano: Para cada par de nimeros reales
x>0, y>0 existe n €N tal que nx >y.

Estas dos propiedades caracterizan al cuerpo de los ntimeros reales: Si (K <) es
un cuerpo ordenado que contiene a Q como subcuerpo ordenado, entonces las tres
propiedades que siguen son equivalentes:

a) (K, <) es un cuerpo ordenado completo respecto al orden.

b) (K, <) es un cuerpo ordenado arquimediano en el que toda sucesién de Cauchy
es convergente.
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¢) (K, <) es isomorfo, como cuerpo ordenado, al cuerpo de los niimeros reales R.

Una consecuencia notable de estas propiedades es el hecho de que R no es nu-
merable. Usando la distancia d(z,y) = |z — y| se definen las nociones topoldgicas
usuales de la recta real que se consideran més adelante en el contexto general de
los espacios métricos. De momento nos limitamos a recordar brevemente aquellas
propiedades topoldgicas que son caracteristicas de R.

La primera de ellas se refiere a la estructura de los conjuntos abiertos: Todo

abierto 2 C R se puede descomponer, de modo tinico, como unién de una familia nu-
merable de intervalos abiertos (en sentido amplio) disjuntos, es decir, Q = J,cps In
donde M C N ylos I, son intervalos disjuntos de la forma I, = (a,,b,) con
-0 < a, < b, < +400. Si 2 no estd acotado superiormente (resp. inferiormente)
habra un intervalo de la forma I, = (a,, +00), (resp. I, = (—00,b,)).
Esta propiedad, en el lenguaje de la topologia general, se expresa diciendo que en
R las componentes conexas de los abiertos son intervalos abiertos (sélo puede haber
una cantidad numerable de estos intervalos porque cada intervalo abierto no vacio
contiene un numero racional).

Nociones especificas para sucesiones de niimeros reales son las de limite superior y
limite inferior: El limite superior (resp. inferior) de una sucesién acotada de ntimeros
reales x,, es el limite de la sucesién decreciente acotada by = sup{x, : n > k} (resp.
creciente acotada ap = inf{x, : n > k}), es decir

lim,z, = limsupz,, lim, x, =liminf z,
n>k k n>k

Si z,, es una sucesion acotada de numeros reales, a = lim x, y b= lim,z,, son
puntos de aglomeracion de la sucesion x,, es decir, son limites de subsucesiones
convergentes extraidas de la sucesién. Ademas a y b son, respectivamente, el menor
y el mayor punto de aglomeracion de la sucesion y la sucesion x,, es convergente si y
solo st lim, x, = lim,z,, lo que ocurre si y s6lo si la sucesién tiene un tnico punto
de aglomeracion.

Por 1ultimo, recordemos que para un conjunto K C R son equivalentes

a) K es cerrado y acotado.

b) De cada sucesién z,, € K se puede extraer una subsucesion convergente hacia
un punto de K

c¢) De todo cubrimiento abierto de K se puede extraer un subcubrimiento finito.

Los conjuntos K C R que cumplen estas propiedades equivalentes se llaman com-
pactos. La propiedad ¢) es la que se adopta para dar la definicién general de conjunto
compacto en un espacio topolégico general.

Como R no es compacto, para diversas cuestiones conviene ampliar la recta real
y considerar la recta real ampliada R = RU {400, —o0} que se obtiene afiadiendo
un primer elemento, —oo, y un ultimo elemento, +o0o, es decir, se adopta la validez,

paratodo z € R, de las desigualdades —oo < & < 400 y se escribe R = [—o0, +00].
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En la recta real ampliada R todo subconjunto tiene extremo superior y extremo
inferior. Si M C R no estda acotado superiormente (resp. inferiormente) se verifica
sup M = +o0o (resp. inf M = —o0).

Los entornos de +o0o (resp. —oo) en R son los conjuntos que contienen a un
intervalo de la forma (a,+oc] (resp. [—o0,b)) y los subconjuntos de R que son
entornos de todos sus puntos se llaman abiertos. De esta forma R resulta compacto,
es decir, de todo cubrimiento abierto de R se puede extraer un subcubrimiento
finito. Ahora toda sucesién en R tiene una subsucesién convergente. Si la sucesién
estd contenida en Ry no estd acotada superiormente (resp. inferiormente) en R
entonces hay una subsucesion que converge hacia +oo (resp. —o0).

B.2. Completitud y compacidad

En un espacio métrico (F,d) todo conjunto compacto M C E es completo ya
que, segun el teorema P.7, toda sucesién de Cauchy en el espacio métrico (M, dy;),
posee una subsucesion convergente hacia un punto de M, y por lo tanto converge
en este espacio. El siguiente objetivo es demostrar la validez del reciproco cuando
se cumple una propiedad que se define a continuacion:

Definicién B.1 Un subconjunto M del espacio métrico (E,d) se dice que es
totalmente acotado cuando para cada € > 0 existe un conjunto finito H C E tal
que M C U,y B(a,e).

La definiciéon de conjunto totalmente acotado es equivalente a la que resulta con-
siderando bolas cerradas en lugar de bolas abiertas, y se sigue de esto que si M
es totalmente acotado, su clausura M también lo es. Es inmediato que todo con-
junto compacto es totalmente acotado y que todo conjunto totalmente acotado es
acotado. El problema P.6.2§ sirve para ver que el reciproco es falso: En el espacio
(C([0,1],] l.) labola cerrada {f € C([0,1]): ||f]|., <1} es un conjunto acotado
y completo que no compacto luego, en virtud del siguiente teorema, no es totalmente
acotado.

Teorema B.2 Un subconjunto K de un espacio métrico (E,d) es compacto siy
solo si es completo y totalmente acotado.

DEM: Basta demostrar que todo conjunto completo y totalmente acotado K C F
es compacto y esto lo obtendremos viendo que todo conjunto infinito M C K tiene
un punto de acumulacién en K (teorema R.1).

Como K es totalmente acotado el subconjunto M C K se puede recubrir con
un numero finito de bolas de radio 1, y alguna de ellas, que denotamos B(ay, 1),
cumple que M; = M N B(ay, 1) es infinito. Razonando en forma similar con
el conjunto infinito M; C K y con bolas de radio 1/2 se obtiene una bola
B(ay, 1/2) con la propiedad de que My = M N B(ay, 1/2) es infinito. De modo
recurrente obtenemos una sucesion de bolas B(a,,1/n) y una sucesién decreciente
de conjuntos infinitos M, C B(a,,1/n). Consideramos la sucesién decreciente de
conjuntos cerrados no vacios C, = M, C K que, en virtud del lema P.13, verifica
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diam(C,,) = diam(M,,) < 2/n. Como estamos suponiendo que el espacio métrico
(K,dg) es completo, segin el teorema P.14, existe un punto x € (), C, C K.
Es claro que x es punto de acumulacion de M (cada bola B(x,€) contiene
infinitos puntos de M pues si 2/k < € el conjunto infinito M esta contenido en
Cr C B(x,2/k) C B(x,€)). n

La nocién de conjunto totalmente acotado no es topolégica: R con la distancia
usual no es totalmente acotado, pero lo es con la distancia equivalente d’ conside-
rada en el problema P.6.5. Es fdcil comprobar que toda aplicacién uniformemente
continua f : (F,d) — (F, p) transforma conjuntos totalmente acotados en conjun-
tos totalmente acotados. En particular, en el contexto de los espacios normados se
verifica:

Proposiciéon B.3 Dos normas equivalentes en un espacio vectorial E  (real o
complejo) producen los mismos conjuntos totalmente acotados.

DEM: Es una consecuencia sencilla de la proposicién .4 y se deja como ejercicio. m

Las tres normas que hemos considerado en R™ producen los mismos conjuntos
totalmente acotados porque son equivalentes. Con la norma || || es facil ver que
las bolas cerradas B (0,r) son totalmente acotadas: Todo cubo n-dimensional
[—r, 7] x [=r,7]x -+ x[=r,7] se puede descomponer en un ntimero finito de cubos
de lados iguales, tan pequenos como se quiera. Se sigue de esto que un subconjunto
de R" es totalmente acotado si y sélo si es acotado. El teorema [B.3, que se puede
contemplar como una generalizacién del teorema P.9, pone de manifiesto que los
conjuntos totalmente acotados desempenan en los espacios métricos generales un
papel similar al que desempenan los conjuntos acotados en R".

Corolario B.4 Un subconjunto M de un espacio métrico completo es totalmente
acotado si y solo st M es compacto. Un subconjunto K de un espacio métrico
completo es compacto si y solo si es cerrado y totalmente acotado.

DEM: Si M es totalmente acotado M también lo es y basta aplicar el teorema [B.9
para obtener que M es compacto. El reciproco es inmediato. La segunda afirmacion
es consecuencia directa de la primera. [

B.3. Espacios de sucesiones

FEl espacio [?. Es el formado por las sucesiones de niimeros reales x = (x(k)) que
cumplen Y 2 x(k)? < +oo. En [? estdn definidas las operaciones naturales

x+y = (@) +y(1),z(2) +y?2),---,); px=(uz(1), pr(2),---).

y con ellas [? es un espacio vectorial real infinito dimensional.

Efectivamente, si p € R y x € [? es inmediato que pux € [2. Para ver que la
suma de dos sucesiones X,y € [? es una sucesién de [?> observemos en primer lugar
que para cada m € N, segin la desigualdad de Cauchy-Schwarz en R™, se cumple
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Zk 1|$ k)| < \/Zk Lk \/Zk Wy(k)2 < ||X||2||Y||2

Como esta desigualdad es cierta para todo m € N se obtiene la desigualdad:

€] 2 [2(R)y(R)] < 1xly [yl

luego

Y (k) +y(k))* < 3002 (2(k)? 4+ y (k) + 2z (k)y(k)]) < 400

y queda demostrado que x +y € 2.
Por otra parte, si x,y € [?, en virtud de la desigualdad [C] es convergente la
serie que interviene en la férmula

oo

(x|y)=>_ a(k)y(k)

k=1

y es facil comprobar que asi queda definido un producto escalar en [? cuya norma
asociada es ||x[|, = /Y e, x(k)?
Seguidamente demostramos que el espacio normado (12, ]| ||,) es completo:

Sea x, = (,(1),2,(2), - x,(k),--+) una sucesiéon de Cauchy en [?. Para cada
k € N se cumple |z,(k) — xq(k)| < ||xp, — X4/|, luego todas las sucesiones de
nimeros reales (z,(k))32, son de Cauchy y podemos asegurar que existen los
limites lim,, z,(k) = z(k). Entonces x = (x(1),2(2),---x(k),--) pertenece a [
y lim, [|x, — x||, = 0. Efectivamente, dado € > 0 existe n(e) € N tal que

p>q=>n(e) = [x, _Xq”; <€

Si p>q>n(e), paracada m € N se cumple > " (2,(k) — z,(k))* < €. En
esta suma finita podemos pasar al limite, cuando p — + oo, y obtenemos

m
q>nle :>Z ) — z4(k))? < €
k=1

Si ¢ > n(e), la desigualdad de la derecha se cumple para todo m € N, luego
|x — Xq||§ < €% Sesigue que x =x,+ (x —x,) € * y limg [|x — x4, = 0. |

El espacio 1'. Es el espacio vectorial real formado por las sucesiones de ntimeros
reales x = (z(n)) que cumplen Y ., |z(k)| < +o0.

Es inmediato que [|x||, = >, |z(k)| es una norma sobre [', y con un razona-
miento similar al efectuado con [* se demuestra que el espacio normado (I*, || ||,)
es completo.

El espacio [*°. Es el espacio vectorial real formado por las sucesiones acotadas de
numeros reales. Es inmediato que ||x|| = sup{|z(k)| : k € N} es una norma sobre
>y se demuestra facilmente que el espacio normado (I*,]| ||,,) es completo.

Ejercicio B.5 Sean p > 1, nimeros reales que verifican 1/p+ 1/q = 1. Establezca
las siguientes desigualdades:
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a) (Young) Sia > 0,0 >0 entonces ab < a?/p +b?/q.

b) (Hélder) Si(ay), (bn) son sucesiones de nimeros reales no negativos, tales que
donab < 400, Y bl < 400 entonces

1/p 1/q
San < (Ya) (Tn)
Estudie las condiciones para que la desigualdad anterior sea una igualdad.

c) (Minkowski) Si (a,), (b,) son sucesiones en R tales que ) |a,|P < +oo,
> bn]? < 400 entonces

(0] = (o) " (r)”

Estudie las condiciones para que la desigualdad anterior sea una igualdad.

Para 1 < p < 400 sea IP el conjunto de las sucesiones de numeros reales x = (z,,)
tales que Y |x,|P < 4o00. Demuestre que, con las operaciones naturales, 1P es un

espacio vectorial y que
1/p
I, = (Z Ixn|>

es una norma I?. Demuestre que el espacio normado (I, || |[,) es completo
SOLUCION

Véase [}, ejercicio resuelto 2.14, en pag. 87. ]

Ejercicio B.6 Dada una sucesion de niumeros positivos r, > 0, en el espacio
(12,1 |l,) se considera el conjunto Q, formado por las sucesiones X = ()nen tales
que {n : x, # 0} es finito y |z,| < r, para todo n € N. Demuestre que Q, es
relativamente compacto si y sdlo si ., r2 < 400

SOLUCION

Véase [{], ejercicio 2.31 propuesto en pag. 118 y resuelto en pag. 134. ]

B.4. Formas lineales y producto escalar

El resultado que se expone en la siguiente proposicion B.§ serd la clave para ex-
tender la nocién de gradiente al caso de funciones diferenciables f : 2 — R definidas
en un abierto 2 de un espacio normado completo (E, || ||) cuya norma procede de
un producto escalar, aunque el espacio no sea de dimension finita.

Observemos en primer lugar que para cada z € E la aplicacién lineal L, : £ — R
definida por L,(h) = ( z | h ) es continua ya que, en virtud de la desigualdad de
Cauchy-Schwarz, para todo h € E se cumple |L,(h)| < ||z ||h]|.
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Proposicién B.7 Sea (E,|| ||) un espacio normado completo cuya norma procede
de un producto escalar y A C E un subconjunto es cerrado convexo. Entonces existe
un unico a € A que verifica ||al| = min{||x|| : x € A}.

DEM: La demostracién, que se basa en la identidad del paralelogramo (problema

R.6.1):

Ix+yl” + lIx = yl* = 2[x|” + 2 |lyl|* para todo x,y € E

se puede ver en el Capitulo 4 del texto Andlisis real y complejo de W. Rudin ]

Teorema B.8 Sea (E.|| ||) un espacio normado completo, cuya norma || || es la
asociada a un producto escalar { | ). Entonces, para cada aplicacion lineal continua
L : E — R existe un (inico) vector z € E que verifica L(h) = ( z | h') para todo
he L.

DEM: Como L es lineal y continua M = {x € F : L(x) = 0} es un subespacio
cerrado de E. Si M = FE, el vector z = 0 cumple la condicién deseada. En otro
caso, si M # E, existe y € E tal que L(y) # 0. El subespacio afin y + M es
un subconjunto cerrado convexo de F y segun existe un elemento w € y + M de
norma minima (obsérvese que la condicién y ¢ M implica que 0 € y + M, luego
w # 0). Entonces para todo ¢t € R y todo u € M se cumple w + tu € y + M luego
0 < [|w|? < ||w + tul|* es decir

(w|w)<(w+tu|w+tu) paratodo t € R
Usando la bilinealidad del producto escalar resulta
0<2t{w]|u)+t*(u|u) paratodotcR
y esta ultima condicién implica que (w|u) = 0.
Hemos probado asi que existe un vector 0 # w € E ortogonal a M, que podemos

suponer normalizado con |w|| = 1. Para cada x € E, el vector v = L(x)w — L(w)x
pertenece a M, luego

0=(w|v)=Lx)[w|" - Lw)(w|x)

es decir L(x) = L(w){ w | x ) luego z = L(w)w cumple la condicién requerida. m

B.5. Espacios complejos con producto interior
Un producto interior sobre un espacio vectorial complejo E es una aplicacién
(| )Y:ExE—-C, (xy5)— (x]|y)

que verifica

i) (x|y)=(y|x) paracada (x,y)€ E x E.

403



LECCIONES DE ANALISIS MATEMATICO IT  G. Vera

ii) Para cada y € F la aplicacién x — (x | y) es lineal.
iii) (x| x) >0 paracadaxe€ Fy (x|x)=0 siysolosi x=0.

Obsérvese que, en virtud de i) y ii), fijado x € E, la aplicaciéon y — (x | y) es
antilineal, es decir para cada x,y € F'y cada pu € C se verifica

x|ly+tz)=(x|y)+(x|z), x|py) =nx]|y)

De manera similar a como se ha visto en .9 al producto interior se le puede aso-
ciar una norma de espacio vectorial complejo ||x||, = /(x| y), que cumple la
desigualdad de Cauchy-Schwarz:

[ [ y)| < x|l [lyll para cada x,y € E
Efectivamente, dados x,y € E, y u € C, para todo t € R se cumple
0 <h(t)=(x+tuy | x+tuy)
y usando las propiedades del producto interior se obtiene:
0<h(t)={x|x)+tpy | x) +ta(x | y) + uply | y) =

= ||x||* + 2tReal(z(x | y)) + | [ly ]’

Eligiendo p € C de modo que pu(x|y) = [(x|y)| se consigue que para todo t € R
se cumpla la desigualdad

2 2
0 < h(t) = [Ix|I” + 2[(x | ¥)| + £ [ly|
y razonando como en la proposicién 2.3 se termina la demostracion. [ ]

En el espacio vectorial complejo C" se define el producto interior de los vectores
z= (21,22, ", 2n), W= (wy,ws, -+ ,w,) mediante la férmula

n

(212)=Y =7

=1

que lleva asociada la norma ||z||, = \/(z | z) = /D>, |z|*

En C™ también se pueden definir las normas
n
lzlly =Y Lzl 2l = méx{|z] - 1< j < n}
i=1

que son equivalentes a la anterior en virtud de las desigualdades

Izll, /n <llzlly < llzll, 5 Nzl <llzll, < Vil

(En el teorema se establecerd que en C" todas las normas sobre son equiva-
lentes).
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Finalizamos mostrando ejemplos de espacios normados complejos de funciones
continuas similares a los considerados en el caso real. Sea C(][0,1],C) el espacio
vectorial complejo formado por las funciones continuas f : [a,b] — C.

Si f(t) = fi(t) +ifa(t) se define

/abf(t)dt = /ab fu(t)dt +z/ab Fa(t)dt

y es facil comprobar que la integral f — f b f(t)dt es una forma lineal sobre el espa-

cio vectorial complejo C([a,b],C). La férmula (f | g) f f(t)g(t)dt define un pro-

ducto interior sobre este espacio, que lleva asociada la norma || f ||2 =4/ fa |f(t)]2dt.

En forma similar a como se ha hecho en el caso real, en C([0,1],C) se pueden
definir las normas || ||;, || ||, ¥ también ocurre que las topologias asociadas a las
normas || ||, p € {1,2,00} son distintas.
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