E

Complementos sobre
diferenciabilidad

E.1. Caracterizacién de las funciones de clase C!

En la siguiente proposicién se caracterizan las funciones de clase C'' mediante
una condicién donde no intervienen las derivadas parciales. Esta condicion es la
que se suele utilizar para definir las funciones de clase C! cuando E no es finito
dimensional.

Proposiciéon E.1 Una funcion f : Q0 — F, definida en un abierto Q) C E = R", con
valores en un espacio normado (F,|| ||) es de clase C* si y sélo si f es diferenciable
en cada x € 0 y la aplicacion df : Q@ — L(E, F) es continua.

DEM: Si x — df(x) es continua, para cada u € E también lo es x — D,f(x) =
df (x)u, ya que
[df(x)u — df (a)ul| < [|df(x) — df(a)]| [[ul]

En particular, las derivadas parciales D;f(x), 1 < i < n son continuas.
Reciprocamente, si las derivadas parciales D;f(x), 1 < i < n, son continuas,

dado a € Q y e > 0, existe § > 0 tal que si ||x — a|| < d, para todo j € {1,---n}

se cumple ||D,f(x) — D,f(a)|| < e. Entonces, para todo u € R" con |lull, <1 se

verifica
n

> [D;f(x) — Dsf(a)u;

J=1

I[df (x) — df (a)]ul| = <

< Y IDt(x) = Dif (@) |uj| < ellull, < v/nellull, = v/ne
j=1

Considerando el supremo de ||[df(x) — df(a)]u|| cuando ||ul|, <1 se obtiene que
|df(x) — df(a)|| < v/nesi ||x—al < 0. u
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E.2. La definicion general de diferencial segunda

La definicién de diferencial segunda que hemos dado en B.J], en términos de
la diferenciabilidad de las derivadas parciales, sélo tiene sentido cuando E = R™.
Con la siguiente proposicién se pone de manifiesto que la diferencial segunda d*f(a)
es realmente la diferencial en a de la diferencial primera df. Este hecho es el que
permite extender la definicion de diferencial segunda al caso en que E sea un espacio
normado arbitrario.

Previamente conviene recordar que el espacio vectorial L(E, F'), formado por
las aplicaciones lineales continuas L : £ — F', lo podemos considerar como espacio
normado, con la norma

1L = sup LGl ¢ ] < 1)
Para lo que sigue, conviene tener presente que para cada u € E la evaluaciéon
du: L(E,F) — F, 04(L) = L(u)
es una aplicacién lineal continua, pues, para cada L € L(FE, F'), se cumple
6u(Z) < M L] con M = [Ju]

Proposiciéon E.2 §i f : V — F es una aplicacion diferenciable definida en un
abierto V' de un espacio normado E.

a) Sig=df :' V — L(E,F) es diferenciable en a € V entonces para cada par
(u,v) € E X E ezisten las derivadas sequndas Dyyf(a), Dyuf(a) y

[dg(a)(w)]v = Duf(a) = Dyuf(a)

b) Cuando E = R", una condicion necesaria y suficiente para que g = df sea
diferenciable en a € V es que todas las derivadas parciales D;if : V. — F,
1 <@ < n sean diferenciables en a. En este caso

d*f(a)(u,v) = [dg(a)(w)](v)

DEM: a) Como f es diferenciable en V, para cada v € F y cada x € V existe la
derivada D,f(x) = df(x)v. La funcién ¢(x) = Df(x), es el resultado de componer
g = df con la evaluacién &, : L(E, F) — F que es lineal continua. Como la dife-
rencial de una aplicacion lineal continua es ella misma, en virtud de la regla de la
cadena,

p(x) = Dyf(x) = oy (df(x)) = (dy 0 g)(x)

es diferenciable en a, y dep(a) = dy o dg(a).
Entonces, para cada u € E existe la derivada Dyp(a) = de(a)(u), igualdad que,
en términos de f y g = df, se escribe en la forma

Dy(Dyf)(a) = [0y o dg(a)](u) = [dg(a)(w)](v)
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Obsérvese que la aplicacién lineal continua B = dg(a) : E — L(FE,F) asigna a
cada u € F un elemento B(u) € L(E, F), luego [B(u)](v) € F para cada v € E.

La aplicacién lineal B : E — L(FE, F') seidentifica con la aplicacion ExE — F
que asocia al par (u,v) € EXE el vector [B(u)](v) € F, y se escribe B(u,v) en
vez de [B(u)](v). Con este convenio (u,v) — B(u,Vv) es una aplicacién bilineal
y si M es la norma de B, como aplicacién lineal continua de E en L(E,F), es
facil ver que: ||B(u,v)|| < M |ju||||v|| para todo (u,v) € E x E. En lo que sigue
dg(a) = d(df)(a) se considera como una aplicacién bilineal B: E x E — F.

Cuando E = R" sabemos que esta aplicacién bilineal es simétrica, pero la de-
mostracién dada p.7, basada en la simetria de las derivadas parciales, no sirve en la
situacién actual y debemos adaptarla al caso general:

La funcién de dos variables reales (s,t) = f(a + su+ tv) estd definida y es
diferenciable en un cierto entorno de (0,0), U = {(s,t) : |s| < r,|t| < r}. Claramente

Di(s,t) =df(a+su+tv)u, Dyp(s,t) =df(a+su+tv)v

y en virtud de la regla de la cadena D1t y Db son diferenciables en (0,0).
Teniendo en cuenta que

Dytp(s,0) = df(a+ su)v = Dyf(a+ su), D1(0,t) =df(a+tv)u= D,f(a+tv)
y usando la definicién de derivada parcial se obtiene
DuDVf(a) = Dlg’lp(O, O), D21t/)(0, O) = DvDuf(a)

Aplicando el teorema [6.1 a la funcién 1 se concluye que Dyyf(a) = Dy,f(a).

b) Si £ = R", la funcién D;f(x), es el resultado de componer df : V — L(R", F)

con la evaluacién de; : L(R", F)) — F' (que es lineal y continua), luego, segiin la

regla de la cadena, D;f(x) es diferenciable en a para todo j € {1---n}.
Reciprocamente, supongamos que todas las derivadas parciales D,f(x), son di-

ferenciables en a. Si consideremos F" dotado de la norma

la aplicacién x — (D;f(x),- - D,f(x)), definida en V' con valores en en F™, es dife-
renciable en a (basta razonar como en [.18§).

Para cada y = (y1,y2, - ,¥n) € F™ la aplicacién lineal Ty, : R™ — F, definida
por Ty(x) = > ", ;y;, escontinuay verifica ||Ty(x)|| < |yl [Ixll;, luego ||Ty] <
|yl Esto significa que la aplicacién lineal T': F™* — L(R", F'), y — T, es conti-
nua. Como df : U — L(R™, F') es el resultado de componer x — (D;f(x), - - - D,f(x))
con la aplicacién lineal continua T, en virtud de la regla de la cadena, df es diferen-
ciable en a. |
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E.3. Teorema de Schwarz sobre la igualdad de las
derivadas mixtas

Aunque las derivadas Dy f(a,b), Daeaf(a,b) no intervienen en la conclusién del
teorema de Young y sus corolarios .3, .G, sin embargo las hipétesis de estos resul-
tados llevan implicita la existencia de estas derivadas. Para el caso de funciones de
dos variables hay otras hipdtesis, donde no intervienen las derivadas Dy f, Dasf,
que garantizan la igualdad de las derivadas mixtas Diof(a) = Dof(a). Uno de
ellos, que se obtendra mas adelante como consecuencia del teorema de Green afir-
ma que si en un entorno U de (a, b) existen y son continuas las derivadas parciales
le(l‘,y), Dgf(l', y)a Dl?f(xvy) Yy D21f(x7 y) entonces D21f(x7y) = Dl?f(xvy) para
todo (z,y) € U. Una mejora sustancial de este resultado y del corolario .4 es el
siguiente teorema de Schwarz

Teorema E.3 [Schwarz| Sea f: Q — E una aplicacion definida en un abierto Q C
R? con wvalores en un espacio normado (E, || ||) tal que en un entorno de (a,b) €
Q existen las deriwadas parciales Dif(x,y), Dof(x,y), Daif(z,y). Si Dof(x,y) es
continua en (a,b) entonces existe Diof(a,b) y se cumple Diof(a,b) = Dof(a,b).

DEM: Basta hacer la demostracién cuando (a,b) = (0,0) y Ds1£(0,0) = O pues el
caso general se reduce a este considerando g(z,y) = f(a + z,b + y) — vyDaf(a,b).
En este caso el objetivo es demostrar que existe y vale 0 el limite

Dyf(h,0) — D£(0,0
D>f(0,0) = lim = (&, )h 2£(0,0)

Teniendo en cuenta que

f —f f —f
k—0 k E— 0 k

todo se reduce a demostrar que existe y vale 0 el limite iterado

, Ak
Dut(0.0) = tin, (i, S

donde
A(h,k) =f(h, k) —f(h,0) —£(0,k) + £(0,0)

Por hipdtesis, para algin r > 0, las derivadas parciales D:f, Dof, Do f existen en

todo punto de B(r) = {(x,y) : |z| < r,|y| < r}.

Dado € > 0, en virtud de la continuidad de D f en (0,0), existe 6 € (0,7) tal que
|s|] <6, |t <d = ||Dauf(s,t)] <e

En lo que sigue se supone |h| < 0 y |k| < J. Para cada s € (—4,0), la fun-
cién t — Dyf(s,t) es derivables en el intervalo (—d,6), donde su derivada cumple
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| Da1f(s,t)|| < €. Aplicando a la funcién ¢t — D;f(s,t) el teorema del incremento
finito en el intervalo de extremos 0, k, se obtiene

|s| <0 = || D1f(s, k) — D1£(s,0)]| < €lk|

Consideremos ahora la funcion s — F(s, k) = f(s, k) —f(s,0), que esta definida para
|s| < r. Cuando |s| < d su derivada cumple

IDyE (s, k)| = [|D1£(s, k) — Dif(s, 0)[| < €]

luego, en virtud del teorema del incremento finito |F(h, k) — F(0,k)|| < €|h||k|.
Como F(h, k) — F(0,k) = A(h, k) queda establecido que

hl <&, [k| <0 = [[Ah, F)|| < elh]|]
lo que significa que existe el limite doble

A(h, k)

lim =0
(h,k) — (0,00 hk

Por otra parte, en virtud de las hipdtesis, para cada h € (—r,r) existe el limite

Alhk) 1
k iﬁoT - E(DQf(ha()) - D2f(070))

luego, segtin B.9, (véase también [C.4) debe existir el limite iterado

lim ( lim Ak, k)> =0

R—0\k—0 hk

lo que significa que existe y vale 0 la derivada

1
Dlgf(o, O) = hlino E(D2f(h7 0) - Dgf(o, 0))
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