F

Funciones convexas

F.1. Caracterizacion de las funciones convexas de
una variable

En este epigrafe repasamos y ampliamos los resultados basicos sobre las funciones
convexas de una variable que se suelen estudiar en el curso de Andlisis Matematico I.
Como novedad, merece la pena destacar la caracterizacion integral de las funciones
convexas [F.5. Esta sencilla caracterizacién, que es una mejora sustancial de la habi-
tual en el contexto de las funciones derivables [F.7], no se suele mencionar en los textos
habituales dedicados al calculo diferencial e integral de las funciones de una variable.

Si —oo < a < b < +o00, en lo que sigue denotaremos por |a,b] C R un intervalo
genérico de extremos a, b (un intervalo acotado de la forma (a,b), (a,b], [a,b), [a,b],
con —o0 < a < b < 400, 0 un intervalo no acotado de la forma (a,+00), [a,+00),
(—OO, b)? (_007 b]a (—OO, _'_OO))

Las funciones convexas se suelen definir geométricamente en la siguiente forma:
La funcion f : |a,b| — R es convera cuando cada par de puntos distintos de su
grdfica determinan un segmento que queda por encima de la grdfica.

Dada una funcién f : |a,b| — Ry un intervalo [u,v] C |a, b|, denotaremos por

fv) = fu)

m(u,v) = —

la pendiente de la recta que pasa por los puntos (u, f(u)), (v, f(v)). Por lo tanto, la
ecuacion de esta recta se puede escribir en la forma r(z) = f(u) +m(u,v)(z —u), y
también en la forma r(z) = f(v) + m(u,v)(x — v).

La definicion geométrica de funcién convexa admite las formulaciones analiticas
que recoge la siguiente proposicion:

Proposicién F.1 Una funcion f : |a,b] — R es conveza si y sdlo si cumple alguna
de las condiciones equivalentes
[C1]: u<z<v=m(uzx)<m(u,v) en cada [u,v] C |a,b.
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C2]: uw<z<v=m(uv) <m(z,v) en cada [u,v] C |a,b].
C3]: u<z<v=m(uzx)<m(z,v) en cada [u,v] C |a,b.

C4]: a+p=1, a>0, >0 = flau+ Bv) <af(u)+ Lf(v).

DEM: Si f es convexa, para cada [u,v] C |a,b| y cada x € (u,v) se cumple que
f(z) <r(z) donde r(z) = f(u) +m(u,v)(z —u) es la funcién afin cuya gréfica es la
recta que pasa por los puntos (u, f(u)), (v, f(v)). Como z —u > 0, la desigualdad
f(z) < r(z) adopta la forma m(u, z) < (u v) luego f es convexa si y s6lo si cumple
[C1].

Analogamente, usando la expresién r(x) = f(v)+m(u,v)(z—v), como z—v < 0,
se llega a que la desigualdad f(z) < r(z) adopta la forma m(u,v) < m(z,v), luego
[ es convexa si y s6lo si cumple [C2]. Si f es convexa, combinando [C'1] con [C2],
se obtiene que f cumple [C3].

Por otra parte, si f cumple [C3], también cumple [C4]: Sea x = au + (v, donde
«, 3 son ntmeros positivos que cumplen o + 3 = 1. Segtn la hipdtesis

f) = flx)  fu) - f(z)

0 <m(z,v) —m(u,z) = — =

S = f)  fl@) = fw)  af(u) + Bf(v) = f(x)
a(v —u) B(v —u) af(v—u)

es decir, f(au+ pu) = f(z) < af(u) + Bf(v).
Queda por demostrar que si f cumple [C4] entonces f es convexa:
Todo z € (u,v), se puede representar en la forma = au + (v, donde

a=@w—xa)/(v-—u)>0, f=(—u)/(v—u)>0

son numeros positivos que cumplen o + § = 1. Segun la hipotesis se cumple la
desigualdad f(au+ fv) < af(u) + Bf(v) que escrita en la forma:

f(@) < flu)+B8(f(v) = f(u) = flu)+m(u,v)f(v—u) = f(u)+m(u,v)(z—u) = r(z)

pone de manifiesto que, para cada [u,v] C |a,b|, la recta que pasa por los puntos
(u, f(w)), (v, f(v)), queda por encima de la grafica de f, luego f es convexa. |

OBSERVACION: La condicién [C'4] es equivalente a la que resulta suponiendo a > 0,
08>0,y a+ =1, ya que la desigualdad se convierte en una igualdad cuando oo = 0
6 8 = 0. Por otra parte, en la formulacién de [C4] basta suponer u # v, aunque no
hay inconveniente en admitir que v < v.

Proposicion F.2 Sea f : |a,b] — R una funcion conveza y x € |a,b|.
[P1] Siz <bla funciont — m(x,t) es creciente en el intervalo (z,b|.
[P2] Sia<x, la funciont — m(x,t) es creciente en el intervalo |a, x).
[P3] Sils,t] Cla,b|, ys <z <t, se cumple m(s,x) < m(s,t) < m(zx,t).

DEM: La propiedad [P1] es consecuencia de [C1], y la propiedad [P2] es conse-
cuencia de [C2] teniendo en cuenta que m(x,t) = m(t,z). La propiedad [P3] es
consecuencia de las propiedades [P1] y [P2] aplicadas en los intervalos (s, b, y |a,t),
respectivamente (teniendo en cuenta que m(s,t) = m(t,s) y m(t,z) = m(t,z)). m.
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Proposicién F.3 Si f : |a,b| — R es convexa se cumple:

a) En cadax € (a,b) ezisten las derivadas laterales, fl(x) < fi(x), y las funciones
!, fh son crecientes en (a,b).

b) Las rectas tangentes por la izquierda y por la derecha a la grifica de f en un
punto genérico (x, f(x)), con x € (a,b), de ecuaciones

ri(t) = f(x) + fix)(t =), rat) = f(2) + fa(z)(t — 2),

quedan por debajo de la grdfica de f, es decir r;(t) < f(t), y ra(t) < f(t) para
todo t € (a,b).

DEM: Segun [F.3, la funcién ¢ — m(z,t) es creciente en (z,b| y eligiendo un punto
a < s < x obtenemos que m(s, z) es una cota inferior de {m(x,t) : z <t < b}, luego
existe y es finito el limite

fi(z) = . £m+m(x, t) = 1inf{m(z,t) : x <t <b} > m(s,x)
Como la desigualdad m(s,z) < fj(x) es cierta para todo s € (a,z) y la funcién

s — m(x,s) = m(s, ) es creciente en |a, ), se sigue que existe y es finito el limite

fi(x) = lim m(z,s) =sup{m(x,s):a<s<uz}<fi(r)

s — T—

Por otra parte, si a < z < y < b, en virtud de lo que acabamos de establecer,

filx) < fao(z) <m(z,y) =m(y, =) < fiy) < faly)

y por lo tanto las funciones f/, f; son crecientes en (a,b).
Las ecuaciones de las rectas tangentes, por la izquierda y por la derecha, a la
grafica de f en un punto genérico (z, f(x)), con a < x < b, se escriben as:

riu) = f() + fi@)(u—2);  ra(uw) = f(z) + fo(z)(u—2).
Sia<s<z<t<bcomot—z>0ys—x<0,las desigualdades
fa(@) <m(z,t) = (f(t) = f(@)/(t —2); fi(t) < fa(t)
filx) =2 m(z,s) = (f(s) = f(@)/(s —x);  [fi(s) < fils)
permiten afirmar que
te (x,0) = f(t) = f(x) + fo(=)(t — ) = ra(t) > ri(t)
> flz

(x) + fi(z)(s — x) = ri(s) = ra(s)
y queda establecido que r;(u) < f(u) y rq(u) < f(u) para cada u € (a,b). u

s € (a,z) = f(s)

OBSERVACION: En las condiciones de la proposicién anterior si x es uno de los
extremos del intervalo solo se puede garantizar la existencia de la correspondiente

429



LECCIONES DE ANALISIS MATEMATICO IT  G. Vera

derivada lateral en sentido amplio (con valores en [—o0, +00]):

Si x = a € |a,b| no podemos asegurar que {m(a,t) : a < t < b} esté acotado
inferiormente, pero debido al caracter creciente de la funcién ¢ — m(a,t), existe el
limite en la recta real ampliada

/ o . _ . _
fi(a) = . 1_1)1%r m(a,t) = inf{m(a,t) :a <t < b} > —oc0

Andélogamente, si x = b € |a, b|, existe la derivada en sentido amplio f/(b) < +oc.

Segun esto, haciendo intervenir derivadas laterales con valores infinitos en los
extremos del intervalo que le pertenezcan, podemos afirmar que f/ es creciente en
(a,b] y f} es creciente en |a,b). Ademds, cuando a (resp. b) pertenece al intervalo
la,b| v la derivada lateral fj(a) (resp. f/(b)) es finita, también se cumple que la
tangente lateral en (a, f(a)), (resp. (b, f(b)) queda por debajo de la grafica de f.

Por consiguiente, si f es convexa y derivable en |a, b| (con derivabilidad lateral
en los extremos del intervalo |a, b| que estén en el mismo) se cumple que la derivada
[’ es creciente en |a,b| y para todo x € |a, b| la gréifica de f queda por encima de su
tangente en el punto (z, f(z)).

Corolario F.4 Toda funcion convexa f :|a,b| — R es continua en (a,b) C R.

DEM: La funcién es continua por la izquierda y por la derecha en cada z € (a,b),
porque, segin la proposicién F.3, existen las derivadas laterales f!(z),f}(z) [ ]

En las condiciones del corolario [F.4 no se puede asegurar la continuidad en un
extremo del intervalo: Es inmediato que la funcién f : [a,b) — R, definida por
fla)=1y f(t) =0sia<t<b, es convexa en [a,b), pero no es continua en a.

Teorema F.5 Una condicion necesaria y suficiente para que f : (a,b) — R sea
convexa es que ezista una funcion creciente ¢ : (a,b) — R tal que

fly)— f(zx) = /y o(t)dt  para todo intervalo [x,y] C (a,b)

DEM: Necesidad: Demostraremos que si f es convexa la funcién creciente ¢ = f}
cumple la condicién del enunciado.

Sip=(to <ty <---t,) conty =z, t, = y, es una subdivisién arbitraria del
intervalo [z, y] C (a,b), como f} es creciente, se tiene

fda Zfd j 1 ] 1) fda Zfd j ] 1)

Por otra parte, segtin se ha visto en la demostracién de la proposicién

fatioa) <m(tja,t;) < fa(t;)

Multiplicando por (¢; —t;_1) > 0, y sumando para j = 1---n, obtenemos
s(fa:p) Zm —t;-1) < S(f3:p)
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Teniendo en cuenta que

n

D mlts t)(t = L) = 3 (f(L) = f(ti) = [(y) = f ()

=1
llegamos a que, para todo p € P([z,y]), se cumple
s(fa,p) < fly) — f(x) < S(f2p)

Como f} es integrable Riemann en [x,y] (por ser creciente) se sigue que

[ fitwi = 1) - @

Queda demostrado que ¢ = f; cumple la condicién del enunciado (con un razona-
miento similar se puede ver que f/ también la cumple).

Suficiencia: Sea ¢ : (a,b) — R una funcién creciente tal que para todo [z,y] C (a,b)

Sis=ar+ Py, cona>0,0>0a+ [ =1, teniendo en cuenta que el maximo
valor de ¢ en [z, s] es ¢(s) y el minimo valor de ¢ en [s,y] es ¢(s), se obtienen las
desigualdades

1

S—XT

1
y—3s

s Y

mia,s) = —— [ o0t < p(s) < —— [ vyt = m(s.y)

Queda establecido asi que en todo intervalo [z,y] C (a,b) cumple la condicién [C3]
de la proposicién [F.]], y por lo tanto f es convexa. |

Corolario F.6 Si f : (a,b) — R es conveza el conjunto de puntos donde no es
deriwable, {x € (a,b) : fl(x) < fi(x)}, es numerable.

DEM: Es bien conocido que el conjunto de los puntos de discontinuidad D(y) de
una funcién creciente ¢ : (a,b) — R es numerable. Si ¢ es la funcién creciente que
interviene en el teorema .4, en virtud del teorema fundamental del célculo podemos
asegurar que la funcién f(s) = f(2)+ [ o(t)dt es derivable en cada s € (a,b)\D(y).
|

En el siguiente teorema, cuando a € |a, b, (resp. b € |a, b|) la derivabilidad de la
funcién en a (resp. en b) significa derivabilidad por la derecha (resp. por la izquierda)
y la tangente a la gréfica en (a, f(a)) (resp. (b, f(b)) es la correspondiente tangente
lateral.

Teorema F.7 Para una funcion derivable f : |a,b| — R son equivalentes
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a) f es convexa.

b) La grifica de f queda por encima de su tangente en cualquier punto (x, f(z)),
con x € |a,b|.

¢) La derivada " es creciente en |a,b|.

DEM: a) = b) es consecuencia directa de la proposicién [F.3, teniendo en cuenta las
observaciones que le siguen.

b = ¢): Si z € |a,b|, la ecuacién de la recta tangente a la grafica de f en el punto
(z, f(x)) es r(t) = f(x)+ f'(z)(t — x), y sisuponemos que r(t) < f(¢) para todo

t € |a,b| se obtiene que
fl@)(t—2) < f(t) = f(2)

Anélogamente, cambiando los papeles de ¢ y © podemos escribir

[z —1) < flx) = f(t)

Sia <z <t <bsesigue que f'(x)(t —z) < f(t) — f(z) < f(t)(t — x), luego
f'(x) < f'(t). Andlogamente, si a <t <z < b resulta f'(t) < f'(x).

¢) = a): Suponemos ahora que la derivada f’ es creciente en |a, b|. Dado un intervalo
[u, v] C |a, b, si consideramos la recta que pasa por (u, f(u)),y (v, f(v)), de ecuacién
r(z) = f(u)+m(u,v)(x—u), basta demostrar que ¢(x) = r(x) — f(x) > 0 para todo
x € [u,v]. La funcién ¢ es continua y derivable en [u,v] con derivada decreciente

¢'(z) =r'(z) = f'(x) = m(u,v) = f'(x)

Como ¢(u) = ¢(v) = 0, en virtud del teorema de Rolle, existe n € (u,v) tal que
¢'(n) = 0. Como ¢’ es decreciente podemos afirmar que ¢'(s) >0 si u<s <,
y ¢'(t) <0 si n<t<w, luego ¢ es creciente en [u,n| y decreciente en [n,v], de
donde se sigue que ¢(x) > 0 para todo = € [u,v].

|

OBSERVACION: Para un intervalo abierto (a,b), la implicacién ¢) = a) en el teorema
F.7 también se puede obtener utilizando la caracterizacién integral de las funciones
convexas (F-3): Si f’ es creciente entonces es integrable en cada intervalo [z,y] C
(a,b) y por lo tanto

y
o) = f(e) = [ @)t para cada fo.y)  (a.)

Corolario F.8 Una funcion dos veces derivable f : |a,b|] — R es convexa si y sélo

si f"(t) > 0 para cada t € |a,b|.

DEM: Es consecuencia directa de la equivalencia a) < ¢) en el teorema [F.7 [ ]

NOTA: Si en la definicién de funcién convexa se cambian las desigualdades < por
desigualdades estrictas < se obtiene la nociéon de funcién estrictamente convexa.
En este caso las funciones ¢ — m(x,t) son estrictamente crecientes en los intervalos
donde estan definidas. Para una funcién derivable f : (a,b) — R son equivalentes
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a) f es estrictamente convexa.
b) f’ es estrictamente creciente.

¢) La gréfica de f queda estrictamente por encima de su tangente en un punto
genérico (z, f(z)) (excepto en dicho punto).

Si f: (a,b) — R es derivable dos veces en (a,b) y f”(x) > 0 para todo = € (a,b)
entonces f es estrictamente convexa porque su derivada es estrictamente creciente,
pero el reciproco no es cierto (la funcién f(z) = z* es estrictamente convexa en R

pero f”(0) =0).

F.2. Continuidad de las funciones convexas de va-
rias variables

Al lector interesado le presentamos una demostracién de la continuidad de las
funciones convexas de varias variables. Este atractivo resultado con un enunciado
tan simple no suele figurar en los textos usuales de célculo para funciones de varias
variables reales. Requiere algunos lemas preliminares de caracter técnico.

Si F es un espacio vectorial (sobre el cuerpo R), para cada par de puntos x,y € E
sea [x,y] = {(1 —t)x+ty : 0 <t <1} el segmento que los une. Recordemos que un
conjunto A C FE es convexo cuando [x,y| C A para cada par de puntos x,y € A.
Las siguientes propiedades se obtienen mediante comprobaciones rutinarias que se
dejan al cuidado del lector:

a) La interseccién de cualquier familia (finita o no ) de conjuntos convexos es un
conjunto convexo.

b) Si A, B C E son convexos y A € R entonces también son convexos

A+B={a+b:acA beB}; M={la:ac A}

Si E es un espacio vectorial sobre R, la envoltura convexa de B C E, denotada
co(B) es la interseccién de todos los conjuntos convexos que contienen a B. Segin
a), co(B) es convexo y por lo tanto es el minimo convexo que contiene a B.

Lema F.9 Si A C E es convexo yt; > 0,ty >0,---t,, > 0 entonces

A+ A+ 1, A= (th> A
=1

DEM: Basta demostrar la inclusién ;A + to A+ -+ t,A C (3o, ti) A, ya que
la otra inclusién D es inmediata. Lo haremos por induccién sobre el nimero de
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sumandos. El resultado es trivial para m = 1. Cuando m = 2 podemos suponer
t1 +t3 > 0 y se obtiene la inclusién

t t
A+t A= (t; + o) (t Jit A+t jt A) C(th+1t2)A
1 2 1 2

como consecuencia de la definicién de conjunto convexo, ya que

t t
Loy
t1 + to t1 + to

Si suponemos cierta la inclusion para m = k — 1, tenemos

k-1 k
A+t A+ -+t 1A+ 1A C (Zh) A+t,AC (ZQ) A

i=1 i=1

donde la primera inclusion se cumple por hipétesis de induccion y la segunda por lo
que ha sido demostrado en el caso m = 2. [ ]

El resultado que se acaba de establecer en el lema .9 es falso cuando A no se supo-
ne convexo: Si £ = R el conjunto A = {0, 1} verifica 24 = {0,2} ¢ {0,1,2} = A+A.

Cada expresion de la forma 2111 t;b; donde t; > 0y 2111 t; = 1 se dice que es
una combinacién convexa de los vectores by, bs, - --b,,. El siguiente lema se puede
enunciar diciendo que la envoltura convexa de B C F esta formada por el conjunto
de las combinaciones convexas de elementos de B.

Lema F.10 Si E es un espacio vectorial sobre R y B C E, se verifica
CO(B)I{thbZ bZEB, tlzo, Ztlzl, mEN}
i=1 i=1

DEM: Segun .9 cada convexo A D B contiene a todas las combinaciones convexas
de elementos de B pues

=1

i=1

Por lo tanto basta comprobar que el conjunto de las combinaciones convexas de B
es convexo. Dadas dos combinaciones convexas de elementos de B

x= b y=) b
=1 =1

es claro que, para cada t € [0, 1], el vector (1 — ¢)x + ty también se puede expresar
como combinacion convexa de elementos de B ya que

I—t)x+ty=> (1-t)tb;+ > ttb]
i=1 =1
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donde . .
(L—t)t; >0y t;>0; Y (L—t)ti+ Y tt=1
i=1 i=1
|
Lema F.11 Para r > 0 sea B,(r) = [—r,r]" C R" la bola cerrada de centro 0 y
radio r > 0 para la norma || ||, de R™. Se cumple que B,(r) = co(V,(r)) donde
Va(r) = {(vi,vg -+ vn) s fon] = 7 oo = 7, Jon| = 1}

es el conjunto de los vértices de By(r).
DeEM: El resultado es inmediato para n = 1 y para hacer la demostracién por

induccién sobre la dimensién, lo suponemos cierto en R*~!. En lo que sigue cada
vector x € R" = R"! x R lo representamos en la forma x = (y,t) donde y € R"!
yteR.

Dado x = (y,t) € B,(r) = 1(r) x [=r,r], por la validez del resultado para
n = 1p0demosescr1b1rt: ( )—l—ﬁrcona >0,08>0,ya+ =1, luego
x = ap + fq donde p = (y,—r), g = (y,r). Segin la hipétesis de induccién
y € R"! se puede expresar como una combinacién convexa,

de vectores de V,,_1(r).
Con los mismos coeficientes t(v) podemos expresar p = (y,—7), vy q = (y,r)
como combinaciones convexas

p= Y tVV,-r) a= > tv)(v,+r)

vEV,_1(r) veVn_1(r)
Obsérvese que V,,(r) = V,(r)T UV, (r)” donde
Vo)t ={(v,+r):veV,1(r)}, Vilr)” ={(v,-r):veV, ()}

Si para w = (v, £r) € V,,(r) definimos s(w) = t(v), es claro que

x=ap+0q= Z as(w)w + Z Bs(w)w

weVn(r)t WEVn(r)~

y asi se obtiene x como combinacién convexa de vectores de V,,(r). |

Teorema F.12 Toda funcion convexa f : Q — R definida en un abierto convezxo
Q C R" es continua.
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DEM: Comencemos con una sencilla observacién: Si p = Z;nzl t;p; es una combi-

nacion convexa de puntos p; € €2 se demuestra facilmente (por induccién sobre m)
que

f(p) < thf(pj)

Fijado un punto a € (), para demostrar que f es continua en a basta demostrar
que es continua en 0 la funcién convexa g(x) = f(x + a) — f(a), que estd definida
en el abierto convexo (), = —a + (). Puesto que 0 € (), existe r > 0 tal que
B,(r) = [—r,r]™ C Qa. Segtn el lema [F.11] cada x € B,(r) se puede escribir como
combinacién convexa de los vértices de B, (r):

X = Z t(v)v
VEV,(7)

Como el conjunto de vértices V,,(r) es finito (con 2" elementos) podemos considerar
el méximo M, = max{g(v) : v € V,,(r)}, y en virtud de la observacién preliminar,
aplicada a la funcién g, resulta

9= 3 Mg £ Y UM = M,

vEVn(r) veEVR(r)

luego M, es una cota superior de g en B, (r). Si 0 < e < 1, y x/€ € B,(r), en virtud
de la convexidad de g se obtiene

9(x) < (1 —€)g(0) + eg(x/e) = eg(x/€) < €M,
Usando otra vez la convexidad de g podemos escribir
0=4g(0) < (1/2)g(—x) + (1/2)g(x)

luego, —g(x) < g(—x) < €M, y se concluye que x/e € B,(r) = |g(x)| < €M, es
decir
Il < er = |g(x)| < €M,

y asi queda demostrado que g es continua en 0. [ ]
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