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Extremos y formas cuadraticas

I.1. Extremos y formas cuadraticas

En este apéndice se consideran algunas aplicaciones interesantes de la teoria de
extremos condicionados al estudio de las formas cuadraticas. Se recomienda comen-
zar con los ejercicios P.I7, P.I§ que contienen casos particulares de los resultados
generales que se exponen aqui. El siguiente teorema es un resultado bien conocido
del algebra lineal del que ofrecemos una demostracion alternativa basada en optimi-
zaciones sucesivas de una forma cuadratica sobre la interseccién de la esfera unidad
con una sucesion decreciente de subespacios vectoriales. La idea clave es que el ma-
yor y el menor autovalor de una matriz simétrica real proporcionan el maximo y
el minimo absoluto, sobre la esfera unidad, de la forma cuadratica asociada a la
matriz.

Teorema 1.1 Sea A = (o;i)1<; i<n una matriz simétrica, L : R" — R"™ la aplicacion
() S,)sn )
lineal asociada y @ : R™ — R la forma cuadrdtica asociada:

L(x) = (L1(x), La(x), - - Lp(x)), donde Ly(x) = Z T

Qx)= (L(x) | x)=> aymuz;

ij=1
Entonces se verifica: Todos los autovalores de A son reales. Si py > pg >+ fip, SOn
los autovalores de A se cumple

pn = max{Q(x) : [[x[l, =1}, pn = min{Q(x) : [Ix]l, = 1}
Eziste una base ortonormal de R™ {uy,us,---u,} formada por vectores propios
L(v) = pjuy, i <j<n
y respecto a esta base la matriz de Q es diagonal: Six =\ | t;u; entonces

Q(x) = mt; + paty + -+ + pint,
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DEM: La funcién continua (Q(x) alcanza un méximo y un minimo absoluto sobre la
esfera compacta S = {x € R : ||x||, = 1}. Seay € S tal que

Qy) = mdx{Q(x) : x € 5}

S ={xe€R":g(x)=0}donde g(x) =23 + 22+ - 22 —1 con Vg(x) =2x # 0
para cada x € S luego y € S es un punto estacionario para Q|g, es decir

VQ(y) = AVy(y)

para algin A € R. Como DyQ(x) = 2377 | ag;r; = 2Lk(x), 1 < k < n, resulta
2L(y) = 2y, luego y es un vector propio de L y A es el autovalor asociado. Nétese
que

Qly) =(L(y) |y )= \lylI> =

Empezamos la construcciéon con u; = y, y g3 = A, que cumplen Q(uw;) = p.
Tenemos demostrado asi que L tiene un autovalor real. (De hecho hemos detectado
el mayor autovalor, pues si v es otro autovalor, L(v) = vv para algin v € S, luego

v={wv|v) = (L) | v) = Qv) < Q(y) = u).
Continuamos la construccion considerando
Si={xeR":[x|,=1, (u|x)=0)
y un punto z € S; tal que
Q(z) = mix{Q(x) : x € S1} < Qly) = ju

S ={xeR": g(x) =0,91(x) = 0} donde g1(x) = ( uy | x). Como los vectores
Vg(z) = 2z, Vg1(z) = u; son independientes (por ser ortogonales) podemos asegurar
que z € S es estacionario para @|g,, luego existen X', \” € R tales que

VQ(z) = N'Vy(z) + \"Vg1(z)

es decir
2L(z) = 2N 2z + N'wy

Como u; y z son ortogonales, usando la simetria de A se obtiene que u; y L(z)
también lo son:

(L@ | w)=(z| L)) = (2] pmu)=0.

Se sigue de esto que N = 0, que z es un vector propio y que X es el autovalor
correspondiente. Si tomamos gy = X' y uy = z es claro que

(ufug) =0; pe= (L) [uz)=Quz) < puu.
La construccion contintia ahora considerando el compacto Sy C S; definido por

S ={xeR":x],=1, (w |x) =0, (u|x)=0}
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y un punto w € S, tal que
Q(w) = max{Q(x) : x € Sy}

Ahora Sy = {x € R": g(x) =0, g1(x) =0, g2(x) = 0} donde go(x) = (uy | x).

Como los vectores Vg(w) = 2w y Vg1 (w) = uy, Vgo(W) = uy son indepen-
dientes (por ser ortogonales) el punto w € Sy es estacionario para @Q)|s, y existen
Wi 1" € R tales que

VQ(w) = p/'Vg(w) + p1'Vgi(w) + 1"V go(w)
es decir
2L(w) = 2u'w + p"uy + p"ay

Como w es ortogonal a uj, y us, usando la simetria de A se obtiene que L(w)
también lo es:

(L(w) |w)=(w|Lw))=(w]|pu)=0

Se sigue de esto que p” = " = 0, que w es un vector propio, y que ' es el autovalor
asociado. Si tomamos u3 = ' y u3 = w es claro que se cumple

(up [uz) =0; (up|uz)=0; pz=(L(ug) |uz)=0Q(us) < po.

La construccion sigue de esta forma hasta que acaba en un ntimero finito de pasos.
|

A la hora de aplicar la condicion suficiente de extremo condicionado dada en el
apartado b) del teorema se plantea el problema de saber cuando la restriccién
a un subespacio 7" C R de la forma cuadrdtica Q(u) = > i, ajju;uy, asociada a
una matriz simétrica, es definida positiva o definida negativa.

« o, o n - .
Proposicién 1.2 Sea Q(u) = >/, ajuu; la forma cuadrdtica asociada a una
matriz simétrica y T C R™ un subespacio vectorial k-dimensional de ecuaciones
implicitas

n
Zﬁijuj:(), 1§Z§m
j=1

donde m = n — k y los vectores (B, Biz, -+ Pin), 1 < i < m son linealmente inde-
pendientes. St todas las raices del polinomio

a1p — 0o Qg2 e Q1p Bu o B

Qo1 Qgg — 0 -+ Qoap Bz 0 Bm2

A(U) - [07%51] Qp2 o Opp — O ﬁln e ﬁmn
B B2 T Bin 0o - 0
ce ce e Bon o .- 0

son positivas entonces la restriccion de () al subespacio T C R™ es definida positiva.
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DEM: Razonando como en el lema es claro que Q(u) > 0 para todou € T\ {0}
si y s6lo si el minimo absoluto de la funcién continua () sobre el compacto SNT =
{x €T :|x], =1}, que se alcanza en algin h € SN T, es positivo:

min{Q(u) : u € T, Jufl, = 1} = Q(h) > 0
SN T estd definido mediante las m + 1 condiciones de ligadura:
Buizi + Biaxe + - - -+ Bipay, =0

Bo1x1 + Booxa + -+ + Popx, =0

ﬁm1$1+ﬁm2x2+"'+ﬁmn$n =0
4+ 422 -1=0

Para cada x € SN T los gradientes de las condiciones de ligadura

(511,512,"'5171)7 (52175227“'5%)7 (ﬁmlaﬁm%"'ﬁmn)a (295172952,"'2%)

son independientes (los m primeros vectores son independientes y el dltimo es or-
togonal a todos ellos) luego, en virtud del teorema P.I(], h es un punto estacionario
de @ sobre SNT, es decir, existen coeficientes o, A, A9, - - - A\, tales que

D;Q(h) = 20h; + 22X\ 31 + -+ 220 8mi = 0, 1 <i < n.

es decir

Z(Xijhj = UhiWLZ)\rﬁm' =0, 1<1<n.
Jj=1 r=1

Multiplicando le ecuacion i-ésima por h;, sumando, y utilizando que las componentes
de h = (hy, ho, -+, hy,) € T'N S satisfacen las ecuaciones

Bithy + Bisha + -+ + Binhy =0, K +h3+---+h2 =1
se concluye que

Q(h) = Z Oél'jhl'hj =0

Hemos demostrado asi que si el minimo absoluto de () sobre S NT se alcanza en
h € SNT entonces el minimo absoluto Q(h) es el valor del multiplicador o asociado
a la condicién de ligadura a3 + 23 + -+ + 22 = 1.

Sabemos que hq, ho, - h,, —A1, —Ag,- -+ — A, son soluciones del sistema ho-
mogéneo de n + m ecuaciones con n + m incégnitas

(o1 — 0)hy + caghe + - - - + aqnhy + Brad + Bade + -+ Bady, =0

aghy + (g — 0)ho + - + agphy, + B2\ + Ba2do + -+ -+ B2 A, =0
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ap1hy + anghs + -+ 4 (g — )by + Bin A + Banda + - + BonAm = 0
Gi1h1 + Bioho + -+ -+ Biphy, =0

Bmihi + Bmoha + -+ + Bonhn = 0

Como este sistema admite soluciones no triviales, su determinante A(o) se anula,
es decir o es solucién de la ecuacién A(o) = 0. Podemos afirmar entonces que si el
polinomio A(o) tiene todas sus raices positivas entonces la forma cuadrética Q|r es
definida positiva. [ ]
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