K

Formas diferenciales

K.1. Producto mixto y producto vectorial

En lo que sigue E denotard un espacio euclideo de dimensién k& (habitualmente
serd un subespacio vectorial k-dimensional de R", 1 < k < n, con el producto
escalar inducido por el producto escalar usual de R"). Fijada una base ortonormal
B ={ug,uy,- - ,u;}en E, este espacio euclideo queda identificado con R*, mediante
la aplicacion lineal

k
Ty R — B, Tp(x) =) zu
j=1

Obsérvese que T conserva el producto escalar y por lo tanto es una isometria lineal.

Un conjunto M C E se dice que es medible Jordan en E cuando Mg = T L(M)
es medible Jordan en R*, y en ese caso se define cg(M) = cx(Mp). Esta definicién
no depende de la base ortonormal f fijada en E: Si §' = {u},u), -+ ,u}} es otra
base ortonormal de E, la aplicacién lineal T = Ty Yo Ty : R¥ — R¥ es una iso-
metria que conserva el producto escalar, luego | det T'| = 1 (esto, que es un resultado
bien conocido de geometria euclidea, ha sido establecido en el corolario [.9). Como
T(Mg) = Mg, en virtud del teorema [J.§ se cumple que Mgz es medible Jordan si
Mg es medible Jordan, y en ese caso ¢, (Mg) = | det T'|ci,(Mg) = cx(Mpg).

En lo que sigue Mg sera la familia de los conjuntos M C E que son medibles
Jordan, y cg: Mg — [0,+00) el contenido de Jordan en E que se acaba de definir.

Los resultados recogidos en el siguiente ejercicio, que se obtienen reformulando
con las nuevas definiciones resultados conocidos, se dejan al cuidado del lector.

Ejercicio K.1 Sean E, F' espacios euclideos de dimension k.

a) Si G C E es un subespacio propio y M C G es acotado entonces M € Mg y

b) SiT : E — F es una aplicacion lineal y M € Mg entonces T(M) € Mg y
cr(T(E)) = |detT| cg(M), donde det T es el determinante de T respecto a
una base ortonormal en E y una base ortonormal en F.
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El paralelepipedo definido por vi,va, -+, vy € E es el conjunto

P(vi,va, -+, vi) = L(Q)

donde Q = [0,1]*, y L:RF — E es la aplicacién lineal L(x) = Z?Zl T;Vj.

Si 8 = {uy,uy, -+ ,u;} es una base ortonormal de E, y vy, vy, -+, vy € E,
utilizaremos la notacién detg(vy, va,---,vy) para designar el determinante de la
matriz cuadrada (a;;)1<; j<k, formada con las coordenadas de los vectores v; respecto
a la base 3, es decir v; = Z?Zl auy, (1 <i<k).

Proposicion K.2 Si E es un espacio euclideo k-dimensional, y vi,va, -+ , Vi € B
entonces P(vy, vy, -+, Vvg) es medible Jordan en E, y su contenido vale

cp(P(vi,vo, - vi)) = [det g(vi, va, -+, vi)[ = \/\ det((vi|v;))1<i,j<kl
donde 3 = (ug,ug,- - ,uy) es una base ortonormal de E.

DEM: Supongamos en primer lugar que los vectores vy, vy, - -+, vy son linealmente
independientes. Consideremos las aplicaciones lineales L, T : R¥ — F definidas por

k k
Lix) =Y v Ta(x) =) wu
j=1 j=1

Para justificar que P := P(vy, Vg, -, V) = L(Q) es medible Jordan en E debemos
comprobar que T}y '(P) es medible Jordan en R¥. Segtin la proposicién [J-§ esto ocurre
porque T}y '(P) es la imagen de Q = [0, 1]* mediante la aplicacién lineal T' = Ty 'oL.
Ademas, teniendo en cuenta la definicién de cg, segin esta proposicién

cp(P) = a(T5 ' (P)) = er(T(Q)) = | det T|er(Q) = | det T

Para terminar debemos ver que |detT'| vale lo que figura en el enunciado. Segin

la definicién, detg(vy, ve, -+, V) es el determinante de la matriz A = (a;)1<i i<k,
k . k k

donde v; = >, ajju;. Obsérvese que Tp(D i, cuje;) = >, azu; = vy, luego

T(e;) = TﬁlL(ei) = Tﬁl(Vz‘) = (i1, o, -+ ) € R

lo que significa que la matriz de la aplicacion lineal T' = T}y oL : R* — RF (respecto
a la base canonica de Rk) tiene como columnas las filas de la matriz A = (a;)1<i i<k,
y por lo tanto det 7' = det A = det g(vy, va, - -+ , V).

Obsérvese que si los vectores v, va, - -, v son linealmente dependientes el pa-
ralelepipedo P(vy,Vva, -+ ,Vg) es un conjunto acotado contenido en un subespacio
propio de E y por lo tanto, segin el ejercicio [KJ], tiene contenido nulo, luego la
primera igualdad del enunciado es evidente porque detg(vy, va, -+, vi) = 0.

Finalmente, para establecer la segunda igualdad del enunciado basta observar que
(Vilv;) = Zlgzl a;ptp, lo que significa que la matriz B = ((v;|v;))1<i <k coincide
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con el producto AA? (donde A* es la traspuesta de A). Se sigue de esto que det B =
det Adet A® = (det A)?, y queda establecido que

|det g(vi, Vo, -+, Vi) = \/| det ((vi|vj))1<ij<kl
[ |

Orientacion de un espacio vectorial. Sea E un espacio vectorial de dimension
k,y B = (a,ug,---,u), f = (u},u), - ,u}), bases ordenadas de E. Sea A =

. Lo ,
(cvij)i<ij<k la matriz de la aplicacion lineal que transforma la base 3 en la base 3":

k
u;:Z(xijuj, 1§Z§]€
j=1

Si det A > 0 se dice que las dos bases tienen la misma orientacién. Asi queda
definida una relacion de equivalencia en la familia de las bases ordenadas de E con
la que esta familia queda descompuesta en dos clases de equivalencia. Se dice que
el espacio vectorial E estd orientado cuando se ha elegido una de las dos clases
de equivalencia que se declara como clase positiva. A la otra clase de equivalencia
se le llama clase negativa y define en E la orientaciéon opuesta. En la préactica, un
espacio vectorial se orienta eligiendo una de las dos orientaciones posibles mediante
uno de sus representantes, es decir eligiendo una base ordenada = (uy, uy, - - - ug),
como base positiva. La orientacién canodnica del espacio R" es la definida con la base
canénica ordenada en la forma habitual, 5 = (e, e, -+ ,€,).

Aunque R"” tiene una orientacién candnica, sin embargo para un subespacio k-
dimensional £ C R" no hay definida de forma natural una orientaciéon canénica
y para algunas de las cuestiones que se estudian més adelante convendra elegir de
forma adecuada las orientaciones de los subespacios que intervienen.

Dado un hiperplano F = {x € R” : ( x | z ) = 0} determinado por un vector nor-
mal z # 0, es facil comprobar que dos bases {u;,uy, - -w, 1}, {vi,ve, - v, 1} de
E tienen la misma orientacién si y sélo si {uy,ug, - w,_1,z}y {vi,ve, - v,_1,2}
son bases de R” con la misma orientaciéon. Esto permite dar la siguiente definicién:
La orientacion inducida en E por el vector normal z es la determinada por una
base {uy,uy,---u, 1} de E tal que {u;,uy,---u,_1,2z} es una base positiva para la
orientacién canoénica de R™. Es claro que para cada t > 0 (resp. t < 0) los vectores
z y tz inducen la misma orientacién (resp. orientaciones opuestas) en F.

Producto mixto. Sea F un espacio euclideo orientado de dimension k y § =

(ug,ug, -+ ,u;) una base ortonormal positiva. El producto mizto de k vectores or-
denados (vi, Vs, -+ ,vy) € E¥, denotado [vy - vo -+ vy], se define como el valor del
determinante
k
det g(v1,Va, - - vy) = det(vy;)1<i j<n, donde Zvijuj =v;, 1<i<k
j=1

El producto mixto [vy - vy - --vg] es no nulo si y sélo si los vectores {v; : 1 <i < k}
son linealmente independientes, y en este caso, de acuerdo con la proposicién [K.3,
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si (vy, Vg, -+, Vg) es una base positiva para la orientaciéon de F, el producto mixto
[Vi- Vs vi] coincide con el valor del contenido de Jordan en FE del paralelepipedo
P(vy,va, -+ ,vg), y con el valor opuesto cuando (vy,---,vy) es una base negativa.
Esto pone de manifiesto que el valor de [vy - vo---vg] = det g(vy, Vo, -+, Vg) es
independiente de la base ortonormal positiva § que se ha elegido.

La aplicacion A : E¥ — R, A(vy, vy, -+, Vi) = [vi - Vo --v;] recibe el nombre
de k-forma fundamental del espacio euclideo orientado E. Aunque para el calculo
explicito de [vy - vy - - - v¢] hay que considerar una base ortonormal positiva de E sin
embargo esta aplicacién esta definida de modo intrinseco, ya que sélo depende de la
estructura euclidea y de la orientacién de E. Conviene hacer notar que no es impres-
cindible usar siempre la misma base ortonormal positiva de E, por lo que desde el
punto de vista practico, para el célculo de un valor concreto [vy- vy - - - v, puede re-
sultar cémodo utilizar una base ortonormal positiva que dependa de (v, va, -+, V).

Producto vectorial. Sea E un espacio euclideo orientado de dimension k y § =

(uy,uy, - -, ug) una base ortonormal positiva de E. Dados (k—1) vectores ordenados
(vg, Vg, -+, Vg) de E consideremos la aplicacién L : E — R, definida por
L(x) = [x-vy---vy] =det g(x,Vva, -+, Vi)

Obsérvese que esta aplicaciéon no depende de la base ortonormal positiva 3 que
hayamos elegido y que, en virtud de las propiedades de los determinantes, L es
lineal. Usando la identificacién candnica entre vectores de un espacio euclideo y
formas lineales sobre el mismo (proposicién [B.§), existe un tunico vector z € E tal
que para todo x € F se cumple L(x) = (x | z), es decir

(x| 2z) =[x vy vg] =detg(x,va, -, V)

Este vector, denotado z = vy X vy X - -+ X Vg, recibe el nombre de producto vectorial
los (k — 1) vectores ordenados (va, Vg, - -+, V). De la definicién se deduce que z es
ortogonal a los vectores {v; : 2 < j <k}, y que z # 0 si y s6lo si estos vectores son
linealmente independientes. En este caso, sea F' C E el hiperplano de E generado
por los vectores {v; : 2 < j <k}, y n el vector unitario ortogonal a F' para el cual
(n,va,---,Vvg) es una base positiva de E. Como (n | z) = detg(n, va,- -+, vg) > 0,
se sigue que z tiene la direccién y el sentido de n, luego (z, vy, - --Vvy) es una base
positiva de E, y de acuerdo con la proposicién [K.3 vy el ejercicio K.

||Z||2 = <n | Z> = det,@(n’ Vo, avk) = CE(P(H, Vo, ,Vk)) = CF(P(VQa e >Vl€))
es decir, la norma euclidea del producto vectorial z = v, X - -+ X v es el volumen
(k — 1)-dimensional del paralelepipedo generado por los vectores (va, - - -, vi) luego,

segun la proposicion [K.2, también se cumple que

I2ll, = /I det((vilv;D)azi <]

Si se conocen las coordenadas de los vectores v;, 2 < j < k respecto a una
base ortonormal positiva f = (uj,ug, - ,u), v; = 23:1 vi;u;, 2 < i < k, para
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obtener las coordenadas del producto vectorial z = v, X --+ X v, respecto a esta
k
base z = ) i1 #ju;, basta calcular los productos escalares
zj=(u; | z) = [u; - va---vy] =det g(u;, va, -+, vy)
luego
O 0 - 1 - 0
| V21 V22 - Uy o Ugg
zZj =
Vk1 Uk2 -+ Uk - Vkk
es decir, el producto vectorial vy X --- X v es el vector z que resulta cuando se

desarrolla formalmente el determinante

ul u2 .« .. u] ... uk)
7 — Vg1 V22 -+ Uy -+ Uk
Vg1 Vg2 -+ Ukj - Uk

A continuacién vemos el significado geométrico del valor absoluto de las coordenadas
del producto vectorial z = vy X - -+ X Vi (respecto a una base ortonormal positiva
8 = (uy,uy, - ,u;) de E). Por comodidad en la notacién razonamos, sin pérdida
de generalidad, con la primera coordenada de z.

Con la férmula z; = det g(uy, va, -+ ,vg) y la proposicién [K.9 obtenemos que
|z1] es el contenido en E del paralelepipedo P(uy,va, - -« Vg):

21| = [ det g(uy, va, - - vip)| = cp(P(ar, va, - -+, Vi)
Desarrollando el determinante anterior por la primera fila se obtiene que

|21] = [det g (v, -+ vyl

donde ' = (ug,--- ,u) y los vectores v, = Z§:2 v;;u; son las proyecciones ortogo-
nal de los vectores v; sobre el subespacio F} = {x € F : (x | u;) = 0}.

Como ' es una base ortonormal de F resulta que |z;| también es el contenido

en Fy del paralelepipedo P(v),---,v}) C Fy, es decir
21| = cr (P(vy, -+, V)
Por otra parte z; = (u; | z) = ||z, cos§, donde 8 es el dngulo agudo formado por

las rectas que generan u; y z. Obsérvese que esto esta de acuerdo con el resultado
del ejercicio [K.4 segiin el cual cp (P(vh,---v})) = cp(P(va, -+ vg))cosh, ya que
P(vh,---,v}) es la proyeccion ortogonal sobre Fy del paralelepipedo P(va, -+, vy)
y 6 es el angulo agudo que forman los hiperplanos F'y Fj.

Anélogamente, |z;| es el contenido, en el subespacio F; = {x € E: (x| [u;) =
0}, del la proyeccién ortogonal de P(vs, - --vy) sobre este subespacio.
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Ejercicio K.3 Sean {v; : 1 < i < k} vectores linealmente independientes de un
espacio euclideo k-dimensional E, y sea E; C E, el subespacio (k — 1)-dimensional
generado por los vectores {vy, -+ ,Vi_1,Vir1, -+, Vi}. Se llama base i-ésima del
paralelepipedo P(vy,--- ,vy) C E, al paralelepipedo de dimension (k — 1)

Bi=P(vi -, Vi1, Vig1, -, Vi) C B

La longitud de la altura correspondiente a esta base es h; = |(v; | n;)|, donde n; € E
es un vector unitario ortogonal a E;. Demuestre que

cp(P(vy, -+, Vi) = cg,(Bi)h;

(ast, para k = 3, el volumen de un paralelepipedo es igual al producto del drea de
una de sus bases por la longitud de la correspondiente altura).

SOLUCION
Por comodidad en la notacién suponemos i = 1. Sea (; = (ug,uz,---,u;) una
base ortonormal de F7, y u; € E un vector unitario ortogonal a Ej, de modo que
B = (ug,us,---,u) es una base ortonormal de £. Cambiando el signo de u; si es
preciso, podemos suponer que hy = (v; | u;) > 0, de modo que es h;y es la longitud
de la altura que corresponde a la base By = P(vg, -+, V).

Descomponiendo vi = y;+2z1, cony; = (vy | uy) uy, 2z = vy—yjy, es claro que
(z1 | u1) =0, luego z; € E;. Como E; esta generado por los vectores {va, -+, vy},
se sigue que det 3(z1, va, -+, Vi) = 0, luego

det g(vi, vy, -+, vy) =det g(y1, Ve, -+, Vi) +det g(z1, v, -+, Vi) =

= det g(y1,ve, -, Vi)
La primera fila del dltimo determinante, formada por las coordenadas de y; respecto
a la base (3, es (h1,0,---,0), donde hy = (y1 | w1) = (vi | uy) > 0 es la longitud
de la altura que corresponde a la base B;. Para i > 1 la fila i-ésima de este de-
terminante, formada por las coordenadas de v; respecto a la base § de E, es de la

forma (0, co, -+, ayg), donde (o, - -+, yg) son las coordenadas respecto a la base
B de E;. Desarrollando el determinante det g(y1, ve, - -+, vg) por la primera fila se
obtiene que su valor es hy detg, (va,- -+, vi) y asi queda demostrado que

CE(P<V17 T avk)) = thE1<P(V27 T 7Vk))

Ejercicio K.4 Sean F,G C E hiperplanos distintos del espacio euclideo k-dimensional
E, y 0 el dngulo agudo que forman estos hiperplanos. Sim: E — G es la proyeccion
ortogonal de E sobre G y M C F es medible Jordan en F, entonces m1(M) C G es
medible Jordan en G y cq(m(M)) = cp(M)cos@.

SOLUCION

FNG C FE es un subespacio de dimensién (k —2), en el que podemos fijar una base
ortonormal (ug,--- ,ug). Existen vectores unitarios v € F, w € G tales que

ﬁF:<V7u37"'7uk)7 6G2<W7u37"'7uk)
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son bases ortonormales de F'y GG respectivamente. Ademas, cambiando si es preciso
el signo de w, podemos suponer que 0 < (v | w) = cosf, donde € es el dngulo agudo
entre los vectores v, w.

Sea p : F — G la restriccién de la proyeccion ortogonal 7w : E — G, que viene
dada por 7(x) = x — (x | n)n, donde n € E es un vector unitario ortogonal a G.

La matriz de la aplicacién lineal p : ' — G respecto a las bases [, O¢ tiene
como columnas las coordenadas de p(v), p(us), -+, p(ug) respecto a la base g =
(w,us, -+ ,u). Las coordenadas de p(v) vienen dadas por los productos escalares

(p(v) | w)y=(v|w)=cosb; (p(v)|uw)=(v|u;)=0, sij>3

Por otra parte, para j > 3 es p(u;) = u;, de modo que la matriz de la aplicacion
lineal p respecto a las bases indicadas es diagonal, con diagonal (cosd,1,1,---,1).
Si M C F es medible Jordan en F', segtn el ejercicio b), (M) = p(M) C G es
medible Jordan en Gy se cumple co(m(M)) = | detp| cp(M) =cosl cp(M). m

K.2. Formas multilineales alternadas

Sea Gy, el grupo de las permutaciones de {1, 2, - - - k}. Para cada o € Gy seav(o) el
nimero de parejas (7, j) talesque 1 <i < j < kyo(i) > o(j) (ntimero de inversiones
de o). La aplicacién signatura € : Gy, — {—1,1}, definida por (o) = (—1)"() tiene
las siguientes propiedades que la caracterizan:

i) e(0) =1si o0 es laidentidad,;
ii) (o) = —1 si o es una transposicion;
ili) e(o7) =¢(0)e(r) para cada 0,7 € G.
En lo que sigue E es un espacio vectorial real de dimensién n > k.

Definicién K.5 Una aplicacion multilineal T : E¥ — R se dice que es alternada
(o antisimétrica) cuando T(x1,X2,---Xy) = 0 siempre que X; = X; para algin par
(1,7) con 1 <i < j<k.

Para una aplicacién multilineal 7 : E¥ — R son equivalentes

a) T es alternada;

b) T(x1,--xx) =€(0)T(Xo(1), - - Xo()) Para cada o € Gy, y cada (x1,---x;) € EF
Es inmediato que b) = a). La demostracién de a) = b) basta hacerla cuando o es
una transposiciéon: Dada una pareja de indices 1 < i < j < k, utilizando a) y el
caracter multilineal de 7" se obtiene el resultado: Si x; = x;, y X;- = X;, resulta

0= T(xX1, - Xi—1, X +Xj, Xip1, - Xj_1,Xj + X4, X417 Xp) =

T(Xl,"‘XZ‘,"'Xj,"‘Xk)+T(X1,"'X;,"'X;,"'Xk>

Se llama alternada o antisimetrizada de la aplicacién multilineal B : E¥ — R a
la aplicacién multilineal B4 : E¥ — R definida por

Ba(xy, - -xp) = Z £(0)B(Xo(1), "+ Xok))

oGy,
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Se deja al cuidado del lector la comprobacion de que B4 es multilineal alternada, y
que B es alternada si y sélo si By = k!B.

En lo que sigue I';(E) denotara el espacio vectorial formado por todas las aplica-
ciones multilineales alternadas T : E¥ — R. En particular I';(E) = E* es el espacio
dual, y conviene introducir el convenio I'o(F) = R. A los elementos de I'y(E) se
les suele llamar k-formas exteriores sobre F, k-formas de grado k, y también k-
covectores.

El producto tensorial fi ® fo ® --- ® fr de k formas lineales fi, fo,--- fx € E*,
es la aplicacién multilineal B : E¥ — R definida por

B(xy,Xg, - -xX) = fi1(x1) fa(x2) - - - fu(xk))

y su producto exterior, denotado fi A foA- - <A fr, es la aplicacion multilineal alternada
B4 asociada al producto tensorial, es decir

(LA fo Ao A fi)(xa,oxi) = > e(0) filx%om) -+ fe(Xomy) = det(fi(x))1<ij<n

oeGy

Es fécil comprobar que el producto exterior (fi, fo,«--fx) — fi A+-- A fr es una
aplicacién multilineal alternada, definida en (E*)¥, y con valores en T'y(E), es decir,
para cada permutacion o € Gy, se cumple

foy AN foy N AN fogy =€(@) i Nfa N A S

Se deduce de esto que f; A fo A--+ A fr = 0 cuando hay dos factores iguales o pro-
porcionales y también cuando fi, fo, - fr son linealmente dependientes. También
se puede demostrar la validez del reciproco, de modo que fi A fo A+ A fr #0siy
solo si f1, fa, -+ - fi son linealmente independientes.

Nuestro siguiente objetivo es describir una base de I'y(E) asociada a una base
{e1,eq,---€,} de E. Para ello conviene introducir alguna notacién preliminar que
abrevie la escritura. Sea 7}, la familia formada con las sucesiones finitas crecientes
de k ntmeros naturales {j; < jo < -+ < jix}, con 1 < j; < jr < n. Dada una
matriz A = (aij)1<i<k1<j<n con k filas y n columnas, si J = {j1 < jo < ---ji}
es un elemento de Jj escribiremos Aj;(A) para designar el valor del determinante
de la matriz obtenida extrayendo de A las k£ columnas indicadas por los subindices

J1<J2 << Ji,

AJ(A) = Z g(o-)aljo'(l)azjo'(Q) © Qg

oeGy
Asociada a una base {ej, ez, -e,} de E consideramos en E* la base dual

{dxy1,dxy, - -dx,}

donde dz; es la forma lineal dz;(x) = x; que asignan al vector x = 7 | v;e; € E su

coordenada z;. Andlogamente, para cada J = {j; < jo < --- < jx} € Jj escribimos
dxj; como una abreviatura del producto exterior dx; Adxj,--- Adzj, .
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Teorema K.6 Si {ej,ey,---e,} es una base de E y {dxy,dxs, - -dx,}, es su base
dual en E* entonces {dx; : J € Ji} es una base de I'y(E)

Sea (x1,Xa,  Xx) € E¥ y A = (ai;)1<i<k1<j<n la matriz formada con las coordena-
das de los vectores x; respecto a la base {e;, es,---e,}, es decir x; = Z?Zl a;;€;.

Entonces, con la notacion abreviada que hemos introducido, para cada J € J
se verifica dxj(x1,Xa, -+ X;) = Aj(A). Dada T € I'y(E) su cardcter multilineal nos
permite escribir

T(Xb X2, 'Xk) = E Q14; A4y * * 'akikT(eila €y, 'eik)
1<iy i, i <n

Como T es alternada, son nulos los sumandos donde intervienen subindices repeti-
dos, de modo que la suma la podemos suponer extendida a todas los subconjuntos
{i1,49, i} C{1,2,---n} de k elementos distintos. Utilizando que T es alternada
podemos asociar todos los sumandos que corresponden a permutaciones o de un
sistema creciente J = {j; < jo < -+ < Jx} € Tk, cuya suma vale

E : A1y 1yA25,2) " ° a/kja(k)T(eja(l)’ €l " 'ejo(k)) =
oGy

= T(ejl’ €, " 'ejk) E , 6(0)a1j0(1)a2j0(2) C Ok =
oelGy

= T(ejN €y, " ejk)AJ(A> = T(ejm €y, " ejk)dx«](xl? X2, 'Xk)

Sumando todos estos términos la suma inicial se escribe en la forma

T(X17X27"'Xk> = [Z OéJd.TJ] (X17X27“' 7Xk)

JeTk

donde oy =T'(ej,, €j,, - - €, )(X1,X2, - -Xp) cuando J = {j; < jo < -+ ji}.

Queda demostrado que T es una combinacion lineal de las formas multilineales
{dz; : J € Jx} y para terminar basta verificar que estas formas son linealmente
independientes: Si 0 = »_;_, a;dz; lo hacemos actuar sobre (ejy,€j,,- - €;,) con
(j1 < jo--+ < jix) =J € Ji se obtiene que es nulo el coeficiente a. ]

Corolario K.7 Si E es un espacio vectorial real de dimension n y k < n entonces
Tw(E) es un espacio vectorial de dimension (7). (Si k > n entonces T'y(E) = {0}).

DEM: Inmediato u

Sea 3 = {e;, ey, - - €,} una base ordenada de E y {dxy,dzs, - - - dr, } su base dual
en E*. Si (x1,X2,---X,) € E™ sea detg(X1,Xa, - - -X,) el determinante de la matriz

A = (a;j)1<ij<n donde x; = 2?21 a;;e;, 1 <1i <n. Entonces

dry Ndxg A -+ AN dx, (X1, Xa, - -+, Xy,) = det g(X1, Xa, - - - Xp)
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Como I',(E) es de dimensién 1, con base {dz; Adza A+ - -Adx,} se sigue que cualquier
n-forma exterior T € I',,(E) es de la forma T' = pudxy Adzg A --- Adxy, con p € R,
luego (x1,Xa, - -X,) — det 3(x1, X2, - -X;,) es la tnica forma multilineal alternada
de grado n que toma el valor 1 sobre (ej, e, --€,).

Analogamente a como se define el producto exterior de formas lineales se define
el producto exterior de formas multilineales alternadas:

Definicién K.8 Dadas S € T',(E), T € T'y(E), con 1 < p,q < n, su producto
exterior S AT € T'piy(E) es la forma multilineal alternada asociada o la forma

LS(x1, X)) T (Xpi1, * +Xpiq), €8 decir

multilineal (X1, Xp, Xpt1, - Xptq) — Sl

1

> £(0)8(Xo)s o) T (Kopi1)s - Xo(pia)

(SAT) (%1, 'Xp+q) = !

0€Gprq

Es facil comprobar que el producto exterior de formas multilineales es lineal
respecto a cada factor.

Una forma multilineal alternada T' € I'y(E) se dice que es descomponible si se
puede expresar como producto exterior de k formas lineales, es decir, si es de la forma
T =fiNfaN---A fir, donde f; € E*. En virtud del teorema [K.g toda forma exterior
de grado k se puede expresar como suma de formas exteriores descomponibles de
grado k.

Lema K.9 SiS=fiNfoA---Nf €lW(E), T=qgAN---g2N---g, € [((E) son
formas descomponibles, entonces SANT = fy N fa N NfpANGr N---ga A+ g

DEM: Sea W = fi A faA---Afy AgiA---gaA---gq.

Sea G’ (resp. G") es subgrupo de G, formado por las permutaciones que sélo
permutan los p primeros (resp. g ultimos) elementos, dejando fijos los restantes. En
Gp+q se considera la siguiente relacién de equivalencia: 0 ~ 7 si ¢ = 70’0” con
o' € G', 0" € G". Cada clase de equivalencia contiene plq! elementos, luego hay
(p ;q) clases de equivalencia. Si D C G4, es un conjunto formado con un elemento

de cada clase de equivalencia, se verifica:

WX, -+ Xpyq) = Z £(0) [iXo()) S (Xo(p)) 91 (Xo(p1))  * * Gg(Xo(prq)) =

0€Gprq

= e(MSry, X)) T (Koo, Xr(pig))

TeD
donde
Sy, Ko@) = Y €0V [1(&rar1) -+ fo(XKror ()
o’'eG’
T(XT(p+1)’ T XT(p+q)) = Z g(o’”)gl (XTU”(l)) T gq(XTJ”(p))
U//EG//

Usando que p!S = Sy4, ¢!T = T4 se obtiene que
WXt Xpiq) =
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1
~plg! > |2 5(0,)5()(“’/(”’mXTU/(p))] [ > e(0") T (Xrornpiny,+ Xror(pra) | =

TED U/EG/ o.//eG//

== D &0)So)s Xo(p)T Kotpr1)s - Xopra) = (S AT) (X1, - Xpig)

F0€Gpiq
|

Proposiciéon K.10 El producto exterior de formas exteriores es asociativo y anti-
conmutativo: St R € T'y(E), S € I',(E), T € I')(E), entonces

i) RAN(SANT)=(RANS)AT.
i) SANT =(=1)P9TAS.

DEeEM: En virtud de la bilinealidad del producto exterior de formas exteriores, basta
demostrar las propiedades 1) y ii) para formas exteriores descomponibles, y en este
caso el resultado es consecuencia del lema K9 [ ]

Correspondencias entre sistemas de vectores y formas exteriores. En lo
que sigue se supone que E es un espacio euclideo orientado de dimension n y que
B = (e1,es,---€,) es una base ortonormal positiva de E. Recordemos que el pro-
ducto mixto [vy - vy ---v,] de n vectores ordenados (vy, va, -+ v,) € E™, viene dado
por det g(vy, Ve, --v,) = det(vij)1<ij<n, donde Z?Zl vi;e; = v, (1 < i < n).
Su valor absoluto proporciona el contenido de Jordan en E del paralelepipedo
P(v1,va, - -v,). Aunque para calcular el producto mixto hay que fijar en E una
base ortonormal positiva sin embargo el producto mixto es una nocién intrinseca
que sélo depende de la estructura euclidea y de la orientacién de F.

La n-forma fundamental del espacio euclideo orientado F es la aplicacion multili-
neal alternada A : E™ — R, A(vy,---v,) = [vi-Va---v,], vy con ella podemos asociar
a cada sistema (uy,---u,) € EP, 1 < p < n, la forma exterior §,(uy,---u,) € I'y(E)
de grado k = n — p, mediante la aplicacién §, : E? — ['y(E), definida por

gp(U1, Ug, - * 'up)(X17 .. Xk) = A(Xla CeeXp, Uy, .up)

Cuando p = 0, y p = n, conviene usar los convenios E° = R, 'y(E) = R, y denotar
por & : E® — T, (E), &, : E™ — To(F), las aplicaciones &y(t) = tA, y &, = A.
Es inmediato que para 1 < p < n la aplicacién §, es multilineal y antisimétrica.
Merece atencion especial la aplicacién & : E — T',,_1(E), que es un isomorfismo
porque los dos espacios vectoriales E y I',,_1(E) tienen dimensién n. La base de
Lpq(E)es {p;: 1 <i<n}donde pu; =drg A ANdxp, pi, =dxy N+ ANdxp_q,y
para 1l <i<n, pu; =dry A--- Ndx;_y Ndxigg A--- Ndzy,.
Segtn la demostracién del teorema [K-§, las coordenadas de & (x) = > 1 | a;p
respecto a esta base vienen dadas por

a; = fl(X)(el, cr€i-1,€441, 00 'en) = detﬁ(eh o €-1,€041, " 'en7X> =
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n—i,, .

(_1)7” detﬁ(el, €1, X, €41, -en) = (—1) T;

Por otra parte sabemos que, en virtud de la estructura euclidea de E, hay una
identificacién candnica entre ' y E* que se obtiene asociando a cada x € FE la
forma lineal fy : F — R definida por fx(y) = (x| y). Segin su definicién, el
producto vectorial z = x5 X X3 X -+ X X,, es el vector que corresponde a la forma
lineal x — A(X,Xg, - X,) = &—1(X2, -+ X, ) (X) luego &,_1(Xa, X)) = fa

Ejercicio K.11 En las condiciones anteriores, si z = Xg X - ++ X X,,, Se verifica
~1
fl(z> = (_1)n fx2 ARERNA an
SOLUCION

Si &1(z) = > 7, aji;, hemos visto antes que a; = (—1)""2;. Calculemos ahora las
coordenadas de T := fx, A+ A fx,, = > i tipti Tespecto a la misma base. Segtn la
demostracion de [K.G estas coordenadas {t; : 1 <i < n} vienen dadas por

ti=T(ey, - -€_1,€i1, - -€,) = det (fxp(eq))p#l;f#i

. n 1, - . . s . ,
Six, =) =1 Tpje;, el ultimo determinante se escribe explicitamente asi

To1 - T2i-1 T2i41 - Ton
b= xr31 0 T3i—-1 X341 T3
;=
Tn1 * Tni-1 Tpi+l °° Tpn
luego
0o --- 0 1 0 e 0
Tor - T24i-1 T2 L2441 - Ton
i1
(—1) i =1 31 -+ T3;-1 X3 X341 " T3p
Tn1 *°° Tni-1 Tpni Tpi+l “°° Tpn
Segin hemos visto en el apéndice el dltimo determinante proporciona la coor-
denada z; del producto vectorial z, luego a; = (—=1)""z; = (=1)"(=1)"1; =
(—1)""';, y asf queda establecido que & (z) = (—1)""'T. u

Cuando n = 3y z = Xy X X3, en virtud del ejercicio anterior &1(z) = fx, A fxs, ¥
segin la definicién del producto vectorial también se cumple que &3(xa X x3) = f.

Interpretacion geométrica de la forma multilineal & (u) Comenzamos con la inter-
pretacién geométrica de la forma multilineal &;(u) cuando £ = R™ y u € R", es
un vector unitario para la norma euclidea ||u|, = 1. Para ello consideramos el hi-
perplano H = {x € R" : ( x | u ) = 0} con la orientacién inducida por el vector
normal u, es decir, la orientacién definida por una base (uy,ug,---u,_1) de H tal
que (ug, ug,---u,_1,u) es una base positiva para la orientacién canénica de R".
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Restringiendo la forma multilineal &;(u) a vectores de H obtenemos que si
(X1,X2,"*X,_1) € H" !, son linealmente independientes entonces

§1(u)(x1, X2, Xp-1) = £, (P(X1,Xa, - - X1, 0)) = ey (P(X1, Xa, - - Xp-1))
con signo + (resp. —) cuando (xy,Xa, - +X,_1) es una base positiva (resp. negati-

va) para la orientacién considerada en H. Es decir, & (u) restringida al hiperplano
H ortogonal a u, orientado mediante el vector normal u, acttia sobre los vectores

(x1,Xsg,+*X,_1) € H"! proporcionando el volumen (n — 1)-dimensional, con signo,
del paralelepipedo generado por ellos.
En general, cuando los vectores (xi, X, - -X,_1) no estan en el hiperplano orto-

gonal a u, si son linealmente independientes, estaran contenidos en un hiperplano
F={xeR":(x|n) =0}, donde n es un vector unitario elegido con la condicién
de que ( n | u) = cosf > 0. Entonces el vector y = u — ( u |n )n es ortogonal a n
y por lo tanto

fl(u)(Xl,Xz, . 'Xn71> = A(X1,X2, c o Xp-1, U) = A(X17X27 o Xp-1, n) cos ¢

luego &;(u)(x1,Xa, - X,_1) es el volumen del paralelepipedo que se obtiene al pro-
yectar P(Xj,Xs, - -X,_1) sobre H, con signo +1, (resp. —1) si (X1, Xg, "+ *X,_1, 1) €8
una base positiva (resp. negativa) para la orientaciéon canénica de R”™.

Cuando u no es unitario, la interpretacion es andloga, s6lo que ahora los voltime-
nes considerados aparecen multiplicados por ||ul|, ya que para v = u/ ||u||, se cample
A<X17 X9, Xp—1, ll) = HuH2 A<X17 X9, Xp—1, V)'

K.3. Formas diferenciales

La teoria de las formas diferenciables permite dar un tratamiento unificado a
diversos resultados del Anadlisis Vectorial. Las formas diferenciales, que tienen un
comportamiento cémodo y flexible frente a los cambios de variable, son objetos ma-
tematicos para los que de forma natural y mecédnica se puede definir la integral
respecto a una parametrizacion, independientemente del sistema de coordenadas
curvilineas empleado (siempre que se conserven la orientacién). La teoria de las
formas diferenciales, ademéds de establecer los fundamentos rigurosos de cierto tipo
de calculos formales que intervienen en los problemas de cambio de variable cla-
rifica y proporciona un tratamiento unificado de los teoremas clasicos del Analisis
Vectorial. Por una parte, diversas nociones de origen fisico, como el trabajo de un
campo de fuerzas, el flujo de un campo de vectores a través de una superficie, son
casos particulares de la nocion de integral de una forma diferencial respecto a una
aplicacion. Por otra parte, los operadores diferenciales clasicos como el rotacional,
la divergencia y el gradiente son casos particulares de la nocion de diferencial ex-
terior, un concepto que se puede definir de modo intrinseco (con independencia del
sistema de coordenadas curvilineas utilizado) usando las identificaciones canénicas
entre campos de vectores y formas diferenciales. Un primer resultado que justifica
la nocion de diferencial exterior es el clasico Lema de Poincaré, que se particulariza
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en diversos resultados basicos del Analisis Vectorial, como el que establece las con-
diciones necesarias y suficientes para que un campo vectorial sea un gradiente. Por
ultimo, podemos anunciar que las formas diferenciales son la herramienta idénea
para desarrollar el cdlculo integral sobre dominios curvos (subvariedades de R"™) y
especialmente para establecer la versién general del teorema de Stokes donde inter-
viene de manera decisiva la nocion de diferencial exterior. Esta version general del
teorema de Stokes incluye como casos particulares distintos resultados centrales del
Analisis Vectorial cldsico como los teoremas de Green, Stokes, Gauss etc.

En este capitulo seguimos denotando por E un espacio euclideo n-dimensional
en el que se ha fijado una base ordenada 3 = {e;, ey, --€,}. Su base dual en E*
la denotaremos con la notacién {dxy, dzs, - - - dz, } habitual en el célculo diferencial.
La utilidad de esta notacién se pondra de manifiesto mas adelante al estudiar los
problemas de cambio de variable. Suponemos al lector familiarizado con la teoria
de las formas multilineales alternadas que se expone en el apéndice K.9, donde se
introducen las notaciones y los resultados basicos requeridos para este capitulo. Asi,
denotaremos por Iy (E) el espacio vectorial formado por las aplicaciones multilineales
alternadas T : E*¥ — R. En particular I';(E) = E* es el espacio dual, y por convenio
['o(E) = R. Una base de I'y(F) asociada a la base § = {ej, ez, --€,} de E. es
{dz; : J € Ji}, donde J; la familia formada con las sucesiones finitas crecientes
de k numeros naturales {j; < jo < -+ < jx}, con 1 < j; < jr < ny dr; es una
abreviatura del producto exterior dxz;, A dxj, - -+ A dxj,.

Si (x1,X2,-X;) € E* y consideramos la matriz A = (a;;)1<i<k.1<j<n formada
con las coordenadas de los vectores x; respecto a la base {ej, ey, --e,}, es decir,
X; = Z?Zl a;;ej, entonces

dr (X1, Xz, Xp) = Z 8<J)a/1ja(1)a2j0(2) T Ok
c€Gy

es el determinante de la matriz obtenida extrayendo de A las k columnas indicadas
por los subindices j; < jo < -+ < Jg,

Definicién K.12 Una forma diferencial de grado k, 1 < k < n, (brevemente,
k-forma diferencial) en un abierto Q@ C E es un campo de formas multilineales
alternadas de grado k definido en 2, es decir, es una aplicacion w : Q — Ty(E).

Una forma de grado 0 es una funcién f : Q@ — R, y una forma de grado 1 es un
campo de formas lineales w : 2 — E*. Toda forma de grado k se puede escribir,
respecto a la base {dx; : J € Ji} de I'y(F) en la forma candnica

W(X) — Z w]‘1<j2<...<jk(x) dl‘]l /\ dl‘jQ /\ .. da?]k

1<ji<ge < <jp<n

que escribiremos més brevemente en la forma

w(x) = Z wy(x) dzy

JeTk
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donde J = (ji < jo < -+ < Ji), dxy = dzxj, Ndxj,--- N dxj,. Obsérvese que en el
caso k = n—1, el espacio vectorial I',,_;(E) es de dimensién 1 por lo que toda forma
diferencial de grado n — 1 se escribe en la forma

wW(X) = wy 2.0 (X) dzgy Adag A -+ - Adxy,_q

y por lo tanto se puede identificar con la funcién wy s...,, : 2 — R.

Se dice que la forma diferencial w(x) = >~ ;. ; ws(x) dz; es de clase C™ en Q
cuando todas las funciones coordenadas w; : €2 — R son de clase C™ en ). Es facil
comprobar que esta definicién no depende de la base 3 que se ha elegido en E.

En el caso de ser ¢ = 0, w' = f es una funcién, y se conviene en que w A f =
fAw= fw es la forma diferencial de grado p definida por (fw)(x) := f(x) A w(x).

Ejemplos K.13

a) Cuando n = 1 la nocién de las forma diferenciales carece de interés, pues las
formas diferenciales de grado 0 son funciones y las de grado 1, que son de la forma
f(x)dx también se identifican con funciones.

b) Cuando n = 2, las formas diferenciales de grado 0 son funciones de dos variables,
las de grado 1 se suelen escribir usando la notaciéon P(z,y)dx + Q(z,y)dy, v las
de grado 2, w(x,y) = f(x,y) dx A dy, se identifican con funciones de dos variables
f:Q—R.

c¢) Cuando n = 3, las formas diferenciales de grado 0 son funciones de tres variables,
las de grado 1 se escriben en la forma Fi(z,y, z)dx + Fy(z,y, 2)dy + F3(x,y, 2)dz,
las de grado 2, se suelen escribir en la forma

Alz,y,z) dy Ndz + B(z,y,2) dz Ndx + C(z,y, z) de A dy

y las de grado 3, w(x,y, z) = f(z,y, z)dx A dy A dz, se identifican con funciones de
tres variables f : (2 — R.

d) Si f : Q — R es diferenciables en un abierto 2 C R”, su diferencial df(x) =
2?21 D, f(x)dx; es una forma diferencial de grado 1 que serd de clase C™ ! si f es
de clase C™.

El conjunto de las formas diferenciales de grado k en €2 forma un espacio vectorial
real, donde estd definido el producto exterior de formas diferenciales: Si w,w’ son
formas diferenciales de grados p y ¢ respectivamente, entonces su producto exterior
(WAW)(X) : w(x) Aw'(x) es una forma exterior de grado k = p+¢. La multiplicacién
exterior de formas diferenciales es una operacién asociativa y anticonmutativa que
verifica la ley de anticonmutatividad w A ' = (—1)P%W' A w.
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Ejemplos K.14

a) Para n = 3 el producto exterior de las formas diferenciales
w=Fdr+F,dy+ F;dz, o =G, dov+Gydy+Gsdz

es la forma diferencial

w /\w' = (FgGg — FgGQ) dy/\dz + (F3G1 — F1G3) + dz N\ dx + (F1G2 — FQGl) d?[f/\dy

b) El producto exterior de las forma diferencial de grado 1,

w=AdyNdz+ BdzANdx+ C de Ndy
por la forma diferencial de grado 2

W=Adr+ B dy+ C' dz
es la forma diferencial de grado 3,
wAw = (AA'+ BB + CC") de Ndy N dz

¢) El producto exterior w = w! A w? A w? de las formas de grado 1,

wi:Ff dx—l—FQi dy+F§ dz, 1<1<3
es la forma diferencial de grado 3,

w = det[F]1<; <3 dx A dy Adz

c) Si f1, f2 :  — R son funciones diferenciables en un abierto 2 C R", el producto
exterior dfy Adfy : @ — I'y(R™) es la forma diferencial de grado 2, cuya expresién en
forma canodnica es

(dfs Ndfa)(x) =Y DULID) (4 iy 1 d

Proposiciéon K.15 Sean f; : Q@ — R, 1 < i < k funciones diferenciables en un
abierto 2 C R™. Entonces su producto exterior dfy Adfs A+ Ndfy : Q — Ti(R™) es
la forma diferencial de grado k, cuya expresion en forma candnica es

D
(dfy Ndfy A Ndf)(x) = Y Uy fo oo i) (x) dxj, Adxj, A---da,
1 <o < D(xj1>$j2""$jk)
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DEM: Basta recordar que si J = (j; < jo < -+ < ji) entonces la coordenada w;(x)
de w(x) = (dfy Adfa A -+ Adfy)(x) respecto a la base canénica {dz,; : J € Ji} de
['x(F) viene dada por

u}J(X) = (dfl Ndfa N+ N\ dfk)(x)(ejwejw o 'ejk) =

D(fi, fo -+ [i)
= det[df,(x)e;, l1<pq<k = det[D;, fo(X)]1<pa<k = (x)
b Jall<pas Jatb 1=pas D(xjuxjé o 'xjk)
(véase el apéndice [K.2) u

Imagen reciproca de una forma diferencial. Sean F, F' espacios vectoriales
euclideos de dimensiones n y m respectivamente y w : € — I'y(E), una forma dife-
rencial de grado k definida en un abierto 2 C E. Si g : U — () es una aplicacion
diferenciable en un abierto U C F, la férmula

g (W)(u) : (vi, va, - vi) — w(g(w))(dg(u)vy, - - - dg(u)vy)

define en U una forma diferencial g*(w) : U — I'y(F) de grado k (obsérvese que
los vectores v; pertenecen a F'y sus imdgenes dg(u)v; pertenecen a E). Se dice
que g*(w) es la imagen reciproca de w por el cambio de variable g, o que g*(w) se
deduce de w mediante el cambio de variable x = g(u) (;Atencién u y x, en general
son vectores de dimensiones distintas m,n).

Cuando w = f es una funcién definida en Q (forma diferencial de grado 0) es
conveniente definir g*(f) = fog.

Proposiciéon K.16 Seag: U — Q una aplicacion diferenciable en un abierto U del
espacio euclideo m dimensional ', con valores en un abierto 2 del espacio euclideo
n-dimensional E. Se verifica

i) g* es lineal (sobre el espacio vectorial de las k-formas diferenciales en ).
ii) g*(df) = d(g*f) para cada funcion diferenciable f : Q2 — R.

iii) gflw AW) = g (w) ANg* (W) cuando w : Q — T (E) yw' : Q — T'y(E) son
formas diferenciales en ), de grados p y q respectivamente, con p+ q < n.

DEM: La propiedad i) es inmediata. y ii) es consecuencia directa de las definiciones:
g (df)(n)v = df (g(u))[dg(u)v] =

= [df(g(u)) o dg(u)]v = d(f o g)(u)v = d(g"f)(u)v

Para demostrar iii) consideremos un punto concreto x = g(u) € €2, donde u € U,
un sistema de vectores vy, vy .- vy € F'y sus imdgenes w; = dg(u)v;, 1 < j < k.
Utilizando la definicién del producto exterior de formas multilineales (véase [K.9)
resulta:

g (0 A W) () (v1, Vi) = (w0 A W) (X)W, - W) =
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q, D W) (Woa), -+ Wop))][w () (Wapen)s - Wotpia)] =
oGy
Z )(Vo(1), Vo) [87 (W) (W) (Vopr1)s - Volpig))] =
q' =
oecly

= [g"(w) A gT(@W)()(ve, - - Vi)
]

Con el fin de ejercitarse en el calculo con formas diferenciales, merece la pena com-
probar la propiedad iii) en algunas situaciones concretas

Ejemplos K.17

a) Comenzamos con una situacién particular que es consecuencia inmediata de las
definiciones: Si f, f12 — R son funciones, y w : Q2 — I';(F) una forma diferencial

g (fw) =g" (g (w); g"(ff) =g (/g (f);

b) g*(dx; A dx;) = dg; A dg;. Efectivamente, como dz; es la aplicacién lineal que
asigna al dg(u)v = (dg;(u)v, - - -dgr(u)v) su componente dg;(u)v, resulta

g*(dl’l A d[L'j)(ll) (Vl, Vg) = (d!L‘Z A dxj)(dg(u)vl, dg(U)Vg) =
dri(dg(u)vy) dz;(dg(u)vs) ‘ ' dgi(u)vy dgz(u)
dr;(dg(u)vi) dz;(dg(u)vz) dgj(u)vy dg(

= dgi(u)vidg;(u)vs — dg;(u)vadg;(u)vi = [dg;(a) A dgj(u)](vl, \&))
c) g*(df1 N dfs) = g*(df1) A g*(dfa) = d(g* f1) AN d(g" fa).

En efecto, usando la linealidad de g* y lo obtenido en b) se obtiene que la imagen
reciproca de la forma diferencial

(dfy Adfa)(x) =) %

1<j

(x) dx; A dx;

viene dada por

g () = 3 P2 () () 1 ()

1<j

Por otra parte, segiun [K.1q ii), se verifica

g"(df1) Ng"(df2) = d(g"f1) Nd(g" f2)

En virtud de la regla de la cadena, para i = 1,2, se tiene:
d(g"fi)(u) = d(f; 0 g)(u) = df; o dg = Z D; fi(g(u)) dg;(u)
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Sustituyendo arriba esta expresion para d(g*f;), ¢ = 1,2, y usando las reglas del
algebra exterior se llega a la igualdad

e 1) Rl ol = 30 e DULLE) () dgw) A dy () = g 1 ) ()

xlaxQ

En las condiciones de la proposicién .17, sea {by,bs, - -b,,} una base ordenada
del espacio euclideo F, y {duy,dus, - -du,} su base dual en F*. Dada una forma
diferencial w : Q2 — T'x(FE), en forma canénica

W(X) = Z Wi ok (X) dle A d$j2 AREERA dxjk
1<j1<ge<<jr<n

para obtener la forma canénica de g*(w), en términos de la base {duq, dus, - - - du,}
basta sustituir

Do ---q:
dgy, (W) Adgu (W) A~ Adgy, (W) = 3 i 95) () Gy, - A i,

D u TR u
1<i1<ia<--<ip<m ( X Zkk)

en la expresion

W= Y wupe(gw) dg(u) Adg, () A---Adg,(u)

I<j1<<jr<n

con lo que se llega a

g*(w) = Z ( Z Wiy g (g(u))W(u)) duil A /\dulk

1<ii<-<ip<m \1<j1<-<jp<n

Aunque la ultima férmula tiene un aspecto aparentemente complicado, en la practica
el cambio de variable se reduce a calculos mecanicos muy sencillos siguiendo el si-
guiente esquema: Para realizar el cambio de variable x = g(u) en la forma diferencial
de grado k,

w(x) = Z Wit ja--j (X) dle A dij ARERNA dxjk

1<j1<<gp<n

se efectian las sustituciones formales, x; = g;(uy, ug, - - - uy,), dv; = dg; y se siguen
las reglas formales del algebra exterior. Esta regla permite dar una doble inter-
pretacion a la formula candnica para representar una forma diferencial: Si en vez
considerar que x es una variable independiente, se considera como funcién de u,
mediante el cambio de variable x = g(u), entonces dz; se debe interpretar como
la diferencial de la funcién z; = g;(u), 1 < j < n. Debido a esta flexibilidad de la
notacion, las formas diferenciales proporcionan algoritmos formales de calculo muy
adecuados para los problemas de cambio de variable.

Ejercicio K.18 En las condiciones de [K.14, sih :V — U es otra aplicacion dife-
renciable definida en un abierto V' de un espacio euclideo r dimensional, se verifica

(goh)'w=h"(g'w)
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Ejemplos K.19

a) En el caso E = F = R? con el cambio de variable a coordenadas polares,
(x,y) = g(r,0), dado por z = rcos @, y = rsend, la forma diferencial w = dx Ady se
transforma en la que se obtiene con la sustitucion formal dx = cos€ dr — rsenf df,
dy = sen 6 dr + rcosf df, con la que se obtiene

g (w)(r,0) = (cos@ dr —rsenf df) A (sen dr + rcosf df)
Con las reglas de calculo dr A dr = df N\ df = 0, dfr A dr = —dr A df, se obtiene
g (w)(r,0) =r dr Ndb

b) Consideremos ahora el caso E = F = R3, y el cambio de variable a coordenadas
esféricas (z,y,2) = g(p, 0, ¢), dado por

x =pcospcosh, y=pcospsenld, z = psenp

Dada la forma diferencial w = dx Ady Adz, para calcular g*(w)(p, 6, ) basta efectuar
las sustitucién formal

dx = cospcosf dp — pcospsent df — psen pcosb dp
dy = cospsenf dp + pcospcost df — psen psent dp
dz=seny dp+ pcosp dy

En una primera etapa, con las reglas del algebra exterior, obtenemos

dx N dy = (pcos® ¢ dp A df + p* sen p cos p df A dyp)
luego
dr Ndy ANdz = (pcos® p dp A df + p* sen pcos @ d A dp) A (sen p dp + pcos p dp)
y efectuando las operaciones se llega al resultado
g (w)(p, 0, ) = p*cosp dp A dO A dg

c) Consideremos la parametrizacion usual de la esfera de centro (0,0,0) y radio
R>0, (z,y,2) =g(0,¢), donde

x = Rcospcosf, y= Rcospsenf, z= Rsen p
y una forma diferencial de grado 2
w(z,y,2) = Fi(x,y,2) dy Ndz + Fy(x,y,2) dz Ndx + F3(x,y, z) de A dy

Para calcular g*(w) (€, ¢) basta efectuar las sustituciones formales

dr = —Rcospsent df — Rsen pcost dp
dy = Rcospcosf df — Rsen psenf dp
dz = Rcosp dp
con las que se obtiene g*(w)(6,p) = R2f(0,¢) df A dp, donde

f(0,0) = F}(0,9)cos® ¢ cosf + Fy(0,p)cos® ¢ send + Fi (0, p)sen ¢ cosp
con Ff =F;og, 1 <j<3.
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