Capitulo 10

Integral de Riemann

Funciones integrables Riemann en un intervalo y propiedades de la integral.
Integracion sobre conjuntos medibles Jordan. Conjuntos de contenido nulo de
medida nula. Caracterizacion de las funciones integrables.

En este capitulo y en el siguiente se desarrollan las técnicas basicas de célculo
integral para funciones de varias variables, y se muestran las aplicaciones clasicas de
la integral al calculo de areas y volimenes.

La integral de Riemann proporciona una introduccion rapida y elemental al pro-
blema del calculo efectivo de integrales, dreas y volimenes, y permite definir de
forma rigurosa una amplia clase de conjuntos del plano o del espacio ordinario que
tienen asignada un area o un volumen. Esta clase de conjuntos, llamados medibles
Jordan, incluye a los recintos acotados que se pueden describir geométricamente
como interseccion de figuras geométricas elementales (conos, cilindros, esferas, etc).

Ademas de las aplicaciones geométricas usuales al calculo de areas y volimenes
se menciona en este capitulo la nociéon de funciéon de densidad de un sélido y se
describen las aplicaciones de las integrales al calculo de masas, centros de masas y
momentos de inercia de sélidos cuya distribucion de masa no uniforme esta descrita
mediante una funcién de densidad.

En este capitulo, dedicado esencialmente a los fundamentos tedricos de la inte-
gral de Riemann, se demuestra el cldsico teorema de Lebesgue que caracteriza las
funciones integrables Riemann mediante el conjunto de sus discontinuidades.

Hay que advertir que la integral de Riemann es una nocién insuficiente como ins-
trumento tedrico para el Anélisis Matemdtico avanzado (Anélisis de Fourier, Analisis
Funcional) donde se requiere la nocién més general de integral de Lebesgue.

10.1. Funciones integrables Riemann

Notaciones y terminologia. Una subdivisién p de [a,b] C R, es una sucesién
finita creciente ty < t; < --- <t,,, con tg = a, t, =b. Usaremos la notacion
A(p) para la familia de los intervalos cerrados determinados por p, es decir

A(p) = {[to, t1], [t1, t2], [t2, 3], -+ - [tm—1, il }
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En lo que sigue P([a,b]) designara la coleccién de todas las subdivisiones de [a, b].
Si p,p’ € P(la,b]), y p' contiene todos los puntos de p, se dice que p’ es mas
fina que p, y se escribe p’ > p. Asi se tiene definida en P([a,b]) una relacién de
orden parcial con la cual P([a,b]) es un conjunto dirigido:

Dadas p',p" € P([a,b]) existe p € P([a,b]), tal que p=>p', y p=>p"

En lo que sigue llamaremos rectangulo o intervalo cerrado n-dimensional a un
conjunto A C R", de la forma A = [ay,b1] X [ag,bs] X -+ X [an,b,], que salvo
mencion expresa de lo contrario, se supondra no degenerado, es decir con a; < b;,
para 1 < ¢ < n. Analogamente se definen los rectangulos o intervalos abiertos
n-dimensionales: U = (a1, b1) X (ag,bg) X <+ X (an, by,).

El volumen n-dimensional de los rectangulos abiertos o cerrados se define como
el producto de las longitudes de sus lados:

v(A) =v(U) = (b —a1) X (by —ag) X -+ X (b, — ay).

Cuando sea conveniente hacer explicita la dimensiéon n que se estd considerando,
en lugar de v, escribiremos wv, para designar el volumen n-dimensional.

Una subdivisién del rectdngulo cerrado A C R™ es una n-pla, p = (p1,p2, - Pn),
donde p; € P([a;, b)), 1 <i<n. El conjunto de las subdivisiones de A

P(A) :=P([a1,b1]) x P([az, b)) x - -+ x P([an, by))

también se puede dirigir por refinamiento: Se dice que p' = (pi,ph---pl) € P(A)
es mas fina que p = (p1,p2---pn) € P(A), y se escribe p’ > p, cuando p. > p;,
para 1 <i < mn.

Cada p = (p1,p2 - pn) € P(A) determina una coleccién finita de rectdngulos
cerrados que no se solapan (esto significa que sus interiores son disjuntos):

Alp) ={Jy X Jo X - X Jp: J, € Alp),1 < k < n}

Si p,p € P(A), y p es més fina que p, cada S € A(p) es unién de los
rectangulos S € A(p’) que estan contenidos en S, y es facil ver que

v(S) = > ().

S'eA®),8'CS

Integral inferior e integral superior. Funciones integrables. Sea f: A — R
una funcién acotada definida en el rectdangulo cerrado A C R, |f(x)| < C para
todo x € A. Entonces, para cada S C A se pueden definir

M(f,S)=sup{f(x):xe S} <C, m(f,S)=inf{f(x):xe S} >-C.

A cada subdivisién p € P(A) se le asocian las sumas superior e inferior de Darboux:

S(fp) =Y, M(f,90(S); s(f,p)= Y m(f,9)v(S).

SeA(p) SeA(p)

Es inmediato que s(f,p) < S(f,p) para cada p € P(A).
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Lema 10.1 Si p' € P(A) es mds fina que p € P(A), se cumple

S(f,p) <S(f.p), s(f,0)=s(fp),

y si p,q € P(A) son subdivisiones arbitrarias, s(f,p) < S(f,q).

DEM: Fijado S € A(p), si S € A(p'), y S" C S, severifica M(f,S") < M(f,S),
luego, M(f,S")v(S") < M(f,S)v(S’). Sumando las desigualdades que corresponden
alos S" € A(p’) contenidos en S, resulta

> M(f,S(S") < M(£,8) > v(S) = M(f,S)v(S)

S'cS S'cS

Volviendo a sumar cuando S recorre A(p), se obtiene

S(fr) =) [Z M(f,S’)v(S’)] < > M(f,8)(S) = S(f,p)

SeA(p) Ls'cs SeA(p)

Anélogamente se demuestra que s(f,p") > s(f,p).

Finalmente, si p,q € P(A) son subdivisiones arbitrarias, considerando una
subdivisiéon p’ € P(A), mas fina que p y que ¢, aplicando las desigualdades que
acabamos de establecer resulta s(f,p) < s(f,p) < S(f,p") < S(f,q). n

Fijado ¢ € P(A), el nimero S(f,q) es cota superior del conjunto de nimeros
reales {s(f,p):p € P(A)}, y se puede definir la integral inferior

/Af =sup{s(f,p) :p € P(A)} < S(f,q)

Para cada ¢ € P(A) se cumple [,f < S(f,q), y se puede definir la integral
superior o

[1=miis(0) g€ Py > /s

Definicién 10.2 Una funcion acotada f : A — R, definida en un rectangulo
cerrado A C R", es integrable Riemann sobre A cuando [,f = [,f. En este caso

se define su integral como el valor comin

/Af=Af=Zf

Obsérvese que la integrabilidad de f significa que existe un tnico ntmero real
I=[,f(x)dx, tal que s(f,p) <I<S(fp), paratodo pe P(A).

En lo que sigue R(A) designara el conjunto de las funciones integrables Riemann
f:A—TR. Si BCA esunsubrectangulo cerradoy f|p € R(B), se dice que f
es integrable sobre B, y en lugar de f|p € R(B), [, f|s, seescribe f € R(B),
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S g [, respectivamente. Si f es integrable sobre A, a veces es conveniente utilizar
la notacién habitual que hace explicitas las variables:

/Af:/Af(x) dx :Af(xl,xg,---xn) dx, dzy - - dx,,.

b
Cuando n=1,y a<b sedefine [ f(z)de=— [ f(z)der= Jia f(2) dz.
La siguiente proposicion, que es consecuencia directa de las definiciones, expresa
en una forma bastante ttil la condicion de que f sea integrable, sin mencionar
explicitamente las integrales superior e inferior.

Proposicién 10.3 Una condicion necesaria y suficiente para que una funcion aco-
tada f : A — R sea integrable sobre el rectingulo cerrado A C R", es que se
verifique: Para cada € >0 existe p. € P(A) tal que S(f,p.) — s(f,pe) < €.

DEM: Si se cumple la condicién del enunciado, para cada e > 0, se verifica

OSZf—AfSS(f,pe)—S(f,pe) < luego Zf:Af.

Reciprocamente, si [ es integrable, su integral [ 1f es el extremo superior de
las sumas s(f,p), y el extremo inferior de las sumas S(f,p) luego, dado € > 0,
existen p’,p” € P(A) verificando

S(f.p) > / f-e/2. S(fp") < / f e

Si p. € P(A) es una subdivisién més fina que p’ y que p”, se cumple

() = s(p) < S = s(fa) < [ 1+ ef2 ( [ - e/z) .

Teorema 10.4 Toda funcion continua f: A — R en un rectangulo cerrado A C
R", es integrable Riemann.

DEM: Como A es compacto, f es uniformemente continua (B.24), luego para cada
e >0 existe § >0, tal que

X,y €A, |x—yl<d=[f(x)-f¥)]<e/v(4)

Sea p € P(A) tal que diam(S) < paratodo S € A(p). La funcién continua f
alcanza en cada rectangulo compacto S € A(p) un méximo y un minimo absolutos
(B.14), es decir, existen xg, ys € S, tales que

M(f,5) = f(xs), m(f,5) = fys)
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Como ||xs —ys| <6, severifica 0 < M(f,S)—m(f,S) = f(xs)—f(ys) < e€/v(A),

luego

S(fop) = s(fip) = Y [M(f,5) =m(f,9)]u(S) < (i4) S u(S) =
EA(p

SeA(p)
Aplicando la proposicién se concluye que f es integrable. [ ]

NOTA: Hay otras formas alternativas de definir la integral de Riemann que comen-
tamos a continuacion: Si A C R™ es un rectangulo cerrado, sea II(A) la familia
de los pares 7™ = (p,7(p)), donde p € P(A) y 7(p) ={rs:5 € A(p)} es una
coleccién finita de puntos de A tal que 7¢ € S para cada S € A(p). Diremos
que m= (p,7(p)) € II(A) es mas fina que @’ = (p/,7(p')) cuando p es més fina
que p’, y en ese caso escribiremos 7 > 7',

Si f:A— R esacotada, acada ™= (p,7(p)) se le asocia la suma de Riemann

= > flrs)u(S

SeA(p)

Es facil ver que f es integrable Riemann sobre A, con integral I, siy sélo si
para cada € > 0 existe m € II(A), tal que toda 7 € II(A) més fina que 7
cumple |X(f,7) —I| < e. Esto significa que la red (X(f,7))rem(a) converge hacia
I, cuando II(A) estd dirigido por refinamiento (es decir, por la relacién de orden
> definida anteriormente).

Para m = (p,7(p)) € I(A) se define diam(7) = max{diam(S) : S € A(p)}.
Se puede demostrar que f es integrable Riemann sobre A, con integral I, siy
sélo si para cada € > 0 existe J > 0, tal que toda 7 € II(A), con diam(7) < 4,
cumple |X(f,m)—a| <e. (Cuando f es continua el cumplimiento de esta condicién
estd implicito en la demostracién del teorema [[0.4)). En el lenguaje de la teoria de
redes esta caracterizacion se expresa diciendo que f es integrable Riemann con
integral [ siy sélo sila red (X(f,m))rema) converge hacia I cuando TI(A)
estd dirigido mediante la relacién de orden: 7 = 7’ si  diam(7) < diam(n’).
En términos de sucesiones, esto significa que para cada sucesién m, € II(A), con
lim,, diam(m,) = 0, la sucesién X(f,m,) converge hacia I (Véase [[J, vol. III, pag
29, v [B, pag 34, para el caso n = 1).

Propiedades de la integral. Dada una funciéon f : A — R, su parte positiva y
su parte negativa se definen por f*(x) = max{f(x),0}, f~(x) = —min{f(x),0},
Obsérvese que f= f*—f7, yque |f|=fT+[".

Proposicién 10.5 Sea A CR"™ un rectingulo cerrado y R(A) el conjunto de las
funciones f: A — R que son integrables Riemann.

a) R(A) es un espacio vectorial sobre R, y la integral es lineal: Si f,g € R(A),
y a,BER, entonces of + Bg ER(A) y [y(af +Bg)=a [, [+ [,9

b) Si f,geR(A), y f<gentonces [,f<[,q.

242



LECCIONES DE ANALISIS MATEMATICO IT  G. Vera

c) Si feR(A), entonces [T, f7,1f| € R(A), y ’fAf}ng|f|.
d) St f,g € R(A), entonces fge R(A).

e) Si f:A— R esacotaday p € P(A) entonces [ es integrable sobre A
si y sélo si f|s es integrable sobre cada S € A(p), y en este caso

[ 160 dx = Z)/Sf(x> ix

SeA(p
f) Si feR(A), y ueR", sea Ay =u+ A. Entonces fu(x) = f(x—u) es
integrable sobre Ay y se verifica [, f = [, fu.

DEM: a) Sean p',p” € P(A), v p € P(A) maés fina que p’ y p”. Para cada
S € Alp), es M(f+g,5) < M(f,5)+M(g,5), luego S(f+g,p) < S(f,p)+5(g,p)

y se sigue que [, (f +9g) < S(f+g,p) < S(f,p) +S(g.p) < S(f,p) + S(g,p").
Considerando el extremo inferior de las sumas S(f,p’), v luego el extremo inferior

de las sumas S(g,p”) se obtiene: f_A(f—i—g) < f_Af—f—f_Ag. Un razonamiento analogo

conduce a [, f+ [,9 = [,(f +9).
Si f,g son integrables sobre A, en virtud de las desigualdades anteriores,

A<f+g>=A<f+g>=Af+[4g

es decir, f 4 g es integrable sobre A, y fA(f +g) = fA f+ fA g.
Si a >0, secumple S(af,p)=aS(f,p), s(af,p) = as(f,p), mientras que
para a < 0, se tiene S(af,p) = as(f,p), s(af,p) = aS(f,p). De aqui se deduce

Z(af)ZaZf; A(af):aéf sia>0.
Z(&f):aAfS A(&f)zaZf sia < 0.

En ambos casos se concluye que f € R(A) = af € R(A), con [,(af)=af, [
b) Es consecuencia de S(f,p) < S(g,p), que se cumple para todo p € P(A).

c¢) Observemos que M (f*,S)—m(f*,S) < M(f,S)—m(f,S) (es evidente cuando
f mno cambia de signo en S, y cuando f cambia de signo en S basta tener en
cuenta que M(f*,S) = M(f,S), m(ft,5)=0, y m(f,S)<0). Esta desigualdad
conduce a S(f*,p)—s(f*,p) < S(f,p)—s(f,p) de donde se sigue, usando [0-3, que
feR(A) = fT e R(A). Utilizando la propiedad a) se concluye que f~ = fT—f
y |fl = fT+ f~ son integrables. Finalmente, en virtud de b) y de la desigualdad
U< <1l vesulta — [, IF1< [, f < [, IS
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d) Empezamos con el caso 0 < f = g € R(A). Como M(f? S) = M(f,S)? vy
m(f%,S) =m(f,S)? se tiene

M(f?,8) = m(f*,8) = [M(f,5) + m(f, S[M(f,S) —m(f,S)] <

donde C' = M(f, A). Multiplicando esta desigualdad por v(S), y sumando cuando
S recorre A(p), resulta

S(fzap) - S(fzap) < QC[S(fap) - S(fap)]

Como esta desigualdad es vélida para cada p € P(A), con se obtiene que
[ €R(A) = f2 € R(A).

Cuando 0 < f,g € R(A), como fg = 3[(f + 9)> — f* — ¢°], segun lo que
se acaba de demostrar y la propiedad a) resulta fg € R(A). Finalmente, cuando
f,g € R(A) son arbitrarias, usando las propiedades a) y c¢) y lo que ya se ha de-
mostrado resulta fg= fTg"+ f~g~ — fTg” — f7gT € R(A).

e) La demostracién se reduce al caso en que A(p) = {A;, A2}, consta de dos
rectdangulos. Dadas sendas subdivisiones p' € P(4;), p” € P(Az), podemos obtener
una subdivisién g € P(A), que induce en A;, y en Ay, subdivisiones ¢, y ¢”,
mas finas que p’, y p”, respectivamente. Entonces

S(f,0) + S(p") = S d) + S(f.q") = S(f,q) / ;.

SUp) + s 0" < s ) + s(fd") = s(f. ) / ;.

Si f€R(A1), v f € R(As), considerando el extremo inferior de las sumas S(f,p’),
y luego el de las sumas S(f,p”), se obtiene

A1f+[42szf

Anélogamente, considerando el extremo superior de las sumas s(f,p’), y luego el

de las sumas s(f,p”), resulta
[ o+ ] r< s
A Az JA

Se concluye asi que f € R(A), yque [, [f= fAl f+fA2 f

Reciprocamente, si f € R(A), en virtud de [[0.3, dado € > 0, existe ¢ € R(A),
tal que S(f,q) — s(f,q) < e. No hay inconveniente en suponer que ¢ es mas fina
que p. Entonces, podemos considerar las subdivisiones ¢’ € P(A;), y ¢" € P(Ay),
que ¢ induce en A;, yen A,, respectivamente, para las que se cumple

S(faq/)_s(faq/)<€7 S(faq”)_s(faq”)<€a
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luego, en virtud de [[0.3, f es integrable sobre A;, y sobre As.

f) La traslacion x — x 4+ u, establece una biyeccién natural p — p/, entre las
subdivisiones p € P(A), y las subdivisiones p' € P(A,), en la que a cada
rectangulo S € A(p), le corresponde el trasladado S" = u+.S € A(p'). Es evidente
que

M(f,5) = M(fo,5"), m(f,8)=m(fs,5), v(S)=n0()

luego S(f,p) = S(fu, ), v s(f,p) = s(fu,P'). De estas igualdades se desprende
el resultado. ]

El siguiente resultado, que ha quedado establecido en la demostracion del apar-
tado a) de la proposicién anterior, conviene hacerlo explicito para que sirva de refe-
rencia en algunas de las demostraciones que siguen.

Proposicién 10.6 Si f,g : A — R son funciones acotadas sobre el rectangulo
cerrado A C R", se verifica, [,(f+g) < [+ [,9-

El objetivo del siguiente lema es establecer, con los recursos disponibles en este
momento, un resultado parcial que sirve para justificar una afirmacion que se hace
al comienzo de la siguiente seccién.

Lema 10.7 Si f: A — R es acotada en un intervalo cerrado A CR™, y f(x) =0
para todo x € A° entonces f es integrable y fA f=0.

DEM: Basta demostrarlo cuando f > 0 (ya que el caso general se reduce a este
considerando la descomposiciéon f = f*— f7).

Paracada € > 0 sea A, C A° unrectdngulo cerrado tal que v(A)—v(A.) < ¢/C,
donde C' > M(f, A) es una cota superior de f. Sea ¢ € P(A) tal que A, € A(g).
Como M(f, Ac) =0, se tiene

S(fg)= Y. MSES)< D Cu(S)=C(A)—v(A)) <e

SEA(q),S#£A. SEA(q),S#A.

luego, 0 < [,f < f_Af < S(f,q) <e. Como € > 0 es arbitrario se obtiene que f
es integrable sobre A con [ 4/ =0 ]

10.2. Conjuntos medibles Jordan

Un conjunto acotado £ C R™ se dice que es medible Jordan si estd contenido en
un rectangulo cerrado A C R™ tal que la funcion caracteristica xp es integrable
Riemann sobre A. En este caso, si A’ C R™ es otro rectangulo cerrado que contiene
a I, es facil ver que xg también es integrable Riemann sobre A’, con la misma
integral fA, XE = fA XE-

Efectivamente, B = AN A’, es un rectangulo cerrado y existen subdivisiones
p € P(A), p e P(A) talesque B € A(p), y B € A(p'). Como E esta contenido
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en B, paracada S € A(p) con S # B lafuncién xg es nula sobre S°, y segin
el lema [[0.7 es integrable sobre S, con integral nula. Usando [[0.§ e), se obtiene

5 € R(A) & v5 €R(B), v /XE:/XE
A B

Anéalogamente se razona con A’ y se concluye que

xe € R(A) & xg € R(B) & xg € R(A) v /XE:/XE:/XE,
A B /

En lo que sigue denotaremos por M, la familia de los subconjuntos medibles
Jordan de R". Las consideraciones anteriores ponen de manifiesto que para cada
E € M, el valor de la integral [ 4 XE es el mismo para todo rectangulo cerrado
A que contenga a FE, por lo que, en lo que sigue, podemos omitir el rectangulo
ADE, yescibir [xp= [, x5

El ntimero ¢(E) = [ xg se llama contenido de Jordan (n-dimensional) de E.
Cuando sea preciso especificar la dimension n que se esta considerando escribire-
mos ¢,(F), en lugar de ¢(FE). Asi c¢3 mide volimenes de sélidos en R3, ¢, mide
dreas de regiones planas en R2, etc.

La siguiente proposicion es consecuencia inmediata de las definiciones y de las
propiedades béasicas de la integral establecidas en [L0.7.

Proposicién 10.8
a) St E;FeM,, yv ECF, entonces c¢(E) < c(F).

b) Si E,F € M,, entonces ENF e M,, EUF e M,, E\FeM,, y
((EUF) < c(E)+c(F). Si ¢(ENF) =0, secumple ¢c(EUF) =c(E)+c(F).

¢) Si Ey,Ey,---E, €M, entonces E=UJ'", € M,, y c(E) <> " c(Ey),
y st los conjuntos son disjuntos se cumple la igualdad.

d) Si A CR" es un rectingulo cerrado, y A° C R C A, entonces R es medible

Jordan y c¢(R) = v(A). En particular, A° y A son medibles Jordan y
c(A°) =c(A) = v(A).

e) Si EeM, y uelR, entonces u+EcM,, y c¢(F)=clu+E).

DEM:
a) es consecuencia directa de [[0-3 b), ya que xg < Xxr.

b) se obtiene aplicando [[0.5 d) y [[0.5 a), ya que

XENF = XEXF, XBUF =XE +XF — XEXF; XE\F = XE — XEXF

c¢) Segun acabamos de ver, el resultado es cierto para m = 2, y la demostracién se
completa por induccion sobre m.
d) La funcién acotada xgr — 1 se anula sobre A° luego, segtn el lema [[0.7, es
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integrable sobre A con [ 1(xr—1) =0. Como la funcién constante 1 es integrable
sobre A se sigue que xx también loes,y [, xp = [,1=1v(A).

e) Basta aplicar f) a la funcién xpg, teniendo en cuenta que yg(x —u) esla
funcién caracteristica de u+ F. ]

NOTA: Se puede demostrar que toda funcién de conjunto pu : M, — [0,+00) que
verifique

) w([0,1)")=1; p(x+ E)=u(E) paratodo E € M, ytodo x € R"
11) /,L(El U Ez) = /,L(El) -+ /L(EQ) si El, EQ € Mn y E1 N EQ = @

coincide con el contenido de Jordan (véase ([{], prob. 38, pdg 159).

Contenido interior y contenido exterior. Dado un conjunto acotado E C R",
su contenido exteriory su contenido interior de Jordan se pueden definir en términos
de las integrales superior e inferior

(E) = / o, clB) = / -

donde A es cualquier rectangulo cerrado que contiene a F (utilizando lo que se esta-
blece en el ejercicio [[0.28 es facil justificar que los valores [ AXE> / 4 XE; no dependen

del rectangulo cerrado A D E).

Es obvio que ¢, (F) < ¢*(F), y que se cumple la igualdad si y sélo si £ es medible
Jordan. También es inmediato que las funciones de conjunto ¢* y ¢, son monétonas:
Si B C F C R” son acotados entonces c,(E) < c.(F), vy ¢*(E) < c*(F).

Con el fin de dar una interpretacion geométrica del contenido interior y del con-
tenido exterior, introducimos la siguiente terminologia: Llamamos figura elemen-
tal a un conjunto acotado Z C R"™ que admite una representacién de la forma
Z =U{S : 8 €T}, donde I' C A(p) y p € P(A) es una subdivisién de algin
rectdngulo cerrado A D Z. En ese caso diremos que Z = U{S : S € I'} es una repre-
sentacion asociada a la particién p. Es claro que esta representacion no es tinica, pues
si g € P(A) es mas fina que p, entonces Z también admite una representacion aso-
ciada a ¢. Toda figura elemental Z C R™ es medible Jordan y si Z =U{S : S €T} es
una representacion asociada a p € P(A) entonces ¢(Z) = Yo v(s) (la justificacion
detallada de esta afirmacién se puede ver en el ejercicio [10.29).

Si &, C M,, es la familia de las figuras elementales se puede demostrar (véase el
ejercicio [[0.3() para un conjunto acotado £ C R™ se verifica

(E)=inf{c(Z): EC Z€&,}

(E)=sup{c(Z): ED 7 €&}

Conjuntos de contenido nulo. Un conjunto medible Jordan £ C R™ que cumple
cn(E) =0, se dice que tiene contenido nulo (n-dimensional).
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Proposicion 10.9 Las siguientes propiedades de un conjunto acotado E C R™ son
equivalentes:

i) E tiene contenido nulo.

ii) Para cada € > 0 eziste una familia finita de rectdngulos cerrados {S1, Sa, -+ Sm},
tal que E CUJp—y Sk, v Do v(Sk) <e.

iii) Para cada € > 0 eziste una familia finita de rectdngulos abiertos, {Uy,Us,--- U, },
tal que EC Ui Uk, y > v(Up) <e.

DEM: i) = ii): Si se cumple i) existe un rectdngulo cerrado A D E tal que xp es
integrable sobre A, con fA xe = 0. Para cada € > 0 existe p € P(A) tal que
S(xE,p) < €. El recubrimiento finito de E formado por los recténgulos (cerrados)

S1,S2,- Sy, € A(p) que tienen interseccion no vacia con E verifica
m
> u(S)) = S(xep) <
7=1

ii) = iii): Dado € > 0, sean {S;:1 < j < m}, losrectangulos cerrados suministra-
dos por la hipétesis ii). Como 7 =e—37", v(S;) >0, paracada j € {1,2,---,m}
existe un rectangulo abierto U; D S; con v(U;) < v(S;) +r/m. Estos rectangulos
abiertos cubren FE, y verifican

Zv(Uj) < ZU(S]') +r=ce

J=1 J=1

iii) = i): Para cada € > 0, la hipdtesis iii) proporciona un abierto G = Uzl Uk
que contiene a FE. En virtud de los apartados c¢) y d) de la proposicién [0.§ este
abierto es medible Jordan y verifica

c(G) < Zc Zv

k=1 k=1

) < €. Como € > 0 es arbitrario se concluye que E es

luego 0 < ¢, (F) < ¢*(F) < ¢(G
—0. n

medible Jordan con ¢(E)

Con la caracterizacién de [[0.9ii) se obtiene que si H C R™ tiene contenido nulo
entonces H también lo tiene. Es inmediato que todo subconjunto de un conjunto de
contenido nulo tiene contenido nulo y que la unién de una familia finita de conjuntos
de contenido nulo tiene contenido nulo. Los conjuntos finitos tienen contenido nulo,
pero hay conjuntos numerables que no tienen contenido nulo: H = [0,1]NQ no
tiene contenido nulo en R porque H = [0,1] no tiene contenido nulo. En R
existen conjuntos no numerables de contenido nulo (véase [{] pag 316).

La siguiente proposicién proporciona una clase amplia de conjuntos de contenido
nulo.
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Proposicién 10.10 Si f: A — R es integrable Riemann en un rectangulo cerrado
ACR", sugrdfica G(f)={(x,f(x)):x€ A} tiene contenido nulo en R™*!.

DEM: Segun la proposicién [[0.3, para cada ¢ > 0 existe p € P(A), tal que

S(f.p) —s(f.p)= > [M(f,8) = m(f. S)w(S) <e

SeA(p)

Los sumandos que intervienen en esta suma se pueden interpretar como voliimenes
de los rectdngulos cerrados Rg = S x [m(f,S), M(f,S)] € R*™, que recubren
G(f), luego, en virtud de la proposiciéon [0.9, G(f) tiene contenido nulo. [ ]

Integracién sobre conjuntos medibles Jordan. Si f: D — R es una funcion
con dominio D C R", dado F C D se define fr como la funcién que coincide
con f en E yvale 0 en R"\ E.

Definicién 10.11 Si E es acotado y fr es integrable Riemann sobre algin
rectangulo cerrado n-dimensional A D E, se dice que f es integrable Riemann
sobre E. En ese caso se define

[E f(x) dx = / fo(x) dx

Razonando como se hizo al definir el contenido ¢(F), (donde se hizo lo mismo
con f =1) es facil comprobar que la definicién anterior no depende del rectangulo
cerrado A en el que se considere incluido F.

Obsérvese que una condicién necesaria y suficiente para que las funciones cons-
tantes sean integrables Riemann sobre el conjunto acotado £ C R"™ es que FE
sea medible Jordan. Por ello, en lo que sigue, s6lo consideramos integrales sobre
conjuntos medibles Jordan. Denotaremos por R(FE) el conjunto de las funciones
integrables Riemann sobre F.

Utilizando la proposicion [[0.3, es inmediato comprobar que R(FE) es un espacio
vectorial sobre el cuerpo de los nimeros reales sobre el cual la integral f — [, f
es una forma lineal mondtona. Ademds, f € R(E) = |f| € R(E) v | [y < [ |[]-

Proposiciéon 10.12

a) Si H CR"™ tiene contenido nulo y f: H — R es acotada entonces f es
integrable sobre H, con integral nula, fH f=0.

b) Sean Ei,Ey; C R™ medibles Jordan y E = E; U Ey. Una funcion acotada
f+E — R, esintegrable sobre E siy solo si es integrable sobre Ey 1y sobre
E5. En este caso, si By N Ey tiene contenido nulo,

/E 100 dx = [ 100 ds+ [ 160 dx
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DEM: a) Basta demostrarlo cuando f > 0, pues el caso general se reduce a este
considerando la descomposiciéon [ = f* — f~.

Sea A C R™ un rectangulo cerrado que contiene a H. Si « > 0 es una cota
de f, se cumple 0< fy < ayy, luego

OSAJCHSZJCHSOZ/AXH:O‘C(H):O

b) Sea A C R™ un rectdngulo cerrado que contiene a F.
Si f es integrable sobre E se verifica fr € R(A), y en virtud de [[0.5 d),
podemos afirmar que fg, = xg,fe € R(A). Andlogamente, fg g, € R(A).
Reciprocamente, si las funciones fg,, fg,, son integrables sobre A, por lo que
acabamos de demostrar, también lo es fg,ng,, luego fr = fg, + fe, — fEinE, €
integrable sobre A. Si ¢(Ey N Ey) =0, segin a), [, feine, = [pnp, [ =0, luego

Jor= e

El siguiente corolario pone de manifiesto que los conjuntos de contenido nulo son
despreciables frente a la integral de Riemann: La modificaciéon de una funcién inte-
grable en un conjunto de puntos de contenido nulo no perturba ni la integrabilidad
de la funcién ni el valor de su integral.

Corolario 10.13 Sean f,g: E — R, funciones acotadas en un conjunto medible
Jordan E C R", tales que H = {x € E : f(x) # g(x)} tiene contenido nulo.
Entonces f es integrable Riemann sobre E siy sélo silo es g, y en ese caso

[ 1) dx = [ g(x) ax

DEM: Segtn a), la diferencia ¢ = f — g es integrable Riemann sobre H, y
Jy9 =0.Como ¢ es idénticamente nula sobre E \ H, aplicando [0.19 b) con
E,=H, Eng\H,seobtienequefEcp:(]. |

Aunque el siguiente resultado quedard incluido en uno posterior ([0:27) que
depende del teorema de Lebesgue [[0.24, merece la pena dar ver una demostraciéon
directa directa del mismo basada en el teorema [10.4.

Proposicién 10.14 Toda funcion continua acotada f : E — R en un conjunto
medible Jordan E C R", es integrable Riemann sobre E.

DEM: Como f= fT—f, donde f*,f~ >0 son continuas sobre E, basta hacer
la demostracién en el caso particular f > 0.

Sea « >0 una cotade f sobre E, y A C R" un rectdngulo cerrado que
contiene a E. Como xg es integrable sobre A, dado € > 0 existe p € P(A)
tal que S(xg,p) — s(xg,p) < €/a, es decir

D wS) = D w(S) <e/a

SeA!(p) SeA"(p)
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donde A'(p)={Se€A(p): SNE #0}, A"(p)={Se€A(p):SCE}.
Sea I'=A'(p) \ A"(p), v Z =UgerS- Como xz < ger Xs, resulta

/XZ<Z/XS—Z =3 "0(S) < ¢/a

Ser Ser Ser

y teniendo en cuenta que fz < axz, se obtiene que /fz < / axz < €.
A A
Consideremos ahora las figuras elementales

USZ Us

SeA(p SeA"(p

Cada rectangulo cerrado S € A”(p) esta contenido en FE, luego f es continua
sobre S, y por lo tanto integrable ([[0.4)). Entonces, en virtud de b), [ es
integrable sobre Z,.

Como Zy C E C Zy = ZyUZ, se cumple fz, < fp < fz, < fz, + [z,
utilizando [[0.§ se obtiene

/AfzgsAfEstEstzl stz2+7AfZ=/AfZQ+7AfZs/Afzﬁe

Como € > (0 es arbitrario se concluye que [ WJE= f_A fE, lo que significa que f es
integrable sobre F. o m.

El siguiente objetivo es establecer un criterio util para justificar que cierto tipo
de conjuntos, que surgen habitualmente en el célculo integral, son medibles Jordan.

Si f,g: A— R son funciones definidas en un rectangulo cerrado A C R”, y
g < f, denotaremos por R(g, f, A) el subconjunto de R"™™! definido asi

R(g,f,A) ={(x,y) eR" xR:x€ A g(x) <y < f(x)}

A veces también es conveniente considerar

Ro(g, [, A) ={(x,y) e R" xR:x € A, g(x) <y < f(x)}

En el caso particular ¢ =0 < f, escribiremos més brevemente R(f, A), Ro(f,A).
La diferencia R(g, f, A)\ Ro(g, f, A) es la unién de las graficas G(f)UG(g) y por
lo tanto tendra contenido nulo cuando f y g¢ sean integrables Riemann (véase la
proposicién [[0.10).

Proposicién 10.15 Sean f,g: A — [0+ 00) funciones integrables Riemann en

un rectangulo cerrado A C R"™, tales que g < f. Entonces cualquier conjunto W
que verifique Ro(g, f,A) CW C R(g, f,A) es medible Jordan y

e (W) = / (F(x) — g(x)) dx
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DEM: i) Empecemos con el caso particular g = 0 < f, considerando un conjunto

W tal que Ry(f,A) C W C R(f,A). Para cada p € P(A) podemos interpretar

la suma inferior
s(fp) =Y m(f,9)v(S)
SeA(p)

como suma de volimenes de rectdngulos abiertos disjuntos Us = S° x (0, m(f,S))
contenidos en W. En virtud de [[0.§ ¢) la unién U de estos rectangulos abiertos
es un abierto medible Jordan contenido en W, luego

s(f,) = Y var1(Us) = cna(U) < cu(W)
S€EA(p)

Considerando el supremo de las sumas s(f,p), resulta [, f < c.(W).
Analogamente podemos interpretar la suma superior

S(f,p)= Y M(f,9)v(S)

SeA(p)

como una suma de volimenes de rectangulos cerrados Bg = S x [0, M(f, S)], cuya
unién B contiene a W. En virtud de la proposiciéon [0.§ B es un conjunto medible
Jordan que cumple

W) <ena(B)< Y coni(Bs) = Y vasi(Bs) = S(f.p)

SeA(p) SeA(p)

y considerando el extremo inferior de las sumas S(f,p), resulta ¢*(W) < [, f.
Juntando las dos desigualdades que hemos establecido queda demostrado que

a(W)=c*(W)= [, f,luego W es medible Jordan en R""', y

(W) = / /

ii) Para demostrar el caso general, g < f, considerando una cota inferior « de las
funciones f,g, podemos escribir R(g, f, A) = F,, — E,, donde

Eo={(xy) eR"xR:x€Aa<y<gx)}

Fo={(xy) eR"XR:x€Aa<y< f(x)}

Estos conjuntos son trasladados de los conjuntos
E={(xy)eR"xR:x€ A,0<y<g(x)—a}

F={(x,y) eR"xR:x€A,0<y < f(x)—a}

que son medibles Jordan por lo demostrado en el caso preliminar i). Se sigue que
E, y F, son medibles, y segin [[0.§, e) se verifica

(B = [ (9= cun(Ba) = [ (£ )
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luego R(g, f,A) = F, — E,, es medible Jordan y

s (R(G, o A)) = cupa(Fa) — cnpn(Ba) = / (f —9)

Finalmente, como R(g, f, A)\ W C G(f)UG(g) tiene contenido nulo, se sigue que
W es medible Jordan en R"" y ademds c, 1 (W) = c,i1(R(g, f, A)). n

Corolario 10.16 Los resultados de la proposicion [10.1] siguen siendo ciertos para
funciones integrables Riemann g < f, sobre un conjunto medible Jordan E C R™™.

DEM: Sean ¢g < f integrables Riemann sobre un conjunto medible Jordan £ C R"
y A C R" un rectangulo cerrado que contiene a FE. Las funciones fg,gr son
integrables Riemann sobre A, y es claro que Ry(g, f, E) = Ro(9E, fr, A), luego,
en virtud de [0.15, Ro(g, f, E) es medible Jordan y

et (Ro(g, £, E)) = /A (Fs— gs) = [E )

Segun [[0.17, los trozos de graficas G(fg), G(ggr), que determina A, tienen conte-
nido nulo, luego también lo tienen G(f) C G(fr), y G(g9) C G(gr). Entonces
W\ Ro(g, f, EY) tiene contenido nulo y se sigue que W es medible Jordan con

Cns1(W) = cnsr(Rolg, f, E)). "

Algunas aplicaciones del calculo integral. Los resultados establecidos [[0.15
y [[0.16, combinados con la proposicién [[0.§ permiten establecer que las figuras
geométricas elementales de R? (tridngulos, poligonos, circulos, elipses, etc.) son
medibles Jordan y que su contenido es el area que la geometria elemental asigna a
tales figuras. Lo mismo se puede decir de las figuras geométricas elementales de R3,
como piramides, poliedros, esferas, elipsoides, etc.

Si f esintegrable Riemann sobre el conjunto medible Jordan E C R, teniendo
en cuenta la descomposiciéon f = ft — f~, y el corolario [[0.1q resulta que el valor

de la integral
X) dx = t(x) dx — (x) dx
/f() /f() /f()

se puede interpretar como la diferencia de los volimenes en R"*!, de los recintos
R(f*,E), R(f~,E). Hablando de manera informal, [, f(x) dx es la suma de los
volimenes determinados por la gréfica de f, contando con volumen positivo el que
queda por encima de FE, y con volumen negativo el que queda por debajo.
Ademas del calculo de areas y volimenes la integral tiene diversas aplicaciones.
Con la integral triple de un funcién no negativa se puede describir la distribucién
de la masa en un cuerpo no homogéneo. Con el fin de motivar las definiciones que
siguen comenzamos con algunas consideraciones heuristicas procedentes de la fisica:
Supongamos que el cuerpo es un bloque de un material no homogéneo que ocupa un
intervalo cerrado A C R? y que la densidad del material en cada punto x € A viene
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dada por una funcién p(x) > 0. Esto significa que la masa p(.S) de un bloque muy
pequeno S C A, con x € S, es aproximadamente p(x)v(S), y que la aproximacién
mejora conforme disminuye el tamano del bloque, lo que se puede expresar asi

i p(5)
fm
xes.diam(S) — o v(5)

= p(x)

Segun esto, una valor aproximado de la masa total p(A) del bloque se consigue con
una suma de Riemann g a(,) P(Xs)v(S), donde xg € S para cada S € A(p),
y p € P(A) es una particién suficientemente fina de A. Refinando la particiéon p,
de modo que tienda hacia 0 su diametro,

diam(p) := méx{diam(S) : S € A(p)}

lograremos aproximaciones, cada vez més precisas, del la masa total u(A), y supo-
niendo que la densidad puntual p(x), es una funcién integrable sobre A es natural
definir la masa total del bloque mediante la integral triple

u(4) = [ plx) dx

Consideraciones analogas se pueden hacer para un cuerpo no homogéneo que ocupa
un recinto medible Jordan M C R3, con funcién de densidad puntual p(x) > 0, que
permite obtener la masa total de cada trozo medible E C M mediante la integral

n(B) = [ o) ax

Estas consideraciones preliminares son la motivacion de la siguiente definicién

Definicién 10.17 La masa de un solido, que ocupa un recinto medible Jordan M C
R3, se dice que estd distribuida segqin la funcién de densidad p : M — [0, +00),
cuando p es integrable Riemann sobre M y la masa de cada porcion medible
E C M wiene dada por n(E) = [, p(x) dx.

La siguiente proposiciéon pone de manifiesto que, en las condiciones de la definicién
anterior, si x es interior a M, y la funcién de densidad es continua en x, entonces
p(x) es realmente el limite del cociente entre la masa y el volumen de las intervalos
cerrados S C M, que se contraen hacia x (e.d. tales que x € S, y diam(S) — 0).

Proposicién 10.18 Sea f: M — R una funcion integrable Riemann sobre un re-
cinto medible Jordan M C R™ y a un punto interior de M donde f es continua:
Entonces la funcion de conjunto p(E) = fE f, definida sobre todos los conjuntos
medibles Jordan E C M, verifica

Ii =
aes,diaﬁzn(lS) — o v(5) f(a)
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DEM: Como a es interior a M, y f es continua en a, existe 6 > 0 tal que
By (a,0) C M y se cumple

X € Bo(a,0) = |f(x) — f(a)| < e

Si S es un intervalo cerrado con a € S, y diam(S) < 4§, se cumple S C By(a,?),
luego, para todo x € S se verifica f(a) —e < f(x) < f(a) + €, y se sigue que

Jslf@) =€ < [o f < [5[f(a)+e, esdecir, v(S)[f(a) =€ <[4 f <v(S)[f(a)+e]
Dividiendo por v(S) > 0, queda establecido que

: 1(S)
ac s diam(S) < = |—= — f(a)| <€
5)<8 > 25 - e <
y con ello lo que se deseaba demostrar. ]
NOTA: Cuando n = 1 la proposiciéon anterior no es otra cosa que el teorema

fundamental del calculo para funciones de una variable. Si consideramos la funcién
F(x) = [T f(t)dt, y utilizamos intervalos de la forma S = [a,a+ h], donde h >0,
se tiene p(S) = F(a+ h) — F(a), y la conclusién se escribe ahora en la forma

lm F(a+h) — F(a)
h — 0+ h

= f(a)

es decir, F' es derivable por la derecha en a, con derivada lateral F(a)f(a).
Andlogamente, con intervalos de la forma [a — h,a], donde h > 0, se obtiene que
F' es derivable por la izquierda en a, con derivada lateral F!(a) = f(a).

Definicién 10.19 Si la masa un solido que ocupa un recinto medible Jordan M C
R3, se distribuye segin la funcién de densidad p: M — [0,+00), se llama centro
de masa del sélido al punto b = (by, by, b3) € R3, de coordenadas

1
bj = —/ x;p(x1, 22, x3) dry dve drs, donde p(M) = / p(x) dx
(M) Jar M

(es decir, b; es el valor medio de la funcion x;, ponderado mediante la funcion de

densidad del solido).

NOTA: Cuando la funcién de densidad es constante, p(x) = k, (caso de una dis-
tribucién de masa homogénea) el centro de masa recibe el nombre de baricentro.
Obsérvese que, en este caso, (M) = kes(M), luego

1
bj = m /]\/[l‘j dl’l dl’z dl’g

Dejamos al cuidado del lector la formulaciéon de las definiciones anteriores, y
[0.19, para el caso de cuerpos en el espacio euclideo R". Estas nociones, que carecen
de interpretacién fisica para n > 3, la siguen teniendo en los casos n =1y n = 2.
Cuando n = 1, las correspondientes versiones de estas definiciones intervienen al
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considerar una varilla muy fina que ocupa un segmento [a,b] C R, con una masa
se distribuye segin una funcién de densidad p : [a,b] — [0, +00). En este caso, el
centro de masa de la varilla es el punto de abscisa

1 /b b
rg=——- [ xzp(x)dx, donde u([a,b])= / p(x)dx
plla, 0]) Jq @
Anélogamente, el caso n = 2, que interviene al considerar la distribucién de masa en
una placa plana muy delgada, se modeliza suponiendo que la placa ocupa un recinto
medible M C R? donde estd definida su funcién de densidad p : M — [0, +00).
Ahora la masa de una porciéon medible E C M la proporciona la integral doble

u(E)I/Ep(x,y) dx dy

y el centro de masa de la placa (xg, ), viene dado por las integrales dobles

1 1

Ty = m /M$P(9Cay) dr dy;  yo = m /Myp(w,y) dx dy

Otro concepto importante de la Mecanica que interviene al estudiar el movimien-
to de un cuerpo rigido que gira alrededor de un eje es el de momento de inercia.
Si el sélido no es homogéneo y su masa se distribuye segin la funcién de densidad
p(x,y,z) > 0, los momentos de inercia I, I, I, respecto a los ejes Oz, Oy, Oz se
definen, respectivamente, mediante las integrales triples

I, = / (v° + 2%)p(a,y, 2) do dy dz; I, = / (2% + 2 p(w,y, 2) dv dy dz
M M

I, = / (2% + v*)p(x,y, 2) dz dy dz
M
De la misma forma que la nociéon de masa mide la respuesta de un cuerpo a las
fuerzas que le imprimen una traslacién, la nocién de momento de inercia de un
solido respecto a un eje de giro mide su respuesta a las fuerzas que lo someten a
rotacion.

10.3. Caracterizacién de las funciones integrables

Los conjuntos de medida nula que se definen a continuacién intervienen en la
caracterizaciéon de las funciones integrables Riemann (teorema [[0.24)

Definicién 10.20 Se dice que H C R™ tiene medida nula si para cada € > 0
existe una sucesion de rectingulos cerrados {Ry : k € N}, tal que

HC GRk Y iU(Rk)<€
k=1 k=1
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Los conjuntos de contenido nulo tienen medida nula. Razonando como en la demos-
tracién de [[0.9 es facil ver que la definicién [[0.2( es equivalente a la que resulta
considerando rectangulos abiertos. Utilizando este hecho y se obtiene que todo
conjunto compacto de medida nula tiene contenido nulo. Los conjuntos numerables
tienen medida nula como consecuencia de la siguiente proposicion:

Proposicién 10.21 La union de una familia numerable de conjuntos de medida
nula tiene medida nula.

DEM: Sea {H,:j € N} una familia numerable de conjuntos de medida nula. Para
cada € >0 hay una sucesién de rectangulos cerrados {R; : k € N}, que recubre
H;, y verifica Y o v(Rjx) < €/27.

La familia numerable {R; : (j,k) € N x N} se puede ordenar formando una
sucesién de recténgulos cerrados {R! :m € N}, que recubre H vy verifica

Aunque la clausura de un conjunto de contenido nulo sigue teniendo contenido
nulo, no es cierto un resultado analogo para los conjuntos de medida nula: El conjun-
to numerable QN 0, 1] es de medida nula pero su clausura [0,1] no tiene medida
nula porque es compacto y no tiene contenido nulo. La proposicion no se verifi-
ca cuando se sustituye la nociéon de contenido nulo por la de medida nula: La funcion
¥ = X[0,1)n@ 1o es integrable Riemann en [0,1], aunque {t € [0,1]: |3(t)] > 0}
tiene medida nula.

Antes de emprender la demostracién del teorema de Lebesgue que caracte-
riza las funciones integrables Riemann mediante el conjunto de sus discontinuidades
conviene describir este conjunto usando la nocién de oscilacion.

Dada una funcién acotada f: A — R definida en un rectangulo cerrado A C
R™, el conjunto de sus puntos de discontinuidad lo denotaremos

D(f)={x€ A: f es discontinua en x}

La oscilacién de f en U C A es el nimero O(f,U) =sup f(U) — inf f(U).
Sea A(x,r) = AN B(x,r), labola relativa en A, de centro x y radio r > 0.
La oscilacién de f en A(x,r) decrece con r >0, luego existe el limite

o(f,x) = m O(f, A(x,7))

que recibe el nombre de oscilacion de f en x. Conviene observar que si x es
interior a U C A, en la topologia relativa de A, entonces O(f,U) > o(f,x).

Utilizando la definiciéon de continuidad en un punto es inmediato comprobar que
f escontinua en x siysélosi o(f,x) = 0. Sesigue de esto que las discontinuidades
de f se pueden clasificar usando el concepto de oscilacion:

D(f)=JDe(f) con De(f)={x€A:o(f,x)>¢}

e>0
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Lema 10.22 D.(f) es un conjunto compacto.

DEM: G.(f) ={x € A:0o(f,x) <€} es abierto en la topologia relativa de A:
Dado x € G, existe r > 0 tal que O(f, A(x,7)) <e. Como A(x,r) es abierto
relativo en A, para todo y € A(x,r) se cumple o(f,y) < O(f, A(x,7)) <€, es
decir A(x,7) C G.(f).
Como A escerradoy D(f) = A\ G(f) es cerrado en la topologia relativa
de A, se sigue que el conjunto acotado D.(f) es cerrado en R", y por lo tanto
compacto. [ |

Lema 10.23 Sea f : S — R wuna funcion acotada definida en un rectangulo ce-
rrado S, tal que o(f,x) < € para todo x € S. FEntonces eziste p € P(95)
verificando

> [M(£,8) = m(f, Su(S") < ev(S)

5’eA(p)

DEM: Segun la definicién de oscilacién, cada x € S tiene un entorno relativo
SN B(x,r), tal que O(f,SN B(x,7)) < €. Sea Vyx un rectangulo abierto tal
que x €V C Vi C B(x,r). Entonces Ry = ViNS es un rectdangulo cerrado que
verifica O(f, Rx) < €. Una cantidad finita de estos rectdngulos, Ry,, Rx,," - Rx,,,
recubre el compacto S, y existe una subdivisiéon p € P(S) tal que cada S" € A(p)
esta contenido en algin Ry, luego

M(faS/) _m(fasl) = O(f>sl) < O(f>ij) <€

Multiplicando por v(S’) y sumando se obtiene la desigualdad del enunciado. [ ]

Teorema 10.24 (Lebesgue) Sea f: A — R wuna funcion acotada definida en un
rectangulo cerrado A C R™. Una condicion necesaria y suficiente para que f sea
integrable Riemann sobre A es que el conjunto de sus puntos de discontinuidad
D(f) tenga medida nula.

DEM: La condicién es necesaria:

Con las notaciones anteriores demostraremos que cada D1, (f) tiene contenido
nulo y se seguird que D(f) = U, ey Di/m(f) tiene medida nula.

Para demostrar que D/, (f) tiene contenido nulo veremos que para cada € > 0
hay una descomposicion D/, (f) = E. UF, donde E. tiene contenido nuloy F;
se puede recubrir con una cantidad finita de rectangulos cerrados cuya suma de
volimenes es menor que e.

Como [ es integrable, existe p € P(A) tal que S(f,p) — s(f,p) < ¢/m. Sea
F. la parte de Dy, (f) cubierta por los rectangulos de

A" ={S e Alp): S°N Dy(f) # 0}

y E. laparte de D;,(f) no cubierta por estos rectdngulos.
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El conjunto FE, tiene contenido nulo porque esta contenido en la unién de las
caras de los rectangulos S € A(p). Por otra parte, cuando S € A™ existe x € S°,

con o(f,x)>1/m, luego M(f,S)—m(f,S)=0(f,S)>1/m, y asi

LS w(S) < 3 M)~ mlf, S)]es) < S(7.p) — s(7.p) < efm

SeAm SeAm

Es decir, la familia A™ que recubre F,, verifica ) ¢ mv(S) <€

La condicién es suficiente:

Si D(f) tiene medida nula, para cada € > 0, el conjunto D.(f) tiene medida
nula y es compacto. Segin el lema [[0.23, D.(f) tiene contenido nulo, luego existe
una familia finita de rectangulos abiertos U;,Us,---U,, que recubren D.(f), vy
verifica ) 7", v(Uj) < e (véase la proposicién [[0.9).

Es facil ver que existe p € P(A) con la siguiente propiedad: Si S € A(p) corta
a D.(f), entonces S C U; para algin j € {1,2---m}. Clasificamos los rectangulos
de A(p) en dos familias

A ={S€A(p): SND(f) #0}, A ={S€Ap): SND(f) =0}.

Cada S € A; estd contenido en algtin Uj, luego

D w(S) <D vl <e

SeA, 7j=1

Si S € Ay, paratodo x € S se cumple o(f,x) <e¢, ysegun el lema [[0.23 existe
ps € P(S) verificando

> M(£,S) = m(f, (S < ev(S)

S5'€A(ps)

Consideremos una subdivisién p’ € P(A), mas fina que p, que induzca en cada
S € Ay una subdivisién més fina que pg. En los siguientes sumatorios S’ denota
un elemento genérico de A(p'), y S un elemento genérico de A(p):

S(f.0) = s(fop) = Y_[M(f.8") — m(f, 8)]v(S") =

S/

= D [M(f.8) = mlf. +), > M m(f,5)]v(S")

SeA1 8'cS SeAq2 S'CS

Para cada S" C S € A; se utiliza la acotacion M(f,S") — m(f,S") < 2C, donde
C = supyeq | f(x)|, y se obtiene:

> D M m(f, SNu(S) < D Y 20u(8) =2C Y () < 2Ce

SeA1 §'cS SeA1 8'CS Sel
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Por otra parte, cuando S € Ay, los rectangulos S’ C S forman una subdivisién
de S, mas fina que pg, y por ello se sigue verificando

D M(f,8) = m(f, S]o(S) < ev(S)

s'cs
luego
DD IM(fS) = m(f, (S < Y ew(S) < ev(A)
SeAy S'CS Sels
Entonces S(f,p') — s(f,p) < (2C +v(A))e, y utilizando la proposicién [[0-3 se
concluye que f es integrable Riemann sobre A. ]

Corolario 10.25 St f: A — R es acotada en el rectangulo cerrado A C R™ y
D(f) es numerable entonces f es integrable Riemann sobre A.

DEM: Es consecuencia inmediata del teorema[[0.24 ya que todo conjunto numerable
tiene medida nula. |

NOTA: Es bien conocido que si f : [a,b] — R es monétona entonces D(f) es nume-
rable, de modo que el corolario anterior incluye, como caso particular, el resultado
elemental que afirma que toda funcién monétona es integrable Riemann.

Una consecuencia directa del teorema [[0.24 es la siguiente caracterizacion de los
conjuntos medibles Jordan:

Teorema 10.26 Una condicion necesaria y suficiente para que un conjunto acotado
E CR™ sea medible Jordan es que su frontera OFE tenga contenido nulo.

DEM: Sea f la restriccion de xg a un rectangulo cerrado A C R™ tal que
E C A°. Es claro que el conjunto de puntos de discontinuidad de f : A — R,
es OF. Como este conjunto es compacto, tendra contenido nulo si y sélo si tiene
medida nula, y aplicando el teorema de Lebesgue se obtiene el resultado. m

Este resultado queda englobado en la siguiente caracterizacion de las funciones
integrables sobre un conjunto medible Jordan

Teorema 10.27 Una funcion acotada [ : E — R, sobre un conjunto medible
Jordan E CR", es integrable Riemann sobre E si y solo si

D(f)={x€ E: f es discontinua en x}

tiene medida nula.

DEM: Sea A C R™ un rectangulo cerrado tal que E C A°. Debemos considerar
D(fg) ={x € A: fg es discontinua en =}

Se comprueba facilmente que D(f) C D(fg) C D(f) UOE, donde OFE tiene
contenido nulo. Se sigue que D(f) tiene medida nula si y sélo si D(fg) tiene
medida nula. Aplicando el teorema se concluye que D(f) tiene medida nula
siysélosi f esintegrable sobre F. [ ]

En el ejercicio resuelto se muestra la patologia que puede presentar una
funciéon integrable Riemann.
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10.4. Ejercicios resueltos

Ejercicio 10.28 Sea f : A — [0, +00) una funcién acotada y B C A un intervalo
cerrado tal que {x € A: f(x) # 0} C B. Demuestre que [,f = [of, [.f = Jz[-

SOLUCION

Sea q € P(A) tal que B € A(g). Razonando como en la demostracién de [[0-3 e)

[rax < 3 [ 0 i

SeA(q)

Obsérvese que todos los sumandos son nulos, excepto el que corresponde a S = B
(si S # B, entonces f(x)=0 paratodo x € S° y segtn el lema [[0.79, f|s es
integrable y [, f =0). Se obtiene asi la desigualdad [, f < [,f.

Por otra parte, si p € P(A), es més fina que ¢ € P(A), y pp € P(B) es la
subdivision que p induce en B, como f > 0, se cumple

/B J < S(f.p8) < S(f. )

Es claro que f_A f es el extremo inferior de las sumas S(f,p), cuando p recorre
las subdivisiones de A que son mds finas que ¢, luego | sl =< i) 4J5 ¥ queda

demostrada la igualdad f_A f= E f. Con un razonamiento andlogo se demuestra

que Qf:f_Bf. n

Ejercicio 10.29 Utilice la proposicion para demostrar que toda figura elemen-
tal Z C R™ es medible Jordan y que si Z = U{S : S € T'} es una representacion
asociada a p € P(A) entonces c(Z) = Y g v(s).
SOLUCION
Segun las propiedades c) y d) en la proposicién Zy G=U{S°:SeTl}CZ,
son medibles Jordan y se verifica

(2) <3 e8) = 3 u(s)

Sel’ Ser

Como los rectangulos abiertos que intervienen en la union G = U{S°: S € '}, son
disjuntos, podemos escribir

o(G) = c(S°) =) _v(S)

Ser Serl’

Se obtiene asi que Y ¢ . v(S) = ¢(G) < c(Z) < Y gerc(S) = D ger v(S). n
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Ejercicio 10.30 Si £ C R" es acotado demuestre que
c(E)y=mf{c(Z): ECZ€e&,}
cv(E)=sup{c(Z): ED 7 €&,}

donde &, C M,, es la familia de las figuras elementales.

SOLUCION

Sea a« = inf{c(Z) : E C Z € &}, B =sup{e(Z') : E D Z' € &,}. Si Z,Z' son
figuras elementales y Z' C E C Z, es claro que ¢(Z') < c.(E) < ¢*(F) < ¢(Z), luego
B < c(E) < c*(F) < a. Por otra parte, fijando un rectangulo cerrado A D F, para
cada € > 0 existen p,p’ € P(A) tales que

— ‘

S(xe:p) < [ xe+e=c"(E)+e
A

W
—

s(xe:p) XE —€=C(E) —¢

Es claro que S(xg,p) = D gerv(S), donde I' = {S : S € A(p) : SNE # 0},
luego Z = U{S : S € T'} es una figura elemental que contiene a FE y, en virtud del
ejercicio, cumple que ¢(Z) = S(xg,p) luego

¢(B) € a < e(Z2) = S(xmp) < H(E) +¢

Como esto es cierto para cada € > 0 se concluye que a = ¢*(F).
Por otra parte, si IV = {S € A(p) : S C E}, entonces Z' = U{S : S € I}, es
una figura elemental contenida en E que cumple ¢(Z’) = s(xg,p), luego

:(E) > > ¢(Z') = s(xe,p) 2 cu(E) — €

y se concluye que 3 = ¢*(E) u

Ejercicio 10.31 Si f : A — [0,+00) es una funcién continua en un rectangulo
cerrado A CR", y fA f(x)dx =0, demuestre que f es idénticamente nula.

SOLUCION

Si se supone que para algin a € A es f(a) > 0, por la continuidad de f debe existir
un rectangulo cerrado no degenerado S C A, tal que a€ S, y f(a)/2 < f(x),
para todo x € S. Asi se llega a la desigualdad contradictoria

0 < v(S)f(a)/2 < /S f(x)dx < / F(x)dx =0
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Ejercicio 10.32 Sea f: A — [0,400) wuna funcion integrable Riemann sobre un
rectdngulo cerrado A C R™ tal que [, f(x)dx = 0.

Demuestre que H ={x € A: f(x) > 0} tiene medida nula y muestre un ejemplo
donde H no tenga contenido nulo.

SOLUCION

Demostraremos que, para cada m € N, el conjunto H,, = {x € A: f(x) > 1/m}
tiene contenido nulo y por lo tanto medida nula. Aplicando la proposicion [[0.2]] se
obtendra que H = U ,H,, tiene medida nula.

Segun la definicién de integral superior, para cada € > 0 existe p € P(A) tal
que S(f,p) < ¢/m. Cuando S € A(p) y SN H,, # 0, es claro que se cumple
1/m < M(f,S) luego

> US)S > M(f,S)u(S) < S(f,p) <

€
m
SNHpm 70 SNHpm#D

Como la familia finita de rectdngulos cerrados {S € A(p) : SN H,, # (0}, recubre
H,, y lasuma de sus volimenes es menor que ¢, queda demostrado que H,, tiene
contenido nulo, y por lo tanto medida nula.

Sea f :[0,1] — [0,+00) definida por f(z) = 1/q¢ si = =p/q € QN (0,1]
(fraccion irreducible) f(z) = 0 en los restantes puntos. Es facil ver que esta funcién
es integrable Riemann con integral nula. En este caso

H={ze[0,1]: f(z) >0} =(0,1]NnQ

tiene medida nula pero no tiene contenido nulo (ya que H no tiene contenido nulo).
|

Ejercicio 10.33 Sea ¢ : [0,1] — {0,1} la funcion caracteristica de [0,1]NQ, A =
0,1] x [0,1] y f : A — R la funcion definida por
flz,y) =0 six €[0,1] es irracional 6 si x = 0.

flz,y) = %(p(y) six € (0,1] es un numero racional que se expresa en la forma
irreducible x = p/q.

Justifique, sin utilizar el teorema de Lebesque, las siguientes afirmaciones: La fun-
cion f es integrable Riemann sobre A, el conjunto de sus puntos de discontinuidad,
D(f) = {(a,b) : 0 < a < 1,a € Q}, es denso en A, y las funciones parciales,
y — f(a,y), no son integrables cuando a € QN (0,1].

SOLUCION

Dado € > 0, sea H el conjunto finito formado por los puntos = = p/q € (0, 1]
tales que 1/q > e.
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Sea py € P([0,1]), pp= 0=y <x1 < -+ < 2y, = 1), verificando
Z(xj —xj_1) <€ donde J={je{l,2,---m}:[r;_1,z;]NH# 0}
jeJ

Consideremos una subdivisiéon p. = (p1,p2) € P(A), tal que py = {0,1}, de modo
que A(pe) ={5;:1<j<m}, con S;=[x;_1,2;] x[0,1].
Como M(f,S;) <1 cuando je J, y M(f,5;) <e cuando j & J, se cumple

S(fpe) =D M(f, i) (@) —wja) + Y M(f,8))(w; — x;-1) <

jeJ JjgJ

<Z j — Lj—1 —FEZ(.fj—.I'j,l)SQE

jed JjgJ

Se sigue que para todo € > 0 se cumple

0§Af§7Af§S(f,pe)§2e

y por lo tanto f es integrable sobre A, con fA f=0.

Si 0<a<1, y a€c@Q Ilafuncién parcial y — f(a,y) es discontinua en
todo b € [0,1], luego {(a,b) € A:a € (0,1 NQ} C D(f). Por otra parte, si
a¢ (0,1]NQ, dado € >0, existe § >0 tal que |z —a|] <0 =z & H, luego
0 < f(z,y) < e paratodoy € [0,1]. Como f(a,b) =0 resulta

max{le —al, [y —b[} <6 = [f(z,y) — fa,b)] <e
Queda demostrado que f es continua en (a,b), y con ello la igualdad
D(f)={(a,b) € A:a € (0,1]NQ}
Finalmente, si a = p/q € (0,1], (fraccién irreducible), como ¢ no es integrable
sobre [0, 1], tampoco lo es la funcién parcial y — f(z,y) = é(p(y). [ ]
Ejercicio 10.34 Si K C R*, M C R" son conjuntos medibles Jordan, demuestre

que K x M es medible Jordan en RF x R".

SOLUCION

Segun el teorema basta ver que si 9K tiene contenido nulo en R* y OM
tiene contenido nulo en R", entonces A(K x M), tiene contenido nulo en RF+™.

Si OK tiene contenido nulo en RF es facil ver que 0K x M tiene contenido nulo en
RE*7 . Andlogamente K x OM, tiene contenido nulo en R**" y usando la inclusién

O(K x M) C (K x M)\ K°x M°C (0K x M)U (K x OM)

se concluye que (K x M) tiene contenido nulo en RF™. n
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10.5. Ejercicios propuestos

$ 10.5.1 Si f: A — R esintegrable Riemann sobre el rectangulo cerrado A C R™
y f(x) > a>0 paratodo x € A, demuestre directamente, (sin usar el teorema
de Lebesque) que la funcion 1/f también es integrable Riemann sobre A.

$ 10.5.2 Si A C R™ es un intervalo cerrado, una funcién acotada f : A — R
se dice que es escalonada cuando existe p € P(A) tal que en el interior de cada
S € A(p) f toma un valor constante a(S). Demuestre que f es integrable Riemann

sobre sobre A y [, f(x)dx = Ysearp) AS)v(S).

$ 10.5.3 Sif,g:[0,1] — R son integrables Riemanny f(x) > m > 0 para todo x €
[0, 1], demuestre que F(z,y) = f(x)9%) es integrable Riemann sobre A = [0, 1]x[0, 1].

O 10.5.4 Justifique que la funcion f(x,y) = sen = si z # y, f(z,r) = 1 es

=y

integrable Riemann sobre E = {(z,y) € [0,1] x [0,1] : x < y}

$ 10.5.5 Demuestre las desigualdades:

1 1
a) - < e N dy dy < e donde A= [—m, 7] x [, 7]

1 dx dy 1
b) =< — <= donde B = 0<2x<1,0<y <z}.
) 6—/B;y_x+3—4 onae {(x7y) —x— ) —y—x}

$ 10.5.6 Se supone que la funcion f : R™ — R es integrable Riemann sobre cada

cubo Q(r) ={x € R" : ||x||, < r}. Demuestre:
1
i) Si Mk — 4oo f(X) = a entonces ) E)HEFOO Sy /Q(T) f(x)dx = a.

i) Si f: R™ — R es continua en a y Q(a,r) ={x € R": ||x —a|_ <r} entonces

1
lim f(x)dx =
/Q T fa)

r — 0 2npn

$ 10.5.7 Demuestre que el conjunto {(x,sen(1/x)) : 0 < x < 1} tiene contenido
nulo en R

$ 10.5.8 Si M C R™ es acotado sea M’ el conjunto de sus puntos de acumulacion.
De modo recurrente se define My = M', M,y = M!. Demuestre que si M, = ()
para algin n € N entonces M tiene contenido nulo.

$ 10.5.9 Si H C R” es de medida nula demuestre que H x RF C R"** es de medida
nula en R"F.

$ 10.5.10 Demuestre que las siguientes afirmaciones

i) H C R™ tiene medida nula si y sélo si para cada € > 0 existe una sucesion de
cubos abiertos (o cerrados) {Qy, : k € N}, que cubre H y verifica Y-, v(Qy) < €.
i1) Un conjunto acotado H C R™ tiene contenido nulo si y sdlo si para cada € >0
existe una sucesion finita de cubos abiertos (o cerrados) {Qy : 1 < k <'m} que cubre

H y wverifica Y -, v(Qx) < €.
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$ 10.5.11 Sea H C R” y g : H — R™ wuna aplicacion lipschitziana. Utilice el
ejercicio [10.5.10Q para demostrar las siguientes afirmaciones:
a) Sin <m, g(H) tiene medida nula.
b) Sin<myH esacotado, g(H) tiene contenido nulo.
c) Sin=myH CR" es de medida nula (resp. contenido nulo)
entonces g(H) tiene medida nula (resp. contenido nulo).

$ 10.5.12 Sea Q C R" abierto y g : Q — R™ wuna aplicacién de clase C1(Q).
Justifique las siguientes afirmaciones:

a) Sin < m entonces g(§2) tiene medida nula.
b) Sin <m, H es acotado, y H C Q, entonces g(H) tiene contenido nulo.
c) Sin=my H CQ tiene medida nula, entonces g(H) tiene medida nula.

d) Sin =m, H tiene contenido nulo, y H C ), entonces g(H) tiene contenido
nulo.

Muestre un ejemplo que ponga de manifiesto que no se cumple d) cuando la condicion
H C Q) se sustituye por H C ).

$ 10.5.13 Sea M = {(z,y,2) € R®: f(z,y,2) =0} donde f : R® — R es de clase
Cl y Vf(x,y,2)#(0,0,0) para cada (z,y,z) € M. Demuestre que si M es acotado
entonces tiene contenido nulo. ;Qué se puede decir si M no es acotado?

¢ 10.5.14 Demuestre que H C R es de medida nula si y sélo si existe una sucesion
de intervalos acotados {(an,b,) : n € N}, tal que 3" (b, —a,) < +00, y para cada
x € H el conjunto {n € N: z € (a,,b,)} es infinito. Si H C R es de medida nula,
a una sucesion de intervalos con las propiedades anteriores se le asocia la sucesion
de funciones continuas f, : R — R definida por

fo) =0 si z<ay;, fo=x—a, st a, <x<by; folx)=0b,—a, si b, <z

Demuestre que la serie f,(x) =Y "7 fu(x) converge para todo x € R y su suma es
una funcion creciente continua no derivable en los puntos de H.

¢ 10.5.15 Sea f: A — R wuna funcion continua en un intervalo cerrado y acotado
A CR"™ Para cada p > 1 se define

i, - (/ |f|”>1/p> £l = méx{|f ()] - = € A}

Demuestre que lim, — 4 Hpr = ||l -
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