Capitulo 11

Técnicas de calculo integral

Integracion iterada y cambio de variable. Cdlculo de integrales dobles y triples.
Aplicaciones geométricas y fisicas del cdlculo integral.

En este capitulo se exponen técnicas para el célculo efectivo de una integral
multiple o del contenido (4rea, volumen...) de un conjunto medible Jordan, y se
exponen algunas de las aplicaciones clasicas del calculo integral.

En el caso de las funciones continuas, el teorema de Fubini sobre integracién
iterada, que se estudia en primer lugar, resuelve teéricamente el problema, pero no
conduce siempre a buenos resultados desde el punto de vista practico porque las
integrales iteradas que aparecen, o no se pueden calcular con los métodos usuales
del calculo de una variable (regla de Barrow), o requieren célculos muy engorrosos.
En estos casos la técnica del cambio de variable puede resolver el problema trans-
formando la integral en otra cuyo calculo sea posible, o0 mas sencillo de realizar.

Una de las primeras aplicaciones del teorema de Fubini es la justificacion del
clasico principio de Cavalieri que afirma que si en dos conjuntos medibles las seccio-
nes producidas por planos perpendiculares a una recta arbitraria tienen siempre la
misma area entonces los dos conjuntos tienen el mismo volumen. En este principio
se basa el método de las secciones para el cdlculo de volimenes, muy util cuando
las secciones son figuras geométricas sencillas de area conocida, como ocurre en el
caso de los sélidos de revolucion. En relacion con el teorema de Fubini también se
explica con detalle el procedimiento para expresar, mediante integrales iteradas, las
integrales dobles o triples sobre recintos simples. En este caso suelen haber varias
alternativas para representar el dominio de integracion en forma de recinto simple
(o de union sin solapamiento de tales recintos) a las que corresponden diferentes
integrales iteradas. Por ello uno de los aspectos practicos de este capitulo esta en-
caminado a adquirir experiencia en la eleccién atinada de un orden de integracion
que conduzca a céalculos factibles.

En lo que se refiere al teorema del cambio de variable para la integral de Riemann,
como su demostracion es demasiado larga y técnica para abordarla ahora hemos
optado por relegarla al apéndice [J] donde se ofrece una demostracién detallada y
completa que utiliza fuertes recursos de algebra lineal y de célculo diferencial.
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El teorema del cambio de variable, aunque no se demuestra en este capitulo, se
toma como base para justificar tedricamente diversas férmulas y reglas clasicas del
calculo integral: Célculo de areas limitadas por curvas dadas en coordenadas polares,
utilizacion de las simetrias en el calculo de integrales, propiedades geométricas de
los baricentros y justificacion de las reglas de calculo para volimenes de sélidos de
revolucién. Otro aspecto practico en el que se insiste en este capitulo el de adquirir
experiencia en elegir y aplicar el cambio de variable apropiado que facilita el calculo
de una integral multiple dada.

Finaliza el capitulo con un amplio repertorio de ejercicios resueltos que ilustran
los aspectos practicos de la teoria. Entre otras cosas se muestra como se pueden
usar los cambios de variable usuales (polares, cilindricas, y esféricas) para calcular
algunas integrales dobles o triples.

11.1. Integracion iterada

En lo que sigue, n = k+ m, con k,m € N, y se supone R" identificado con
RF x R™. Cada z € R™ se representa como un par

z=(x,y) con xcRF yecR™

y el rectangulo cerrado n-dimensional A = [aq,b] X - -+ X [a,, b,], lo expresaremos
como el producto cartesiano A = X x Y, de los rectangulos cerrados

X = [al,bl] X e X [ak,bk] C Rk, Y = [ak+1,bk+1] X oo X [an,bn] Cc R™.

Entonces cada funcién acotada f : A — R se puede considerar como funcién de
dos variables vectoriales (x,y) € X x Y. Fijado x € X (resp. y € Y), queda
definida la funcién parcial fy(y) = f(x,y) (resp. f¥(x) = f(x,y)), definida en Y
(resp. en X). Si fY es integrable sobre X su integral se denotara

/X = /X 1 (x)dx = /X £, )i

y en caso de no ser integrable, las integrales inferior y superior de fY se denotardan

A Fx, ), Zf(x, y)dx.

Anéalogamente se definen fY f(x,y) dy, fo(X, y) dy, f_Yf(X, y) dy.

Teorema 11.1 (Fubini) Sea A= X xY CR", donde X CR*, Y CR™ son
rectangulos cerrados. Si f : A — R es integrable Riemann entonces las funciones

J(y) = /X fxy) dx,  T(y) = /X Fx,y) dx,
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son integrables sobre 'Y, 1y se cumple fAf fY y) dy = fY y) dy, es decir

téﬂxde@uiLLéﬂ&wd4dy=£{2ﬂ&wd4dy

Andlogamente, las funciones

:Lﬂxww, Twzlﬂxww,

son integrables sobre X, y se verifica [, f = [ L(x) dx = [, I(x) dx, es decir

/Af(x,y) dx dy:/X [Af(x,y) dy] dx:/X [Zf(x,y) dy] dx.

DEM: Cada p € P(A), p = (p1,p2,DksPrs1- " Pn), se identifica con el par
(p',p"), donde p' € P(X), p” € P(Y), vienen dadas por p' = (p1,p2,- - pk),
P" = (pr+1--+pn), yes claro que A(p) ={S' x §": 5" € A(p'), 5" € A(p")}-

Fijado S =5"xS" € A(p), con S" € A(p/), S” € A(p”), para cada y € S”
se cumple m(f,S" x S") <m(f¥,S"), luego

o mf,SxSWES) S Y m(f S = o) < [ P de =

S'eA(p') S'eA(p’)

Considerando el extremo inferior de J(y) cuando y recorre S”, se obtiene

> om(f. 8 x S (S) < m(,S").

S'eA(p)

Multiplicando miembro a miembro por v(S”), y sumando cuando S” recorre
A(p”) se llega a la desigualdad

s(f.p) < s(L,p")

Anéalogamente se demuestra que

S(f,p) > S(J,p")

Quedan establecidas asi las dos desigualdades no triviales de la cadena
(.0 < slLf) < s(Taf) < [Ty dy < [ Ty) dy < S0 < S(12p)
Jy Y

de las que se deduce que J es integrable sobre Y, con fY y)dy=[,f A f(xy)dxdy.
Analogamente, utilizando las desigualdades

xﬁmsSumvs[;wwwsz}@wwssum><ﬂJp> S(f.p)
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se concluye que J es integrable sobre Y, con [, J(y) dy = [, f(x,y) dx dy.
De forma similar se demuestran las afirmaciones que conciernen a las integrales
sobre X de las funciones I(x), I(x). |

OBSERVACIONES:

i) En las condiciones del teorema de Fubini, si f es continua, todas las funciones
parciales fy, fY¥ son continuas (y por lo tanto integrables) y se puede escribir

[ sxy) ax dy:/x(/yﬂx,y) dy) dxz/y(/xﬂx,y) dx) dy

ii) Es instructivo comprobar directamente la tesis del teorema de Fubini para la
funcién considerada en el ejercicio resuelto [0.33. Es claro que J(y) = 0 = J(y)
para todo y € [0,1], mientras que para todo z € (0,1]NQ, es I(z) < I(z).

Si z = p/q en forma irreducible entonces I(r) =0, y I(z)=1/q. Obsérvese que,

de acuerdo con el teorema de Fubini, [[1.1], las funciones I, I son integrables sobre
[0,1], con el mismo valor de la integral.

iii) La funcién considerada en el ejercicio resuelto también muestra que, en
las condiciones del teorema de Fubini, pueden existir puntos x € X (resp. y € Y),
tales que fx (resp. f¥ ) mno es integrable sobre Y (resp. sobre X). Sin embargo
la funcién  @(x) = I(x) — I(x) > 0 es integrable, con integral nula, y segtin el
ejercicio resuelto [0.33, podemos asegurar que el conjunto {x € X : p(x) > 0} es
de medida nula en R*. Es decir, el conjunto de puntos x € X tales que fx no es
integrable, es de medida nula. Andlogamente, el conjunto de puntos y € Y tales
que fY no es integrable, es de medida nula.

iv) La existencia de una integral iterada [ [ [y F(y) dy] dx no implica que
exista la integral [, f(x,y) dx dy. En el ejercicio propuesto se muestra una
funcién acotada no integrable Riemann f : [0,1] x [0,1] — R tal que existe la
integral iterada.

Para el calculo de una integral multiple sobre un conjunto medible Jordan tam-
bién se puede aplicar el teorema de Fubini. Suponemos, como en el enunciado de
este teorema, R™ identificado con R¥ x R™ (n=Fk+m). Si f: E—R es
integrable Riemann sobre un conjunto medible Jordan E C R", para calcular
la integral | pJ debemos considerar un rectdngulo cerrado A = X x Y, con
X C R¥, Y C R™, que contenga a E. Para simplificar la escritura no es restrictivo
suponer que f estd definida en todo R", (en caso contrario podemos extender
f:E—R" atodo R" definiendo f(x,y) =0 cuando (x,y) ¢ E), de modo
que fe(x,y) = xe(x,y)f(x,y) paratodo (x,y)€ R*¥ x R™. Segtin la definicién
de integral sobre un conjunto medible Jordan, se tiene

[E f(x.y) dx dy = /A X (%, y) F(x,y) dx dy
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Para cada x € X, sea Ey ={y € Y : (x,y) € E} laseccién de E por x.
Con el fin de simplificar la exposicién supondremos en lo que sigue que cada FEy es
medible Jordan y que f|g es continua (el caso mas habitual en las aplicaciones).
En este caso cada fx es continua, y por lo tanto integrable, sobre FEy, y en virtud
del teorema de Fubini se tiene

/Ef(xay) dx dy:/X (/YXE(X,y)f(X,y) dy) dx =
[ ([ s ay)ax= [ ([ iy ay) ax

Naturalmente que, en esta discusién, el papel de las variables (xy, 9, - x;) = X
lo puede desempenar cualquier subconjunto de las variables (xy,z9,- - ,z,), pero
hemos considerado las k primeras para simplificar la notacién.

Para el célculo de integrales multiples mediante integracion iterada conviene exa-
minar atentamente la funcién y el conjunto E, con el fin de plantear la integracién
iterada que conduzca a los célculos mas sencillos (véanse los ejercicios resueltos

y [1.19).

Calculo de volumenes por el método de las secciones. En la discusién ante-
rior, si f es la funcién constante 1, resulta

en(E) = /X el By) dx

Cuando n=3, y k=1, como E es acotado, existe [a,b] € R, tal que
Ec{(z,y,2):a<x<b}

y podemos tomar X = [a,b]. Entonces, el contenido (volumen) de E C R3, se
expresa mediante la integral simple

es( ) = /abS(x) da

donde S(z) = c2(E;) es el drea de la seccion E,

Este método de céalculo de volimenes es especialmente util cuando las secciones
E, son figuras geométricas sencillas de area conocida, como ocurre en el caso de los
sélidos de revolucién (véanse los ejercicios resueltos [1.13 y [[T.11)).

Con él queda justificado el clasico principio de Cavalieri que afirma que si la
secciones I, F, de dos conjuntos medibles E, F' C R3 tienen siempre la misma 4rea
entonces los dos conjuntos tienen el mismo volumen.

NOTA: En el método de las secciones el papel que desempena la variable = lo puede
desempenar cualquiera de las otras dos variables, y ¢ z. Mas generalmente, el
método también es valido cuando las secciones se realizan mediante planos perpen-
diculares a una recta arbitraria (distinta de los ejes de coordenadas). Para justificar
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esta afirmacion basta tener en cuenta que con una traslacion y un giro la recta se
puede llevar a la posicion del eje Oz, y que los conjuntos medibles Jordan y su
contenido son invariantes por estas transformaciones (véase el corolario [[1.3).

Integrales dobles iteradas. Consideremos primero el caso de una funcién continua
f:A— R, sobre un rectangulo A = [a,b] X [¢,d]. En este caso, tomando X =
la,b], Y = [c,d], el célculo de la primera integral iterada I(z) = fab f(z,y)dy se
podra emprender buscando una primitiva de f, y aplicando la regla de Barrow.
La funcién resultante [(x) también es continua (esto se deja como ejercicio) y el
valor de su integral fcd I(x) dx se podra obtener, cuando sea posible, mediante el
calculo de una primitiva. Asi queda resuelto, al menos teéricamente, el calculo de la
integral doble de una funciéon continua de dos variables reales sobre un rectangulo
cerrado A C R2,

Consideremos ahora el caso general de integrales dobles sobre conjuntos medibles
Jordan E C R2. Empezamos considerando el caso particular de los que admiten
una representacion de la forma

E={(z,y):a<z<b air) <y < as(w)}

donde a7 < ay son funciones integrables Riemann sobre [a, b]. A estos conjuntos los
llamaremos recintos simples de tipo (1,2), (también llamaremos recintos simples
de tipo (1,2) a los que admiten una representacién andloga con algunas de las
desigualdades < reemplazadas por <). Segun la proposicién los recintos de
este tipo son medibles Jordan, y dada una funcién integrable f:FE — R, vamos
a exponer con detalle la aplicacion del teorema de Fubini al calculo de f sl

Si ¢ (resp. d) es una cota inferior (resp. superior) de «(z) (resp. ao(z))
en [a,b], podemos fijar el rectangulo A = [a,b] X [¢,d] para aplicar el teorema de
Fubini, con X = [a,b], Y = [¢,d]. Como estamos suponiendo que E es un recinto
simple tipo (1,2), es natural considerar primero la integral respecto a la variable y,
ya que cada seccién E, = [a;1(x), as(z)] es un intervalo. Si cada f, es integrable
sobre [ag(z), as(x)], (lo que ocurre cuando f es continua) podemos escribir

az(x)

I(2) = / f(.y) dy

1(z)

y la integral | » f(x,y) dv dy se expresa mediante la integral iterada

ey drda= [ | [ sy dy| o
/. [

El célculo de esta integral iterada se puede abordar con los métodos del calculo de
una variable, basados en el cdlculo de primitivas y la regla de Barrow.

Andlogamente se pueden considerar los recintos simples de tipo (2,1), que son
los de la forma

E={(z,y):c<y<d, fily) <z <G(y)}
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donde [(; < B son integrables Riemann sobre [c,d]. En este caso la integral se
expresa como integral iterada segin el otro orden de integracién

ey ardy= [ | [ fe) de| ay
/ [ 1

NOTA: Si E C R? se puede expresar simultdneamente como recinto simple de tipo
(1,2), y como recinto simple de tipo (2,1), hay dos alternativas para emprender el
calculo de la integral doble y conviene elegir, entre las dos integrales iteradas

1wy dwdy= [ b [ / (()) ) dy] aa= [ d [ /ﬂ 6(()) ) dx] dy

la que se pueda evaluar usando el cédlculo de primitivas o la que conduzca a un

calculo mas simple (véanse los ejercicios resueltos y [LL.14).

Finalmente, si £ C R? no es simple, pero se puede expresar como unién dis-
junta de recintos simples F = E; U Ey U ---U E,., el cdlculo de la integral doble
S » f(x,y) dr dy se puede abordar con los métodos anteriores utilizando la propie-
dad aditiva de la integral: [, f=>"7_, fE f.

Integrales triples iteradas. Consideremos en primer lugar integrales de funciones
de tres variables sobre conjuntos E C R3 que se puedan expresar en la forma

E= {(l’,y,Z) ¢ S X S b7 O[l(l') S Yy S O[Q(ZL'), ﬁl(xvy) S z S ﬁ2($7y)}
donde a3 < ap son integrables sobre [a,b], y [ < B2 son integrables sobre
F={(y):a<z<b a@)<y<an)}

A los conjuntos de este tipo los llamaremos recintos simples de tipo (1,2,3) (tam-
bién incluimos en este tipo a los descritos en forma similar reemplazando algunas
desigualdades < por desigualdades estrictas <).

En virtud de la proposicién [[0.16, F es medible Jordan en R? y E medible
Jordan en R?. Cada seccién

E,={(y,2) € R*: ay(x) <y < as(x), Bi(z,y) <z < Bolx,y)}

es medible Jordan en R?, por ser un recinto simple de tipo (1,2) en el plano yz.
En lo que sigue se supone que f : F — R es integrable sobre E. De acuerdo con lo
que se expuso en el apartado anterior, si f, es integrable sobre F,, su integral
viene dada por

az(@) [ rBa(zy)
Iz)= [ f(z,y,2)dy dz:/ </ﬁ flz,y,2) d2> dy

E. 1(x) 1(z,y)

b az(z) B2(z,y)
/f(w,y,Z) dx dy dz:/ / / f(z,y,2) dz | dy | dz
B o \Joi@) \Jai(aw)
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expresion que también se suele escribir, omitiendo los paréntesis, en la forma

bopon(x)  rBa(zy) b az(x) Ba(x,y)
/ / / f(z,y,2) dz dy dw:/ d:v/ dy/ [y, 2) dz
a Jai(z) Jpi(y) a o (x) Bi(z,y)
Anélogamente se pueden considerar los recintos simples de tipo ¢ = (i, j, k), donde

o es una permutaciéon de (1,2,3). En este caso, si E C R?® estd descrito como
recinto simple de tipo (7, j, k), la integral triple

/ f(9€1,332,333) dry dxy drs
M

se podrd expresar directamente como una integral en la que primero se integra
respecto a la variable xj, luego respecto a la variable z;, y finalmente respecto a
la variable z;. A veces ocurre que un conjunto M C R? se puede describir como
recinto simple de tipo o para diferentes permutaciones o de (1,2,3). En este caso
la integral triple se puede escribir, de varias formas, como integral iterada segtn los
ordenes de integracion que corresponden a estas permutaciones y convendra elegir
aquella integral iterada que conduzca a los cdlculos mas sencillos.

Finalmente, cuando E C R?® no es simple, pero se puede expresar como unién
disjunta de recintos simples E = Fy U EyU---U E,., el calculo de la integral triple
Il iz f(x,y,2) do dy dz, se puede abordar con los métodos anteriores utilizando la
propiedad aditiva de la integral: [, f =30, [ 51

La definicién de recinto simple se extiende a R"™ de manera obvia. Estos
conjuntos son medibles Jordan en R™, y permiten expresar directamente la integral
multiple como una integral iterada.

11.2. Utilizacion del cambio de variable

Una técnica muy util para el cdlculo de integrales multiples es la de cambio de
variable. Frecuentemente el calculo de una integral multiple se puede simplificar
bastante efectuando un cambio de variable que transforme la integral en otra cuyo
calculo sea accesible o mas facil.

Comenzamos recordando el significado de los conceptos que intervienen en el
enunciado del teorema del cambio de variable:

Dada una aplicacion g : €2 — R, definida en un abierto €2 C R", cuando se
fija un punto a = (aj,as,---a,) € 2, en un entorno de a; esté definida la funcién
parcial 1 — g(z1,as,---ay,). Siesta funcién es derivable en aq, su derivada,

ag _ ’ g(all‘f‘h,a@’..-an)—g(a17a2’...an)
a—l'l(a) o hlgn() h

también denotada Djg(a), se llama derivada parcial de la funcién g, en el punto a,
respecto a la primera variable z;. Andlogamente se definen las derivadas parciales
respecto a las restantes variables, denotadas

9%

G (@) = Dygla). 1<) <n

274



LECCIONES DE ANALISIS MATEMATICO IT  G. Vera

Si en cada punto x € Q existen las derivadas parciales D;g(x), 1 < j<mn, y
todas las funciones x — D;g(x) son continuas en €2, se dice que la funciéon g es
de clase C1(9).

Una aplicacién g : Q@ — R”, de componentes g(x) = (g1(x), g2(X), - - - gn (X)),
definida en un abierto Q C R", se dice que es de clase C'(Q2) cuando cada compo-
nente g; (1 <j<mn), esdeclase C*(Q). En este caso, la matriz (D;g;(X))1<i j<n,
llamada matriz Jacobiana de g en x, la denotaremos por g'(x).

Los conceptos que acabamos de recordar son los que intervienen en el enunciado
del teorema del cambio de variable para la integral de Riemann. Este teorema es un
punto de encuentro del calculo integral con el calculo diferencial y en su demostracion
intervienen ambas teorfas. Su demostracion que es larga e involucra bastantes deta-
lles técnicos, se expone con detalle en el apéndice []. Se suele comenzar demostrando
un resultado preliminar (el caso de un cambio de variable lineal) que aqui figura
como corolario [L1.3.

Teorema 11.2 [Cambio de variable] Sea g : Q@ — R™ wuna aplicacion de clase
CL() en un abierto Q CR", y E CR" un conjunto medible Jordan que verifica

a) E C Q.
b) det g'(x) #0 para cada x € E°.
c) g es inyectiva sobre E°.

Entonces M = g(E) es medible Jordan, y para cada funcion integrable Riemann
f:M — R, la funcidn fogl|det(g')| es integrable sobre E, y se verifica

L@fwwwzlj@wmwuﬂwwx

En particular, cuando f =1, se obtiene,

%@w»:émaﬂmwx

OBSERVACIONES:

ii) Como consecuencia del teorema de la funcién inversa B.13, cuando se cumplen
las hipdtesis del teorema anterior, la imagen V = g(FE°) es abierta y la inversa de
la biyeccion g: E° — V' también es de clase C'(V).

i) En las condiciones del teorema anterior, cuando n =1, y FE = [a,b] las
hipétesis b) y ¢) significan que la restricciéon de ¢ al intervalo (a,b) es una funcién
estrictamente mondtona con derivada continua no nula. Si g es estrictamente
decreciente se cumplird que ¢'(t) < 0, para todo t € (a,b), y la imagen g¢([a,b])
serd un intervalo compacto M = [¢,d], con ¢=g(b), y d = g(a) de modo que la
formula del cambio de variable se escribe en la forma

t/ﬂ@@:—/f@mmwwx
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Utilizando el convenio fdc = — fcd se obtiene la férmula del cambio de variable en
la forma habitual

g(b) b
/ fly) dy = / Flo(@)g (2) da
g(a) a

Se deja al cuidado del lector la comprobacién de esta féormula también es valida en
el caso de un cambio de variable estrictamente creciente.

Corolario 11.3 57 T : R® — R" es una aplicacion lineal y E C R™ es medible
Jordan, entonces T(E) también lo es y c,(T(E)) = |det T|c,(E).
Si ademds T es una isometria para la distancia euclidea, c,(T(E)) = c,(F).

DEM: En el teorema y también en [{], padg 151, se puede ver una demostracién
directa de este resultado preliminar. Para obtenerlo como corolario del teorema [T.2
basta aplicar este teorema cuando f es la funcién constante 1 y g =T es una
aplicacién lineal pues, en ese caso, la matriz jacobiana g'(x) coincide, en todo
punto x € R™, con la matriz de la aplicacion lineal 7', luego

cn(T(E)) = /T(E) ldy = [E |det(T")| dx = |det(T')|c,(E)

Finalmente, si 7' es una isometria, y B = {x: [|x|, < 1} se cumple T(B) = B,
luego ¢, (B) = ¢, (T(B)) = |det T|e,(B), luego, |det T| = 1. (Se deja al cuidado
del lector la comprobacién de que B es medible Jordan y ¢,(B) > 0). |

Los resultados en la siguiente proposicién, que son consecuencia del teorema del
cambio de variable, pueden resultar ttiles en la practica para simplificar el calculo

de algunas integrales (véanse los ejercicios resueltos [T.17, [1.14, y [[T.19).

Proposicién 11.4 Sea M C R"™ medible Jordan, f: M — R integrable Riemann
sobre M,y Sj(xy, -z, - xy) = (T1, - XTj_1, —Tj, Tjy1 - Ty) la simetria respecto
al hiperplano x; = 0.

a) Si M es simétrico respecto al origen y f es impar, (x e M = —x € M,
y f(x)+ f(—x) =0) entonces [,, f(x) dx =0.

b) St M simétrico respecto al hiperplano x; = 0, f es impar respecto a
la variable z;, (x € M = S;(x) € M, y f(S;(x)) = —f(x)) entonces

[y f(x) dx = 0.

c) Si M simétrico respecto al hiperplano x; = 0, y [ es par respecto a
la variable x;, (x € M = S;(x) € M, y f(Sj(x)) = f(x)) entonces
Sy f(x)dx =2, f(x)dx=0, donde M* ={x e M :z; >0}

DEM: a) Hacemos el cambio de variable lineal y = T'(x), donde T'(x) = —x esla
simetria respecto al origen. Como M =T(M), f(T(x)) =—f(x), vy |det(T)| =1,

resulta
/M 1(y) dy = /T L )y = /M F(T(x)) dx = /M f(x) dx
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luego [, f(x) dx = 0.

b) En el caso de una funcién impar se razona como en a), usando el cambio de
variable lineal y = S;(x), que cumple |det(S;)| = 1.

c) En el caso de una funcién par, en virtud de la proposicion [[0.19
/ f(x) dx = f(x) dx + f(x) dx, donde M~ ={xe M :z; <0}.
M M+ M-

Obsérvese que M™, M~ son conjuntos medibles (porque se obtienen como intersec-
cién de M con intervalos cerrados apropiados) y que MT N M~ tiene contenido
nulo (por ser un conjunto acotado contenido en el hiperplano z; = 0). Como
M~ =S5;(M"), f(S;(x)) = f(x), con el cambio de variable y = S;(x), se obtiene

[ gway= [ swray= [ e ac= [ e i
|

NOTA: También se cumplen resultados andlogos a los establecidos en los apartados
b) y ¢) de la proposicién [[1.4, reemplazando el hiperplano x; = 0 por un hiperplano
afin arbitrario. El enunciado preciso de los resultados y su demostracion se deja
como ejercicio al cuidado del lector.

Nuestro siguiente objetivo es mostrar algunas aplicaciones interesantes del teo-
rema de cambio de variable. Comenzamos con su aplicaciéon al calculo efectivo de
integrales dobles y triples mediante los siguiente cambios de variable que se usan
con bastante frecuencia, y tienen interés especial:

a) Coordenadas polares (para integrales dobles): (z,y) = g(r,0), con

x=rcosh, y=rsenf, detg'(r,0)=r.

b) Coordenadas cilindricas (para integrales triples): (x,y,t) = g(r,0,t), con

x=rcosl, y=rsend, z=t, det g'(r,6,t)=r.

c) Coordenadas esféricas (para integrales triples): (z,v,z) = g(p,0, ), con

x = pcospcosl, y=pcospsend, z=pseny, |detg'(p,p,0)] = p®cosp

Cambio de variable a coordenadas polares. Para calcular una integral doble
/ v f(@,y) dz dy, mediante un cambio de variable a coordenadas polares, lo primero
que hay que hacer es describir el recinto M en términos de las nuevas coordenadas,
es decir, hay que expresarlo como imagen M = g(F), mediante el cambio de varia-
ble g(r,0) = (rcosf,rsend), de un recinto FE, que podemos suponerlo incluido
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en un conjunto de la forma B = {(r,0) :r >0, a <0 <}, donde [ —«a < 27.
Obsérvese que, al ser g inyectiva sobre el interior de B, también lo es sobre el
interior de E. También es claro que cada punto (r,6) interior a E es interior a
B, y por lo tanto se cumple la condicién det g'(r,6) =r > 0.

Con el cambio de variable a coordenadas polares se obtiene facilmente la formula
clasica para el cédlculo de areas de recintos planos limitados por una curva dada en
coordenadas polares.

Proposicién 11.5 Sea f: |, 5] — R integrable Riemann, §— o <27, y
M ={(rcosf,rsenf):a <0 <3, 0<r<f(0)}

el recinto limitado por la curva (en polares) r = f(0), vy los radios vectores en los
extremos. Entonces M es medible Jordan en R?, y su drea viene dada por

1 [P
(00 =3 [ 107 a
DEM: El recinto simple E = {(r,0):a <0 <3, 0<r < f(f)} es medible Jordan
en R? y el cambio de variable a coordenadas polares, g(r,60) = (rcosf,rsen?),
cumple sobre E las hipdtesis del teorema [[I.2: La condicién f—a < 27 garantiza
que g es inyectiva en el interior de E, y es claro que en cada (r,6) interior a

E, se cumple det g'(r,0) = r > 0. En virtud del teorema de cambio de variable
M = g(FE) es medible Jordan en R? con 4rea

(M) = /Edet g’ (r,0)| dr db

Para 0 € [, 8], laseccién EY es el intervalo {r:0<r < f()}, luego

wony= [ [ rar) o=} [ sor
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Cambio de variable a coordenadas esféricas y cilindricas. Si en una integral
triple [ v f(2,y,2) dv dy dz deseamos efectuar un cambio de variable a coordenadas
esféricas o cilindricas debemos empeza describiendo M C R? en términos de las
nuevas variables. En el cambio de variable a coordenadas esféricas

g(p,0,¢0) = (pcospcosl, pcospsenl, psenp)

debemos describir M en términos de las nuevas variables (p, 0, ), es decir, en la
forma M = g(F), donde

EcB={(pb,¢):p>0, a<0<p, —71/2<p<n/2}, donde f—a <27

Es facil ver que g es inyectiva sobre el interior de B, luego también lo es sobre el
interior de E. Ademsds, en cada punto (p,0, ) interior a FE, se cumple

|detg’(p, 0, )| = p* cosp > 0

Dejamos al cuidado del lector una comprobacién andloga para el caso del cambio de
variable a coordenadas cilindricas.

Volumenes de cuerpos de revolucion. Con el teorema del cambio de variable
también se pueden obtener férmulas utiles para el calculo de voliimenes de cuerpos de
revolucién. Dado un conjunto medible Jordan E C R?, lo consideramos inmerso en
R3, mediante la aplicacién natural j(z,y) = (z,y,0) y denotamos por R,(E) C R?
el conjunto engendrado por la rotaciéon de j(FE) alrededor del eje Ox.

R.(E) ={(z, ycosp, yseny) : (z,y) € E, 0 < ¢ < 27}
(Analogamente se define R,(E)).

Teorema 11.6 Si E C {(z,y) € R*:y > 0} es medible Jordan en R?, entonces
R.(E) CR? es medible Jordan en R3, y su volumen viene dado por la férmula

es(Ro(E)) = 2 /E y d dy

DEM: Segtn la proposicién [0.15, M = {(z,y,¢) : (z,y) € E, 0 < p <27} es
medible Jordan en R3, y con el cambio de variable g(x,y, ) = (z, ycosp, ysen ),
el conjunto R,(FE) se expresa en la forma R,(E) = g(M). Con el teorema del cambio
de variable se obtiene que R,(F) es medible Jordan en R?, y

cs(g(M)) = /Mdet\g’(x,ym)l dx dy dy

(Obsérvese que g es inyectiva sobre el interior de M, y que det g'(z,y,¢) =y >0
en cada para punto (x,y,y) del interior de M). Para todo ¢ € [0, 27], la seccién
M? = {(z,y) : (z,y,¢) € M} coincide con FE, luego es medible, y en virtud del
teorema de Fubini podemos escribir

03(g(M)):/027r (/Ey dx dy) dcp:ZW/Ey dz dy
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En particular, cuando F = {(z,y) € R* :a <z <b, 0 <y < f(z)} CR? esel
recinto de ordenadas asociado a una funcién integrable no negativa f : [a,b] — R, se
cumplen las condiciones del teorema anterior, y efectuando una integracién iterada

/Eyd:cdy:/ab(/Of(z)ydy>dx:%/abf(x)2

que proporciona la férmula c3(R.(E)) = 7 f; f(x)? dz, que también se podria
haber obtenido con el método de las secciones.

Si ademas a > 0, para el volumen del sélido que genera FE al girar alrededor
del eje Oy se obtiene

es(R,(E)) = 21 /

E

b
x dr dy = 27T/ zf(x) dz

Baricentros. Si E C R"™ es medible Jordan, y ¢,(F) > 0, se define el baricentro
de E como el punto b(F) € R™ de coordenadas

1
bJ(E) = E/E:l'] dl‘l dl‘g dl‘n

Cuando F tiene alguna simetria es facil obtener el baricentro, o algunas de sus
coordenadas, sin necesidad de calcular integrales: Si FE tiene centro de simetria
entonces el centro de simetria es el baricentro y si E es simétrico respecto a un
hiperplano entonces el baricentro esta en el hiperplano. Para obtener estos resultados
conviene establecer primero el siguiente

Lema 11.7 En las condiciones anteriores, si T : R"™ — R" es una aplicacion
lineal no singular y M = T(FE), se cumple que b(M) = T(b(FE)), es decir,
las aplicaciones lineales no singulares conservan los baricentros. Andlogamente, las
traslaciones conservan los baricentros.

DEM: Observemos en primer lugar que al ser 7' una aplicacién lineal no singular,
segun el corolario [[T.3 se cumple ¢,(M) = |det (T)|c,(E) > 0, y por lo tanto
estd definido el baricentro b(M) = (by(M),bs(M),---b,(M)), donde

Cn(M)by (M) :/ Yi dyr dys -+ dyp
M

Sioyp = Z?Zl ag;xj, 1 < k < n, son las ecuaciones de la transformacién lineal
y = T(x), con este cambio de variable la ultima integral se convierte en

cn(M) br(M / <Zak]xj> |det(T)| dzy dxy --- dx, =
= |det(T)] Zakj/ z; dry dxgy -+ dx, =
j=1

= |det (T)|c.(E Z arb;(E) = c,(M)T(b(E))
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y dividiendo por ¢,(M) > 0 se obtiene el resultado b(M) = T'(b(E)). Dejamos
al cuidado del lector la afirmacién, mas sencilla, referente a las traslaciones. [

Proposicién 11.8 Sea E C R"™ un conjunto medible Jordan tal que c,(E) > 0.
i) Si E es simétrico respecto a un hiperplano, su baricentro estd en el hiperplano.
i1) Si E es simétrico respecto a un punto, su baricentro es ese punto.

DEM: i) Segun el lema [[1.7, los baricentros se conservan mediante traslaciones y
aplicaciones lineales luego no es restrictiva hacer la demostraciéon cuando el hiper-
plano de simetria es x; = 0. En este caso, la simetria viene dada por la aplicacién
lineal T'(zy,29, - x,) = (—x1, 22, - x,). Por hipétesis T(E) = E, y el cambio de
variable lineal y = T'(x), cumple |det(7T)| = 1, luego

/3/1 dyy dys - - - dyn:/ y1 diy dy2~'-dyn=—/x1 dry dxs - -dz,
E E

T(E)

luego la primera coordenada de b(£); es nula, lo que significa que el baricentro b(FE)
esta en el hiperplano de simetria.

ii) En virtud del lema [I[T.1, no es restrictivo suponer que E es simétrico respecto al
origen 0, y la demostracion es andloga a la anterior considerando ahora el cambio
de variable T'(x) = —x, para el que se cumple T(F) = E. |

El interés de estos resultados sobre a baricentros se pondra de manifiesto después
del siguiente teorema, que es una reformulacién de [[1.4, en la que se hace intervenir
la nocién de baricentro.

Teorema 11.9 [Guldin] Sea E C {(z,y) € R*:y > 0} un recinto medible Jordan
de drea c3(E) > 0. St b= (x9,y0) es su baricentro, se verifica

cs(Re(E)) = 2myoca(E)

(El volumen del cuerpo generado por E al girar alrededor del eje Ox es igual al
producto de su drea por la longitud de la circunferencia que describe su baricentro).

DEM: Es consecuencia directa del teorema y de la definicién de baricentro. m

Ejemplo 11.10
Se considera el cuerpo de revolucion generado al girar alrededor del eje Ox el disco
{(z,y) : z® + (y — 5)2 < 7“2}, donde r>b>0

Segun la proposicién [[1.§ el baricentro del disco es su centro, y aplicando el teorema
de Guldin se obtiene que el volumen del cuerpo es 272br2. [

NOTA: Para la validez de teorema de Guldin no hace falta suponer que E esta
inmerso en el plano z = 0, ni que el eje de giro sea Ox. El resultado es valido
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para un subconjunto FE de un plano afin arbitrario H que gira alrededor de un
eje e situado en ese plano. Naturalmente que hay que suponer que E es medible
Jordan dentro de H, con cy(E) >0, y que E estd contenido en uno de los dos
semiplanos que la recta e determina en H (véase [[], pdg. 165-66).

La definicién, en un subespacio afin H C R", de la nocién intrinseca de subconjunto
medible Jordan, y del contenido de Jordan asociado cp, se puede ver con detalle
en la pagina 149 de [{].

11.3. Ejercicios resueltos

Ejercicio 11.11 Arquimedes, en una carta a su amigo Eratostenes (matemdtico y
bibliotecario de Alejandria) donde le expuso su Método de cdlculo de dreas, volume-
nes y centros de gravedad, enuncid el siguiente teorema: Si en un cubo se inscribe
un cilindro que tiene las bases situadas en dos cuadrados opuestos y la superficie
tangente a los cuatro planos restantes, y se inscribe en el mismo cubo otro cilindro
con las bases en otros dos cuadrados y la superficie tangente a los cuatro planos res-
tantes, la figura comprendida por las superficies de los cilindros e inscrita en ambos
es dos tercios del cubo entero.

Utilice el método de las secciones para demostrar este resultado.

SOLUCION

Supongamos que la figura del enunciado estd inscrita en un cubo de lado 2r, de
modo que las bases de los cilindros son circulos de radio r. Fijando un sistema de
referencia formado por unos ejes cartesianos rectangulares donde los ejes Oz, Oy
coinciden con los ejes de los cilindros, podemos describir analiticamente la figura en
la forma siguiente:

E={(r,y,2): 2>+ 2> <r? 3y + 22 <r?}

Para justificar que E es medible Jordan basta observar que es un recinto del tipo

considerado en la proposicion [10.15:
E={(z,y,2): (v,y) € Q(r) : = f(z,y) < 2 < f(z,y)}

donde f(z,y) = min{\/r2 —y2, v/r2 — 22} es una funcién continua sobre el cua-
drado Q(r) = [—r,r] x [—r,r].

La interseccién del recinto E con el plano z = ¢t es no vacia si y soélo si
t € [-r,7], y en este caso la seccién {(x,y) : (x,y,t) € E} es el cuadrado

E'={(z,y): o] < V2=, |yl < Vi — 2.}

de drea S(t) = 4(r* —t?), luego

es(B) = / " Syt = 1—3633 _ %(87“3)

—r

donde 83 es el volumen del cubo circunscrito. ]
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Ejercicio 11.12 Calcule el drea del recinto eliptico
E(a,b) = {(z,y) : a*/a® +y*/V* < 1}
y volumen del cuerpo limitado por el elipsoide
E(a,b,c) = {(z,y,2) : 2°/a® + y*/b* + 2*/* < 1}
donde a > 0,0>0,c> 0.

SOLUCION

E(a,b) ={(z,y) : —a <z <a, —b\/1—2%2/a®> <y <by/1—2?/a?}
es un recinto simple de tipo (1,2) luego, segtin la proposicién [0.17,

ca(E(a, b)) = /a 2by/1 — x%/a? dx

Esta integral se calcula con el cambio de variable = = asent, y se obtiene

w/2
ca(E(a,b)) = 2ab/ cos® tdt = Tab

—m/2

El volumen del recinto E(a, b, c) se puede calcular por el método de las secciones:
La interseccién de este recinto con el plano z =t es no vacia siy sélosi t € [—c,c],
y en este caso la seccion {(x,y) : (x,y,t) € E(a,b,c)} es el recinto eliptico

{(z,y) 2/’ + y?/0° < 1 -2 /t%}
limitado por una elipse de semiejes, a\/1 — /12, by\/1 — c?/t?, cuya drea es
S(t) = mab(1 — t*/c?)
4

luego el volumen de E(a,b,c) viene dado por la integral [© S(t)dt = Smabe.

El mismo resultado se obtiene considerando que FE(a,b,c) = T(B(0,1)), donde
B(0,1) es la bola euclidea de centro el origen 0 yradio 1, y T:R?* — R? esla
transformacion lineal T'(z,y, z) = (ax, by, cz), de determinante det(7") = abe.

El volumen de la bola euclidea B(0,1), se calcula facilmente mediante un
cambio de variable a coordenadas esféricas

2T /2 1 4
c3(B(0,1)) = / d@/ dgp/ p*cosp dp = 37
0 —7/2 0

y segtn el ejercicio [[1.3, el volumen de FE(a,b,c) viene dado por

es(E(a, b, ¢) = |det(T)|es(B(0, 1)) gﬁabc
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Ejercicio 11.13 Calcule las siguientes integrales dobles

a) I:/ye” dx dy, A=10,1] x [0,1].
A

b) J:/\/a2—y2d:pdy, E={(x,y): > +y*<a* x>0, y>0}, (a>0).
E

c) K:/(:p—l)\/1+e2y de dy, E={(z,y): 1<z<2, 0<y<logx}.
E

SOLUCION

a) Segun el teorema de Fubini,

1 1 1 1
I = / (/ ye™ dy) dx = / (/ ye? dx) dy
0 0 0 0

El calculo de la primera integral iterada comienza con la btisqueda de una primitiva
de la funcién y — ye™ (que se podria encontrar mediante una rutinaria integra-
ci6én por partes). Abandonamos este camino porque el cdlculo de la segunda integral
iterada es mucho més rapido, ya que la funcion parcial x — ye™ tiene la primitiva
inmediata * — €"¥, con la que se obtiene [ = fol(ey —1)dy=e—2.

b) E se describe facilmente como recinto simple de tipo (1,2) y de tipo (2, 1):

E={(r,y):0<2x<a,0<y<va2—a22}={(z,y) :0<y<a,0<z<a®—y?}
De las dos alternativas calcular J mediante una integral iterada

a \/a?—y? a va2—x2
J:/ < va? —y? dx) dy:/ ( \/aQ—yzdy> dx
0 0 0

0

. . . ’ ’ 7 . a
conviene la primera, que involucra el célculo mas facil: J = fo (a* —y?) dy = §a3.

c¢) El recinto de integracién, que viene descrito como recinto simple de tipo (1,2),
conviene expresarlo como recinto simple de tipo (2,1):

E={(r,y):0<y<log2, ¢ <z <2}

ya que el cdlculo de I mediante una integracion iterada parece mas fécil si empe-
zamos integrando respecto a la variable x

log2 2 log 2 1 K.
K:/ (/ (:c—l)\/l—i—erdx)dy:/ (ey—ie%)\/1—1-62%’033/:[(1—72
0 e¥ 0

donde K; = 010g2 Y1+ e dy, Ky = fologz e2Y/1 + e dy.
Con los cambios de variable s =¢Y, t = e?Y, se llega a las integrales

2 1 4
Klz/ \/1+82d8, K2:§/ V14+tdt
1 1
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que se pueden calcular facilmente con las técnicas usuales del célculo de primitivas.
|

Ejercicio 11.14 Calcule las siguientes integrales dobles

a) I:/xdx dy, E={(z,y): 2*+y* < 2z}.
E

b) J:/x\/l—ﬁ—yQ de dy, E={(z,y): 2*+y*<1l,2 >0,y > 0}.
E

SOLUCION

a) El disco E = {(z,y) : (x — 1)* 4+ y? < 1} se describe facilmente como recinto
simple de tipo (1, 2):

E={(z,y):0<2 <2 —V2r—22<y<—V2— 22

lo que permite calcular I mediante la integral iterada

2 +v2z—x? 2
[:/ / x dy dx:/ 22V 2x — x? dx
0

—V2x—22 0

Como 2x—x? =1—(1—x)?, es natural efectuar el cambio de variable x = 1+sen ¢
con el que se obtiene la integral

w/2 w/2
122/ (14 sint) cos® ¢ dt:/ (14 cos2t +2cos’t sent)dt =7
—7/2 —7/2

La integral I también se puede calcular con un cambio de variable a coordenadas
polares. La descripcion de E en coordenadas polares es bien sencilla

E={(rcosf,rsenf): —mn/2 <0 <mw/2, 0 <r<2cosf}

y se obtiene

/2 2cos 0 ] /2
I:/ (/ T2COSQdT)d9:—/ cos*0 df =
—7/2 0 3 —m/2

donde la ultima integral se ha calculado usando el desarrollo:

1 20\> 1 1 46
cost 6 = (H%) = 1 (1+200829++C%)

b) E es un recinto simple de tipo (1,2) y de tipo (2,1):

E={(z,y):0<2<1,0<y<vVI-a?} ={(z,9): 0<y <L 0<z<V/1—-y?}
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y de las dos alternativas para calcular J mediante una integral iterada

1 Vi-y? 1 Vi—a?
J:/ / x/1— 2% —y? dx dy:/ / /1 =22 —y?dy | dx
0 0 0 0

elegimos la primera, que involucra el cdlculo de una primitiva inmediata (respecto
a la variable x). Se obtiene asi

1 1
Iy
0

Al mismo resultado se llega con un cambio de variable a coordenadas polares en la
integral doble:

1 /2 1 1 [
J:/ </ 7“2\/1—7"20059%)(17“:/r2v1—r2dr:§/(1—r2)3/2d7"
0 0 0 0
donde la ultima igualdad es consecuencia de una integracion por partes.
Con el cambio de variable y =sent se obtiene

e 213/2 L
J== [ A=y dy=-= cos™ t dt
3 Jo 3 Jo

La tultima integral se calcula mediante el desarrollo indicado en el apartado a), y se
obtiene que J = 7/16. |

Ejercicio 11.15 Se supone que M C R? es medible Jordan y simétrico respecto a la
recta x = y. Demuestre que E = {(z,y) € M :y < x} también es medible Jordan y
que si f: M — R es una funcion integrable Riemann que verifica f(x,y) = f(y,x)
para todo (x,y) € M entonces

/M f(e.y) du dy =2 /E f(z,y) dy

Utilice esta propiedad y un cambio de variable apropiado, para calcular

[ v )

SOLUCION

Como M es acotado, estard contenido en un cuadrado @ = [—R, R] X [-R, R]. Como
el tridngulo T' = {(z,y) : —R <z < R,—R < y < z} es medible Jordan, también
lo sera la interseccion £ =T N M.

Analogamente F' = {(z,y) € M : y > z} es medible Jordan. Evidentemente
M = EFUF, y aunque E N F no es vacio, como tiene contenido nulo, podemos
asegurar que

/Mf(:v,y) dz dy:/Ef(x,y) dz dy+/Ff(x,y) dx dy
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En la tdltima integral se efectia el cambio de variable dado por g(u,v) = (v,u).
Como F = g(FE), |¢'(u,v)| =1y f = fogresulta:

/Ff(x,y) da dy = /g(E) Fz,y) do dy = /Ef(g(u,v)) du dv = /Ef(u,v) du dv

luego

/f(:v,y) dx dy:Q/f(:v,y) dx dy
M E

Aplicando la férmula anterior cuando f(x,y) = /22 +y%, M = [0,1] x [0,1], ¥
E={(z,y):0<z <1, 0<y<az}, conun cambio a coordenadas polares, resulta

1 1 w/4 1/ cos@
[:/ (/ Va2 +y? dx) dy:2/\/x2+y2d:cdy:/ (/ r? dr) do =
0 0 E 0 0

_1/”/4 do _1/”/4 cos § df _1/1% dt
3Jy cos30 3)J, (1—sen26)2 3 ), (1 —1¢2)?

Hemos llegado a la integral de una funcién racional, facilmente calculable por los
métodos estandar y con ello se considera resuelto el problema. ]

Ejercicio 11.16 Se considera la integral o = / f(z,y) dx dy, donde
Q

(I+22)(1+ xy);

f(l'vy): Q:[O,l]X[O,l]

Justifique la igualdad 2a = fQ(f(:E, y)+ fly,x)) de dy 1y utilicela para calcular o

"log(1
y el valor de la integral / M

5 dx
o l+=x

SOLUCION

Con el cambio de variable g(z,y) = (y, x), teniendo en cuenta que g(Q) = @, se ob-
tiene que [, f(y,x) dv dy = [, f(z,y) dz dy luego 2a: = [,(f(z,y) + f(y,)) dv dy.

__ tytzy)  zty
[l y)+ fly,z) = T+ +2)1+2)  (1+22)(1+y?)

luego

2&-/ x dx dy +/ y dx dy
o+ )14y Jo T+22)(1+y?)

Estas integrales se calculan directamente usando integracién iterada:

/ x dx dy _/1 T (/1 dy >d:c—zlo 5
o (U+a)(+?)  Jo T+a2 Uy T+2) & 787
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Analogamente

/ y dz dy o9
=—lo
o (l+a?)(1+y2) 88

y se obtiene asi el valor a = (7/8)/log2. Con el teorema de Fubini se obtiene

™ x dx dy Uodx Uz dy Yog(1 + x)
—log2 = = = [ =~ dr
8 o (1+22)(1+ xy) o 1+22 ), 1+uay o l+a?

Ejercicio 11.17 FEn la integral
dx dy dz
M/ T+ y?

a) Efectie un cambio de variable a coordenadas esféricas.

donde M = {(z,y,2): 2 +y*> > 1,2* +y* + 22 < 4}

b) Efectie un cambio de variable a coordenadas cilindricas.

¢) Calcule su valor.

SOLUCION

a) Cambio de variable a coordenadas esféricas
x =pcospcost; y=pcospsend; z= psent

8(p,0,0) = (z,y,2); |detg/(p,0, )] = p* cos ¢
M = g(B), con B={(p,0,¢):0<60<2m, |p|<n/3, 1/cosp <p<2}.

2 2m w/3 2
p° Cos p
I:/idedgpdp:/ dQ/ dgp/ pdp=
B \/pz COSQQ)O 0 —7/3 1/ cosp
w/3 1 1 2
:27r/ (4— >dg0:8%—27r\/§

/3 2 cos?

b) Cambio de variable a coordenadas cilindricas
r=rcosf; y=rsend; z=t

g(r,0,t) = (z,y,2); |detg'(r,0,t)] =7
M =g(A), con A={(r,0,t):0<0<2m, 1 <r<2 |t|<V4—r?}

2 2 VAa—r2 2 87'('2
I:/ de/ dr/ dt:47r/ \/4—7"2d7“:~--27—27r\/§
0 1 — 1

Vi—r2
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Ejercicio 11.18 Sea M = {(x,y,2) € R®: a® < 2% + y* + 2*> < b*}. Para R & [a, }]
calcule el valor de la integral
/ dx dy dz
V2 +y2+ (2 — R)?

y compruebe que no depende de R para 0 < R < a.

SOLUCION

Con un cambio de variable a coordenadas esféricas se llega a

/2

b
cos @ dp
IR:27T/ 2J(p) dp donde J :/
(R) p (p) dp (p) o E e L I

Con el cambio de variable u =2Rpsen ¢ se calcula

V(R+0)?—/(R—p)?2 |R+p|—|R—p|

1 du
J(p):— = .= =
2Rp J orp /R + p* —u 2Rp 2Rp
Teniendo en cuenta que a < p < b, resulta
a) R<a= R<p= J(p)=1/p= I(R) =27(b* — a?)
b) R>b=R>p> = J(p)=1/R = I(R) = Z(® — d®)

Ejercicio 11.19 Calcule la integral I = [, (x+y+ z) dx dy dz, y el baricentro de
M = {(z,y,2): 2* +y* <22, 2 +y*+2° <3}

SOLUCION

La esfera 22 +y?+2% =3 y el paraboloide de revolucién 2z = z2+1? se cortan
segun una circunferencia, situada en el plano z = 1, cuya proyeccion en el plano xy
es la circunferencia 2% + 3% = 2.

[En efecto, si el punto (z,y, z) satisface las ecuaciones de las dos superficies debe
cumplir 2 > 0y 2z + 22 =3, luego 2 = 1 y 22 + y? = 2].

Es decir, M es el recinto, situado sobre el disco 2% +y? < 2 del plano zy, entre
el paraboloide (abajo) y la esfera (encima):

M ={(z,y,2) : 2®+y* <2, (2" +9*)/2< 2 < /3= (22 +4?) }

Como el eje Oz es un eje de simetria de M, su baricentro (g, yo, 20), esté en este
eje y debe cumplir

Ty = xdr dy dz=0; vy, :—/ydxdde:O.
’ U(M)/M " u(M) Jy
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Se sigue que
I:/ zdrdydz, y zy=1/v(M)
M
Usando coordenadas cilindricas x = rcosf, y =rsenf, z =t, se tiene

M = {(rcosf,rsenf,t): 0< 0 <2m 0<r<+v2 r?/2<t<V3—-7r2}

27 \/i \/W \/i
I:/ d@/ rdr/ tdt:27r/
0 0 r2/2 0

2r V2 V3—r2 V2
U(M):/ d@/ rdr/ dt:27r/ r(V3—1r2—12/2) dr = ---
0 0 r 0

2/2

luego

(B—r*—=r*/4) dr=---

|3

integrales inmediatas que se dejan al cuidado del lector. ]

Ejercicio 11.20 Se consideran los recintos planos
A={(@y): (@ =14y V2, B={(@y): (z+ 1) +y? < V2)

i) Calcule el volumen del solido generado por AN B al girar alrededor del eje Oy.
ii) Sean E, F C R? medibles Jordan de drea no nula tales que ENF tiene contenido
nulo. Obtenga una formula relacione el baricentro de EU F' con los baricentros de
E y F. Utilice esta relacion para calcular, sin usar integrales, el volumen del solido
generado por A\ B al girar alrededor del eje Oy.

SOLUCION

i) Volumen del sélido generado al girar E = AN B alrededor del eje Oy.

Las circunferencias que limitan A y B, de radio R = v/2 > 1, y centros (1,0), (-1, 0)
se cortan en los puntos (0,b) y (0,—b) donde b* = R* — 1.

Calcularemos el volumen V' (b) en funcién de b, y sustituyendo luego el valor concreto

b = v/ V2 — 1 se obtendra el volumen pedido. En lo que sigue o = arccos(b/R) €
(0,7/2), de modo que Rcosa =b, Rsenao =1y tga = b.

a) Solucion utilizando el método de las secciones:
Cortando por planos perpendiculares al eje de revolucion, para —b < y < b, se ob-

tienen circulos de radio f(y) = —1 + /R? — y? luego

b b

Vb:/ Wf(y)2 dy=7r/ [1+R2—y2—2 /RQ_yQ] dy =
b b

2 2
=n[(1+ R*)2b— gb3 — 21 =7[(2 + b*)2b — 553 — 21

290



LECCIONES DE ANALISIS MATEMATICO IT  G. Vera

donde I = f_bb \/11%27—y2 dy se calcula con el cambio de variable y = Rsent:
I = /a R%*cos’tdt = --- = R*a + R*senacosa = R%a + b
y con este valor dg I se obtiene V (b) = 2x[b+ 2b° — a(1 + b?)].
b) Solucion utilizando la férmula general:
V},:QW/ z dr dy, donde M = {(z,y) € B:xz >0}
M

Esta integral se calcula con el cambio de variable z = —1 + rcosf, y = rsen 6.

a R o 1 R2 R3
Vb:27r/ d@/ (—1+rcos€)rdr=27r/ ( 5 ———I——COSQ) do =
—« 1/(cos 6) —a 6 cos? 0 2 3

1 2 2
= 27r[§ tga — R*a + §R3 sena| = 27[b + gbB — a1+ b%)]

ii) Sean E,F C R? medibles Jordan de drea no nula tales que £ N F tiene con-
tenido nulo. Si (zo,%0), (g, yE), (xr,yr) son los baricentros de FU F, E'y F,
respectivamente, como F N F' tiene contenido resulta:

co(EUF)zy = / x dr dy = / x dv dy + / xdr dy = co(E)xg + co( Fop
EUF E F

Los ntimeros o = ¢o(E)/co(EUF) y 3 = co(F)/co( EUF) verifican a4+ = 1y con
ellos se obtiene la relacion: o = arg + frp. Andlogamente yo = ayg + Byp.

iii) Utilizando la relacién anterior se puede calcular, sin usar integrales, el volumen
del sélido generado por A\ B al girar alrededor del eje Oy:

Apliquemos la relacién con E = AN B, F = A\ B, de modo que E U F = A. Por
razones de simetria (xg,yp) = (0,0), (z4,y4) = (1,0), luego

1 =axp+ Pap = Prp = xpca(F)/ca(A)

Segun el teorema de Guldin el volumen del sélido que genera F' al girar alrededor
del eje Oy viene dado por 27zp co(F) = 2mca(A) = 2721 = 4m2 |

Ejercicio 11.21 Sea M C X x Y, donde X C RF, Y C R™ son rectingulos
cerrados. Si M tiene contenido nulo en RET™  demuestre que My = {y € Y :
(x,y) € M} tiene contenido nulo (en R™) para casi todo x € X (es decir, excepto
en un conjunto de medida nula en R¥).

SOLUCION

Segun el teorema de Fubuni la funciéon wu(x) = f_YXM(X, y) dy > 0 es integrable
sobre X, con

[ uxiax = [ xuilxy) dx dy = e,(00) =0

y aplicando el ejercicio se obtiene que N = {x € X :u(x) > 0} tiene medida
nula en R*. Claramente, M, tiene contenido nulo siy sélo si x & N. ]
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11.4. Ejercicios propuestos

¢ 11.4.1 Sean f; : [a;,b;] — R, 1 < j <n, integrables Riemann. Demuestre que

f(x, 2, n) = fi(@n) fa(wa) - -+ fulzn)

es integrable Riemann sobre A = [a1,by] X [ag,ba] X -+ X [an, by],

e ([ 00) ([ 08) ()

¢ 11.4.2 Sea f: A — R definida en A = 1[0,1] x [0, 1] por

f(@,1/2) = xo(x), flz,y) =1 siy#1/2

Demuestre que f es integrable sobre A y exprese la integral doble fA f(z,y)dxdy
como integral iterada segun los dos posibles ordenes de integracion.

$ 11.4.3 Sea f : A — R definida en A = [0,1] x [0,1] por f(x y) =1siz €
Q, flx,y) =2y siz & Q. Calcule J(y fo (z,y)dz, J(y fo (x,y)dx y
deduzca que f no es integrable sobre A. Compruebe que aunque f no es integrable
sin embargo existe la integral iterada fol (fol f(z, y)dy) dx. Calcule [, f(x,y)dz dy,

f_Af(:E,y)dx dy.

$ 11.4.4 Sean X C R*, Y C R™ rectdngulos cerrados y M C X x Y medible
Jordan en R**™ Dado x € R¥ sea M, = {y € R™: (x,y) € M}. Si S es el conjunto
de los x € R* tales que My no es medible Jordan en R™, demuestre que S tiene
medida nula k-dimensional.

& 11.4.5 Se supone que f: M — R es integrable sobre un conjunto medible Jordan
M C R? y que ¢ : [a,b] — R es una funcidén creciente continua tal que elconjunto
M, = {(z,y) € M : f(z,y) < ¢(t)} es medible Jordan para cada t € [a,b], M, = ()
Yy Mb = M. Si la funcion A(t) = drea(M,;) es derivable, demuestre que F(t) =
Jag, f(z,y)de dy también lo es, con derivada F'(t) = p(t)A'(t).

$ 11.4.6 Sea f : R? — R una funcién continua. Se supone que Ey = {(x,y) :
f(z,y) >t} es medible Jordan para cada t > 0 y que la funcidn p(t) = drea(Ey) es

continua. Demuestre:
a) f alcanza un mdzimo absoluto en Ey.

b) My={(z,y,2):t <z< f(x,y)} es medible Jordan para cada t > 0
y la funcion v(t) = Volumen(M,;) es derivable con derivada continua en [0 + 00).

& 11.4.7 Se supone que f: [0,+00) — R integrable Riemann sobre [0, a], para cada
a > 0. Utilice el teorema de Fubini para demostrar que la funcion

F(x) = / (x —1t)f(t)dt
0
definida para todo x > 0, es derivable con derivada continua F'(x fo
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$ 11.4.8 Sean f,g: R — R, donde f es continua y g derivable. Demuestre que

P = [ 16 ([ o) ay) as

es derivable dos veces y obtenga la derivada sequnda F".

$11.4.9 Si f : R — R es continua, establezca la igualdad

[ ([ ) = ([ 104

$ 11.4.10 En cada caso obtenga un conjunto medible Jordan E C R? tal que la
integral fE f(x,y)dzdy se exprese mediante la integral iterada que se indica. Obtenga
también la integml iterada en el otro orden de integracion.

o [( [ sm)as o ([ i)
C%A<L@ @@m)%,daf(/MIﬂ%wm)@.

$ 11.4.11 En cada caso, justifique que f : A — R es integrable Riemann sobre el
rectdngulo A, y calcule la integral [, f(z,y)dz dy.

Ayl s e £ 0,y 40, f(2,0)= f(0,9) =0, A=1[0,2]x0,2].
(x— 1B A=123] x[0,1].

2

(z,y) =
(z,y) =
¢) flay)=asiz>y [(ry)=y*sia <y, A=]0,1]x[0,1].
(2,y) = |y —senz|, A=1[0,7]x [0,1].
(Nota: [a] denota la parte entera de a € R)

$ 11.4.12 En cada caso justifique la existencia de la integral fE flz,y)dz dy y
calcule su valor:

a) flz,y)=[z+yl, E={(r,y):0<2<2,0<y<2—uz}

b)) flry)=@+y)™ E={(zy)eR:1<zl<yaty<d}

(Nota: La integral b) se puede calcular interpretindola como un volumen que se
calcula facilmente considerando las secciones que producen los planos x +y = c).

$ 11.4.13 En cada caso calcule la integral fE f(z,y)dx dy mediante un cambio de
variable a coordenadas polares.

a) f(xy)=(@+y")77,  E={(x,y):x<y 1<aty, > +y*<1}.

b) flx,y) =2 +y° E={(x,y): 0<w, 2®+y* <2y, 2 +y> <1}

¢c) [flxy)=a"+y° E={(z,y): 0 <z (2 +y*)* <4(z" —y)}.

d) flz,y)=a?+y2% E={(z,y):20<a’+y* <1220,y >0}

{ 11.4.14 En cada caso calcule [, f(z,y)dx dy con el cambio de variable indicado
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a) f(z,y)=ev /Wt E={(z,y):0<z, 0<y,z+y<2}.
r=@-u)/2; y=(v+u)/2.

xz—l—y

b — :

) f(z,y) ETE—

r=u-+uv, y:v—u2.

¢) flz,y) = (y* — 2*)"¥(2® + y?);
E={(r,9):0<z, 0<y, a<wy<b y2—a*<1, <y}, (0<a<b)
u

y?— a2, v =uay.

E={(z,y):0< 2 <2, —a?<y<ux}

$ 11.4.15 Considerando el cambio de variable u = 2z /(2 +y?), v = 2y/(z* +y?),
dx dy b

—————— sobre

v (3% + y?)?

el cuadrildtero curvilineo M = {(x,y) : 4z < 2? + y? < 62, 2y < 2% +y* < 8y}.

en el abierto Q = {(z,y) : x > 0,y > 0}, calcule la integral doble

$ 11.4.16 Si 0 < a < 1 demuestre que g(x,y) = (x — acosy,y — acosx) es una
transformacion inyectiva de R? que transforma abiertos en abiertos y conjuntos me-
dibles Jordan en conguntos medibles Jordan. Calcule el drea de g(T) donde

T={(r,y): 0<z<1 0<y<uz}

$11.4.17 Si f : R — R es una funcion continua par, y A = [0, a] x [0, a], establezca
la 1qualdad

[ s dy=2 [ (@ visto

$ 11.4.18 Si D(r) = {(z,y) : *+y* <r*} y f : D(R) — R es continua demuestre
que p(r) = fD(T) f(z,y)dz dy es de clase C* en [0, R] y obtenga una férmula integral
para la derwada.

& 11.4.19 Justifiqgue que los siguientes conjuntos son medibles Jordan y calcule sus

volumenes:

A={(z,y,2):0<z, 0<y,0< 2, Vo4 Y+ /2 < 1}
B={(z,y,2):0<2, 0<y, 0<z, x4+y+z2<a, az<zy}; (a>0).
C={(z,y,2): 222 <2?+y? <1+ 2%}
D={(z,y,2): 2> +y*> + 22 < a? 2*+y? <%}
E={(z,y,2): 2> +y*+ 22 <a? 22+y*<ax; 0<z}.
F={(z,y,2):2%/a®> +y?/b* <1+ 2%/c* 0<z<1}

& 11.4.20 Justifique que el conjunto M = {(z,y,z) : 2*> +y? < 2az, 2z < z +y}
es medible Jordan y calcule su volumen (se supone que a > 0).

< 11.4.21 Calcule el volumen de

E={(r,y,2): 2 +y*<2y; 2°+9y*° <1, 0<z; 0<2< 2 +4°}
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$ 11.4.22 Calcule el volumen de

2?2 y: 22
A:{(l‘ayaz>:?+b—2<1a b_2+g<1}

$ 11.4.23 Una copa que tiene forma de paraboloide de revolucion estd llena de vino

hasta el borde. Bebemos hasta que el plano de la superficie del vino pasa por el fondo

de la copa. Determine la cantidad de vino que queda en la copa.

$ 11.4.24 En un recipiente que tiene la forma del paraboloide de revolucion 2z =
22 4+ y? se encaja una esfera maciza de radio \/5 y centro en el eje Oz. Determine
el volumen del hueco que queda entre el recipiente y la esfera.

& 11.4.25 En el cono z = ar/x% + y? se encaja una esfera de radio R. Calcule el
volumen del recinto acotado limitado por el cono y la esfera.

& 11.4.26 Calcule el volumen del recinto acotado limitado por el elipsoide 3z° +

3y + 22 =3 yel cono z =2 — \/x% + 2.
O 11.4.27 Considere los recintos C y H de R? definidos por:

C = {(:c,y,z): (%)2 2x2+y2,0§z§h}

H={(z,y,2) € C: 2*+y* — Ry > 0}

a) Justifique que H es medible Jordan.

b) Calcule, por el método de las secciones z =constante, el volumen de C. Calcule el
volumen de H, y compruebe que el cociente de los volimenes de H y C' no depende
de los parametros h, R.

$ 11.4.28 Sea g(x,y,2) = (u,v,w), donde u = e* —e*, v=2e*—e* w=1x—y.
Compruebe que g(R3) = {(u,v,w);u > 0,u+v > 0,e** > v/u} y que g establece
un C™®-difeomorfismo entre R® y su imagen g(R?). Calcule el volumen de g([0, 1]3).

$ 11.4.29 El potencial gravitacional producido por un sélido W C R?® (medible
Jordan) con densidad de masa p(x,y,z) es la suma de los potenciales producidos
por los “elementos de masa infinitesimal” dm = p(x,y, z)dzdydz, y viene dado por
la integral triple

x,y,z)dx dy dz
Vi@, 01, 21) = Gm/ p(2 4:2) y2 3
wA (@ —21)2+ (y—y)?+ (2 — 1)

Sea W = {(z,y,2) : r* < 2® + y* + 22 < R%} con densidad es uniforme. Justifique
las siguientes afirmaciones

a) El potencial V' es constante en el hueco Qy = {(z,y,2) : 2% + y* + 22 < r?},
(es decir, no eziste fuerza gravitacional dentro de un planeta hueco).
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b) En el exterior de la esfera mayor Qy = {(z,y,2) : 2> + y* + 22 > R?} el
potencial es el mismo que produciria toda la masa de W concentrada en el
centro de la esfera.

$ 11.4.30 Sea S C R? el recinto plano limitado por el eje de abscisas y el arco de
cicloide
r=r(t—sent), y=r(l—-cost), te]0,2r]

(El arco descrito por un punto p de una circunferencia de radio r que rueda sin
deslizar sobre el eje de abscisas, entre dos pasos consecutivos de p por los puntos
(0,0) y (277,0) de dicho eje.) Calcule el drea de S y el volumen de los cuerpos que
engendra S al girar alrededor de las siguientes rectas: a) El eje de abscisas OX; b)
El eje de ordenadas OY ; ¢) La recta x = 7.

¢ 11.4.31 Calcule el volumen de los siguientes solidos de revolucion:

a) Cuerpo engendrado al girar alrededor del eje OY el cuadrildtero curvilineo limi-
tado por las pardbolas y* = a®z, y*> = b3z, 2*> =3y, 2°>=d%, donde ) < a <b,
0<ec<d.

b) Cuerpo engendrado al girar alrededor de la recta © +y = 0 el recinto plano
limitado por la pardbola y =z — x> y el eje de abscisas.

¢) Cuerpo engendrado cuando el recinto {(x,y) : 0 <y < 2a, 0 < z < elval},
(a > 0) gira alrededor del eje OX.

d) Cuerpo engendrado cuando el recinto {(z,y) : 2> +y* < 1,2% +y* — 22 < 0} al
girar alrededor del eje OX.

e) Cuerpos engendrados por {(z,y): 2®> +y?> < 1,22 +y* =22 > 0,2 > 0,y > 0} al
girar alrededor del eje OX y del eje OY .

& 11.4.32 Justifique que es medible Jordan el recinto
B={(y,2) ER*:y=pcosp,z=pseny): o] <7/2, 0<p<1+senp}

Sea M C R3 el cuerpo de revolucién que genera {(0,y,z2) : (y,2) € B} al girar
alrededor del eje Oz. Calcule el volumen y el baricentro de M.

& 11.4.33 Calcule las siguientes integrales iteradas
a) fOQQ ( Var-(@=al® | fia? — g2 Y2 dy> dx.
b) f dfaa;ng dyf\/;szfyzdz, 0<a<l.
V2r—22? méx{z,
o) [y de [P dy [ 2z

$ 11.4.34 En cada caso calcule fE f(z,y,2)dx dy dz con un cambio de variable
apropiado:
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a) f(z,y,z2) =% E={0<uz 22 +9y*+ (2 —1)2<1; 422 > 3(2*> +yH)}.
b) flz,y,2) =yz /22 +y%; E={0<z<a2?+y? 0<y<V2r—a22}.
c) flzy,z)=z; E={(x*+y*+22<2, 22 +y*> < z}.
d) flz,y,z)=2% E={(z,y,2): 22 +y* + 22 < R? 22 +y*>+ 22 < 2Rz}.
e) flz,y,z)=+/22+y>+ 2% E={(z,y,2): /a2 +y?> < z < 3}.
f) flx,y,z)==z; E={(z,y,2):22 <2 +y*<z2*+1, 0< z}.
9) [f(z,y,2)=ux; E={(z,y,2):2® +y° + (= 1) < 1, 3(a® +y°) <2°}.
h) floyz)=1//a2+y2+2% E={(z,y,2):3<2<1, a? +y*+22 <1}
i) flx,y, z) = ze” @), E={(r,y,2):2>0,22—1< (2% +y?) < 2%/2}.
i) flz,y,2) =22 E={(r,y,2):2? +y* <2y,y < 2,0 <z <z}
k) flx,y,z)==z; E={(r,y,2): 2>+ (y—1)2+22<1; a2+ y?<z}.
) fay )= UVETE  B={(nge) @+ 2 1,22y + 2 <4).
$ 11.4.35 Calcule / dx;lg;dz, dond

M

M={(x,y,2): 1 <4z, a4+ y?2<z<1—22—9y?}
$ 11.4.36 Calcule la integral sz dzdydz, donde
M={(z,y,2): 2 +y*+ 22 <a® 22 +9y*>1+2% |y <z} (a>1)

& 11.4.37 Justifiqgue que los siguientes conjuntos son medibles Jordan y calcule sus
baricentros,

a) M ={(z,y,2): 2> +y* + 2% <2z, (*+y?)tg?a < 2%}, donde 0 < a < /2.
b) M ={(z,y,2) : 2* +y* + 22 <2z, 3(z* +y?) <22}

o) M ={(z,y,2):2>0, 2> +y* < 1/4, 2*+y*+ 2% <2z}

¢ 11.4.38 Sea V,, el contenido n-dimensional de B, = {x € R" : ||x||, < 1}.
Demuestre que nV,, = 21V, _5.

& 11.4.39 Sea ¢ : R? — R continua y B(t) = {(z,y) : 2% + y*> < t?}. Demuestre

que la funcion g(t) = / o(x,y)dx dy, definida parat > 0, es de clase C' y que la
B(1)

condicién p(x,y) = o(x? + y?) implica g(t) = o(t?).

$ 11.4.40 Sea f: R? — R de clase C?. Para cada € > 0 se define:
1

e Jpo

M(e) = f(z,y)dxdy donde B(e) = {(z,y): 2* +y* < €}

Utilice el problema y el desarrollo de Taylor de f en (0,0) para obtener que

elf_f{lo M (e) ;2]0(0, 0) _ %[an(o’ 0) + Doy f(0,0)]
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