Capitulo 12

Integrales impropias. Integrales
dependientes de un parametro

Integrales impropias. Paso al limite bajo la integral. Continuidad y derivabilidad
de las integrales dependientes de un parametro

Un inconveniente de la integral de Riemann es que sélo se aplica a funciones
acotadas sobre conjuntos acotados. Este inconveniente se resuelve parcialmente con
la nocién de integral impropia de Riemann absolutamente convergente con la que
comienza este capitulo. Luego se estudia la validez del paso al limite bajo la integral
de Riemann (y bajo una integral impropia absolutamente convergente), y se obtienen
resultados sobre continuidad y derivabilidad de funciones definidas por integrales que
dependen de un parametro.

Aunque la integral de Riemann es completamente satisfactoria como herramien-
ta para el calculo de dreas y volimenes de figuras geométricas sin embargo, para
estos problemas de paso al limite, la integral de Riemann comienza a mostrar sus
deficiencias: Para garantizar la integrabilidad de la funcion limite y el paso al limite
bajo la integral hay que recurrir a la convergencia uniforme, una hipdtesis que suele
ser demasiado restrictiva en las aplicaciones.

12.1. Integrales impropias

El objetivo de esta seccion es el de extender la definicion de la integral fQ f para
el caso de funciones, que no se suponen acotadas, definidas en conjuntos €2 C R"
que tampoco se suponen acotados. En lo que sigue, dado un conjunto €2 C R",
denotaremos por g la familia de los compactos K C {2 que son medibles Jordan.
En este capitulo sélo consideraremos dominios §2 C R™ que se pueden expresar
en la forma 2= U2, K; donde Kj; € Kq es una sucesion creciente tal que todo
K € Kq esta contenido en algin K,,. Diremos entonces que () es un recinto de
integraciony que (K;) esuna sucesion expansivaen . Es obvio que todo compacto
medible Jordan es un recinto de integraciéon. La demostraciéon de que todo abierto
) C R™ es un recinto de integracién es una consecuencia inmediata del siguiente
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lema: Obsérvese que si {Q; : j € M} es la sucesién que proporciona el lema,
entonces K; = U{Qy : k € M,k < j}, es una sucesién expansiva de compactos
medibles Jordan cuya unién es .

Lema 12.1 5@ Q C R"™ es abierto existe una familia finita o numerable de cubos
semiabiertos disjuntos dos a dos {Q; : j € M}, M C N, con @ C Q, tal que
Q=UjemQj, y cada compacto K C ) se puede cubrir con una cantidad finita de
cubos de la familia.

DEM: Para cada k € N, sea Dy = {j27%:j € Z}. Llamaremos cubos diddicos de
lado 27% a los cubos semiabiertos de la forma

Q= H[dj’dj +27%), con d; € Dy, paral <j<n,

j=1

Sea Q. la familia, finita o numerable formada por los cubos diadicos (), de lado
27%  que cumplen Q C €, a los que llamaremos cubos de rango k. Sea & = Q; la
familia finita o numerable formada por los cubos de rango 1. De manera recurrente
se define &1 C Qp41 como la familia finita o numerable formada por los cubos de
rango k 4+ 1, que no estan contenidos en cubos de rango inferior. La unién de las
familias £€ =& U&U---UE&E, U... proporciona una familia numerable de cubos
diddicos semiabiertos y disjuntos {Q; : j € M}, con la propiedad requerida.

En efecto, el compacto K C €, es disjunto del cerrado F' = R™\ €, y por lo
tanto existe § > 0 tal que d(x,y) >d paracada x € K, ycada y € F.
En R" consideramos la distancia asociada a la norma || ||, para la que se cumple
que el didmetro de cada @Q € &, es 27%. Elegimos p € N tal que 277 < 4.
Entonces, dado x € K, hay un tnico cubo diadico ) de lado 277 tal que x € @,
y la condicién diam(Q) = 277 < § implica que Q C Q, luego Q € Q,. Se sigue
que @ estd contenido en algin cubo de una familia £ con j <p. Esto demuestra
que K estd cubierto por los cubos de las familias &, &, -+ &, luego los cubos de
la familia &,41 no intersecan a K. Teniendo en cuenta que para cada k <p € N
la familia {Q € & : QN K # (0} es finita (porque K es acotado), se obtiene que
{7eM:Q;NnK #0} es finito. ]

Definicién 12.2 Una funcion f:Q — R, definida en un recinto de integracion
Q C R* se dice que es localmente integrable Riemann (brevemente, localmente
integrable) cuando para cada K € Kq la restriccion f|x es integrable Riemann
sobre K. Una funcion localmente integrable Riemann f : Q — R se dice que es
absolutamente integrable Riemann sobre €2, cuando cumple

[TA] : SUPgeeic, i 1] < +00

En virtud de [[0.14, toda funcién continua f:Q — R es localmente integrable. Es

claro que la condicién de integrabilidad absoluta [IA], equivale a sup;cy [ If] <
J

+o0o, donde Kj; € Kgq, es cualquier sucesién expansiva en ).
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Proposicién 12.3 St f: Q — R es absolutamente integrable sobre el recinto de
integracion 2 C R™, hay un dunico o € R que verifica: Para cada € > 0 existe
K(e) € Ko tal que K € Kq, KD K(e) = |[. [f—a| <e

Ademds, para cada sucesion expansiva K; € Ko se cumple o = lim; ij f.

DEM: En primer lugar, es claro que sélo puede haber un ntimero real a verificando
la condicién del enunciado (basta razonar de forma andloga al caso de la unicidad
del limite de una sucesién de ntimeros reales). Para demostrar la existencia de este
nimero consideramos una sucesion K; € Kq expansiva en {2, y comenzamos
viendo que la sucesién de las integrales o; = [ K, f es de Cauchy.

Segun la hipdtesis, es finito el supremo A = SUP ke i, | « ||, luego para cada
e >0 existe K(e) € Kq tal que

/ 1> A—e2
K(e)

Como la sucesién (K;) es expansiva, K (e) estd contenido en algin K,,. Entonces,
si p>q¢>m secumple K, D K, D K,, D K(¢), luego

L= == [ s

gA—/K(E)|f\§A—(A—e/2):e/2

Para terminar la demostracion basta ver que el limite o = lim; ;, de esta sucesién
de Cauchy cumple la condicién del enunciado.

Como la desigualdad |y, — | < €/2, es vélida para p > ¢ > m, aplicandola
con ¢ =m, y pasando al limite cuando p — + 0o, se obtiene que

oy, — | =

la — ap| < €/2

Es claro que cada K € Kqg con K D K,, verifica

| r=an /Kf—/mf /K\Kmf’s/K\Km|f|=
Z/Klf\—/Kmlf\S/K\fl—/K(E)\ﬂSA—(A—G/Q)ZG/Q

a—/f‘§|a—ozm|—|—
K

En lo que sigue, el niimero « que interviene en la proposicién lo denotaremos

a= lim/f(x) dx
K

luego

&m_/f<f’§€/2+€/2:€

KeKq

(Este es un caso particular de la nocién de limite de una red que se suele estudiar
en los cursos de Topologia General).
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Definicién 12.4 Cuando f : ) — R es absolutamente integrable Riemann sobre
el recinto de integracion €2 C R", se define

REES

donde o = limgexe, fK f(x) dx es el nimero que interviene en la proposicion [[2.3.
También se suele decir que fQ f es una integral de Riemann impropia absolutamente
convergente, de valor a.

En las condiciones de la definicién [[2.3, para una funcién f > 0, es facil ver que

(e [ [ 1
KEKQ ]EN K]'

donde K; € Kq es cualquier sucesiéon expansiva en (2.
Cuando sélo se supone que f > 0 es localmente integrable en €2, también se define

| f= sup /f—sup/ f < +oo
KeKq jeN K;

de modo que, en este caso, la integral fQ f es (absolutamente) convergente cuando
su valor es finito.

La segunda parte de la conclusion de la proposicion es util a la hora de
calcular el valor de una integral impropia absolutamente convergente fQ dx
Se elige una sucesién expansiva K; € Ko tal que las integrales o; = f .

J

sean facilmente calculables y luego se calcula el limite fQ f(x) dx = lim; ;.

12.2. Paso al limite bajo la integral

Los resultados sobre continuidad y derivabilidad de integrales dependientes de
un parametro se refieren en ultima instancia a la posibilidad de que cierto proceso
de paso al limite (limite funcional, limite de cocientes incrementales) pase bajo la
integral. Comenzamos estudiando la validez de la integracién término a término de
sucesiones (integrales que dependen del pardmetro k € N):

Teorema 12.5 Sea fr: M — R wuna sucesion de funciones integrables Riemann
sobre un conjunto medible Jordan M C R", que converge uniformemente hacia
f:M — R. Entonces f esintegrable sobre M, vy

| riax=tim [ pix

DEMm: Consideremos primero el caso M = A C R", donde A es un rectangulo
cerrado n-dimensional.
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Por la convergencia uniforme, la sucesion pp = supycq |fi(x) — f(x)] < 400,
converge hacia 0, luego existe ko tal que pp < 400, para todo k > k.

Como fi(x) — pr < f(x) < fr(x) + pr paratodo x € A, obtenemos que f es
acotada sobre A. Ademads, para todo k € N se cumple

[ o=t < Af < Zf < [ 5t ot

0 SZf—Af < 2pi0(A)

y pasando al limite se obtiene f_A =/ 1, esdecir, f esintegrable sobre A.

luego

Por otra parte, usando la desigualdad |f(x) — fu(x)| < pr, vélida para todo
x € A, y todo k €N, resulta

/A fi(x)dx — / F(x)dx

luego, limy [, fu(x) = [, f(x)dx.
Para demostrar el teorema cuando M es un conjunto medible Jordan arbitrario,
basta fijar un rectangulo cerrado n-dimensional A D M y aplicar lo que se acaba

de demostrar a la sucesién f, : A — R, definida por

< / F) — fel)|dx < pro(A)

frx) = fu(x) si x€ M, fu(x)=0 si x¢ M

Como esta sucesion converge uniformemente hacia f A - R, (gleﬁnida en forma
similar), resulta que f es integrable sobre A, y limy [ A e = / 1> lo que significa
que f es integrable sobre M, y [, f =1lmy [}, fi. n

Corolario 12.6 Sea >~ fiu(x) una serie de funciones fi, : M — R, integrables
Riemann sobre un conjunto medible Jordan M C R", que converge uniformemente.
Entonces f(x) =", fr(x) es integrable sobre M, y se cumple

/ f<x>dx=§‘T [ ax

DEM: La sucesion Sy = Z?Zl fj, converge uniformemente sobre M hacia f, y
en virtud de la sucesion [, Sy = Zle(fM f;) converge hacia [,, f. |

Cuando se sabe que la funcién limite es integrable Riemann los siguientes resulta-
dos (teoremas y [[2.8) garantizan el paso al limite bajo la integral con hipdtesis
mas débiles que la convergencia uniforme.
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Teorema 12.7 Sea f,, : M — R una sucesion de funciones integrables Riemann en
el conjunto medible Jordan M C R"™ que converge puntualmente hacia una funcion
f:+ M — R que se supone integrable Riemann sobre M. Si la sucesion f,, es unifor-
memente acotada, (existe C > 0 tal que | f,,(t)| < C para todo t € M, y todon € N)

entonces
/ f(x) dx = h'm/ fn(x) dx
M oM

En lo que sigue diremos que la sucesion f,, : 2 — R esta dominada por la funcién
g:Q — [0,4+00) cuando para todo t € Q y todo n € N se cumple |f,,(t)] < g(t).

Teorema 12.8 Sea f,, : 2 — R una sucesion de funciones absolutamente integra-
bles Riemann en el recinto de integracion €2 C R™ que converge puntualmente sobre
Q hacia una funcion localmente integrable f : Q — R. Si la sucesion f, estd domi-
nada por una funcion absolutamente integrable Riemann g : Q2 — [0, +00) entonces
[ es absolutamente integrable Riemann y se cumple [, f(t)dt = lim,, [, fa(t)dt.

Los teoremas [[2.7 y [2.7, en el contexto de la teorfa de la integral de Lebesgue, son
versiones particulares del teorema de la convergencia dominada.

Funciones definidas por integrales. Sea M C R"™ medible Jordan, T un
conjunto, v f : T x M — R una funcién tal que para cada t € T la funcién
parcial fy : M — R es integrable Riemann. FEn estas condiciones la integral
dependiente del parametro t € T,

F(t):/Mf(t,X)dx

define una funciéon F :7T — R.
Cuando T es un espacio métrico (resp. un abierto de RF) se estudian a conti-
nuacién condiciones suficientes para que F' sea continua (resp. derivable).

Teorema 12.9 Sea (T,d) wun espacio métrico, M C R™ wun compacto medible
Jordan. Si f:T x M — R es continua, la funcién

F(t):/Mf(t,X)dx

definida en T, también es continua.

DEM: Como (7,d) es un espacio métrico podemos utilizar la caracterizaciéon de la
continuidad por sucesiones: Basta demostrar que si una sucesiéon tp € T° converge
hacia t € T, entonces F(t;) converge hacia F(t). Como K = {t;:n € N}U{t},
y M son compactos también lo es K x M, para la distancia p((u,x),(v,y)) =
max{d(u,v),ds(x,y)} luego f es uniformemente continua sobre K x M, es decir,
para cada € > 0, existe 6 >0, tal que

wveT, xyeM, duv)<d dxy)<d =|flux)-f(v,y)<e
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Como tj converge hacia t, existe ns € N tal que n >ns; = d(tg, t) <, luego,
para todo x € M se cumple |f(t,x)— f(ty,x)| <e.

Esto significa que la sucesion f;, converge hacia f; uniformemente sobre M,
y aplicando el teorema [[2.3 se concluye que la sucesién F(tgy) = [,, fy, converge
hacia F(t) = [, fe- n

Teorema 12.10 Sea Q C R¥ abierto y M C R" un compacto medible Jordan vy
f:Qx M — R wuna funcion continua, tal que en cada (t,x) € Q x K existe y es

0
continua la derivada parcial %(t,x) Entonces la funcion F(t) = [, f(t,x)dx,
definida en €2, es derivable en cada t € (), respecto a la variable tj, y se verifica

OF(t) _ [ 0f(t,x)
o, /M ot X

DEM: Suponemos, para simplificar la escritura, que j = 1. Dado t € €2, fijemos
una bola cerrada B(t,r) C Q. Asi, para cada h € R, con |h| <r, estd definido

A(t,h) _ F(t1+hat27t37”' atk‘]/)L_F(t17t27t37”' 7tl€) _

1

:E/M(f(tl"irhat%“-tkax)—f(tutz,'-'tk,x))dx,

La funciéon s — f(s, s, -tx,X), es derivable en el intervalo (¢; —r,t; +7r), luego,
en virtud del teorema del valor medio,

0
f(tl + h7t27 o tk,X) - f(tlatQa o 'tka ) - ha_f(tl + hﬁx,tm tkax)
1

donde 0y € [0,1] depende de x y de h (t estd fijo todo el rato). Se obtiene asi que

A(t,h) = gf (tl —|—h(9x,t2,' 'tk,X)dX
131
luego
‘A(t,h) — of —(t,x)dx| <
v Ot

S/ g(t1+h0x>t2>"'tka ) af (tlat2> th)X) dx
M atl a 1

Como la derivada parcial 0f/0t; es uniformemente continua sobre el compacto
B(t,r) x M C R¥™  para cada ¢ > 0 existe J € (0,r) tal que para todo par
t',t” € B(t,r) con dgi(t',t") <0, y todo par, x',x" € M, con dg-(x',x") <4,

se cumple
af / / af "
) = gl

<€
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Si |h| < d (<), los dos puntos (ty,to---tx), (t1+ hbx,ta,---tx) estdn en la bola
B(t,r), y la distancia entre ellos es menor que ¢, luego, para cada x € M

g{ (t1 + hbx, to, -+ by, X) — gi (t1,to, - tg,x)| <€
Se sigue que para |h| < 0 se verifica ‘A(t,h) —/M g{ (t,x)dx| < ec,(M) 'y
j
queda demostrado que
hlinoA(t’h) = gi (t,x)dx
|

Finalmente exponemos algunos resultados de caracter complementario referentes
a integrales impropias dependientes de un parametro. Son versiones restringidas de
resultados mas generales cuya formulacién adecuada requiere el conocimiento de
la integral de Lebesgue. Se obtienen de forma natural combinando los resultados
bésicos obtenidos hasta ahora.

Proposicién 12.11 Sea (T,d) un espacio métrico, @ C R™ wun recinto de in-
tegracion y f : T x 2 — R wuna funcion continua tal que existe una funcion
absolutamente integrable g : Q — [0,400) veriﬁcando |f(t,x)| < g(x) para todo
t €T ytodo x € Q. Entonces la funcion F(t fQ f(t,x)dx, estd definida y es
continua en T

DeEM: La hipdtesis implica que todas las integrales impropias fQ f(t,x)dx son
absolutamente convergentes y por lo tanto F'(t) estd definida para todo t € 7.

Sea K; € Kq una sucesion expansiva de compactos medibles Jordan contenidos
en (). Segun el teorema [[2.9, las funciones Fj(t) = [ f K; f(t,x)dx estéan definidas y
son continuas en 7. Es evidente que la sucesién F converge puntualmente hacia
F, vy si demostramos que la convergencia es uniforme, acudiendo al teorema
obtendremos la continuidad de F'.

Usando la convergencia de la sucesién [ K, g(x)dx, vy la siguiente desigualdad,
valida para 7 > 1, y todo t €T,

R0~ R < | GRS / i | aax— | gl

J

se obtiene ficilmente que la sucesién F; cumple la condicién de Cauchy para la
convergencia uniforme sobre T. [
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Proposicién 12.12 Sea Q2 CR™ wun recinto de integracion y f: (a,b) x Q@ — R
una funcion continua, tal que para cada x € Q la funcion parcial t — f(t,x) es
derivable, y su derivada D;f(t,x), define una funcion continua en (a,b) x €.

Se supone que para algin ty € (a,b) la funcion parcial x — f(to,x) es abso-
lutamente integrable Riemann sobre Q y que las funciones x — Dy f(t,x) estin
dominadas por una funcion absolutamente integrable Riemann ¢g: Q) — R:

|Dyf(t,x)] < g(x) para todo x €, ytodo t € (a,b)

Entonces, todas las funciones parciales x — f(t,x) son absolutamente integrables,
y la funcion definida por sus integrales

:Lf@@@

es derivable en (a,b), con derivada

"(t) :/Qle(t,x)dx

DEM: Aplicando el teorema del incremento finito a la funién ¢ — f(¢,x), se deduce
que para cada t € (a,b) se cumple

|f(t,x) = f(to,x)| = [t = to][D1f (&, x)| < (b —a)g(x)

(donde £ € (a,b) es un punto intermedio del intervalo de extremos t,%).
Se obtiene asi que para todo t € (a,b) y todo x € Q se cumple a desigualdad

[f (&, %) < (b—a)g(x) + [ f(to, x)]

con la que se obtiene facilmente que todas las funciones x — f(t,x) son absoluta-
mente integrables Riemann sobre (), luego para cada t € ) estd definida

:Lf@@w

Sea K; € Ko una sucesion expansiva de compactos medibles Jordan en 2. Segiin el
teorema [[2.1( las funciones F = [ f K; f(t,x)dx, estan definidas y son derivables

en (a,b), con derivada Fj(t fK le (t,x)dx.

Obsérvese que la COHdlClOH de domlnamon que figura como hipétesis implica que
para cada t € (a,b) la funcién continua x — D7 f(t,x) es absolutamente integrable
sobre € y por lo tanto, para cada t € (a,b), se cumple

/ D f(t,x)dx = h'm/ Dy f(t,x)dx = lim Fj(t)
Q J JK; J

Ademds, para j > i y cualquier t € (a,b) se verifica la desigualdad

- ROl [ pgeias [ gtoax= [ g [ gt

J
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y con la condicién de Cauchy se obtiene que F} converge uniformemente en (a,b).
Por otra parte, como la funcién x — f(ty,x) es absolutamente integrable,
podemos asegurar que existe el limite

y aplicando el teorema a las sucesién F; se deduce que F(t) = lim; F;(t), es
derivable en (a,b), con derivada

F'(t) = li]m Fi(t) = /Qle(t,x)dX

12.3. Ejercicios resueltos

Ejercicio 12.13 Compruebe que la integral impropia

dx dy dz ) ; 2 2
[p:/ﬂ(:c2+y2+z2)p’ Q:{(x,y,z):r <z +y +Z}

es finita sty solo si 2p > 3, y obtenga su valor.

SOLUCION

Como la integral se plantea sobre un conjunto no acotado, debemos considerarla
como integral impropia. Es claro que {2 es un recinto de integracién donde la
sucesién de compactos medibles Jordan K; = {(z,y, 2) : r* < 22 +y*+2% < (r+7)*}
es expansiva. La funcién f,(x,y,2) = (#* + y* + 2%)™P es continua en Q y por lo
tanto localmente integrable. Para calcular I, = fQ fp comenzamos calculando las
integrales o; = [ x; o

Si 2p # 3, con un cambio de variable a coordenadas esféricas se obtiene

2 w/2 r+j5 2
p-Ccosy A 32 3-2
= do d dp = + P — P
" / /_m “”/r R T

Si 2p—3>0, lasucesién «; es convergente hacia el valor

I 41 32

P33 —2p
Con el mismo calculo, para 2p — 3 < 0, y con un célculo similar para el caso
2p — 3 =0, se obtiene que fQ fp = +o00 cuando 2p < 3. [

Ejercicio 12.14 Para p > 0 se considera la integral impropia

dr dy d
[p:/ﬂ( i Q:{(xayaz):O<x2+y2+z2§r2}

2+ 2+ 22

Compruebe que es convergente si y solo si 2p < 3, y obtenga su valor.
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SOLUCION

Aunque 2 es medible Jordan, la funcién f,(z,y, z) = (22+y?+2%)"P no estd acotada
sobre €2, por lo que la integral se debe considerar como integral impropia. Obsérvese
que {2 es un recinto de integraciéon y que f, es localmente integrable en §2, por
ser continua. La sucesién de compactos medibles Jordan

K;={(z,y,2): j 2 <2 +y*+2* <r?}

es expansiva en (), y para calcular I, comenzamos calculando «; = [ K, fo-
Si 2p # 3, con un cambio de variable a coordenadas esféricas se obtiene

27 w/2 ro 2
p-Ccos g Am 39 2p—3
o = d@/ d(p/ dp = o — g
’ % —/2 v PP 3 — 227[ |

Si 2p—3 <0, lasucesién «; es convergente hacia el valor

Con el mismo calculo, para 2p — 3 > 0, y con un célculo similar para el caso
2p — 3 =0, se obtiene que fQ fp = +00 cuando 2p > 3. ]

Ejercicio 12.15 Compruebe que la integral impropia
dx dy dz
o2 +yr 22

es convergente y calcule su valor.

I= Q={(z,y,2) 2 +y*+ (z — R)*< R* 2 >0}

SOLUCION

Aunque € es medible Jordan, la funciéon f(z,y,z) = 1/\/2?2+ 3>+ 22 1o es
acotada en Q (pues f(0,0,2) =1/z, cuando (0,0,z) € ) luego la integral debe
considerarse como integral impropia. Es obvio que 2 es un recinto de integracion
y que f es localmente integrable por ser continua. Si €; € (0,1) es una sucesion
decreciente que converge hacia 0, la sucesién de compactos medibles Jordan

K;={(z,y,2) : 2° + 4>+ ( — R)> < R*, 2 > ¢;}

es expansiva en €, y para calcular I comenzamos calculando «; = [ o/
J
Con un cambio de variable a coordenadas cilindricas

r=rcosf, y=rsenf, z=t1

se obtiene

2R o V2Rt—t2 rdr 2R
;= dt do —_— =27 2Rt — t)dt
A A = e
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Como la funcién ¢ — V2Rt — ¢, es integrable en [0,2R] (por ser continua), y
lim;e; = 0, en virtud del teorema fundamental del célculo existe el limite

J

2R
2
lima; = / (V2Rt — t)dt = gR2
0
lo que significa que la integral impropia converge y que su valor es [ = %ﬂ'RQ. ]

Ejercicio 12.16 Compruebe que las siguientes integrales impropias son convergen-
tes y calcule sus valores:

dx dy
a) I= Q={(z,y): 2> +y*> < R*}.
) e {(z,y) y }
b) J= / e~ @) gy dy, Q= R2
Q
SOLUCION

Como las funciones son no negativas, basta ver que las integrales tienen un valor
finito que se puede calcular usando la sucesion expansiva de discos cerrados que se
indica en cada caso.

a) Utilizamos la sucesién expansiva de discos K; = {(z,y) : 22 + y* < R?}, donde
R; € (0,R) es una sucesion creciente convergente hacia R. Con un cambio de
variable a coordenadas polares se obtiene que la integral sobre K; vale,

Q; = 27T(Rj — \/R2 —R?)
luego I = lim; a; = 27 R.

b) Consideramos la sucesién expansiva de discos D; = {(z,y) : 2* +y*> < Rj},
donde I?; > 0 es una sucesion creciente convergente hacia +o00. Con un cambio de
variable a coordenadas polares se obtiene que la integral sobre D; vale,

2

R; ,
B; = 27r/ re " dr = (1 —e 1)
0

luego J = lim; 3; = 7. [ ]

Ejercicio 12.17 Se supone que g,h : (a,b) — R son continuas, y que Q C R?
es un abierto que contiene al conjunto {(t,z) € R* :a <t < b, x € [g(t), f(t)]},
donde [g(t),h(t)] ={ag(t)+ (1 —a)h(t): 0 <a<1}. Si f:Q — R es continua,
demuestre que la siguiente integral
h(t)
F(t) = f(t,x)dx

g(t)

define una funcién continua en (a,b).
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SOLUCION

Por hipdtesis, para cada t € (a,b) el punto (g(t),h(t),t) pertenece al conjunto
A={(u,v,t) €R®: {t} x [u,v] C Q}

donde [u,v] = {au+ (1 —a)v : 0 < a < 1} C R es el segmento de extremos
u,v (jatencién: no se supone u < v!). La funciéon F se puede expresar como la
composicién F(t) = ¢(g(t), h(t),t), donde @(u,v,t) = [’ f(t,z)dz, estd definida
en A, luego basta demostrar que ¢ es continua en A.

Para ello comenzamos viendo que A es un subconjunto abierto de R?, ¥y
esto lo haremos comprobando, con la técnica de las sucesiones, que su complemento
R3\ A, es cerrado: Si (uy,, v,,t,) es una sucesién en R?*\ A, que converge hacia
(u,v,t), segun la definicién de A, para cada n € N existe «, € [0,1] tal
que (tn,onu, + (1 — ap)v,) € Q. La sucesién «, posee una subsucesién ay,,
convergente hacia un punto « € [0,1]. Como (t,au + (1 — «)v) es el limite de
la sucesion (t,, , Gy, tn, + (1 — @, )vp, ), que esté contenida en el cerrado R?\ €,
resulta (¢, au + (1 —a)v) € R*\ Q, es decir (u,v,t) € R®\ A.

Como A es abierto, dado (ug,vg,ty) € A existe r >0 tal que

W, = [ug —r,ug + 7] X [vg —ry,v9 +7] X [to —1,tg +7] C A

Para cada (u,v,t) € W, los tres puntos (ug, vo,t), (uo,v,t), (uo,vo,t), pertenecen
a W, C A, y podemos escribir

SO(Ua v, t) - 4,0(“07 Vo, tO) =
(‘P(ua v, t) - ¢(u07 v, t)) + (cp(uo, v, t) - (p(u(b Vo, t)) + (cp(uo, Yo, t) - (p(u()’ Yo, tO))
Los dos primeros sumandos se puede acotar en la forma

o, 0, 1) — (g, v, )] < / (6, 2)|dr < Culu — ul

[uO 7u]

|g0<U0,U,t) - 90<u07U07t)| < / |f(t,l')|dl’ < C(2|/U - UO|

[’U(),’U]
donde
Cr =méx{|f(t,x)] : |t —to] <7, |x —up| <71}

Cy = méx{|f(t,z)| : |t —to] <71, |x —vo| <71}

y, segtin [[2.9, el tercer sumando, |¢(ug, vo,t) —(ug, vo,t)|, tiende hacia, 0 cuando
t — tog, Se sigue que para cada € existe d € (0,7) tal que

max{|u — uo|, |[v — vol, |t — to]} <0 = |@(u,v,t) — p(ug, vo, to)| < €

Queda demostrado asi que ¢ es continua en A, y con ello la continuidad de F.m
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Ejercicio 12.18 FEn las condiciones de st las funciones g,h: (a,b) — R son
derivables y la derivada parcial %f(t, x) existe y es continua en todos los puntos de
Q, demuestre que F' es derivable en (a,b), y vale la regla de derivacion de Leibniz:

h(t) of

F'(t) = f(h(D), )R (t) = f(g(2), t)g'(t) + /(t) 5 (b x)de

SOLUCION

Basta aplicar la regla de la cadena del cédlculo diferencial a la funcién compuesta
F(t) = ¢(g(t),h(t),t), donde @(u,v,t) = [’ f(t,x)dx estd definida en el abierto
A= {(u,v,t) € R®: {t} X [u,v] C Q}, (véase [2.17) y tiene derivadas parciales
continuas: Efectivamente, en virtud del teorema fundamental del célculo y de [2.10

of

o —(t,z)dx

) ) )
a—i(u,v,t):—f(u,t), a—f(u,v,t):f(v,t), af(uvt) /

Se sigue que ¢ es diferenciable, y usando la regla de la cadena del célculo diferencial

F'(t) = Dip(g(t), h(t), )g'(t) + Da(g(t), h(t), )P (t) + Dsp(g(t), h(t), t) =

h(t)
— — o009/ + S(he). W) + [ or

(t,x)dx
o) Ot

Ejercicio 12.19 Sean K C R¥, M C R" compactos medibles Jordan. Dada una

funcion continua f: K xM — R, justifique que la integml sobre K de la funcion
continua F(t fM f(t,x)dx, wviene dada por fK t)dt = fM (fK (t,x) dt) dx.

SOLUCION

K x M es compacto en RF x R™, y medible Jordan en virtud del ejercicio [L0.34).
La funcién continua [ es integrable Riemann sobre el conjunto medible Jordan
K x M, y aplicando el teorema de Fubini se obtiene que

/KXM f(t,x)dxdt = /K (/M f(t,x)dx) dt = /M (/K f(t,x)dt) dx
e [ = [ ([ soxa) o
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12.4. Ejercicios propuestos
& 12.4.1 Calcule la integral impropia
/ dx dy
g (2?2 +y?)?
donde E = {(z,y) : (x —1)> + 9% < 1}
dx dy dz

22

M={(z,y,2): VIl + 12 < 2 < /1 — 2% — 2}

& 12.4.3 Considerando la integral de e~ @*+v*)  sobre los conjuntos

Qr={(z.y) |2 <R, [yl <R} y Dr={(z,y): 2" +y* < R’}.

¢ 12.4.2 Calcule la integral impropia/ , donde
M

calcule el valor de la integral impropia f0+oo et dt.

¢ 12.4.4 Criterio de Abel para la convergencia uniforme de integrales impropias.
Sea T un conjunto arbitrario y f : [a,+00) x T — R una funcion tal que todas las
funciones parciales © — f(x,t) son continuas.

Se dice que la integral f;oo f(z,t) dx es uniformemente convergente sobre T
cuando para cada sucesion u, > a con lim,u, = 400 la sucesion de funciones
Fo(t) = [ f(x,t) do converge uniformemente sobre T. Demuestre que esto ocurre
cuando f es de la forma f(z,t) = a(z,t)5(z,t) donde todas las funciones parciales
x — oz, t), x — [(x,t) son continuas y verifican:

a) Las funciones x — a(x,t) son decrecientes y tienden hacia 0, cuando x tiende
hacia +00, uniformemente en T

b) Las integrales S,(t) = [ B(x,t) dx estdn uniformemente acotadas, e.d.
sup{|S.(t)| : t € T,u > a} < +o0

a?+x2)t

Aplicacion: Justifique que la integral fOJrOO te~ *cosz dr converge uniforme-

mente, respecto al parametro real t, en todo R.

$12.4.5 Si f ¢ [a,+0) X [¢,d] — R es continua y la integral impropia F(t) =
f:oo f(z,t) dx converge uniformemente sobre [c,d] (véase la definicion en [[2.4.4)

demuestre que
d 400 d
/ F(t) dt:/ (/ f(z,t) dt) dx

& 12.4.6 Justifique las siguientes afirmaciones:

+o0
a) F(t,r) = e~te XY gy converge para todo t > 0 y todo r € R.
0 x
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b) Para cada r € R la funcion t — F(t,r) es continua en [0,400).

t
12 42’

F
¢) Para cadat > 0 la funcion r — F(t,r) es derivable y E(t,r) =

* senx T

dr =
2

Utilice a) y b) para calcular /

0 T

$ 12.4.7 Para a > 0 calcule la integral

+o00 t
/ e “sentr dv = ——
0 t2 4+ a?

y utilice el resultado para obtener

+oo 4w COS UL — COS VT 1 a® + v?
a) e dx = s log ———;
0 T 2 a*+u

T cosuxr — cosvr )
b) dzx = log —.
0 T U

+oo a
< 12.4.8 Establezca la igualdad / D i g/ et/ g
0 0

T

0 log(1 + a®a?)

1+ 2
una funcion continua que es derivable en cada a # 0. Calcule F'(a) y obtenga que
el valor de la integral es F(a) = wlog(1l + |al).

& 12.4.9 Justifique que la integral F(a) = dr define en R

1 —z2(1+t2)
$ 12.4.10 Considerando la derivada de la funcion g(x) = / 672 dt obtenga
0

141

+oo
el valor de la integral / e dt = g
0

$ 12.4.11 Derivando respecto al parametro a € R, calcule el valor de las integrales:

Foo 2 Foo 2 2 2
/ e " cosar dx; / e~ @+ /2% g
0 0

¢ 12.4.12 Justifique la igualdad

+OO +Oo 2 2\42 +Oo +Oo 2 2\42
/ / 2te TN cosrx dr | dt = / / 2te (TN cogry dt ) da
0 0 0 0

y utilizando los resultados del problema deduzca que

“+00
/ CcosSTxT dr — ie,am
0

a? + 22 2a

$ 12.4.13 Utilice la igualdad obtenida en el problema para calcular las in-
9
tegrales
T senrx T rsenrx
—— dur; —— du.
o x(a®+ x?) 0o a*+a?
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