Capitulo 5

Funciones diferenciables

Funciones de varias variables: Derivada segin un vector y derivadas parciales.
Aplicaciones diferenciables. Condicion suficiente de diferenciabilidad. Reglas del
cdlculo diferencial. Regla de la cadena. Espacio tangente. Gradiente.

En este capitulo comienza el calculo diferencial para funciones de varias variables
reales con valores escalares o vectoriales. Aunque la nocién elemental de derivada
parcial es insuficiente para poder desarrollar con ella un calculo diferencial satisfac-
torio, similar al de funciones de una variable, sin embargo la sola consideracion de
las derivadas parciales tiene aplicaciones interesantes que se exponen en la primera
seccion: Las funciones con derivadas parciales acotadas son continuas y las funciones
con derivadas parciales nulas son constantes si su dominio es un abierto conexo.

Una de las primeras aplicaciones de la nocién de derivada parcial la proporciona
la condicién necesaria de extremo relativo. Con este modesto recurso ya se pueden
abordar y resolver algunos problemas de optimizacién.

Sin embargo la sola consideracién de las derivadas parciales no proporciona un
marco satisfactorio para desarrollar un calculo diferencial con resultados similares al
caso de las funciones de una variable. El marco adecuado lo proporciona la nociéon
de aplicacién diferenciable. En este caso la diferencial en un punto proporciona una
aproximacién local de la funcién mediante un polinomio de primer grado (lo que
equivale a una aproximacion local, mediante una aplicacién lineal, del incremento de
la funcién). Esta nocién, para funciones de dos variables, se motiva con el problema
de definir planos tangentes a ’superficies’ dadas en forma explicita z = f(x,y).

Después de introducir la nocién de aplicacion diferenciable y de haber estudiado
las condiciones necesarias para la diferenciabilidad se demuestra la condicién sufi-
ciente de diferenciabilidad en términos de continuidad de las derivadas parciales.
Este resultado proporciona una herramienta eficaz para obtener la diferenciabilidad
de funciones en las situaciones habituales.

A continuacién se establecen las reglas usuales del célculo diferencial (diferencial
de la suma, del producto, etc) haciendo especial énfasis en la regla de la cadena, en
la que se apoyan la mayor parte de los resultados ttiles del calculo diferencial.

Después de introducir la matriz Jacobiana y las notaciones habituales del célculo
diferencial, se consideran las funciones con valores reales y para ellas, aprovechando
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la estructura euclidea de R", se expresa la diferencial en términos del vector gra-
diente. La nocion de gradiente, que se formula de modo intrinseco, permite nuevas
interpretaciones geométricas y fisicas, y con las que se aprecia su interés desde el
punto de vista de las aplicaciones.

Finaliza el capitulo con la existencia de espacio tangente a la grafica de una apli-
cacion diferenciable en un punto. También se considera el problema de la existencia
de espacio tangente a conjuntos de nivel de aplicaciones diferenciables (en particular,
para superficies dadas en forma implicita) y para conjuntos que se pueden parame-
trizar mediante una aplicacién diferenciable (en particular, para superficies dadas en
forma paramétrica). Para ello merece la pena anticipar algunos resultados posterio-
res sobre existencia de funciones implicitas, con el fin de que al finalizar el capitulo
quede clara la nocién precisa de espacio tangente y se conozcan los métodos para
calcularlo en las situaciones habituales.

En este capitulo se formulan las primeras definiciones en el contexto general
de los espacios normados sobre el cuerpo R, es decir, para funciones f : Q — F|
definidas en un abierto €2 de un espacio normado (E, || ||) con valores en otro espacio
normado (F,|| ||). (Para simplificar la notacién designamos igual las normas de E
y F). Este contexto, ademds de proporcionar mayor generalidad, obliga a usar una
notacion mas compacta que, incluso en el caso F = R", F = R™, evita el uso
engorroso de coordenadas en aquellas cuestiones en las que estas no desempenan
un papel especial. Como los principales resultados, aplicaciones e interpretaciones
geométricas, se refieren casi siempre al caso £ = R", ' = R™, el lector que lo desee
puede considerar, desde ahora en adelante, esta situacion particular.

5.1. Derivada segin un vector

Es natural que el estudio local, en el entorno de un punto, de una funciéon de
varias variables se apoye en la consideracion de las funciones de una variable que se
obtienen restringiendo la funcion a las rectas que pasan por el punto. Esta idea es
la que inspira la siguiente definicion.

Definicién 5.1 Sea f: Q — F una aplicacion definida en un abierto € del espacio
normado (E,|| ||), con valores en el espacio normado (F,| ||). Dados a € Q y
v € E, la derivada de £ en a segun el vector v es el vector de F' dado por

Dyf(a) = Tim f(a+tv)—f(a)

t— 0 t

en el supuesto de que el limite exista.
La derivada segin un vector unitario se llama derivada direccional: Si ||v]| = 1,
la derivada direccional de £ en a segin la direccion v es Dyf(a).

Cuando E = R", las derivadas segun los vectores de la base candnica

e; =(1,0,---0), e =(0,1,0,---0), e, = (0,0,---,1)
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tienen un interés especial: La derivada De, f(a), si existe, viene dada por

oy - flatte) —f@) . flattas,-- a) —flaa,- - an)

t— 0 t t— 0 t

Es decir, De,f(a) esladerivadaen a; dela funcién parcial x; — f(z1,as,as, - - a,),
definida en un entorno abierto de a;. Andlogamente, De f(a) es la derivada, en
aj, de la funcién parcial z; — f(a1,---aj_1, 25, aj41,- - ay).

Por esta razén a la derivada D, f(a), cuando existe, se le llama derivada parcial
de f(x)=f(zy,21,---z,), respecto a la variable z;, en el punto a, para la que
se usan las notaciones habituales

mmx;%@.

Para funciones de dos o tres variables, es habitual llamar z,y,z a las variables
x1,T9,r3 v suele resultar cémodo emplear las notaciones

L) = 5@ @) = @ L) = (a)

La ventaja de las derivadas parciales respecto a las derivadas segin vectores arbi-
trarios reside en que su calculo suele ser una tarea mecanica basada en las reglas
usuales del célculo de derivadas de funciones reales de una variable real.

Veremos en la siguiente secciéon que para las funciones diferenciables siempre
existe la derivada segun un vector v .= (vy,vy,---v,), que se puede calcular en
términos de las derivadas parciales usando la férmula

va(a) = lelf(a) + Ungf(a) —+ -4 vnan(a)

La siguiente proposicion nos dice que para funciones con valores en R™ el calculo de
la derivada segtin un vector, se puede realizar componente a componente:

Proposicién 5.2 Si F=R"™ y f = (f1, fo, -, fm), laderivada Dyf(a) eziste si
y sdlo si existen las derivadas de las componentes, Dy fi(a), Dy fa(a), ..., Dy fm(a)
y en ese caso Dyf(a) = (Dyfi(a), Dy fa(a), -+, Dy fm(a)).

DEM: Basta aplicar la proposicién 1.3 a la funciéon ~,(t) = f(a + tv) cuyas
componentes son las funciones fj(a+tv), 1 <j<m. [

Interpretacion fisica de la derivada segin un vector:

Cuando F =R?® y F =R, es posible dar diversas interpretaciones fisicas de la
derivada segiin un vector: Supongamos que en un recinto {2 del espacio la tem-
peratura T (o cualquier otra magnitud fisica, como la presién) depende del punto
(z,y,2) € Q y viene dada mediante la funcién T = f(x,y,z). Si una particula
recorre una linea recta que pasa por p € {2 con velocidad constante v entonces
D, f(p) representa la razén de cambio de la temperatura de la particula respecto
al tiempo, cuando la particula pasa por p: En efecto, si suponemos que la particula
pasa por p en el instante t = 0, un poco después, en el instante ¢ > 0 la particula
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se encuentra en la posiciéon p + tv, luego [f(p + tv) — f(p)]/t es la razén de
cambio de la temperatura durante el intervalo de tiempo (0,t¢). Pasando al limite
cuando t — 0 se obtiene que D, f(p) es la razén de cambio instantdnea en ¢ = 0,
es decir, cuando la particula pasa por p.

Interpretacion geométrica de la derivada segun un vector:
La interpretacion geométrica de la derivada segin un vector se basa en la siguiente

Definicién 5.3 Sea M un subconjunto no vacio del espacio normado F y p € M.
Si existe una aplicacion -~y : (—e€,€) — F, derivable en t =0, tal que

y(t)e M sift| <e, v(0)=p, y ~(0)=v

diremos que v € F es un vector tangente a M en p. En lo que sigue Tp(M)
designard el conjunto de los vectores tangentes a M en p.

En las condiciones de la definicién B, Dyf(a) = ., (0) donde ~,(t) = f(a + tv)
estd definida en un entorno de 0, luego D.f(a) es un vector tangente a f(§2) en
p = f(a). Si existe Dyf(a) es facil ver que también existe D, f(a) donde u = tv, con
t € R, y que su valor es D,f(a) = tD,f(a). Es decir, cuando u = tv recorre una
recta que pasa por 0, los vectores tangentes D,f(a) forman un subespacio vectorial
unidimensional. Si estos vectores se dibujan con origen en p, sus extremos recorren
una recta afin, y diremos que esta recta es tangente a f(£2) en p.

a) Comencemos considerando el caso de una ’superficie’ paramétrica, M = (1)
descrita como imagen de una aplicacién ¢ : Q — R3, definida en un abierto Q C R2.
Las coordenadas (x,y, z) de un punto genérico de la ’superficie’ son variables que
dependen de dos pardmetros independientes (s,t) € €. Si ¢, 92,93 son las
componentes de ¢, se suele decir que M = ¢(€2) es una ’superficie’ de ecuaciones
paramétricas * = 1(s,t), y = @a(s,t), z = ps(s,t).

Dado un punto a € €2, uno de los objetivos del calculo diferencial es el de
definir de manera razonable, cuando sea posible, el plano tangente a la ’superficie’
paramétrica M = @(£2) en un punto p = ¢(a) de la misma. La idea bésica es
que este plano debe estar formado por rectas que pasan por p y son tangentes a
‘curvas’ contenidas en la superficie. Dado un vector v = (vy,vy) € R? una ’curva’
de este tipo es la que tiene la ecuacién paramétrica v, (t) = ¢(a+tv), donde t
es un parametro real que varia en el entorno de 0, A, = {t € R:a+tv € Q}.

La derivada . (0) = Dy¢p(a), si existe, es un vector tangente a la ’superficie’
paramétrica M = ¢(€2) en el punto p = ¢(a), que se suele representar graficamente
mediante una flecha con origen en p y extremo en p + Dy¢(a). En particular, las
derivadas parciales Dyp(a), Dagp(a), si existen, son vectores tangentes a M en p.

Maés adelante estudiaremos las condiciones que garantizan que T,(M) es un
espacio vectorial de dimensién 2, con base {Dip(a), Dap(a)}.
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o

Para ver un ejemplo muy concreto, consideremos la parametrizacién habitual
de la esfera unidad, r(y, 0) = (cos @ cos b, cos psen 8, sen ), donde ¢ € (—7/2,7/2),
0 € (0,27), son respectivamente, la latitud y la longitud geogréficas del punto r(yp, 9).
Los vectores

g—; (p,0) = (—sen pcosf, —sen psen b, cos )

or

20
son tangentes, respectivamente, al meridiano y al paralelo de la esfera que pasa por
el punto r(p,#). Pronto podremos justificar, en este caso particular, que el conjunto
de vectores tangentes a la esfera en el punto r(p,#) forma un espacio vectorial de
dimension 2, generado por los vectores {Dir(p, 0), Dor(p, 0)}.

(p,0) = (—cospsen B, cos pcosb, )

b) Consideremos ahora el caso de una funcién real de dos variables reales f : Q@ — R,
definida en un abierto Q C R? (caso F = R? F = R). Su grafica G(f) =
{(x,y, f(z,y)) : (z,y) € Q} es un subconjunto de R? que admite una representacion
tridimensional como una ’superficie’, sobre el plano zy. Se trata de una ’superficie’
de un tipo muy especial, pues cada recta paralela al eje z, trazada por un punto
(x,y,0), con (z,y) € 2 la corta solamente en el punto (z,y, f(x,y)). Para un punto
genérico p = (z,y,2) € G(f), las dos primeras coordenadas, x,y, son variables in-
dependientes que recorren €2, mientras que la tercera z, depende de ellas a través de
la funcién z = f(z,y). Estas 'superficies’ son un caso particular de las consideradas
en a) pues admiten la parametrizacién ¢(z,y) = (x,y, f(x,y)).

No obstante merece la pena ver, en este caso, la interpretacion geométrica de la
derivada direccional: Si u € R? es unitario, ||ul| = 1, ahora la derivada Dy f(a,b) es
un nimero que representa la pendiente de la tangente en el punto p = (a, b, f(a, b))
a la curva que se obtiene como interseccién de la gréafica G(f) con el plano que
pasa por (a,b, f(a,b)) y (a,b,0) y es paralelo al vector v = (uq, us,0). (Obsérvese
que esta recta tangente tiene la direccién del vector w = (uq, uz, Dy f(a, b)) pues en
el tridngulo rectangulo que tiene como cateto horizontal el vector unitario v, y la
hipotenusa en la recta tangente, la longitud del cateto vertical es la pendiente de la
tangente, es decir Dy f(a,b)).
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[CRERN]

En particular el nimero D, f(a, b) (resp. Dsf(a, b)) da la pendiente de la tangente
a la curva que se obtiene cortando la grafica de f con el plano que pasa por p y es
paralelo al plano xz (resp. al plano yz).

Si se parametriza la 'superficie’ G(f) en la forma estandar, G(f) = ¢(2), con
o(z,y) = (z,y, f(z,y)), se tiene @1 (z,y) = x, pa(z,y) =y, ¢3(z,y) = f(z,y), luego
Dypi(a,b) = uy, Dypa(a,b) = us, y segun p.2 - volvemos a obtener que Dyp(a,b) =
(u1,uz, Dyf(a,b)) es un vector tangente a G(f) en el punto p = (a, b, f(a,b)).

El siguiente ejemplo muestra una funcién f : R* — R que no es continua en (0, 0)
pero existen las derivadas D, f(0,0) segiin todos los vectores v € R%. Asf se pone de
manifiesto que la nocién elemental de derivada segiin un vector es insuficiente para
desarrollar con ella un céalculo diferencial satisfactorio similar al ya conocido para
funciones reales de una sola variable.

Ejemplo 5.4 La funcién f : R? — R definida por
2

flow)= s s (y) # (0,0, [(0,0)=0

no es continua en (0,0), y para todo v € R? existe Dy, f(0,0). Ademds, las derivadas
parciales D1 f(x,y), Daf(z,y) no estdn acotadas en ningin entorno de (0,0).

DEM: En (0,0) existe la derivada segtin cualquier vector v = (v, v9) pues en el caso
no trivial (vq,v2) # (0,0), es evidente que

f((0,0) +t(v1,v2)) — f(0,0) w03
t Cvd 20

tiene limite cuando ¢t — 0 (si v; = 0 el limite es 0, y si vy # 0 el limite es v3/v;). Por
otra parte, como f(0,0) = 0y en todo entorno de (0,0) hay puntos (de la parabola
x = y?) donde el valor de f es 1/2 se sigue que f no es continua en (0, 0).
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Para y € R, fijo la funcién de variable real + — f(x,y) es derivable en todo
x € R, y la derivada vale
y® — a2y
(22 + y*)?
Para x € R, fijo la funcién de variable real y — f(x,y) es derivable en todo y € R,
y la derivada vale

le(l',y) =

223y — 2z9°
(@2 + i)

En el punto (0,0), usando la definicién es claro que existen las derivadas parciales

Dif(0,0) = Tim [£(h,0)~£(0,0)]/h = 0: Dsf(0,0) = lim [F(0.K)~ F(0,0)}/k =0

sz(fl', y) =

Dif(z,y) no estd acotada en ningin entorno de (0,0) porque D;f(0,y) = 1/y>.
Dyf(x,y) no estd acotada en ningin entorno de (0,0) porque en los puntos de
pardbola z = my?, con (m # 1), toma los valores D;f(my?,y) = c(m)/y, donde
c(m) =2(m* —m)/(m* +1)* # 0. |

Aunque la sola consideracién de las derivadas parciales es insuficiente para de-
sarrollar un calculo diferencial satisfactorio hay algunas aplicaciones interesantes de
esta nocién que recogemos a continuacién.

Algunas aplicaciones de la nocion de derivada parcial. La funcién conside-
rada en el ejercicio p.4 también sirve para mostrar que la acotacion de las derivadas
parciales es una hipdtesis esencial para la validez del siguiente resultado, que pro-
porciona una condicion suficiente para la continuidad.

Proposicién 5.5 Sea 2 C R"™ abierto y £ : QQ — F una aplicacion tal que en cada
punto x € § existen las derivadas parciales Dif(x), Dof(x), ---, D,f(x). Si las
derivadas parciales Dpf(x), 1 < k < n estdn acotadas entonces £ es continua. Si
ademds 2 = R™ entonces f es uniformemente continua.

DEM: a) Por hipétesis existe M > 0 tal que ||Dgf(x)|| < M para todo x € Q y
todo k € {1,2,---,n}. Dado un punto a € Q, sea r > 0 tal que B(a,r) C €.

Para cada x € B(a,r) el segmento de extremos (x1,Zo, -+ ,2y,), (a1, T2, -+ ,Tp)
estd contenido en B(a,r) y aplicando el corolario [L.§ a la funcién de una variable
real ¢, (t) = f(t,x9, 23, - ,x,) en el segmento [a, z1] se obtiene

(1) [[f(21, 20, -+ s 2n) — £ar, @2, - -+ @) || < M2y — a4
El segmento de extremos (ay, za, -, T,), (a1, as, 3, - -+ , x,) también esta contenido
en B(a,r), y aplicando el teorema del incremento finito a la funcién de una variable
real p,(t) = f(ay,t, x3, - ,x,) en el segmento [ag, T2 se obtiene

(2) ||f(a'17172’ e 71771) - f(ala Ag, - 71771)” S M|:L‘2 - a2|
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Analogamente se acota cada sumando de la suma telescopica

f(X) - f(a) = f(x17l'2al‘3a T 71"71) - f(alax27l'37 e al‘n) +
f(a1717271'3a T 71"71) - f(alaa2ax3' t 71'71) +
......... _l’_
f(a17a2 o 'anflaxn> - f(alaa'27a37 e 7a'n>

y utilizando la desigualdad triangular se obtiene
I£(x) = f(@)] <MY |z; —a5] = M ||x - al,
j=1

de donde se sigue que f es continua en a.
b) Cuando 2 = R"™, con el mismo razonamiento se obtiene que para todo par de
puntos a,x € R" se verifica

[f(x) = f(a)]| < M[[x — al,,
y de aqui se sigue que f es uniformemente continua. [ ]

NOTA: El resultado de la proposicién b.J se puede localizar en un punto a: Si sélo
se supone que en una bola B(a,r) C 2 existen todas las derivadas parciales y estan
acotadas, entonces f es continua en B(a,r), y en particular es continua en a.

Por otra parte, la tdltima afirmacién de la proposicién . no es cierta cuando
Q2 # R™ En el ejercicio veremos un ejemplo de una funciéon g : 2 — R, que
no es uniformemente continua en 2 = R?\ {(z,0) : z < 0}, pero tiene derivadas
parciales acotadas en (2.

Para el siguiente resultado se usa la nocién de conjunto conexo que se estudia
en los cursos de Topologia General.

Proposicién 5.6 Sea 2 C R™ un abierto conexo y f : Q@ — F tal que en cada x € €2
existen y son nulas las derivadas parciales D1f(x), Dof(x), - -+, D,f(x). Entonces
f es constante.

DEM: En virtud de la proposicion p.J f es continua. Mas atn, la demostraciéon de
esta proposicién, con M = 0, conduce a que f es constante en cada bola B(a,r) C €.

El conjunto no vacio A = {x € Q : f(x) = f(a)} es cerrado para la topologia
relativa de §2 porque f es continua. Basta ver que A también es un subconjunto
abierto del abierto conexo () para concluir que A = €2, y con ello que f es constante.
Efectivamente, si b € A existe p > 0 tal que B(b,p) C €, y en esta bola f es
constante, luego f(x) = f(b) para todo x € B(b,r). Como b € A se cumple que
f(b) =f(a), luego B(b,p) C Ay con esto queda establecido que A es abierto. m

Como aplicacién de la proposicién p.f mostramos en el siguiente ejemplo una
alternativa para definir en Q = R? \ {(z,0) : < 0} la funcién argumento principal
que asigna a cada (z,y) € € el unico argumento # = f(x,y) del nimero complejo
x + 1y que cumple —m < 6 < w. La definicién utiliza la determinacién principal
Arc tg: R — (=m/2,7/2) de la funcién multivaluada arctan.
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Ejemplo 5.7 EnQ = {(z,y) : y > 0}, Qo = {(x,y) : . > 0}, Q3 = {(z,y) : y < 0}
se definen, respectivamente, las funciones

fi(z,y) = Arc tg(—z/y) + /2
fo(z,y) = Arc tg(y/x),
f3(x,y) = Arc tg(—x/y) — 7/2

Entonces en el abierto Q = R*\ {(2,0) : x < 0} = Q UQy U Qs, hay definida una
funcion f:Q — R, con derivadas parciales continuas, tal que flqo, = fi.

DEM: Para i =1,2,3y todo (z,y) € €;, con un célculo rutinario se obtiene

T

—Y
Do) = i Dafle) = oy

$2+y27

Segtn p.G, f1 — f2 es constante en el abierto conexo 4y Ny = {(z,y);x > 0,y > 0}
y su valor constante es f1(1,1) — fo(1,1) = (—7/4 +7/2) — /4 = 0.

Andalogamente, fo — f3 es constante en QN Q3 = {(x,y);x > 0,y < 0} y su valor
constante es fo(1,—1) — f3(1,-1) = —n/4 — (v/4 —7/2) = 0.

En definitiva, f; y fo coinciden en la intersecciéon de sus dominios, y lo mismo
ocurre con fy y f3 (los dominios de f; y f3 son disjuntos). Esto permite definir en
Q=U_,Q =R\ {(2,0) : # <0} una funcién f cuya restriccién a cada €2; sea f;.
Las derivadas parciales de esta funcién siguen siendo

—y -

Dy f(z,y) = 21 Dy f(z,y) = 212
(z,y) 0=0+3
4] (ya —l‘)

/\\ 0" = Arctg(—z/y) >0

.:: ®
ST (o)
(o) | CTAT3

Segun la figura, se tiene

0<60=f(z,y) =Arctg(—z/y)+m/2=0 +7/2 <7
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— < a= f(u,v) =Arc tg(—u/v) —7/2=0d —7/2 <0

La funcién f : Q — R tiene un significado geométrico muy claro: 0 = f(z,y) es el
tnico argumento del nimero complejo (x 4 iy) que cumple —7 < 6 < 7. ]

Una de las aplicaciones méas notables de la nocién de derivada parcial la pro-
porciona la condicién necesaria de extremo relativo para funciones reales de varias
variables reales:

Definicién 5.8 Una funcion f : Q2 — R, definida en un abierto 2 C R™, presenta
en a € 0 un minimo relativo (resp. minimo relativo estricto) si existe una bola
B(a,r) C Q, tal que cuando ||x —al| < r (resp. 0 < ||x—al| < r) se verifica
[() < f(x) (resp. f(a) < f(x).

La definicion de mdximo relativo (resp. mdzimo relativo estricto) es andloga pero
usando la desigualdad f(a) > f(x) (resp. f(a) > f(x)).

Si f presenta en a un mdzrimo o un minimo relativo se dice que f presenta en a
un extremo relativo.

Es obvio que f presenta en a € ) un maximo relativo (resp. maximo relativo
estricto) si y sélo si — f presenta en a € {2 un minimo relativo (resp. minimo relativo
estricto). A veces, en estas definiciones, en vez del calificativo "relativo” se emplea
el de "local”, y se habla de maximos locales, minimos locales, extremos locales, etc.

Proposicién 5.9 §i f: Q — R, definida en un abierto Q0 C R™, presenta en a € €
un extremo local y existe la derivada Dy f(a) entonces Dy f(a) = 0. En particular,
si existen las derivadas parciales Dy f(a), Dyf(a),.. D, f(a), todas son nulas.

DEM: La funcién real de variable real ¢(t) = f(a + tu) estd definida en un entorno
de t = 0 donde es derivable:

J(0) = lim p(t) —(0) _ | flattu) —f(a)

t— 0 t t— 0 t

= Duf(a)

Si f presenta en a un maximo (resp. minimo) relativo entonces ¢ presenta en 0 un
méximo (resp. minimo) relativo y por lo tanto Dy, f(a) = ¢/(0) = 0. n

Si f: ) — R posee derivadas parciales en todo x € €2, se llaman puntos estacio-
narios de f, a las soluciones (si las hay) del sistema de n ecuaciones

Dy f(z1, 29, -2,) =0, Dyf(x1,20, - 2,) =0, - Dy f(x1,22,--2,) =0

Segtn la proposicién (.9 los puntos estacionarios de las funciones que tienen deriva-
das parciales en todos los puntos de su dominio son los puntos donde estas funciones
pueden presentar extremos relativos. Con el siguiente ejemplo se muestra que puede
haber puntos que sean estacionarios pero no sean puntos de extremo local

Ejemplo 5.10 El origen (0,0) es punto estacionario de f(z,y) = (y—x?)(y — 22%),
pero f no presenta en (0,0) un extremo relativo:
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DEM: Obsérvese que f(0,0) = 0y que en todo entorno de (0,0) hay puntos (x1,y1),
(72, 92) tales que f(z1,51) < f(0,0) < f(22,2). (Basta tomar zf < y < 22,
272 < y). |

Aplicaciones al cdlculo de extremos absolutos.

A veces ocurre que por algun razonamiento de tipo topolégico tenemos la certeza
de que una funcién continua f : 2 — R, definida en un abierto {2 C R", alcanza un
maximo absoluto en algin punto a € 2. Si f, ademas de ser continua, tiene deri-
vadas parciales en todo x € ) entonces a € E, donde E es el conjunto de los puntos
estacionarios de f. Si este conjunto es finito y se puede calcular explicitamente, que-
dara resuelto del problema de obtener el maximo absoluto de f, que vendra dado
por max{f(e):e € E}.

Cuando alguna de las derivadas parciales de f no existe en algin punto, y también
es finito el conjunto H C €2 formado por los puntos donde esto ocurre, para obtener
el maximo absoluto basta calcular méx{f(e) : e € F U H}. El mismo método se
puede seguir para calcular el minimo absoluto de una funcién continua, cuando se
sabe de antemano que la funcién alcanza en algin punto de su dominio un minimo
absoluto. En los ejercicios resueltos (.37, .38, se pueden ver ejemplos tipicos del
uso de este método.

Los ejercicios resueltos (.39, b.4( son ejemplos tipico de problemas de extremos
condicionados: Extremos de una funcién cuyas variables estdan sometidas a una con-
dicién (llamada condicién de ligadura). Aunque el tratamiento general de este tipo
de problemas se expone en el capitulo [, aqui se muestra como algunos problemas
de este tipo se pueden resolver con los recursos elementales de este capitulo.

Con los recursos disponibles en este momento también se puede abordar el pro-
blema de calcular los extremos absolutos de una funciéon continua de dos variables
sobre un compacto K C R?, siempre que la funcién tenga derivadas parciales en los
puntos del interior de K y la frontera 0K esté formada por una cantidad finita de
curvas con una parametrizacion sencilla.

La estrategia para calcular los extremos absolutos es la siguiente: Un resultado

general de topologia asegura que f alcanza en K sus extremos absolutos. Un punto
(a,b) donde f|x alcanza un extremo absoluto puede estar en el interior de K o
en su frontera. En el primer caso (a,b) serd un punto estacionario de f, es decir,
serd solucién de las ecuaciones Dy f(z,y) = 0, Dof(x,y) = 0. Si sabemos resolver
estas ecuaciones y en el interior de K sélo hay un conjunto finito S de soluciones,
cada punto de S sera candidato a punto de extremo absoluto.
En el segundo caso, cuando (a,b) € 0K, es claro que f|ox alcanza un extremo
absoluto en (a,b). Si la frontera K se compone de varios arcos de curva con para-
metrizaciones sencillas, usando estas parametrizaciones, el calculo de los extremos
absolutos de f|sk se transforma en varios problemas de optimizacién unidimensional
que se pueden abordar con las técnicas usuales del calculo de funciones de una va-
riable real. Los tres casos considerados en el ejercicio p.4]] se han resuelto siguiendo
esta estrategia.
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5.2. Aplicaciones diferenciables

Para motivar la nocién de diferencial de una aplicacién volvemos a considerar el
problema de formular una definicién razonable de plano tangente a una ’'superficie’
explicita z = f(x,y) en un punto p = (a, b, f(a,b)) de la misma.

Para lograr una definicién razonable se debe cumplir que para cada v € R? exista
la derivada Dy, f(a, b), pero ya hemos visto que este requisito es demasiado débil pues
ni siquiera garantiza la continuidad de la funcién en el punto a (véase el ejercicio
b.4) Incluso cuando se supone que f continua, no se puede asegurar que el conjunto
de vectores tangentes a G(f) en p = (a,b, f(a,b)) forme un plano, como ocurre en
la funcién que interviene en el siguiente ejercicio

Ejemplo 5.11 La funcién f : R?> — R definida por

Ty
f(x,y) 2 ¥ (z,y) #(0,0), f(0,0)
es continua en (0,0) y para todo v € R? existe D, f(0,0) = f(v), y en el punto
p =(0,0,0) de la grdfica M = G(f) se cumple

To(M) = {(v1,v2, f(v1,v2)) : (v1,02) € R?}

DEM: La continuidad de f en (0,0) es consecuencia inmediata de la desigualdad
|f(z,y)] < |y| que se cumple en todo punto (z,y) € R2.
En (0,0) existe la derivada segin cualquier vector v = (v1,v2) pues en el caso
no trivial (vq,v2) # (0,0), es evidente que
f(<07 O) + t(Ula UQ)) _ f(07 O) U%U2

T2 2
t vy + v

luego existe Dy f(0,0) = f(v).

Para establecer la igualdad Tp(M)) = {(vy,ve, f(v1,v2)) : (v1,v2) € R?} basta
demostrar que todo u = (uy,us,u3) € T,(M) satisface us = f(uy,us), es decir
uz(u? + u2) = uduy. Segun la definicién de vector tangente existe 7 : (—¢,€) — R3,

v = (71,72,73), derivable en t = 0 tal que y3(t)(11()* + 72(1)*) = n(t)*12(t),
7;(0) = 0, y 74(0) = u; para 1 < j < 3. En virtud de la definicién de derivada

v;(t) = tlu; +€;(t)], donde th’m €j(t)=0

Se sigue que
(us + es(t)[(ur + €1(2)* + (uz + €2(1))*] = (w1 + €1 (t))?(ug + €2(t))

y pasando al limite cuando ¢t — 0 se obtiene que uz(u? + u3) = u3us. ]

Dejando aparte las consideraciones geométricas, para la funcién del ejercicio p.17]
la derivada seguin vectores v — D, f(a) = f(v) no proporciona nada nuevo. No se
consigue asi otra funcién mas sencilla (lineal) que aproxime localmente a f.
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Vemos asi que para lograr una definicion satisfactoria de plano tangente a la grafi-
ca G(f) en un punto p = (a,b, f(a,b)) € G(f) debemos conseguir que {(v, Dy f(a)) :
v € R?} sea un subespacio vectorial de dimensién 2 y que se cumpla la igualdad

{(v,Dyf(a)): v e R*} = T,(G(f))

Es claro que una condicién necesaria y suficiente para ello es que la aplicacion
v — Dy f(a,b) sea lineal. En este caso, T,(G(f)) C R* es un candidato a plano
tangente. Sin embargo, para la definicién satisfactoria de aplicacién diferenciable en
un punto a hay que exigir algo mas que la continuidad de f en a y la existencia y
linealidad de la aplicacién v — Dy f(a) (véanse los ejemplos p.17 y p.43).

Definicién 5.12 Sea f : Q — F definida en un abierto 2 de un espacio normado
(E,[| II), con valores en otro espacio normado (F.| ||) v a € Q. Se dice que f es
diferenciable en a cuando existe una aplicacion lineal continua L : E — F que
verifica

[ fa+h) —f(a) — L(h)

=0
h—= 0 [l

Si f es diferenciable en a y se cambian las normas de E y F' por otras equivalentes,
es facil ver que f sigue siendo diferenciable en a, con la misma diferencial.

Obsérvese que hay una tunica aplicacién lineal L que cumpla la condicion de la
definicién anterior: Si T' € L(E, F') es otra aplicacién lineal que cumple

lim f(a+h) - f(a) — T'(h) =0 resulta lim M

=0
h =0 [l h—o  |hf

y considerando el limite a través de {tv : ¢ > 0} con v € E, v # 0, se obtiene

0= . imOJr T(tvt) ||_Vﬁ(tV) = T(V)H;HL(V) luego T(v) = L(v).

Definicién 5.13 En las condiciones de la definicion [5.13, la vinica aplicacion lineal
continua L : E — F que interviene en ella se llama diferencial de f en el punto a
y se denota df(a). Si f es diferenciable en cada a € § se dice que f es diferenciable
en Q. En este caso df : Q — L(E, F) es la aplicacion que asigna a cada a € Q) la

diferencial df(a).
La condicién de que f sea diferenciable en a se expresa escribiendo

f(a+h) ~ f(a) ~ L(h) = [ p(h) con lm p(h) =0

El significado de la nocién de aplicacién diferenciable es el siguiente: La aplicacion
f es diferenciable en a cuando es posible obtener una aproximacion lineal L(h) del
incremento f(a + h) — f(a) con la propiedad de que el error de la aproximacién
a(h) = [f(a+h)—f(a)] — L(h) sea pequeno frente a h, en el sentido de que el error
relativo ae(h)/ || h|| tiende hacia 0 cuando h tiende hacia 0. Si a(h) es una funcién

103



LECCIONES DE ANALISIS MATEMATICO IT  G. Vera

de h € E, definida en un entorno de 0, se suele escribir ae(h) = o(||h||) para indicar
que se cumple
ath
lim —( ) =0
h =0 [h]
Con esta notacién la condiciéon de que f sea diferenciable en a se expresa en la forma
mas breve

f(a+h) —f(a) — L(h) = of|[h]))

Si dos funciones f, g, definidas en un entorno de a, con f(a) = g(a), verifican
la condicién f(x) — g(x) = o(||x — al|) se suele decir que f y g presentan en a una
tangencia de primer orden, y también que g es una aproximacion local de primer
orden de f en el punto a. Segiin esta terminologia, cuando f es diferenciable en a,
la aplicacién lineal L(h) es una aproximacién local de primer orden del incremento
f(a+ h) — f(a) (en h = 0) y la aplicacién afin g(x) = f(a) + L(x — a) es una
aproximacion local de primer orden de f en el punto a.

Comentarios sobre la definicion de aplicacion diferenciable. Con la nocién de dife-
rencial en un punto se persigue (igual que con la derivada, en el caso de funciones
de una sola variable) una aproximacion local de la funcién mediante un polinomio
de primer grado. En el caso de las funciones de dos variables la aproximacion local
serd de la forma p(x,y) = Az 4+ By + C. Cuando esto se formula en términos de los
incrementos h = x — a, k = y — b, la diferencial proporciona una aplicacién lineal
L(h, k) = Ah + Bk que, en un entorno de (0,0), aproxima localmente al incremento
f(a+h,b+k)—f(a,b). Lanocién de aproximacion local que interviene en la definicién
de funcion diferenciable exige que la aproximacion local de L(h, k) = Ah + Bk
al incremento f(a 4+ h,b+ k) — f(a,b) sea uniforme en todas las direcciones. Esta
nociéon es la que permite desarrollar un céalculo diferencial satisfactorio, andlogo al
de funciones de una variable. Entre otras cosas permitira demostrar la existencia de
plano tangente a la grafica de una funcién diferenciable de dos variables reales.

Para pensar en una situacion concreta, que termine de aclarar el significado de
la diferenciabilidad sigamos considerando el caso de una funciéon de dos variables
reales z = f(x,y) que deseamos evaluar numéricamente en un punto (a, b) que sélo
se puede manejar en forma aproximada (esto ocurrird cuando a, b sean irracionales
o procedan de medir magnitudes fisicas). Supongamos ademds que sélo aceptamos
resultados con error menor que € = 107!2 (el tamafio que ya no distingue nuestra
calculadora) y que f es diferenciable en (a,b). En este caso la aplicacién lineal
L =df(a,b) : R? — R es de la forma L(h, k) = Ah + Bk.

Segtn la definicién de limite existe r > 0 tal que si max{|h|, |k|} < r se cumple
[f(a+ h,b+ k) — f(a,b) — L(h, k)] < emax{|h|,|k|}. Es decir, para incrementos
que cumplen max{|h|, |k|} < r, si utilizamos f(a,b) + L(h,k) como una aproxima-
cién de f(a + h,b+ k) estaremos seguros de que cometemos un error menor que
1072 max{|h|, |k|}, que es practicamente despreciable frente a max{|h|, |k|}.

Por otra parte, si utilizamos un ordenador para visualizar la grafica de z = f(z,y)
y la de su aproximacién local z = f(a,b) + A(z — a) + B(y — b) y hacemos zoom
en el punto p = (a,b, f(a,b)) hasta que el entorno de p de radio r ocupe toda la
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pantalla, podremos ver que, dentro de este entorno, no se aprecia diferencia entre
el trozo de plano y el trozo de la gréifica de f ya que el tamano de la pantalla del
ordenador es ~ r, mientras que la diferencia de cotas entre un punto del plano y un
punto de la gréfica, es menor que 107127,

Ejemplos

i) Sif es constante, es obvio que f es diferenciable en todo a € 2 y su diferencial
es la aplicacién lineal nula 0 € L(E, F).

ii) Si L : E — F es lineal continua entonces L es diferenciable en todo punto
x € F y su diferencial es constante: dL(x) = L para todo x € E.

En particular, si E =R? F =Ry L(x,y) = Az + By, para todo (a,b) € R?
dL(a,b)(h,k) = Ah + Bk
iii) Cuando E = R, es facil ver que f es derivable en a si y sélo si es diferenciable

en a 'y en ese caso la diferencial es a la aplicacién lineal df(a) : R — F| definida
por df(a)(h) = f'(a)h.

NOTA: En iii) f'(a) es un vector y h un ntimero, y aparece escrito f'(a)h en lugar
de hf'(a). Este convenio de notacién para la ley externa de los espacios vectoriales
es ttil para lograr mayor analogia con las férmulas habituales del calculo diferencial
de las funciones escalares.

Proposicién 5.14 Sif: Q — F es diferenciable en a € € se verifica

a) f es continua en a.

b) Para cada v € E existe la derivada Dy f(a) = df(a)v.
DEM:
a) Como L = df(a) es una aplicacién lineal continua la diferencia f(a+h) —f(a) =

L(h) + ||h|| p(h) tiende hacia 0 cuando h — 0.

b) Para cada v € E se tiene

fla+tv) —f(a L(tv tv t
) 1@ 2 M) = )+ 2 v piew)
Como lim; — ¢ p(tv) = 0 se concluye que existe el limite
f tv) —f
Dyf(a) = lim L2FV =@ o

t— 0 t
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Cuando E = R", dotado de cualquier norma (recuérdese que en R"™ todas las
normas son equivalentes) si f : Q — I es diferenciable en a € (2, para cada vector
v = (v1,v9, -+ ,v,) € R" en virtud de la linealidad de la diferencial df(a) y de
la proposicién .14 el cilculo de la derivada Dyf(a) = df(a)v se reduce al de las
derivadas parciales D;f(a) ya que

Dyf(a) = df(a) (Z ’UjEj) = Z'Ujdf(a)ej = Zijjf(a)

OBSERVACION: Si f diferenciable en a, segin (.14, f es continua en a, para cada
v € E existe la derivada D,f(a) y la aplicacion v — D,f(a), es lineal continua.
Es natural preguntarse si el reciproco es cierto, es decir si toda funcién f : Q@ — F
continua en a que tenga esta propiedad es diferenciable en a. La respuesta negativa
la proporciona la funcién f : R? — R del siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.15 La funcién f : R? — R definida por

3

fow)= s s (0y) # (0,0, [(0,0)=0

es continua en (0,0), para cada v € R? exziste la derivada D, f(0,0) = 0, y por lo
tanto la aplicacion v — Dy f(0,0) es lineal, pero f no es diferenciable en (0,0).

SOLUCION

Aplicando la desigualdad |ab| < a® + b? con a = x, b = y? se obtiene

xy?

x? + yt

< |yl

de donde se sigue que f es continua en (0,0).
Por otra parte, si v = (vy,v9) € R?\ {(0,0)} se verifica

f(tvy, tvs) — £(0,0) tvvs

t vl 20d

y pasando al limite cuando ¢t — 0 se obtiene que D, f(0,0) = 0 para todo v € R?

Para ver que f no es diferenciable en a = (0,0) podemos razonar por reducciéon
al absurdo: Si lo fuese, en virtud de la proposicién p.14, su diferencial deberia ser
la aplicacién lineal nula, L(h) = 0 para todo h € R?, pero esta aplicacién lineal no
cumple la condicién de diferenciabilidad: El cociente

f(a+h)—f(a)— L(h) f(h) hahd

|| bl (h2+ i) /B2 + K2

no tiende hacia 0 cuando (hq,hs) — (0,0) ya que a través de la pardbola hy = t,
hy = t? se tiene

fla+h)—f(a) t° B t
b RGN
que tiende hacia 1/2 (resp. —1/2 cuando t — 0+ (resp. t — 0—). u
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La funcién que interviene en proporciona un ejemplo interesante de una
funcién continua tal que los vectores {(v, D, f(0,0)) : v € R?} forman un plano,
candidato a ser plano tangente, y sin embargo f no es diferenciable en (0,0). Para
ver graficamente la razén de la no diferenciabilidad de f en (0,0) se recomienda
utilizar un programa de ordenador como DpGraph que permita visualizar la grafica
de f en un entorno de (0,0).

Podremos apreciar que por muy potente que sea el zoom que apliquemos en un
entorno de (0,0,0) siempre veremos un pliegue a lo largo del eje Oy y nunca lo-
graremos que la grafica de f se confunda con el plano z = 0. Esto se debe a que
en este ejemplo la aplicacion v — Dy, f(0,0), aunque es lineal no proporciona una
aproximacién local del incremento f(vy,v9) — f(0,0) que sea uniforme en todas las
direcciones. El ejercicio resuelto (.49 tiene como finalidad aclarar lo que acabamos
de comentar en relacién con la funcién del ejemplo p.15

Condicion suficiente de diferenciabilidad. Si una funcién de varias variables
reales es diferenciable en un punto a sabemos que su diferencial tiene que ser la

aplicacion lineal
n

v — df(a)v = D,f(a) = > v;D;f(a)
j=1
Esto nos indica la estrategia natural para estudiar la diferenciabilidad, en un punto
a, de una funcién f de varias variables reales: Se comienza estudiando la existencia
de las derivadas parciales D;f(a), 1 < j < n, y en el caso de que existan todas se
considera el candidato natural para la diferencial df(a), que es la aplicacién lineal
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L :R" — F definida por L(u) = > 7, u;D;f(a). Finalmente se estudia si el cociente
p(h) = [f(a+ h) — f(a) — L(h)]/||h|| tiende hacia 0 cuando h — 0.

Esta estrategia es la que se usa para demostrar el siguiente teorema que propor-
ciona una condicion suficiente de diferenciabilidad, muy 1til en la practica. En las
hipétesis parece que desempena un papel especial la dltima variable, pero su papel
lo puede desempenar cualquier otra

Teorema 5.16 [Condicién suficiente de diferenciabilidad] Sea f : 2 — F' definida
en un abierto @ C R™ con valores en un espacio normado (F,|| ||). Se supone que
existe la derivada parcial D,f(a) y que en una bola B(a,r) C § existen las otras
derivadas parciales D1f(x), Dof (x), - -+ D,,_1f(x), y son continuas en a. Entonces f
es diferenciable en a.

DEM: Para simplificar la exposicién usamos en R” la norma || ||, de modo que
Bla,r) = {(z1,22, -, @n)  |zj — a5l <71 < j<n}

Como las funciones D;f(x), 1 < j < n son continuas en a, dado € > 0, existe
0 < d <rtal que

(*)  lly —allx <= [|D;f(y) — D;f(a)|| < eparal<j<n.
Para cada x = (x1, 22, -+ ,2,) € B(a,0), la funcién de variable real
P (t) =f(t,xe, - ,x,) — (t —a1)D1f(aq, aq, -+, ay)
estd definida y es derivable para |t — a;| < 0. En virtud de (*), su derivada
@1 (t) = Dif(t, 29,23, -, x,) — Dif(ay, ag, -+, an)

verifica
lpr() <e si |t —a] <o

Aplicando el teorema del incremento finito a la funcién ¢, en el intervalo [a, x1] se
obtiene ||¢;(x1) — ¢;(a1)]| < €|xy — aq| es decir

(1) |f(x1, 29, - ,2) — f(ar, 29, -, 2,) — (1 — a1) D1 f(Q)]| < €|z — aq|
Razonando de forma similar con
py(t) = f(ay, t, a3, ,x,) — (t — ag) Dof(ay, a9, -+ ,ay,)
se obtiene la desigualdad
(2)  |f(ay, z2, 23, -+ ,x,) — f(ay, as, 3, -+ ,x,) — (22 — az) Daf(a)|| < €| — as
Analogamente se razona con las restantes variables, hasta la variable x,,_;

(H—l) Hf<a17 crr, Ap—2, Tp-1, xn) - f<a17 crt, Gp—1, xn) - (xnfl - anfl)anlf(a)” S
S €Ixn—l - an—1|
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Por tltimo, usando la definicién de D,f(a) como limite, podemos suponer que § > 0
se ha elegido de modo que también se cumple

Hf(afla"' aa'n—laxn) _f(afla"' aa'n) _an(a) <€
Ty, —
es decir
(m)  |f(ar, -, an—1,2,) —f(ar, - ,a,) — (v, — an) D ()| < €|lzp, — ay

Considerando la suma telescopica

f(x) —f(a) = > (x; — a;) Dsf(a) =

f($1,9€27 T a%) - f(a1,9€27 T Jn) - (951 - al)le(a) +

f(ah Loy 7~’Un) - f(ah A, -+ Jn) - (952 - az)DQf(a) +
+

y combinando las desigualdades (1), (2), (n-1), (n), con la desigualdad triangular
se obtiene que cuando ||x — al|_, < 0 se cumple

n

f(x) - f(a) = Y _(x; — a;)D;f(a)

J=1

n
<€l —ayl <nellx —al,
j=1

Con esto queda demostrado que f es diferenciable en a y que su diferencial es la
aplicacién lineal L : R" — F' dada por L(h) = Y7, h;D;f(a) n

Definicién 5.17 S Q C R” es abierto y f : Q — F tiene derivadas parciales con-
tinuas en todo x € Q) se dice que f es de clase C en Q y se escribe £ € C1(Q, F).
A las aplicaciones de clase C' también se les llama continuamente diferenciables.

En virtud del teorema cada aplicacién de clase C! es diferenciable en todos los
puntos de su dominio.

5.3. Las reglas del calculo diferencial

En esta seccion se exponen los resultados tipicos sobre diferenciabilidad de fun-
ciones que se obtienen combinando otras funciones diferenciables mediante las ope-
raciones usuales (suma, producto, cociente, composicién, etc). Al mismo tiempo
obtendremos las reglas para obtener su diferencial en términos de las diferenciales
de las funciones que intervienen en su definicién. El resultado mas notable es la regla
de la cadena de la que se desprenden las reglas para el cdlculo de derivadas parciales
de funciones compuestas. La regla de la cadena también servird para demostrar que
cuando f es una funcién de k variables reales diferenciable en a entonces el conjunto
de los vectores tangentes a su grafica en el punto p = (a,f(a)) forma un espacio
vectorial de dimension k. Comenzamos viendo que para funciones con valores en R™
el estudio de su diferenciabilidad se puede realizar componente a componente:
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Proposicién 5.18 Seaf : Q@ — R™ de componentes f(x) = (f1(x), f2(x), - fin(X)),
definida en un abierto 2 C E. Entonces f es diferenciable en a € € si y solo si to-
das sus componentes lo son y en este caso L = df(a) : E — R™ es la aplicacion
lineal continua cuyas componentes L = (Ly, Ly, - -+ Ly,) son las diferenciales de las
componentes de f, es decir dfj(a) = L;, j =1,2---m.

DEM: Si f es diferenciable en a su diferencial L = df(a) verifica
fa-+ 1) ~ f(a) ~ L(h) = [B] p(h) con lim p(h) =0
y pasando a las componentes resulta que para cada j € {1,2,---m} se cumple
fila+h) = f;(a) = Lj(h) = [[h] p;(h) con  lim p;(h) =0

luego cada f; es diferenciable en a y df;(a) = L;.

Reciprocamente, si cada f; es diferenciable en ay L; = df;(a), entonces la aplica-
ci6n lineal continua L : E — F formada con estas componentes, L = (L, Lo, - - - L,,)
cumple

f(a+h) —f(a) - L(h) = ||h] p(h)

donde p(h) = (p1(h), p2(h),- - pm(h)) tiende hacia 0 cuando h — 0. Por lo tanto f
es diferenciable en a y df(a) = L. n

Proposicién 5.19 Sif, g : Q — F son diferenciables en a € €2, donde Q) C E es
abierto, se verifica:
i) £+ g es diferenciable en a y d(f 4+ g)(a) = df(a) + dg(a).

i) Si la norma de F' procede del producto escalar { | ), la funcion

h(x) = (f(x) | g(x))

es diferenciable en a y su diferencial di)(a) : E — R es la aplicacidon lineal
dp(a)v = (f(a) | dg(a)v) + (df(a)v | g(a))

iii) Sia: Q) — R es diferenciables en a € Q entonces g(x) = a(x)f(x) es diferen-
ciable en a y d(g)(a) : E — E es la aplicacion lineal dada por

dg(a)v = a(a)df(a)v + [da(a)v]f(a)

iv) Si o : Q@ — R es diferenciables en a € 0 y a(a) # 0, entonces la funcion
g(x) = f(x)/a(x), (definida en un entorno de a) es diferenciable en a y
a(a)df(a)v — [da(a)vf(a)
a(a)?

d(g)(a)v =
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DEM: La demostracién de i) es inmediata. Para demostrar ii) veamos primero la
continuidad de la aplicacién lineal S : F — R, definida por

S(v) = (f(a) | T(v)) + (L(v) | g(a)) donde L = df(a) y T = dg(a)
En virtud de la desigualdad de Cauchy-Schwarz
IS < E@ITW)I + L) g@)]] < M [|v]]

con M = |[f(a)| ||+ llg(a)| |IL]|, y por lo tanto S es una aplicacién lineal continua.
(Cuando F es finito dimensional no es preciso demostrar esto). Por hipdtesis,

f(a+h) =f(a) + L(h) + a(h), g(a+h)=g(a)+ T(h)+ B(h)
donde a(h) = o(||h]|) y B(h) = o(||h||). Por la bilinealidad del producto escalar
(f(a+h) [ gla+h)) = (f(a) + L(h) | g(a+h)) + (a(h) | g(a+h)) =
= (f(a) + L(h) | g(a) + T'(h)) + (f(a) + L(h) | B(h)) + (a(h) [ g(a+h)) =

= (¢(a) | g(a) + S(h) + p(h)
donde
p(h) = (L(h) | T(h)) + (f(a) + L(h) | B(h)) + (a(h) | g(a+h))

y basta ver que p(h) = o(||h]|): En virtud de desigualdad de Cauchy-Schwarz
p(0)] < 121 I ] + 1£2) + L)) 18(0)] + is(a -+ )| ()|
Después de dividir por ||h]|, los tres términos de la derecha tienden hacia 0 cuando

h — 0, luego |p(h)] = o [h]).

La demostracién de iii) que es andloga a la de ii), se deja al cuidado del lector,
y iv) es consecuencia directa de iii). |

Teorema 5.20 [Regla de la cadena] Sean (E, || ||), (£, ||) v (G, || ||) espacios nor-
mados y 0 C E, V C F abiertos. Si f : Q — V es diferenciable en a € Q y
gV — G es diferenciable en b = f(a), entonces gof es diferenciable en a y

d(g o f)(a) = dg(f(a)) o dg(a)
DEM: Si L = df(a) y T = dg(b), en virtud de la hipdtesis:
i) f(x) =f(a) + L(x —a) + ||x — a|| p;(x) con limy — » p;(x) =0.

ii) g(y) =g(b)+T(y —b) + [ly — bl py(y), con limy — 1 p,(y) =0
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En lo que sigue conviene suponer que hemos definido p;(a) =0 € F'y po(b) =0 € G.
Asi la funcién p;(x) (resp. p2(y)) estd definida para todo x € Q (resp. y € V) y es
continua en el punto x = a (resp. y = b). Sustituyendo y = f(x) en ii) resulta

g(f(x)) = g(f(a)) + T(f(x) — f(a)) + [|f(x) — f(a)|| po(f(x))
y reemplazando f(x) — f(a) por el valor que proporciona i)
(gof)(x) = (gof)(a) + (T o L)(x —a) + |x —af r(x)

donde
[£(x) — f(a)]]

Ix — all

r(x) = T(p:(x)) + P2 (f(x))

y para terminar basta demostrar que limy, — ,r(x) = 0.

Cuando x — a, en virtud de la continuidad de 7"y de f, podemos asegurar que
T(p,(x)) tiende hacia 0 y que f(x) tiende hacia b = f(a), y teniendo en cuenta que
p2 es continua en b se obtiene que limy — 4 po(f(x)) = p2(b) = 0. Por consiguiente,
para demostrar lo que se desea, basta ver que el cociente

[£(x) — f(a)]
Ix — al
se mantiene acotado en un entorno de a. Como f es diferenciable en a, existe § > 0

tal que si ||x — a|| < d se cumple ||p,(x)|| < 1 luego, en virtud de i)

1£(x) = £(a)[| < [IL[[[[x = all + [[x = all lo; )| < ([L]] + 1) [Ix — a]]

Corolario 5.21 Sean (F,| ||), (G, || ||) espacios normados, y Q2 C R, V C F abier-
tos. Sif: Q) — V es deriwable ent € Q yg:V — G diferenciable en f(t), entonces
gof es derivable ent y

(g o f)'(t) = dg(£(t))f'(¢)
es decir el vector (g o f)(t) € G es la imagen del vector f'(t) € F mediante la
aplicacion lineal dg(f(t)) : ' — G.

DEM: Es consecuencia directa de [5.2( pues para cada h € R se tiene

h(go £)'(t) = d(go £)(t)h = dg(f(t))(df (t)h) = dg(£(t))(hf'()) = hdg(f(t))f'(1)
|

Expresiéon analitica de la diferencial. Matriz Jacobiana. Supongamos que
) C R"™ es abierto y que f : 2 — R™ es diferenciable en a € ). Su diferencial es
una aplicacion lineal df(a) : R” — R™ que se suele identificar con una matriz de m
filas y n columnas. Para obtener la matriz de df(a) : R" — R™ respecto a las bases
canénicas de R” y R™, basta considerar las componentes (f1, f2,- - f) de f. Segin

112



LECCIONES DE ANALISIS MATEMATICO IT  G. Vera

cada componente f; es diferenciable en a y df;j(a) = L; donde (Ly, Lo, - Ly,)
son las componentes de L = df(a). Entonces, para cada v = (vy,vs, - -v,) € R", su
imagen df(a)v = u = (uy, ug, - - - u,,) viene dada por

uj = Li(v) = dfj(a)v = ) Defi(a)ur =) agj;:‘) .
=1

k=1

férmula que con notacién matricial se escribe en la forma

Uy Dyfi(a) Dsfi(a) --- Dnfi(a) vl
w | _ | D@ Dibia) - D@ || w
U, lem(a> D2fm(a> anm(a> Un

La matriz anterior es la matriz de la diferencial df (a) respecto a las bases canénicas
de R™ y R™. Se le llama matriz jacobiana y también matriz derivada. Utilizando la
notacion f'(a) para designar esta matriz podemos escribir df(a)v = f'(a)v, con el
convenio de que f’(a)v es el producto de la matriz f'(a) por el vector v escrito en
forma de vector columna. Notaciones mas habituales para la matriz jacobiana son

D(f1>f2a"'fm)(a> a(flaf%"'fm)

D(x17$2a”'xn) a(l‘laan”'xn)

(a)

En particular, cuando n = 1, sabemos que f es derivable en a si y sélo si es dife-
renciable en @ y en ese caso su diferencial es la aplicacién lineal df(a) : R — R™,
definida por df(a)(h) = f'(a)h y la matriz de la diferencial df(a) se identifica con
f’(a) escrito como vector columna.

Consideremos ahora el caso de una funciéon compuesta g o f donde f : @ — V
estd definida en un abierto Q2 C R" y g : V' — RP en un abierto V' C R™. Se supone
que f es diferenciable en x € Q y que g diferenciable en y = f(x). Entonces, de
acuerdo con p.2(, la matriz jacobiana de la funcién compuesta ¢ = gof, en el punto
x, es el producto de la matrices jacobianas, ¢'(x) = g'(y)f'(x), es decir

Dipi(x) -+ Dnpi(x)
Dipa(x) -+ Dppa(x) | _
Dl@p(x) T Dn‘Pp(X)
Dlgl(y> Dmgl(y) lel(X) anl(x)
_ | Dug(y) -+ Dmga(y) Difo(x) -+ Dpfa(x)
Dlgp(}’) Dmgp(}’) lem(x) anm(x)

y de acuerdo con la formula para el producto de matrices:
Dig;(x) =Y Dig;(f(x))Difp(a), i=1,---,n, j=1,2,---,p  (51)
k=1
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Con el fin de recordar facilmente esta regla para el calculo de las derivadas parciales
de una funcion compuesta es conveniente adoptar el siguiente convenio: Denotemos
por (x1, 3, - - x,) las variables independientes de f, y por (yi1, ye, - - - yn) las variables
independientes de g, de modo que para obtener la funcion compuesta

(Zla 29, .zp) = (gpl(xlax% . 'xn),¢2($1,$2, . .xn)’ . 'Qpp(xlaléa . xn))

basta sustituir yx = fr(x1, 22, - 2,), 1 <k < m, en la expresion

(21,22, 2p) = 8(Y1, Y2, Ym)

Si hacemos el convenio de designar del mismo modo a las variables y; y a las fun-
ciones fi (y a las variables z; y a las funciones g;) la férmula para las derivadas
parciales de la funciéon compuesta se escribe en una forma facil de recordar.

z; “ 0z Oy

Ox; = Oy O

donde, con el fin de simplificar la expresion, hemos omitido los puntos donde se
evaltan las derivadas parciales. Esto es lo que se hace habitualmente cuando los
puntos quedan claros por el contexto.

Las notaciones del calculo diferencial Consideremos primero el caso de una
funcién real de n variables reales que es diferenciable en a € 2 C R™. Su diferen-
cial df (a) pertenece al espacio vectorial n-dimensional £(R™,R) y una base de este
espacio vectorial son las proyecciones

. n . —
Tt R" = Ry mp(wy, w9, 2p) = 2

En céalculo diferencial la proyeccion 7, se acostumbra a denotar dxj. La razén de esto
es la siguiente: Resulta comodo denotar una funcién por la férmula que se usa para
definirla. Asi, por ejemplo, la funcién f : R* — R que asigna al vector x = (z,v, 2)
el numero x cos(y + €*) se suele designar mediante la férmula que la define. Con este
convenio, si estamos trabajando con funciones de tres variables, la funcién x serd la
proyeccién 1 : R — R que asocia al vector (x,y, z) € R? su primera coordenada z.
Esta proyeccion es lineal y por lo tanto su diferencial dx es la aplicacién constante
que a cada punto a € R? le hace corresponder la proyeccion m; (véase el ejemplo ii) de
la seccién 2). Siguiendo el convenio habitual de identificar una aplicacién constante
con su valor constante, es natural utilizar la notacién dx para designar la proyeccién
7. Del mismo modo, dy y dz designan las proyecciones 7y y 73, respectivamente.
Andlogamente, en R™, la proyeccion 7, se denota dxy (k=1---n)

Sea {ey : 1 < k < n} la base canénica de R™. Dado v = (vy,vs, -+ ,v,) € R" en
virtud de la linealidad de la diferencial df (a) y de la proposicién sabemos que

df(a)v =>_ Dyf(a)u
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Como vy, es la imagen de v mediante la proyeccion dzxj resulta

df (a)v = (Z Dkf(a)dxk> \%

luego las derivadas parciales (D; f(a), Daof(a),--- D, f(a)) son las coordenadas de
df (a) respecto a la base canénica (dzy,dxs,- - ,---dz,) de L(R", R):

ZDkf )day =
k=

En particular, cuando n = 2 se acostumbra a escribir

of(a) f( )
de

df (a) = —5, Ay = [x(a)dz + f,(a)dy

Anéalogamente, cuando n = 3

df(a) df(a) df(a)
ar T g, Wt g,

df (a) = dz = fu(a)dz + f,(a)dy + f.(a)dz

En el caso de funciones de una variable se tiene df (a) = f'(a)dx lo que estéd de

d
acuerdo con la notacién de Leibniz para la derivada f'(a) = d—(a), donde la expre-
x

df
sion 7 e debe entender como un simbolo unitario que designa a la derivada f’ y
x

no como una fraccion. Este simbolismo permite escribir, omitiendo el punto a, la
férmula clasica de Leibniz

df
df = —d
dx o

que actualmente se interpreta como una igualdad entre las aplicaciones lineales df (a)
y f'(a)dz. La flexibilidad de la notacién de Leibniz se pone de manifiesto con la re-
gla de la cadena [.§: En términos de diferenciales, la regla de la cadena para la
composiciéon ¢(t) = f(p(t)) adopta la forma dg(a)h = ¢'(a)h = f'(¢(a))¢'(a)h =
f'(¢(a))ldp(a)h] = [df(p(a)) o d(a)]h es decir dg(a) = df (p(a)) o dp(a).

El teorema del incremento finito. En lo que sigue, si F es un espacio vectorial
normado el segmento cerrado (resp. abierto) de extremos a,b € E, es

[a,b]={a+t(b—a):0<t<1}, (resp. (a,b)={a+t(b—a):0<t<1})

Teorema 5.22 [Incremento finito] Sea f : Q — F, definida en un abierto Q del
espacio normado (E, | ||), con valores en el espacio normado (F,|| ||), continua en
cada punto del segmento cerrado [a,b] y diferenciable en cada punto del segmento
abierto (a,b) con ||df(x)|]| < M para todo x € (a,b). Entonces ||f(b) —f(a)| <
M |b - a|.
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DEewM: En virtud de la funcién de variable real ¢(t) = f(a+t(b—a)) es continua
en [0, 1] y derivable en (0, 1) con derivada ¢'(t) = df(a+t(b—a))(b—a). Para todo
t € (0,1) se verifica

l" (@)l < [|df(a+t(b—a))[|[[b—al| < M|b - al
y segin (1.8, [|¢(1) — ¢ (0)[| < M [|b — al| es decir [|[f(b) —f(a)[| < M |b—al. m

Un subconjunto A del espacio normado (E, || ||) se dice que es convezo cuando
para cada par de puntos x,y € A, el segmento [x,y]| estd contenido en A.

Corolario 5.23 Sea Q2 un abierto convezxo del espacio normado (E,|| ||) yf: Q — F
una aplicacion diferenciable tal que ||df(x)|| < M para todo x € ). Entonces
If(y) —f(x)|| < M|y — x| para cada x,y € Q. En particular, si df(x) = 0 pa-
ra todo x € €, entonces f es constante.

DEM: Basta aplicar la proposicién f.23 a cada segmento [x,y] C Q. Si df(x) = 0
para todo x € €2, podemos tomar M = 0 y se obtiene que f es constante. [ ]

Corolario 5.24 Sea S un abierto conexo del espacio normado (E.| ||) y£:Q — F
una aplicacion diferenciable con valores en el espacio normado (F, || ||). Si df(x) =0
para todo x € §) entonces £ es constante.

DEM: Fijado a € €, como f es continua A = {x € Q : f(x) = f(a)} es un subconjun-
to cerrado para la topologia relativa de 2. A no es vacio, pues a € A, y bastara ver
que A es un subconjunto abierto del espacio conexo €) para concluir que A =€), y
con ello que f es constante. Efectivamente, si b € A existe r > 0 tal que B(b,r) C (.
La bola B(b, ) es convexa y aplicando el corolario se obtiene que f(x) = f(b)
para todo x € B(b,r). Como b € A se cumple que f(b) = f(a), luego B(b,r) C A
y con esto queda probado que A es abierto. [

5.4. Gradiente

Cada vector z = (z1, 29, -+, 2,) € R" define una aplicacién lineal L, : R" — R
mediante la férmula L,(h) = >, _, zhy = (z | h ).
Reciprocamente, si L : R" — R es lineal el vector z = (21,29, ,2,) € R”

definido por z = L(ey), cumple L = L, pues

k=1 k=1 k=1

Es decir, cada aplicacién lineal L : R — R se puede identificar con el inico vector
z € R" que verifica L(h) = (z | h ) para todo h € R". Cuando L es la diferencial
de una funcion se define

116



LECCIONES DE ANALISIS MATEMATICO IT  G. Vera

Definicién 5.25 Sea f : () — R definida en un abierto 2 C R". Si f es diferen-
ciable en a € Q el gradiente de f en a, denotado V f(a), es el vector de R"™ asociado
a su diferencial df (a) : R™ — R. Es decir, V f(a) es el unico vector de R" que veri-
fica df(a)h = ( V ( | h) para todo h € R™. Sus componentes vienen dadas por

)
df (a)ey = Dy.f(a), 1 <k <n, luego

Vi(a) = (Dif(a),Daf(a),- -, Dnf(a)) € R

El interés de la nocién de gradiente lo muestran las dos proposiciones siguientes, que
son la base de sus interpretaciones fisicas y geométricas.

Proposicién 5.26 Sea f: Q — R diferenciable en a € Q con V f(a) # (0,---,0).
El mdzimo valor de la derivada direccional Dy f(a) con ||u|, = 1, se alcanza en la

direccion del gradiente, w = V f(a)/ ||V f(a)|ly, v su valor es ||V f(a)|l,

DEM: Es consecuencia inmediata de la definicion de gradiente y de la desigualdad
de Cauchy-Schwarz, pues si u € R” y |lul|, = 1 se verifica

Dyuf(a) =df(aju=(Vf(a) [u) <[(Vf(a)[u)] <[Vf(@)l,ul, =V,
Cuando u=w = Vf(a)/ ||V f(a)], resulta

Dyf(a)=(Vf(a)[w)= (Vf(a) [ Vf(a))=I[IVIa)l,

HVf( 1B

Proposicién 5.27 St f : Q — R, definida en un abierto Q2 C R"™, es diferenciable
ena €y f(a) = c entonces el vector gradiente V f(a) es ortogonal al conjunto de
nivel N, = {x € Q: f(x) = ¢} en el punto a. (esto significa que es ortogonal a cada
vector tangente a N, en a).

DEM: Si u € R” es tangente a IV, en el punto a existe un camino = : (—=r,r) — N,
cony(0) =ay~/(0) = u. La funcién ¢(t) = f(v(t)) es constante (=c) en el intervalo
(—r,7) luego, en virtud de la regla de la cadena [.21], se obtiene

0= ¢'(0) = df (v(0))7'(0) = df (a)u = ( Vf(a) | u)
|

Interpretacion fisica. Si pensamos que T' = f(x,y, 2z) es la temperatura del punto
(z,9,2) € Q C R3, segtin la proposicién .24, la direccién segtin la cual varia més
rdpidamente la temperatura es la del gradiente V f(a), y la proposiciéon p.27, nos
dice que esta direccion es ortogonal a la ’superficie’ isoterma que pasa por a.

Para una interpretacion geométrica podemos pensar que la funciéon de dos va-
riables z = f(z,y) proporciona la altura del terreno sobre el punto (z,y) de una
regién plana 0 C R2. En este caso, si a € € es un punto donde h es diferenciable,
la pendiente del terreno es maxima segun la direccién del gradiente V f(a), que es
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ortogonal a la 'curva’ de nivel que pasa por a.

NOTA: Utilizando el teorema B.§ se puede dar una definicién general e intrinseca
de gradiente (donde no intervienen las derivadas parciales) que sirve para el caso
infinito dimensional: Sea f : {2 — R definida en un abierto {2 de un espacio normado
completo (E, || ||) cuya norma procede de un producto escalar. Si f es diferenciable
en a, en virtud del teorema [B.§ se define V f(a) como el tnico vector de E que
cumple ( Vf(a) | u) = df(a)u para todo u € E. Es claro que, en este contexto més
general, siguen valiendo las proposiciones p.2q y p.21.

5.5. Espacio tangente

En esta seccion se establece que para una aplicacion f diferenciable en un punto a
hay una definicién natural de espacio tangente a su grafica en el punto p = (a, f(a))
ya que, en este caso, el conjunto de los vectores tangentes a la grafica en ese punto
es un espacio vectorial de dimensién igual al nimero de variables de la funcion.
También se estudia la existencia de espacio tangente para conjuntos de nivel de
aplicaciones diferenciables, y para conjuntos que se pueden parametrizar mediante
una aplicaciéon diferenciable.

Proposicién 5.28 Sea M = {(x,f(x)) € R* x R"* : x € Q} la grdfica de f :
Q — R"* definida en un abierto Q C R*. Sif es diferenciable en a y p = (a, f(a))
entonces

To(M) = {(u,df(a)u) € R* x R" % :u e R*}

luego T, (M) es un subespacio vectorial k-dimensional de R™.

DEM: Siw € T,(M) C R”, segtn la definicién de vector tangente existe una funcién
~ : (=r,r) — R" derivable en 0, tal que v(—r,r) C M, v(0) =py v'(0) = w.

En términos de las componentes de (t) = (7v,(t),7v5(t)), y w = (u,v), en
R x R" % las condiciones anteriores se escriben asf:

72(t) = f(71(t)) s1 |t| <, 71(0) = a, 72(0) = f(a)> 7,1(0) =u, 7,2(0) =V

En virtud de la regla de la cadena ~4(0) = df(v,(0))v1(0), luego v = df (a)u.
Reciprocamente, si w = (u,v) € R¥ x R"* y v = df(a)u, podemos considerar

la trayectoria v, (t) = (a + tu, f(a + tu)), definida en un entorno de 0, y contenida

en M. Como 7v,(0) = p, v,(0) = (u,df(a)u) = (u,v) = w, resulta w € T,(M). m

En las condiciones de la proposicién p.28 se dice que T, (M) es el espacio vectorial
tangente a M en p. Si los vectores de este espacio vectorial se colocan con origen en
p, sus extremos forman p + T, (M). Esto es el espacio afin tangente a M en p.

Si un elemento genérico de R" = R* x R"~* lo representamos en la forma (x,y) con
X = (1, T, xk), Y = (Y1, Y2, * - * Yn—k), €l espacio afin tangente a la grafica de f en

p = (a,b), (b =f(a)) viene dado por

{(x,y) € RF x R"™* .y — b =df(a)(x —a)}
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Si m = n — k, sus ecuaciones son:

vi—bi=  Difi(a)(zs —a1) + Dafi(a)(zes —ag) +------ + Difi(a)(zy, — ay,)
Yo —by = Difa(a)(z1 —a1) + Dafo(a)(zy —ag) +---- - + Dy fo(a)(z — ax)
Ym — b = Difm(a)(z1 —a1) + Dyfin(@)(ze —ag) -+ + Dy fm(a)(zy — ay,)

En particular, cuandon =3, k=2, p= 1,y a = (xg, o), los vectores tangentes
a la gréfica G(f) en p = (o, vo, f(z0,y0)) forman un subespacio vectorial de R? de
dimension 2, y en este caso el plano afin tangente a G(f) en p es el de ecuacién

z— 2o = df (2o, y0)(* — o,y — Yo) }, es decir
Z—2y)= le(l"oa yo)(95 - 330) + sz(%, yo)(y - yo)

de modo que (D f(xo,yo), D2f(o,%0), —1) es un vector normal al plano tangente.

Espacio tangente a un conjunto de nivel. Ahora consideramos el problema de la
existencia de plano tangente a un conjunto de nivel M = {x € Q : g(x,y,z) = ¢} en
un punto p € M, donde g : €2 — R es diferenciable. Segtn la siguiente proposicién
siempre se verifica T, (M) C {(u1,ug,u3) : D1f(p)us + Daf (p)us + D3 f(p)us = 0}.

Proposicién 5.29 Sea M = {x € Q : g(x) = ¢} C R"™ un conjunto de nivel de
g : Q — R" % definida en un abierto Q C R". Si g es diferenciable en p € M
entonces Tp(M) C {u € R" : dg(p)u = 0}.

DEM: Siu € T,(M), segtn la definicién de vector tangente existe v : (—r,r) — R”
tal que

() € Msift|<r, v(0)=p, ¥(0)=u
Como g o« es constante resulta 0 = (g o+)'(0) = dg(~(0))v'(0) = dg(p)u. u
NOTA: En general no es posible garantizar que en la proposicion se cumpla la

igualdad ni tampoco que T,(M) sea espacio vectorial. Esto se pone de manifiesto
con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.30 Sea M = {(x,y,2) : *> + y*> — 22 = 0} un cono de revolucién de eje
z, con vértice en p = (0,0,0). Entonces To(M) = {(u1, ug, us) : uj = uj + u3}.

DEM: Si u = (uy,us,u3) € T,(M), segin la definicién de vector tangente existe
71 (—e€) = RY, 5= (71, 72,7), derivable en t = 0 tal que 7(t)? = 7 ()2 + 7 (t)2,
7;(0) = 0, y 74(0) = u; para 1 < j < 3. En virtud de la definicién de derivada

v;(t) = tlu; +€;(t)], donde tlgnoej(t) =0
Se sigue que (u3 + €3(t))? = (u1 + €1(t))* + (uz + €2(t))* y pasando al limite cuando

: 2 _ 2 2
t — 0 se obtiene que u3g = uy + us.

119



LECCIONES DE ANALISIS MATEMATICO IT  G. Vera

Reciprocamente, todo vector u = (uy, ug, u3z) € R® que cumpla u3 = u? + u3
es tangente a M en (0,0,0) pues la funcién v(¢) = tu cumple los requisitos que
intervienen en la definicién de vector tangente: v(t) € M, para todo t € (—1,1),

7(0) = (07 0, O) y 7/(O> =u. [ ]

En las condiciones de la proposicién p.29, si ocurre que T,(M) C R™ es un
subespacio vectorial de dimensién k diremos que existe espacio tangente al conjunto
de nivel M en el punto p € M. En este caso el espacio afin tangente a M en p es

{x € R": dg(p)(x — p) = 0}

y si m = n — k, sus ecuaciones son

Digi(p)(z1 — p1) + Dagi(p)(z2 — p2) + -+ + Dng1(P) (%0 — pPn)
D1g2(p)(z1 — p1) + Daga(p) (22 — p2) + -+ + Dnga(pP) (70 — pn)

D1gm(P)(x1 — p1) + Dagm(P) (22 — p2) + - + Dypgm(P) (2, — pp) =0

0
0

Obsérvese que el espacio tangente a una grafica G(f) aparece como caso particular
de éste considerando la funcién g(x,y) = f(x) —y, con x € R* y € R**,

Cuando sélo hay una ecuacién (kK =n—1), se dice que M = {x € Q: g(x) =)}
es una "hipersuperficie’ de nivel. Ahora, el espacio tangente T, (M) es el hiperplano
ortogonal al vector Vg(p) = (D1g(p), D2g(p), - - - Dng(p). El hiperplano afin tan-
gente a M en p, es el de ecuacion

Dig(p)(z1 — p1) + Dag(p)(x2 — p2) + -+ - + Dyg(p)(xn — pn) =0

En el caso particular de n = 3, M = {(x,y,2) € Q: g(z,y,2) = c} es la superficie
de nivel de una funcién g : Q — R, definida en un abierto 2 C R3?, y diferenciable
en p € M. Siempre ocurre que el vector Vg(p) es ortogonal al conjunto T,(M).
Cuando T,(M) C R? sea un subespacio vectorial de dimensién 2 se dird que existe
el plano tangente a la ’superficie’ de nivel M en el punto p € M. El correspondiente
plano afin tangente es el de ecuacién

D1g(p)(z — x0) + Dag(P)(y — v0) + D3g(p)(z — 20) = 0

Obsérvese que el caso del plano tangente a una ’superficie’ explicita z = f(z,y) es
un caso particular cuando ¢ =0, g(x,y, 2) = f(z,y) — 2y p = (%0, Yo, f(z0, ¥0))-

Si Up, es un entorno de p € M, es claro que T,(M) = T, (M N Up). Combinando
esta observacién con la proposicién p.2§ se obtiene que existe plano tangente a una
superficie de nivel M = {(z,y,2) € Q : g(x,y,z) = ¢} en un punto p € M si se
cumple la siguiente condicién:
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(T) Existe un entorno abierto U, de p tal que M NU, se puede representar de
alguna de las tres formas siguientes

CL) {($,y,f3($,y)) : (l’,y) S A12};

b) {(l’, fg([L‘,Z),Z) : (:L‘7Z) S A13};

C) {(fl(yaz)ayaz) : (y,Z) < A23}'
donde A;; es un entorno abierto de (p;,p;) y fr : Aij — R es diferenciable en (p;, p;)
con fr(pi,pj) = pr- (1,7, k) es una permutacion de (1,2,3)).

En otras palabras, la condicién (T) significa que después de realizar una per-
mutacién de las variables (z,y, z), la superficie de nivel M se puede representar
localmente, en un entorno de p, como la grafica de una funcién z = f(x,y) diferen-
ciable en (p1, pa).

Si se cumple la condicién (T), y alguna de las derivadas parciales D;g(p) no es
nula, entonces los dos conjuntos que intervienen en la inclusion

To(M) C {(u1,uz,u3) : Dig(p)us + D2g(p)uz + D3g(p)us = 0}

son subespacios vectoriales de dimensién 2 y por lo tanto son iguales

Es claro que una esfera S = {(z,y, 2) : * + y*> + 22 = R?*} cumple la condicién
(T') en cualquier punto p € S y queda justificado asi que el conjunto de los vectores
tangentes a la esfera S en un punto p € S es un espacio vectorial de dimensién 2.

Dejamos al cuidado del lector la formulacién de la condicién (T) para el caso
de una funcién de n variables reales. Anticipamos que, en virtud del teorema de la
funcién implicita la condicién (T) se cumple cuando g : 2 — R, tiene derivadas
parciales continuas en un entorno de p y no es nulo el gradiente Vg(p).

La siguiente proposicion extiende a una situacion mas general la condicion sufi-
ciente para la existencia de espacio tangente a un conjunto de nivel. Para simplificar
su enunciado hacemos el siguiente convenio: Si I = {iy, 4o, -+ i} C {1,2,-+- ,n},
para cada x € R" denotaremos por x; el vector de R¥ = R!, definido por x; =
(Tiy, Tigy - ). S J = {J1,J2, s -kt = {1,2,--- ,n} \ I, podemos identificar
R™ con R? x R’ mediante la biyeccién natural x < (x7,X).

Proposicién 5.31 Sea M = {x € Q : g(x) = c} donde g : Q — R"* estd defi-
nida en un abierto Q C R™ y es diferenciable en p € M. Se supone que existe un
entorno §dp de p tal que M NU, es la grifica de una aplicacion de k variables reales
x; = f(x;7) (definida en un abierto de RY, con valores en R”) diferenciable en py.
Entonces Tp(M) es un subespacio vectorial de dimension k.

DEM: Es facil ver que T, (M) = T(2p,NM). En virtud de la hipétesis garantiza
que T5(2, N M) es un subespacio vectorial de dimensién k. ]

NOTA. El teorema de la funcién implicita, que se vera mas adelante, asegura que
sig: Q—>R" esdeclase Cl en Q CR"y M = {x € Q : g(x) = c} entonces,
en cada p € M donde la matriz jacobiana g'(p) tenga rango n — k se cumple la
condicién requerida en la proposicién anterior p.37.
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Espacio tangente a la imagen de una parametrizacion. Consideremos ahora
un conjunto de la forma M = ¢(2), donde ¢ : 2 — R", definida en un abierto
Q) C R¥, es diferenciable en a € €. Si p = ¢(a), sabemos que

dp(a)(RY) = {Dup(a) : u € B¥} C T (M)

Si los vectores Dyp(a) ,---, Dype(a) son linealmente independientes, forman una
base del subespacio de(a)(R¥), que serd de dimensién k. Cuando se verifique la
igualdad de(a)(R¥) = T,(M), diremos que existe espacio tangente a M = () en
el punto p € M. En este caso, el espacio afin tangente a M en p, viene dado por

{x €R":x=a+dp(a)(tie; +toey + -+ trey) : (t,ts,- -+, tx) € RF}
por lo que sus ecuaciones paramétricas son
X =a-+ tlDlgo(a) + thggo(a) + -+ tkago(a), con (tl, tg, cee ,tk) € Rk

es decir,
r1 = a1 +t1D1p1(a) + -+ - + tx Drr (a)
To = as + t1D1pa(a) + - - - + tx Dro(a)

Ty = Qp + tlDlgpn(a) +oee tka(pn(a>

Obsérvese que el caso del espacio tangente a una grafica G(f) aparece como caso
particular considerando la parametrizacion estandar

p(t) = (t,f(t) = (t1, - s tw, frlte, - s tw), - fack(t, o 1))

En general, para un conjunto de la forma M = (), si p = ¢(a) y ¢ es
diferenciable en a, sélo es posible asegurar la inclusién de(a)(R¥) C T,(M) y puede
ocurrir que T, (M) no sea un espacio vectorial de dimensién n (véase el ejemplo
b.33). La siguiente proposicién da una condicién suficiente para la existencia de
espacio tangente a un conjunto de esta forma.

Proposicion 5.32 Sea M = ¢(2) donde ¢ : Q@ — R™ esta definida en un abierto
Q C RF, y es diferenciable en a € Q. Se supone que los vectores Dip(a), -,
Dyp(a) son linealmente independientes y que existe un entorno abierto U, C R™ de
p = ¢(a) tal que M NU, se puede representar en forma implicita

UpNM ={xel,:gx) =0}

donde g : U, — R"* es diferenciable en p y el rango de la matriz jacobiana g'(p)
es n— k. Entonces T,(M) es un subespacio vectorial de dimension k y por lo tanto
existe el plano tangente a M en el punto p.

DEM: Es facil ver que T,(M) = T,(Up N M). Sabemos que se verifica
dip(a)(RY) C Ty(M) = Ty(Up N M) C {u € R : dg(p)u = 0}
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Como dep(a)(RF) y {u € R" : dg(p)u = 0} son subespacios vectoriales de dimensién
k, deben ser iguales, y por lo tanto coinciden con Ty, (M). [ ]

NOTA En el capitulo § se veran condiciones suficientes para que se cumpla la con-
dicién requerida en la proposicion y en consecuencia, para que exista el plano
tangente a M = ¢(Q)) en p = p(a).

Consideremos por ultimo la situacién mas concreta de una ’superficie’ paramétri-
ca M = (Q), donde ¢ : Q — R3 estd definida en un abierto  C R? y es diferen-
ciable en a € Q. Si p = ¢(a), sabemos que

dp(a)(R?) = {Dup(a) : u € R*} C Tp(M)

Si los vectores Digp(a), Dog(a) son linealmente independientes forman una base
del subespacio de(a)(R?). Cuando se cumpla la igualdad de(a)(R?) = T,(M), y
exista el plano tangente, en p, a la 'superficie’ paramétrica M = ¢(£2), el plano afin
tangente {x € R3 : x = a + dp(a)(se; + tey) : (s,t) € R?*} tendra las ecuaciones
paramétricas x = a + sDyp(a) + tDop(a), con (s,t) € R? es decir

r, = a1+ SD1(p1 (a) + thgol(a)
Ty = ag + sDypa(a) + tDapo(a)
x3 = az + sDyps(a) + tDyps(a)

El caso del plano tangente a una ’superficie’ explicita z = f(x,y) considerado ante-
riormente se obtiene como caso particular de este con la parametrizacion estandar
p(s,t) = (s,t, f(s,t)). Obsérvese que las derivadas parciales de esta parametrizacion
estandar proporcionan dos vectores tangentes linealmente independientes

Dyp(w0,10) = (1,0, D1 f(20,%0)), D2(z0,%0) = (0,1, Daf (w0, 40))

que, en este caso, forman una base del plano tangente T, (M).

En general, para una superficie paramétrica M = (), si p = (a) y ¢ es
diferenciable en a, sélo es posible asegurar la inclusién de(a)(R?) C T,(M) y puede
ocurrir que T, (M) no sea un plano, como se muestra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 5.33 Sea ¢ : R? — R? definida por ¢(r,t) = (rcost,rsent,r) y a =
(0,0). En este caso M es un cono de revolucion con vértice en (0,0,0). Ya hemos
visto en P30 que Tp(M) no es un espacio vectorial. Los tres vectores linealmen-
te independientes (1,0,1), (—=1,0,1), (0,1,1) pertenecen a T,(M) y sin embargo
dp(a)(R?) es un subespacio de dimension 1 porque dp(a)e; = Dip(a) = (1,0,1) y
dp(a)e; = Dop(a) = (0,0,0)
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5.6. Ejercicios resueltos

Ejercicio 5.34 Demuestre que es uniformemente continua la funcion f : R> — R
definida por

23— g
x? 4 y?

fla,y) = si (z,y) #(0,0); £(0,0) =0 si (x,y) = (0,0)

SOLUCION

Lo demostraremos viendo que en todo punto (x,y) € R? existen las derivadas par-
ciales Dy f(x,y), Dof (z,y), y las funciones Dy f, D, f estan acotadas. Utilizando lo
que se acaba de establecer se demuestra facilmente que la funcién

3

:x2—|—y2

g(x,y) s1 (l’,y) 7& (070); 9(070) =0 si (:L‘ay) = (070)

es uniformemente continua. Basta observar que en todo punto (x,y) existen las
derivadas parciales

= Dig(z,y) = @1 (z,y) # (0,0); D1g(0,0) = 1.
—22%y )
» Dyg(z,y) = CCENRE si (z,y) # (0,0); D2g(0,0) = 0.

Utilizando coordenadas polares (x,y) = (rcos¢,rsen ) se observa que para todo
(z,y) € R? se cumple |Df(z,y)| <4y |Daf(z,y)| < 2 luego g es uniformemente
continua en R2. Se sigue que f(z,y) = g(z,y) — g(y, z) también es uniformemente
continua en R2. [

Ejercicio 5.35 Si f : 0 — R es la funcion definida en el ejemplo compruebe
que g(x,y) = zf(z,y) no es uniformemente continua en €2, pero tiene derivadas
parciales acotadas.

SOLUCION

Dig(z,y) = f(z,y) —2Dif(z,y); Dag(z,y) = aDa2f(x,y)
y con los valores de Dy f(x,y), Dof(z,y) vistos en B.7 se obtiene
2
Ty x
__ " . p __ T
xQ—I—yQ’ 2g(l‘7y) ZL‘2+y2

luego |Dig(x,y)| <7 +1, y |Dag(z,y)| <1 para todo (z,y) € Q.
La funcién g no es uniformemente continua en €2, porque no admite una extension
continua a Q = R?, ya que para a < 0 se cumple

Dlg(xvy) = f(l',y)

i glay) =am lim g(e,y) = —an
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Ejercicio 5.36 Se considera la funcion de dos variables

fla,y) = ya*sen(1/x)six #0; f(0,y) =0
a) Demuestre que f es diferenciable en todo punto (z,y) € R?

b) Determine un punto p de la elipse {(z,y) : 2* + 72y? = 1} tal que un vector
unitario tangente en p a la elipse proporcione el mdximo valor de la deriwada
direccional Dy f(2/m, ).

SOLUCION

a) En todo punto (z,y) € R? existe la derivada parcial D, f(z,y):
Dy f(x,y) = 2zysen(l/x) —ycos(1/y) si x # 0.
le(())y) = Hmh — O[f(h> y) B f(Ovy)]/h = 0.

En todo punto (x,y) € R? existe la derivada parcial D f(z,y):

Dof(x,y) = 2%sen(1/x) si x #0.
Daf (0, 5) = lime — olf (0, 5+ k) — £(0,y))/h = 0.

Se comprueba que Do f es continua en todo punto (x,y) € R?. Entonces, segin la
condicién suficiente de diferenciabilidad, f es diferenciable en todo punto. (Observa-
cién: Para aplicar la condicion suficiente de diferenciabilidad basta que sea continua
una de las dos derivadas parciales. En este caso se puede ver que D f(z,y) no es
continua en los puntos de la forma (0,y) con y # 0).

b) El valor maximo de la derivada direccional se alcanza en la direccién del vector
Vf2/m, )= (4,4/7%). Sea g(z,y) = 2> +7?y* —1. Si (a, b) es un punto de la elipse,
los vectores tangentes a la elipse en (a, b) son los ortogonales a Vg(a, b) = (2a, 27D).

Buscamos un punto (a, b) de la elipse tal que (4,4/7?) sea ortogonal a (2a, 272b),
es decir, un punto que verifique 0 = a+b; a?+72b*> = 1;. Como soluciones se obtienen
los dos puntos de la elipse (a, —a) y (—a,a) con a = /1/(1 + 72).

Hay dos vectores unitarios u, —u tangentes a la elipse en (a, —a) (resp. (—a,a))
y proporciona la derivada direccional maxima el que tiene la misma direccion que

ViQ2/r, ). n

Ejercicio 5.37 Sia € R", demuestre que la funcion f: R™ — R, definida por
£ = x| aye

alcanza en R™ un mdximo y un minimo absoluto. Calcule sus valores.

SOLUCION

Como el caso a = 0 es trivial suponemos en lo que sigue que a # 0. En virtud de la
desigualdad de Cauchy-Schwartz R.9, para todo x € R™ se cumple

[F(0)] < llally [[x[l, e ™2, Tuego ~ 1m  f(x) =0

lIx[ly = +o0

Como f(a) > 0, existe R > 0 tal que ||x||, > R = |f(x)| < f(a) = ||a]|, e~ lall2,
Se sigue que ||al|, < Ry que el maximo absoluto que alcanza |f| en un punto del
compacto K = {x € R": ||x|, < R} es realmente el maximo absoluto en R™.
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Sea b € K tal que |f(b)| > | f(x)| para todo x € R™. Como f(—b) = —f(b), po-
demos suponer que |f(b)| = f(b), luego para todo x € R™ se cumple f(b) > f(x).
Es inmediato que si f alcanza un maximo absoluto en b entonces alcanza también
un minimo absoluto en —b. Segun la proposicién p.9, b es punto estacionario de f
y debe ser solucién del sistema

1) 0=Dif(x)= <a1 _ ”%‘2@ | X>) oIl

n) 0=D,f(x)= (an S X)) eIl

[2S[P
Multiplicando la ecuacién de la linea j por x; y sumando se obtiene que los puntos

estacionarios de f deben cumplir

2) 0= Duf(x) = (a2 -

0=(alx)—[xl(alx) (%)

En particular, como el punto b donde f alcanza el méximo satisface (*) y cumple
(a | b) = f(b)elPl2 > 0, se obtiene que ||b||, = 1. Como b satisface el sistema de
ecuaciones de los puntos estacionarios,

aj=bjla|b), 1<j<n
Elevando al cuadrado y sumando para 1 < 7 < n se llega a la igualdad
2 2
lall; = [Ib]l; (a | b)*

Como |/b|, =1y (a| b) > 0 resulta ||al]|, = (a | b). Si en las ecuaciones de los
puntos estacionarios sustituimos x por b y luego (a | b) por ||a||, se obtiene

0=a;—bj(alb)=a;—b;llal,

es decir, b = a/ ||a||,, luego el méximo absoluto es f(a/ ||all,) = ||all, /e, y €l minimo
absoluto f(~a [lall) = — [lall /e .

Ejercicio 5.38 Dados p',p?,---p™ € R" demuestre que existe p € R" donde la
suma f(x) =Y 1o, Hx — pkH; alcanza un minimo absoluto y calcule p.

SOLUCION

La desigualdad f(x) > >0 (||x|l, — HpkHZ)Q, implica que f(x) tiende hacia oo
cuando [|x||, — 4+ oo, luego existe R > 0 tal que ||x[|, > R = f(x) > f(0).

En algin punto p del compacto {x € R" : ||x||, < R} la funcién continua f|x
alcanza un minimo absoluto. Si ||x|| > R se cumple f(x) > f(0) > f(p), luego
f(p) es realmente el minimo absoluto de f en todo R™. segin la proposicién p.9,
p = (p1,p2,- -+ ,pn) €8 un punto estacionario de f, es decir, satisface las ecuaciones
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Dif(x)=0, 1<j<n (¥

Para calcular las derivadas parciales D;f escribimos f(x) = > ;" fi(x), donde
fulwr, xg, -+ xn) = 320 (25 — p§)?. Resulta
Dif(x)=> Difu(x) =2 (z;—pl) =2(ma; = > ph); 1<j<n
k=1 k=1 k=1

Se sigue que p es la tnica solucién de (*), luego p; = % Yoy p;?. Queda establecido
asi que f alcanza su minimo absoluto en el punto p = % py pF. [ ]

Ejercicio 5.39 Demuestre que entre todos las cajas (con tapa) cuyo volumen es 1
litro hay una cuya superficie es minima. Calcule sus dimensiones.

SOLUCION

Six >0,y >0, z> 0 son las dimensiones de la caja, expresadas en cm., hay
que demostrar que area de la caja S(x,y, z) = 2zy + 2xz 4 2yz alcanza un minimo
absoluto cuando x, %, z cumplen la condicién de ligadura zyz = 1000 cm?.

Basta demostrar que la funcién de dos variables

f(z,y) = S(x,y,1000/(xy) = 2xy + 2000/x + 2000/y

alcanza un minimo absoluto en el abierto U = {(z,y) € R* : x > 0,y > 0}. Haremos
la demostracién buscando un compacto K C U donde podamos asegurar que el
minimo absoluto de f|x es realmente el minimo absoluto de f en U.

Vemos a continuacién que este requisito lo cumple

K={(r,y) eR?*:2>1, y>1, 2y <1000} Cc U

que es compacto por ser cerrado y acotado (obsérvese que para (z,y) € K se cumple
0 <y <1000, 0 <z <1000). Cuando (z,y) € U \ K se verifica al menos una de
las desigualdades = < 1, y < 1, zy > 1000, de donde se sigue que

fz,y) = 2zy + 2000/z + 2000,y > 2000

Es facil ver que existe q € K tal que f(q) < 2000 (por ejemplo q = (5, 10)), luego el
minimo absoluto de la funcién continua f en el compacto K también es el minimo
absoluto de f en U. El punto p € K donde f alcanza el minimo absoluto debe
satisfacer las ecuaciones

0= D f(x,y) =2y —2000/2% 0= Dyf(x,y) = 2z — 2000/y>

que sélo tienen una sola solucién, z = y = 10, luego p = (10, 10), lo que significa
que la caja de superficie minima es el cubo de lado 10 cm. ]

Ejercicio 5.40 Calcule la minima distancia entre la superficie z = 2% + y? y el
plano x + 2y — z = 4, justificando previamente que la minima distancia se alcanza.
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DEM: Es ficil ver que el paraboloide de revoluciéon S = {(z,y,2) : z = 2? +y*} y el
plano P = {(z,y, z) : x+2y—z = 4} son disjuntos: Si hubiese algin punto (z,y), en
su interseccién, cumplirfa 4 = z+2y — (2% +y?) =5/4— (x —1/2)? — (y—1)? < 5/4l.
Como los conjuntos S y P son cerrados, pero ninguno es acotado no disponemos
de un resultado topoldgico de caracter general que nos garantice que la distancia

(S, P) = inf{|x —y|| : x € S,y € P}

se alcanza en una pareja de puntos p € P, q € S.

Sin embargo, en el caso que nos ocupa, lo podremos asegurar acudiendo a un
resultado bien conocido de geometria elemental: La distancia de un punto (x,y, 2)
al plano x + 2y — z = 4 viene dada por la férmula D(z,vy, 2) = |z + 2y — z — 4|/V/6.

El problema lo podremos resolver demostrando primero que sobre el paraboloide
S la funcién D(z,y, z) alcanza un minimo absoluto en algin punto q = (zo, Yo, 20) ¥
calculando ese punto. Como la distancia de q al plano P se alcanza en algin p € P
(porque P es cerrado), quedara justificado que la distancia d(S, P) = ||q — p||, se
alcanza en los puntos p € P,q € S.

La funcién D(z, 3, z) alcanza un minimo absoluto sobre el paraboloide z = 2% +y?
si y s6lo si la funcién de dos variables reales f(x,y) = |v + 2y — (22 + y?) — 4]
alcanza un minimo absoluto en algiin punto. Completando cuadrados se observa
que 22 +y* —x —2y+4=(xr—1/2)>+ (y —1)> + 11/4 > 0 para todo (x,y) € R?,
luego

flay) =2 +y* —o -2y +4= (2" +1°) (wﬂ)
9 .1'2 + y2
es una funcién continua en R? que cumple Hmy(z,y)), — +o0o f(7,y) = +00, de donde
se sigue, por un razonamiento estandar, que f alcanza un minimo absoluto en algin
(x0,Y0), que debe satisfacer las ecuaciones 0 = Dy f(x,y) = Dof(z,y). Como estas
ecuaciones sélo tienen la solucién (1/2,1), se sigue que q = (o, Yo, 20) = (1/2,1,5/4)
es el punto del paraboloide S que esta mas cerca del plano P. Finalmente, el calcu-
lo del punto p € P que estd més cerca de q es un asunto elemental que dejamos
al cuidado del lector (se puede hacer con los procedimientos usuales de geometria
analitica, o con los métodos que estamos exponiendo). [

Ejercicio 5.41 En cada uno de los siquientes casos calcule los extremos absolutos
de f sobre el compacto que se indica:

a) flz,y)=o—2>—y> K={(v,y)eR?:22+y><1};

b) f(z,y) =sen(zy) K={(v,y) e R?*: 2?2 +¢y> < 1} ;

c) flry) =2 +5y—y K={(r,y)eR?>: 22 +¢y><1,y>0};

SOLUCION

a) Un punto p € K donde f|x alcanza un extremo absoluto puede estar en el interior
de K o en su frontera, C' = {(z,y) : 2* + y* = 1}.
- Si ocurre lo primero, p debe satisfacer las ecuaciones 0 = D, f(z,y) = 1 — 2x;
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0= Dsof(z,y) = —2y, que sélo tienen una solucién a = (1/2,0) € K.
- Si ocurre lo segundo f|c alcanza un extremo absoluto en p. Los extremos absolutos
de f|c son inmediatos en el caso que nos ocupa: Cuando (x,y) € C se cumple
f(z,y) = = — 1 y es obvio que el minimo (resp. el maximo) de x — 1 sobre la
circunferencia C' se alcanza en b = (—1,0), (resp. ¢ = (1,0)).

En definitiva, f|x alcanza sus extremos absolutos en algunos de los puntos a, b, c.
Como f(a) =1/4, f(b) = =2,y f(c) = 0, concluimos que el méximo absoluto es
1/4 = f(a), y el minimo absoluto es —2 = f(b).

b) El problema de calcular los extremos absolutos de f(z,y) = sen(xy) sobre K se
simplifica calculando previamente los extremos absolutos de g(x,y) = xy sobre K

a=g(p) =min{g(z,y): (z,y) € K}; B =g(q) =min{g(z,y): (z,y) € K}

que se alcanzardn en sendos puntos p,q € K. En efecto, como ¢g(K) es conexo y
compacto (por serlo K) también lo serd g(K), luego g(K) = [o, 3]. Entonces los
extremos absolutos de f(xz,y) = sen g(z,y) sobre K seran los extremos absolutos de
la funcién sent en el intervalo [a, f].

Los puntos de K donde g|x alcanza los extremos absolutos estdn en el interior
de K, o en su frontera C' = {(z,y) : z* + y*> = 1}.

- Los que estén en el interior deben satisfacer las ecuaciones

0=Dig(z,y) =y; 0= Dyg(z,y)=x

Como su solucién trivial a = (0,0) es un punto interior a K, este serd el primer
candidato a punto de extremo absoluto (para la funcién g|g).

- Los que estén en C serdan puntos donde g|c alcance extremos absolutos. En el
caso que nos ocupa estos extremos se pueden calcular facilmente usando la para-
metrizacion de C, x = cost, y = sent. Con los recursos habituales del calculo
diferencial de funciones de una variable se obtiene que los extremos absolutos de
(t) = g(cost,sent) = sentcost sobre [0, 27| son

a=p@Br/4)=p(Tn/4) =—-1/2; [=p(r/4) =¢bBr/4)=1/2
Se sigue de esto que el méximo absoluto de g|¢ es
L — g(b) = g(~b) donde b= (V3/2,v2/2)
y que el minimo absoluto de de g|¢ es
—~ =g(c) =g(—c), donde c = (+v2/2,—V2/2)

Como g| alcanza sus extremos absolutos en puntos de la terna a, b, ¢, concluimos
que su minimo absoluto es —1/2 = g(c), y su maximo absoluto es 1/2 = g(b).

Segun lo indicado al principio, el minimo y el méximo absoluto de f|x son, res-

pectivamente, —sen(1/2) = f(c), sen(1/2) = f(b), pues estos son los valores
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extremos de sent en el intervalo [—1/2,1/2].

c¢) Los puntos de K donde f|x alcanza los extremos absolutos estaran en el interior
de K o en su frontera, 0K = S U L donde

L={(z,0): -1<2<1}; S={(z,y):y>0,2>+1y*=1}
- De estos puntos, los que estén en el interior de K, deben satisfacer las ecuaciones
0= D f(z,y) =2x; 0= Dyf(x,y) =15y 1

que sélo tienen una solucién a = (0,1/4/15) en el interior de K.
- Los otros puntos donde f puede alcanzar extremos absolutos son los puntos donde
flz v fls alcanzan sus extremos absolutos.

Los extremos absolutos de f|r, coinciden con los de f(z,0) = x? sobre [—1,1],
que son 0 = f(0,0),y 1 = f(1,0) = f(—1,0).

Los extremos absolutos de f|g, coinciden con los extremos absolutos del polino-
mio p(y) = f(1 —y? y) = 5y> — y*> — y + 1 sobre el intervalo [0, 1]. Con las técnicas
habituales para funciones de una variable se obtienen los valores extremos de p en
0, 1], que son p(1/3) = 20/27 (minimo), y p(1) = 4 (maximo). En S hay dos puntos
con y = 1/3, que son (+2v/2/3,1/3), y un punto con y = 1, que es (0, 1).

En definitiva, los extremos absolutos de f|x se alcanzan en algunos de los puntos
de la siguiente lista de candidatos:

(Oa 1/\/5)7 (_]-7 O)a (07 O)a (1a 0)7 (2\/5/37 1/3)a (_2\/5/37 1/3)’ (0’ ]-)
y evaluando f en estos puntos, se obtienen los extremos absolutos de f|:

~2/(8V15) = f(0,1/VIB); 4= f(0,1).

Ejercicio 5.42 Sean (E,|| ||), (F,|| ||) espacios normados. Una aplicacionf : Q — F,
definida en un abierto Q C E, es diferenciable en a € ) si y solo si se cumplen las
dos condiciones siguientes:

a) Para cadav € E existe Dy f(a) y la aplicacion v — Dyf(a) es lineal continua.

f(a+tv) —f(a)

; = D,f(a) uniformemente en {v € E : ||v|| = 1}.

b) lm; — o

(es decir, la condicion b) es lo que le falta a una aplicacion que cumple a) para ser

diferenciable).

SOLUCION

Si f es diferenciable en a, segtin p.14, se cumple a). Sea L = df(a) y a(h) =
f(a+h)—f(a)—L(h) el error que se comete al aproximar el incremento f(a+h)—f(a
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mediante el incremento de la diferencial L(h) = L(a+h) — L(a). Segin la definicién
de diferencial limy, — ¢ a(h)/ ||h|] = 0, es decir, para cada e > 0 existe § > 0 tal que
|h]] <0 = ||la(h)|| < el]/h|. Si|t| < §, para cada v € E, con ||v]| = 1, se cumple
|la(tv)]| < €|t], luego lim; — ¢ a(tv)/t = 0 uniformemente en {v € E : ||v| = 1}.
Como a(tv) = f(a+tv) — f(a) — tD,f(a) se obtiene b).

El reciproco es inmediato: En virtud de b) la aplicacién lineal continua L :
E — F, L(v) = D,f(a) proporcionada por a) satisface la definicién de diferencial.
|
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5.7. Ejercicios propuestos
& 5.7.1 Calcule, en un punto genérico, las derivadas parciales de las funciones
a) 2¥°, definida en {(z,y,z):x >0,y > 0}.
b) sen(x¥ 4+ y* + 2%), definida en {(x,y,2z): x>0,y >0,z > 0}.
c) sen(zsen(ysen z)), definida en todo R3.
d) f0m2y3 g(t)dt + f;;JrZQ g(t)dt, donde g:R — R es continua.
& 5.7.2 Demuestre que la funcion

3 + 2xy?

fl.y) = —3 vy

si (z,) # (0,0),  £(0,0)=0
es uniformemente continua en R2.

$ 5.7.3 Demuestre que la funcion f(x,y) = 1/(1 + 2% + y?) es uniformemente
continua en todo R?. Estudie si sus derivadas parciales alcanzan extremos absolutos
en todo el plano y obtenga la mejor cota de |D1f(z.y)|, |Daf(x,y)|.

& 5.7.4 Demuestre que la funcion

_ Ty
Iy = i+ o0 +y)

es uniformemente continua en el abierto {(x,y) : x > 0,y > 0} y alcanza un mdzimo
absoluto en este abierto. Obténgalo.

& 5.7.5 Determine los valores de n € N para los que es uniformemente continua la
funcién f: R? — R, definida por

n

Y

f(%y):m

st (z,y) # (0,0); f(0,0)=0 (ne€N)

$ 5.7.6 Sea f: Q — R definida en el abierto Q = R? \ {(z,0) : = > 0} tal que
en cada (x,y) € Q existe y es nula la derivada parcial Dy f(x,y) = 0. Demuestre
que [ no depende de la primera variable. ;Se obtiene un resultado andlogo para

funciones f : Q — R tales que en cada (x,y) € Q existe y es nula la derivada
parcial Dyf(x,y) =072,

& 5.7.7 Obtenga los vectores v € R? para los que existe la derivada D, f(1,—1,0)
de la funcion f(x,y,z) = |z +y+ z|.

O 5.7.8 Sea A C R™ un abierto acotado y f : A — R una funcion continua, dife-
renciable en cada x € A, tal que f(x) = 0 para todo x € OA. Demuestre que existe

ac A tal que Vf(a) = 0.
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$ 5.7.9 Calcule los extremos absolutos de x® + y*> — xy + x + y sobre el compacto

{(z,y) eR* 2 <0,y <0,2+y+3>0}

¢ 5.7.10 Obtenga la minima distancia entre la recta y —x +5 = 0 y la pardbola
2
y=x°.

¢ 5.7.11 Obtenga la distancia de (0,0,0) a cada una de las superficies
4yt =2+ 22y=16; 2> —azy—1=0

& 5.7.12 Determine las dimensiones de una caja rectangular sin tapa, con superficie
de 16 m?, que encierre un volumen mdximo. Justifique la existencia de la caja de
volumen mdzimo.

¢ 5.7.13 Calcule el mazximo de logx + logy + 3log z, sobre la porcion de esfera
?+y*+22=5renla quex >0,y > 0, 2 > 0. Aplique el resultado para demostrar
que si a,b,c > 0 entonces

b 5
abc® < 27 (M>

bt

$ 5.7.14 Utilizando la definicion compruebe que f(x,y,z) = (v — 1)3yz + 2% + 2y?
es diferenciable en (1,0,0) y obtenga la diferencial df(1,0,0).

¢ 5.7.15 Sea f : (a,b) — R derivable en zo € (a,b). Demuestre que la funcion
de tres variables F(z,y,z) = f(x), definida en A = {(z,y,2) : a < x < b}, es
diferenciable en (xo,y, z). Obtenga dF (x¢,vy, 2).

$ 5.7.16 Se supone que f : R™ — R wverifica |f(x)] < ||x||” para todo x € R",
donde p > 1. Demuestre que f es diferenciable en 0 y obtenga df(0).

O 5.7.17 Sif : R* — R™ verifica ||f(z) — f(y)|| < ||x —y||* para todo x,y € R,
demuestre que f es constante.

$ 5.7.18 Sea f : R? — R diferenciable en (0,0). Obtenga df(0,0) sabiendo que
Duf(0,0) =11y Dyf(0,0) =0, dondeu=(1,1) y v=(-1,1).

$ 5.7.19 Se consideran las siguientes funciones f : R? — R:

2

0) f(2,y) = ——— si (z,y) #(0,0), f(0,0)=0.

1

b) f(x,y):xsenm si (z,y) #(0,0), f(0,0)=0.
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c T :% st (T 0,0 0,0)=0.
)f( ’y) \/m (’y)%(7)7 f(7)

4) f(z,y) = (@ + y?) sen ——

W
e) [(xy) = ay?sen(l/y) si y#0, f(z,0)=0.
1

st (z,y) # (0,0), f(0,0) = 0.

1) flay) = (@+y)"sen ——— si (z,9) #(0,0), f(0,0)=0.
T +y
Wﬂﬁw=ﬁ+wsi@w#®ﬂ%ﬂﬁmz0mew

Compruebe las afirmaciones que se hacen sobre de cada una de ellas:

a) f no es diferenciable en (0,0) porque no es continua en (0,0).

b) f no es diferenciable en (0,0) porque no existe una derivada parcial en (0,0).

c) f es continua en (0,0) y eziste la derivada D, f(0,0) segin cualquier vector
u € R? pero f no es diferenciable en (0,0).

d) f es diferenciable en (0,0) y sus derivadas parciales no son continuas en (0,0).

e) f es diferenciable en (0,0) porque se cumple la condicion suficiente de diferen-
ciabilidad (una de las dos derivadas parciales es continua en (0,0)).

f) [ es continua; es diferenciable si y solo sin > 2; tiene derivadas parciales conti-
nuas st y solo st m > 3.

g) [ es diferenciable en (0,0) si y sdlo sin > 3.

& 5.7.20 Estudie, segin los valores de n € N, la continuidad y diferenciabilidad en
(0,0) de la funcién f: R* — R definida por

n

flag) = si(ey) # (0,05 f(0,0)=0.
$ 5.7.21 Sea f: R? — R definida por f(x,y) = %_yyj) st (z,y) # (0,0), f(0,0) =

0.
¢Es f diferenciable en (0,0)?. ;Es de clase C*(R?)?. ; Es uniformemente continua?.

$ 5.7.22 Sea ¢ : R — R una funcion derivable de la forma p(t) = at+t>A(t) donde
lim; — g A(t) = 1. Se define f(z,y) = p(zy)/(zy) sizy #0; f(x,y) = o si xy = 0.
Justifique que f es diferenciable en todo punto.

$ 5.7.23 Sea f(z,y) = g(x*+y?) donde g : [0,+00) — R es derivable dos veces en
(0, +00) y g(0) = 0. Demuestre las siguientes afirmaciones

a) Si existe D1f(0,0) = A entonces para todo u € R? existe Dy f(0,0) y obtenga
su valor en funcion de A.

b) f es diferenciable en (0,0) si y sélo si existe y es nula la derivada D1 f(0,0).
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c) f es de clase C* si y sélo si ylim, — org'(r?) = 0.

& 5.7.24 Determine los valores de p > 0 para los que

1
x? 492

f(w,y):(x2+y2)psen( ) si (2.y) £ (0,0), £(0,0)=0

es diferenciable. ;Para qué valores de p es de clase C'?.

& 5.7.25 Estudie, segun los valores del nimero real o > 0 la diferenciabilidad en
(0,0) de la funcion

flz,y) =

T

G V) s () £ (0,0) (0,0 =0

$ 5.7.26 Sea f:R — R derivable dos veces en a € R y F : R?> — R definida por

Py =TI sy e = 1)

Demuestre que F' es diferenciable en (a,a) y obtenga dF(a,a). (Indicacién: Consi-
dere el desarrollo de Taylor de f en el punto a)

& 5.7.27 Sean f,g: Q) — R definidas en un abierto Q2 C R™.

a) Si g es continua en a € Q y f es diferenciable en a con f(a) = 0, demuestre
que fg es diferenciable en a (aunque g no sea diferenciable en a).

b) Compruebe que es cierto lo que se afirma en el apartado anterior cuando Q) =
R2, a = (0,0),

fla.y) =e"seny; gla,y) =2"/(2"+y*) si (2.y)# (0,0), 9(0,0)=0
(Estudie la continuidad y diferenciabilidad de g en (0,0)).
& 5.7.28 Sean (E, || ||), (F,|| ||) espacios normados reales y £ : E — F una apli-

cacion homogénea: £(tx) = tf(x) para todo x € E y todo t > 0. Demuestre que f es
diferenciable en O si y sélo si es una aplicacion lineal continua.

& 5.7.29 Demuestre que en un espacio normado (E.|| ||) la norma nunca es di-
ferenciable en 0. Si la norma procede de un producto escalar, demuestrte que es
diferenciable en cada a # 0 y obtenga su diferencial.

$ 5.7.30 Sea (E, || ||) un espacio normado real cuya norma procede de un producto
escalar |x]| = /(x| x). Si L : E — E es una aplicacion lineal continua, demuestre
que f(x) = (L(x) | x) es diferenciable en todo a € E y obtenga su diferencial df (a).

$ 5.7.31 Dadas dos aplicaciones lineales A, B : R™ — R™, se considera la funcion

f:R" = R definida por f(x) = (A(x)|B(x)). Demuestre que f es diferenciable y
obtenga su diferencial df (a) en un punto genérico a € R™.
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O 5.7.32 Sea Q un abierto de un espacio normado (E, || ||) y f: Q — E una apli-
cacion de la forma f(x) = a(x)x donde a : Q — R es diferenciable en a € ().
Demuestre que f también es diferenciable en a y obtenga una formula para df(a).

Aplicacion: Si la norma de (E, || ||) procede de un producto escalar, obtenga que
f(x) = ||x]| x es diferenciable en a € E\ {0} y calcule df (a).

& 5.7.33 En un espacio normado (E, || ||) la norma procede de un producto escalar.

—— es diferenciable en cada a € E\ {0} y calcule df (a).

Demuestre que f(x) = T
X

& 5.7.34 Se dice que f: R™ — R es homogénea de grado m si f(tx) = t" f(x) para
todo x € R"\ {0} y todot > 0. Si f es diferenciable, demuestre que son equivalentes
i) f es homogénea de grado m.
i) (Vf(x)|x) =mf(x) para todo x € R".

$5.7.35 S0 f : Q — R es diferenciable en Q@ = R™ \ {0}, demuestre que son
equivalentes:

i) Eziste una funcion derivable g : (0,400) — R tal que f(x) = g(||x||,) para
todo x € ().

ii) Eziste una funcion o : Q — R tal que V f(x) = a(x)x para todo x € Q.

Si se cumple i) ;qué relacion hay entre g y a?.

$ 5.7.36 Sea Arctg: R — (—7/2,7/2) la rama principal de la funcion arctg. En el
abierto Q = R?\ {(0,0)} se define la funcion f:Q — R

f(x,y) = Arctg(y/2?) si x #0.

f0,y)=—7/2 si y<O; fO,y)=7n/2 si y>0
Demuestre que [ es de clase C1(Q) y estudie su continuidad uniforme en Q.

$ 5.7.37 Si f: R"™ — R es de clase C' y f(0) = 0, demuestre que existen funciones
continuas, g; : R" — R, 1 <14 <n, tales que f(x) = >"" | x;9:(x) para todo x € R™.

$ 5.7.38 Demuestre que es de clase C* la funcion

x* + sen gy

flz,y) = PN

Sl (l’,y) £ (0’0)7 f(OvO) =0

& 5.7.39 Se supone que £ : R" — R™, es diferenciable en a, que g : R™ — R es
diferenciable en b = f(a) y que v : [—1,1] — R"™ es derivable en 0. Si v'(0) = u
y v(0) = a demuestre que o(t) = g(f(v(t))) es derivable ent = 0 y que ¢'(0) =
(Vg(b)|Duf(a))

$ 5.7.40 Escriba, en un punto genérico, la matriz jacobiana de las aplicaciones

a) f:R? - R3 f(x,y) = (sen(xy),sen(zseny),z);
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b) F = fog donde f(x,y,2) = 2° +y* + 2%, g(u,v) = (u — v,u — v,u® — v?).

O 5.7.41 Sea f: R? — R2?, la aplicacién definida por

4

£(z,y) = (x + cosy, ﬁ?ﬂ) si (z,y) # (0,0), £(0,0) = (1,0).

Justifique que F = f o f + £ es diferenciable en (0,0) y calcule dF(0,0).
O 5.7.42 Sean f: R? — R3, g:R? — R? definidas por

f(z,y) = (zy, €“cosy, ), gu,v) = (u+e’, u*v?)
Obtenga que F = f o g es diferenciable en todo punto y calcule dF(0,0).

& 5.7.43 ;En qué puntos es diferenciable la funcion f(x,y) = \/1+ |xy|?. De-
muestre que |Dyf (1, —1)| < ||ull, /2 para todo u € R?.

$ 5.7.44 Si f(x,y, 2) = 22—y +ayz*—zx, obtenga el mdzimo valor de las derivadas
direccionales {Dy f(1,2,3) : ||lul, = 1}

& 5.7.45 Obtenga a,b,c € R con la condicion de que la derivada direccional de
f(x,y, 2) = axy? +byz + cz?x® en el punto (1,2, —1) alcance un valor mdzimo, igual
a 64, segin la direccion del vector (0,0, 1).

3+ 2wy?
ZL‘2—|—y2 517 (l’,y)%(0,0), f(O,O)ZO

Calcule el mdzimo valor de la derivada direccional D, f(0,0), |lul, = 1.

& 5.7.46 Sea f(z,y) =

$ 5.7.47 Sea Q) C R™ abierto ya € 2. Si f : Q — R es continua en a, diferenciable
en cada x € Q\ {a}, y existen los limites limy — o Dpf(X) = Ag, 1 < k < n,
demuestre que f es diferenciable en a.

(Indic. Considere ¢(t) = f(a+1th) —t>_,_; Axhy)

& 5.7.48 Sean (E, || ||), (F,]| ||) espacios normados, f: Q — F una funcion conti-
nua, definida en un abierto Q C E ya € Q. Sif diferenciable en cada x € Q\ {a},
y existe limy — o df(x) = L, demuestre que f es diferenciable en a y que df(a) = L.

& 5.7.49 Sean (E,| |), (F,]| ||) espacios normados y £ : Q — F una funcion con-
tinua definida en un abierto 2 C E. Se supone que para cada x € 2 y cada u € F

existen las derivadas Dyf(x) = A(x)u donde A : Q — L(E,F) es continua. De-
muestre que [ es diferenciable y que df(x) = A(x) para todo x € Q.

& 5.7.50 Si Q C R™ es un abierto convexo y f : 0 — R es diferenciable con deri-
vadas parciales acotadas demuestre que f es uniformemente continua.

& 5.7.51 Sea Q C R™ abierto convexo y (E, || ||) un espacio normado completo.
Sif:Q — (B, ) es de clase C'(Q, E) y [|df (x)|| < M para todo x € Q, demuestre
que f admite una extension continua f: Q2 — E.
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& 5.7.52 Escriba las ecuaciones de los planos tangentes a las siguientes superficies
en los puntos que se indican:

a) Superficie de ecuacion x* + y? + 42* =12, en el punto p = (2,2, 1);
b) Superficie de ecuaciones paramétricas
x(r,t) =rcost, y(r,t)=rsent, z(r,t)=t 0<r, 0<t<2m
en el punto p = (0,2, 7/2) imagen de (2,7/2).

$ 5.7.53 Se considera la funcion f: R3 — R definida por

fz,y,2) = ——

/IL'2 + y2
Compruebe que f es diferenciable en (0,0,0) y obtenga la derivada Dy f(0,0,0) segin
un vector unitario v normal a la superficie x + y* + 2z = 0 en el punto (0,0,0).

sen(a? + y?) + ¢ si (0,.2) # 0,0,2), f(0,0,2) = ¢

& 5.7.54 Demuestre que la funcion f(x,y,z) = f; e wPdt es diferenciable en
todos los puntos. Calcule la derivada Dy f(p) donde p = (2,2,1) y v es un vector
unitario normal al elipsoide 22 + y? + 22 = 13, en el punto p, que apunta hacia el
exterior del elipsoide.

$ 5.7.55 Sea f:R® — R definida por

2?22

f(%yaz):m

si (x,y) # (0,0), f(0,0,z)=0.

Obtenga Dy f(1,1,4/2), donde v es un vector unitario tangente a la curva
ryt=22, 2*+yi+=4
en el punto (1,1,/2).
$ 5.7.56 Sea f(x,y) =y?sen(x/y) siy #0, f(z,0) = 0.
i) Estudie la diferenciabilidad de f en un punto genérico (a,b) € R?

i) Estudie la continuidad y diferenciabilidad de Dy f(z,y) y Daf (z,y) en el punto
0,0).

ii) Determine un vector unitario u € R? tal que D, f(r,1) = 1.

$ 5.7.57 Estudie la diferenciabilidad en (0,0,0) de la funcién f: R? — R definida

por
2

Dado un punto p del elipsoide E = {(x,y,2) : 2 + 2y* + 22% = 2}, obtenga un
vector unitario v tangente a E en p que proporcione el mayor valor de la derivada

Dy f(p).

F(2,y,2) = =+ ysen si (w.y) # (0,0), £(0,0,2) =2
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