Capitulo 7

Desarrollo de Taylor

Funciones diferenciables m veces y funciones de clase C™. Polinomio de Taylor.
Serie de Taylor de una funcion de clase C*

En este capitulo seguimos considerando funciones de n variables reales con valores
en un espacio vectorial normado. Como esto involucra, en los resultados centrales
relativos al desarrollo de Taylor, la consideracion de polinomios con coeficientes
vectoriales, el lector que no se encuentre cémodo considerando estos polinomios
generalizados puede suponer que las funciones toman valores reales.

Si f es diferenciable en a, la definicién de diferencial asegura que P(x — a) =
f(a)+> 7, D;f(a)(z; —a;) es un polinomio de primer grado en las n variables reales
x1, X9, - - Ty, con coeficientes en F', con el que se consigue una aproximacion local
de primer orden de f en el punto a, es decir f(x) = P;(x —a) + Ri(x —a) donde
Ri(x —a) = o(||x — al|). En el capitulo f] ya se ha visto que si f es diferenciable 2
veces en a € (), entonces hay un polinomio de grado 2, en las variables x1, zo, - - - , T,
que proporciona una aproximacién local de orden 2, de la funcién f, en el punto a.

En este capitulo, después de considerar la nocion de funciéon m veces diferenciable
y de funcién de clase C™, extendemos el resultado al caso de una funcién diferencia-
ble m veces en un punto. En este caso hay un polinomio de grado m, en las variables
X1, To, -+ , Ty, con coeficientes en F', llamado polinomio de Taylor de f en a, que
proporciona una aproximacion local de orden m, de la funcién f en el punto a. Esto
significa que el polinomio de Taylor P,,(x —a) = P, (z1 — a1, — ag, -+ - T, — a,),
(que conviene escribir usando potencias de x; — a;) cumple la condicién

f(x) =P, (x—a) + R,,(x —a) donde R,,,(x —a) = o(||[x — a||™)

Cuando f es de clase C™"! se puede conseguir una férmula explicita, en forma
de integral, para el término complementario R,,,(x — a) y acotaciones ttiles de este
término. Esta férmula integral requiere la consideracién de la integral de una funcion
continua f : [a,b] — F' con valores en un espacio normado completo (F, || ||), que el
lector interesado puede consultar en el apéndice [D.

Los resultados de este capitulo se pueden completar con la breve incursion a
la teoria de las funciones analiticas de varias variables reales que se ofrece, como
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material de cardcter complementario, en el apéndice [G. Alli se presenta una ca-
racterizacién til de estas funciones y se mencionan, a titulo informativo, algunos
resultados de caréacter bésico.

7.1. Funciones diferenciables m veces

Para m > 2 las derivadas parciales de orden m se definen analogamente a
como se han definido las derivadas parciales de segundo orden y se usan notaciones
analogas. Para una funcién de n-variables reales f(xy,x9, - ,x,), con valores en
un espacio normado (F, || ||) la derivada tercera D;;xf(a), si existe, es la que resulta
al derivar respecto a la variable z; la funcién de n variables D;if(x1, 22, -, x,).
También se usa la notacién

o>t ot

aZL‘ZafL’]aZL‘k (a); %(a) == b

)

Si hay dos indices repetidos p.e. i = j # k, cuando se pueda asegurar que el orden
de derivacién es indiferente (véase el corolario B.5) el valor comiin de las derivadas
Dxf(a) = Diyf(a) = Dpiuf(a), se designard con la notacién habitual

.
Ox20xy, " Ox0x?

En el caso de funciones de tres variables, f(x,y,z), para las derivadas parciales
de tercer orden también se usan las notaciones f,,,, fr0y, foazs foye, foyz, ete. cuyo
significado es claro.

Segtin las observaciones que siguen a la definicién [p.1 toda funcién f : Q — F
de clase C?(€2, F) es diferenciable dos veces en 2, lo que significa que las derivadas
parciales D;f, 1 < j < n, estdn definidas y son diferenciables en 2. En este caso
todas las derivadas parciales de segundo orden D;;f estan definidas en €2 y en virtud
de 6.4 en todo punto x €  se cumple la condicién de simetria:

D,;;f(x) = D;;f(x) para todo par i,j € {1,2,---n}

Sif:Q — F es diferenciable dos veces en un abierto V' C 0 y todas las derivadas
parciales de segundo orden D;;f : V' — F son diferenciables en a € V, se dice que f
es diferenciable tres veces en a. En este caso existen las derivadas parciales de tercer
orden Dy;;f(a) = DyD;;f(a), 1 <k,i,7 <n, y se cumple

La igualdad i) es consecuencia de la igualdad D;;f(x) = D;f(x) valida en todo
x € V. La igualdad ii) se cumple porque D,f(x) es dos veces diferenciable en a
y por lo tanto Dy;(D,f)(a) = D;,(D;f)(a). Combinando i) y ii) se concluye que
Djyjyjsf(@) = Dj_ 14y o £(@) Para cada permutacion o de {1, 2, 3}.

La definicién de funcién diferenciable m veces se hace por recurrencia: Se suponen
definidas las funciones diferenciables m — 1 veces en un abierto V' C 2, lo que lleva
consigo la existencia en V' de todas las derivadas parciales de orden m — 1.
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Definicién 7.1 Se dice que f : Q) — F' es diferenciable m veces en a € ) si hay un
entorno abierto de a, Va C ), donde f es diferenciable m — 1 wveces y todas sus
derivadas parciales de orden m — 1 son diferenciables en a.

Evidentemente, f es diferenciable m veces en a si y sélo si existe un entorno abierto
de a, V, C €, donde f es diferenciable y todas las derivadas parciales D:f, Dof, ...,
D, f, que estdn definidas en Vj,, son diferenciables m — 1 veces en a.

Proposicién 7.2 Sea 2 C R abierto y £ : Q — F una funcion diferenciable m
veces en a € Q0 (m > 2). Entonces existen todas las derivadas parciales de or-
den m, Dj j,..j.f(@), 1 < j1,ja--jm < n, y se verifica la condicion de simetria:
D jyinf(@) =D f(a), para toda permutacion o de {1,2---m}.

Jo(1)Jo(2) " Jo(m)

DEM: Ya sabemos que el resultado es cierto para m = 2 y m = 3. La demostracién
general se puede hacer por induccién sobre m. Para ello suponemos que el resultado
es cierto param — 1 > 1. Si f : 2 — F es diferenciable m veces en a, sus derivadas
de orden m — 1 estan definidas en un entorno abierto de a, V, C €2, y en todo x € V,
se cumple la condicién de simetria de orden m — 1: Para toda permutacion o de
{2,3,---m} y todo x € V, se verifica D,,j,...;, f(x) = D f(x), luego

Jo(2)Jo(3) " Jo(m)

Dj1j2j37---jmf(a) =D f(a)

J1Jo(2)Jo(3) " To(m)

es decir, se cumple la condicion de simetria de orden m cuando ¢ es una permutacion
de {1,2---m} que cumple o(1) = 1.

Por otra parte, como Dj,...;, f(x) es diferenciable dos veces en a, en virtud del
teorema de Young 6.4, se cumple

Dijjs...jmf(a) = Djij3...jmf(a)

luego también se cumple la condicién de simetria de orden m cuando o es la per-
mutaciéon de {1,2,---m} definida por o(1) =2, 0(2) =1, (k) =k si3 <k <m.
Para terminar la demostracién basta tener en cuenta que cualquier permutacion
o de {1,2,---m} se puede obtener componiendo permutaciones de los dos tipos para
los que hemos demostrado la validez de la condicién de simetria. [ ]

Si f: Q — F es diferenciable m veces en a € (), en virtud de la simetria de
las derivadas Dj,j,...;,,f(a) no es preciso tener en cuenta el orden en que se han
realizado las derivaciones; basta conocer el nimero de veces que se deriva respecto
a cada variable. Si en la sucesion finita (ji, jo, - - - jm) €l subindice i aparece p; veces
es decir si se deriva p; veces respecto a la variable x;, 1 < ¢ < n, se introduce la
notacion

_ o o,

al’lflax?ax%" T J1g2Im
Esto motiva la utilizacién de los indices multiples: Si p = (p1, pa, - pPn), con p; €
{0,1,2,---}, y se define |p| := p; + p2 + -+ - + p, entonces la derivada parcial de
orden m considerada arriba se escribe con la notacion mas breve

OlPIf(a)

= 5. P19, P29, Pn
Oxy' Oxy’ Oxy,

f(a)

DPf(a) :

con |p| = m.
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Funciones de clase C". Analogamente a como se hizo para m = 2 se definen las
funciones de clase C™ (2, F'). Estas funciones son diferenciables m veces en €2, y las
funciones diferenciables m veces en Q son de clase C™1(Q, F).

Cuando F' = R" es inmediato que f: Q@ — R™ £ = (f1, fo--- f,,) es de clase C™
si y s6lo si cada componente f; es de clase C™.

Proposicién 7.3 Sea Q C R"™ abierto y (F,|| ||) un espacio normado.
i) f,g e C"(QF) = f+geC™(QF)
i) feC"(QLR), gec C"(QF) = fge C™(F)

DEM: i) es inmediato y ii) se demuestra facilmente por induccién sobre m usando
que las derivadas parciales del producto ¢ = fg vienen dadas por la férmula

Dip(x) =D, f(x)g(x) + f(x)D;g(x), 1<j<n.

Con ella se obtiene que el resultado es cierto para m = 1 y que si se supone cierto
para funciones de clase C™ también lo es para funciones de clase C™*!, [ ]

Proposiciéon 7.4 Sean g : U — R", f : Q — RP funciones de clase C™, donde
U C R*, Q C R" son abiertos y g(U) C Q. Entonces p =fog: U — RP es de clase
C™ (brevemente, la composicion de dos aplicaciones de clase C™ es de clase C™).

DEM: Lo demostraremos por induccion sobre m. En virtud de la regla de la cadena,
¢ = f og es diferenciable en U y segin la férmula p.1 de la seccién p.J, para
1 < j <k, la derivada parcial D;p; de la componente ¢; viene dada por

Djipi(x) = D1fi(8(x))D;g1(x) + D2.fi(8(x))Djg2(X) + - - - + D fi(8(x)) Djgn(x)

En el caso m = 1 las funciones D, f;(g(x)), D;g-(x) son continuas, luego las derivadas
parciales D;p;(x) son continuas en U y por lo tanto ¢ es de clase C*.

Si suponemos que el resultado es cierto para funciones de clase m > 1, dadas f,
g de clase C™*! las derivadas parciales D;g,, D, f; son de clase C™ y por hipdtesis
de induccién D, f;(g(x)) también es de clase C™. Segtin la proposicién [.3 la suma y
el producto de funciones de clase C™ es de la misma clase, luego todas las derivadas
parciales

Djei(x) =Y D, fi(g(x)) D;g,(x)

son de clase C™ lo que significa que ¢ es de clase C™*!. ]

Cuando f es diferenciable m veces en a, segin la proposicién [, entre las
derivadas parciales Dj,;,...;.f(a), hay muchas repetidas que conviene contar: Los
subindices (j1, jo, - , Jm) recorren las permutaciones con repeticién de (1,2,--- n)
y apareceran repetidas las derivadas que corresponden a las permutaciones en las
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que el 1 aparece p; veces, el 2 aparece ps veces... y el n aparece p, veces (con
p1+ p2+ -+ p, = m). El nimero de estas permutaciones es

m!
pilp2!pst- - py!
lo que motiva la introduccién de la notacion p! para designar el producto de los
factoriales de las componentes: p! := pi!lps!---p,!. Con esta notacion el nimero
de derivadas parciales de orden m, con indice de derivacién p = (p1,p2, - Pn)s
que se repiten en virtud del principio de simetria, es exactamente m!/p! = |p|!/p!.

Para lo que sigue, si h = (hy, /s, hn) € BTy p = (py,pa,- <+ ,p,) también
resultard comoda la notacién abreviada: h? = A" hh?> - - - hPr.

Lema 7.5 Sea f : Q) — F diferenciable m > 1 veces en cada punto del segmento
[a,a+h]={a+th:0<t<1} C Q. Entonces la funcion v : [0,1] — F, definida
porv(t) = f(a+th)), es derivable m veces en cadat € [0,1] y sus derivadas sucesivas
vienen dadas por

DrPf(a + th)

hP
p!

V(k) (t) = Z Dj1j2---jkf(a + th)hjl hj2 T hjk = k! Z

J1,d2-jr=1 Ip|=Fk

DEM: En virtud de la regla de la cadena v(t) = f(a + th) es derivable en cada
t € [0,1] y su derivada es

vi(t) = i D;f(a+th)h;

j=1

Como m > 1 esta funcion vuelve a ser derivable con derivada

j=1 \i=1 i,j=1

y de modo recurrente se obtiene que v es derivable m veces en [0, 1] y que

V(k)(t) = Z Djm...jkf(a + th)hjlth cee hjk’ con 1 S k S m.
J1.J2--jr=1
En virtud del principio de simetria en la ultima suma hay k!/p! sumandos repetidos

para cada indice de derivacion p = (p1,p2,--- ,pn), con |p| = k. Agrupando los
sumandos que se repiten resulta

|
SOESY &Dpf(a+th)hp

Ipl=k P
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Ejemplo 7.6

Veamos, en un caso concreto, como se agrupan en el sumatorio del lema [7.3, los térmi-
nos repetidos de cuarto orden: Si f(xy, x5, x3) es una funcién de 3 variables, diferen-
ciable cuatro veces en a, aparecen 4!/2 = 12 términos iguales a D193 f(a)hyhyhohg,
que corresponden a las 12 ordenaciones posibles de los simbolos 1,1, 2, 3:

D1123f(a)h1h1h2h3> D1213f(a)h1h2h1h3, D2113f(a)h2h1h1h3,

En cada término interviene dos veces la derivada respecto a x; , una vez la derivada
respecto a x5 y una vez la derivada respecto a z3, luego p = (2,1,1), p! =2, y la
suma de los 12 términos iguales vale

0*f(a) . .

12———F—=—=D
8:16%83626363 p' f(a)

7.2. Desarrollo de Taylor

El polinomio Taylor de una funcién vectorial de n variables reales f : 2 — F es
un polinomio en n variables reales con coeficientes en F' y para escribirlo comoda-
mente conviene utilizar los indices multiples, es decir n-plas p = (p1,p2 - - - p,) donde
D1, P2, - - - Dp sON nUmeros enteros mayores o iguales que 0. Un polinomio en las n
variables reales x1,xs,--- ,x,, de grado < m, con coeficientes en F', se escribira en

la forma abreviada
P(x) = Z apxP

Ip|<m

donde a, € F, xP = a0'ah? - 2P y |p| = p1 +p2+ - - -+ pn. En esta suma interviene
el indice multiple 0 = (0,0,---,0) con |0] = 0, para el cual se obtiene el término
independiente ag. Agrupando los términos de grado 0, de grado 1, de grado 2, etc.
el polinomio se expresa en la forma

P(x)=A0+ Ai(x) + Ay(x) + Az(x) + - + A, (x)

donde Ay = ap y para k > 1, y Ag(x) = Z\p|=k apxP, es un polinomio homogéneo
de grado k, es decir, A(tx) = t* A(x) para todo x € R" y todo t € R.

Para motivar la definicion del polinomio de Taylor de una funciéon de varias
variables conviene comenzar con la siguiente version del desarrollo de Taylor que
sOlo es valida para funciones con valores reales. Esta version es consecuencia directa
del desarrollo de Taylor para funciones reales de una variable real con el término
complementario en la forma de Lagrange:

Teorema 7.7 Sea [ : Q — R de clase C™(Q) en un abierto @ C R™. Si el seg-
mento [a,a+h] = {a+th:0 <t <1} estd contenido en Q, existe 0 € (0,1) tal
que

Ip|<m. Ip|=m+1
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DEM: Segin la proposicién [[.4 la funcién real de variable real v(t) = f(a + th),
estd definida y es de clase C™*! en el abierto {t € R : a+ th € Q} D [0,1]. Basta
considerar su desarrollo de Taylor con el resto en la forma de Lagrange:

1 1 1
= ! RPN () AU () = (mD
v(1) =v(0) +'(0) +--- + Y 0)+---+ v (0) + T 1)!1; (0)
y sustituir los valores v*) calculados en el lema [[-J para obtener el resultado. =

El polinomio que interviene en [7.7, escrito en términos de x =a+h

P,(x—a)= Z b?/(a) (x —a)P

p!

Ip|<m

se llama polinomio de Taylor de orden m de la funciéon f en el punto a y a la dife-
rencia R, (x —a) = f(x) — P,(x —a) se le suele llamar término complementario.
La formula que adopta el término complementario en el teorema [.7, llamada forma
de Lagrange, no es posible conseguirla para el caso de funciones con valores en un
espacio de dimensién > 2, pues en el caso m = 1 ya vimos en el capitulo | que
era imposible expresar el incremento R;(h) = f(a+ h) — f(a) en términos de la
diferencial primera evaluada en un punto intermedio a + ¢h, con 6 € (0, 1).

La definiciéon del polinomio de Taylor se extiende en forma natural al caso de
funciones con valores vectoriales:

Definicién 7.8 Sif : ) — F' es diferenciable m veces en a € (2, se llama polinomio
de Taylor de f en a, de orden < m, al polinomio (con coeficientes en F')

PMX—@::Z:D:fNX_@p

Ip|<m

En el sumatorio anterior interviene el indice multiple 0 = (0,0, - - - 0), que da lugar,
con los convenios habituales, al término independiente del polinomio

0

DI@) (¢~ a) = f(a)

0!

Para una funcién con valores vectoriales que sélo se supone diferenciable m veces

en el punto a se puede conseguir un desarrollo de Taylor en ese punto con término

complementario en forma infinitesimal. En este caso, si f es diferenciable m veces

en a € (), existe un entorno abierto de a donde estan definidas todas las derivadas

parciales D;f(x), 1 < j < m, y son diferenciables m — 1 veces en a. Necesitamos

el siguiente lema, segun el cual el desarrollo de Taylor, de orden m — 1, de estas
derivadas parciales es el que cabe esperar.

Lema 7.9 En las condiciones de la definicion el polinomio de Taylor de grado
<m —1, en el punto a, de la derivada parcial D;f(x) es D;P,,(x — a), es decir

DP,(x—a)= > DeD;t(a)

’ o (x —a)d
q|<m-—1
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DEM: Para simplificar la escritura se supone j = 1. Al derivar P,,(x — a) respecto
a la variable x; los nicos términos del polinomio que tienen derivada no nula son
los de la forma

1 1
—'Dpf(a) (x —a)P = —'Dpf(a)(xl —ap)P (xg — ag)?? - - (x,, — ay)P
p: p:
conp; > 1.Siq=(p1 —1,p2, - p,) entonces DPf = DID f y la derivada respecto
a x1 de estos términos se expresa en la forma
1 . Dqle(a)

o DD (@ — ) = ) () = P xa)

La suma de todos estos términos da el resultado

D\P,,(x —a) = Z DiDyf(a)

(x —a)?
q!
la|<m—1

El siguiente teorema es una versiéon para funciones de varias variables del co-
rrespondiente resultado referente a funciones de una variable. Su demostracién por
induccidn, esencialmente la misma que se hizo en el caso m = 2 ([.9), se basa en
el teorema de incremento finito. Antes de enunciar el teorema hay que introducir
la siguiente notacién que interviene en el mismo: Si E, F' son espacios normados
y f,g : 0 — F son funciones definidas en un abierto 2 C E se dice que g es una
aproximacion local de orden m > 1 de f en el punto a € (2 si

)~ g(x)

x—a [[x—al”

=0

En este caso se escribe f(x) — g(x) = o(||x — a||™) y se dice que que f y g tienen en
en el punto a un contacto o tangencia de orden m.

Teorema 7.10 Sif: Q — F es diferenciable m veces en a € Q, y P,,(x —a) es su
polinomio de Taylor en a, de grado < m, se verifica

f(x)=P,(x—a)+ R, (x—a) donde R, (x—a)=o(|x—al)™

DeEM: En lo que sigue h = x — a. El resultado es cierto para m = 1 ya que
Pi(h) =f(a) + »_D;f(a)h; =f(a) + df(a)h
j=1

y sabemos que, segtn la definicién de diferencial, R;(h) = f(a+ h) — P;(h) cumple
la condicién requerida, Ry(h) = o(||h|]).

Supongamos el resultado cierto para funciones diferenciables m — 1 veces en a,
conm > 2. 51 f:Q — F es diferenciable m veces en a € (), existe B(a,r) C 2 tal
que en todos los puntos de B(a,r) la funcién f es diferenciable m — 1 veces.
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En lo que sigue en R" se considera la norma || ||;. Para cada 1 < j < n la funcién
D;f(x) es diferenciable m — 1 veces en a y en virtud del lema [[.9 su polinomio de
Taylor de grado < m — 1 es D;P,,(x — a) por lo que, en virtud de la hipdtesis de
induccién, se cumple

Djf(a+h) = D;Py,(h) + o(|[h[|7"")

Si cambiamos de notacién y escribimos g(h) = f(a+h) — P,,(h), tenemos que para
1 < j < nsecumple D;g(h) = o(||h||7") luego, dado € > 0 existe 0 < & < r tal
que para todo j € {1,2---n} podemos asegurar que

y € B(0,8) = |D;g(y)| < eyl

Fijado h € R” con |/h||,; < §, la funcién auxiliar ¢(t) = g(th) = f(a+th) —P,,(th),
estd definida y es derivable en [0, 1] (ya que [a,a+h] C B(a,r)). Su derivada viene
dada por ¢'(t) = > 7, D;g(th)h;, luego para 0 <t < 1 se verifica

'O <D 11D (th)[| [hs] <> el [hy] = €||h|]}"
j=1 j=1

En virtud del teorema del incremento finito, |[¢(1) — ¢(0)|| < € |lh||}", es decir
If(a+h) —Pu(h)| <elhf" si|h] <o
y queda demostrado asi que f(a + h) — P,,(h) = o(||h||]"). |

Nuestro siguiente objetivo es obtener el llamado reciproco del desarrollo de Tay-
lor. Este resultado, recogido en la proposicién [7.13, suele resultar 1til a la hora de
obtener desarrollos de Taylor de funciones concretas. La demostracion que ofrece-
mos se basa en el siguiente lema que extiende al contexto n-dimensional un resultado
bien conocido para los polinomios reales de una variable real

Lema 7.11 $i Q(x) = > <, X’ €s un polinomio de grado < m con coeficientes
a, € I, son equivalentes

a) Q(x) = o(|Ix[I").
b) Q(x) =0 para cada x € R";
c) ap =0 para cada |p| < m.

DEM: a) = b): Es facil ver esta implicacion se cumple para polinomios de una
variable real: Si Q(t) = ag+ ajt +ast? + - - -+ a,,t"™ = o([t|™) debe ser ag = 0, luego
a; + agt + -+ + a,t™ ! = o(|t|™ ') de donde se sigue que a; = 0, etc ... y asf se
obtiene que a; = 0 para 0 < k < m y por lo tanto Q(¢) = 0 para todo t € R.

La demostracion para polinomios de n variables se reduce al caso de una variable:
Fijado x # 0 se considera el polinomio de la variable real ¢

Qu(t) = Q(tx) =ag+ Y _ | > apx® | t*

k=1 \|pl=k
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Si se cumple a) es facil ver que Qx(t) = o(]t|™), luego el polinomio de una variable
Qx(t) es idénticamente nulo y en particular Q(x) = Qx(1) = 0.

Para demostrar que b) = ¢) se puede razonar por induccién sobre el nimero n
de variables. El resultado es inmediato cuando n = 1. Supongamos que es cierto
para polinomios de n — 1 variables y sea Q(x) un polinomio idénticamente nulo de
n variables. Si para cada 1 < k < n se agrupan los términos donde figura x%, y se
saca este factor comin podemos escribir Q(x) en la forma

Q(x) = cox" + c1(x9, T3, - - Tp) 2+ o+ Cop (T2, 13, ,) =0

donde cada cg(z2, x3, - x,) es un polinomio de grado k en m — 1 variables.

Manteniendo fijos x5, x3---x,, v considerando sélo la variable x;, obtenemos
un polinomio idénticamente nulo en esta variable. Como el resultado que queremos
demostrar es cierto para polinomios de una variable concluimos que son nulos todos
sus coeficientes, es decir, ci(xq, 3, - x,) = 0, 0 < k < m. Esta afirmacion es cierta
para cualquier (zo,x3---x,) € R"! aplicando la hipdtesis de induccién obtenemos
que los coeficientes de los polinomios c; son nulos, lo que significa que todos los
coeficientes de Q son nulos.
La implicacion c¢) = a) es evidente. |

Proposicién 7.12 Sea f : Q — F diferenciables m veces en a €  y Q(x — a)
un polinomio de grado < m que verifica f(x) = Q(x — a) + o(||[x — a||™). Entonces
Q(x — a) es el polinomio de Taylor de orden m, de la funcion f en el punto a.

DEM: Si P,,(x — a) es el polinomio de Taylor de f en a (de orden m) en virtud de
la hipétesis y del teorema [[.1( podemos asegurar que la diferencia

S(x—a)=P,(x—a)— Q(x—a)
es un polinomio que cumple S(x — a) = o(||x — al|™) y aplicando el lema [[.1]] se

concluye que Q = P,,. [

Proposicién 7.13 Sif, g : Q — F son diferenciables m veces en a € 3 C R", son
equivalentes

a) £(x) — g(x) = ol|[x —al™);
b) f(a) = g(a) y DPf(a) = DPg(a) cuando |p| < m.

DEM: Sean P,,(x —a) y Q,,(x — a), respectivamente, los polinomios de Taylor (de
orden m) de las funciones f y g, en el punto a. Segun el teorema [7.1( se verifica

f(x) = Pn(x—a) =o([x—al"™), g(x)—-Qu(x—a)=o(x—al™ (%)
a = b): Si se cumple a), con los desarrollos anteriores se obtiene
P(x —a) = Qu(x —a) = of|x —a]™)
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y con el lema se concluye que los coeficientes de P,,(x —a) — Q,,(x — a) son
idénticamente nulos, luego DPf(a) — DPg(a) = 0 siempre que |p| < m.

b) = a): Si se cumple b) entonces P, = Q,, y usando los desarrollos de Taylor (*)
se obtiene que f(x) — g(x) = o(||[x — a||™). u

7.3. Serie de Taylor de una funcion de clase C'*°

Dada una funciéon f de clase C* en un abierto 2 C R"™ y un punto a € 2
podemos considerar en este punto polinomios de Taylor de f arbitrariamente largos,
que generan una serie de potencias en varias variables reales, llamada serie de Taylor
de la funcién en el punto a. En el teorema [.IJ se obtendrd, para una funcién de
clase C'*°, una condicién suficiente para que su serie de Taylor en un punto sea
convergente y represente a la funcién en un entorno de ese punto.

Comenzamos obteniendo una acotacion 1util del error que se comete cuando se
utiliza el polinomio de Taylor para aproximar a la funciéon en un entorno del punto
donde se efectiia el desarrollo.

Teorema 7.14 Sea £ : Q — F una funcién de clase C™Y(Q, F) definida en un
abierto Q C R™, con valores en un espacio normado (F, || ||). Si el segmento [a, a+h]
estd contenido en ) y P, (x — a) es el polinomio de Taylor de f en a, de orden m,
entonces para el término complementario R,,(x —a) = f(x) — P,,(x — a) wvale la

siguiente acotacion
M mal

R,h| <—F1|h
R ()] < =7 Il
donde
M = sup{||Dj,jpjin £(2)|| - 1 < 1, j2, - G <, 2 € [a,a+ ]}

DEM: En [0, 1] estdn definidas las funciones v(t) = f(a + th), y

gt)=v(t)+ (1 —6)v'(t)+ l(1 —t)*V'(t) + -+ i(1 —t)mvm(¢)

2! m)!
cuya derivada
/ (L= sy -
g'(t) = v (=" D Djpgunf@+th)hyhy, - hy,.,
’ Jij2-jm41=1

cumple la desigualdad

M ||| m

g ()] < =1~ 1)
es decir .
M ||hl"
IO <o) con a(t) = — IR _g _ pymen

(m+1)
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Utilizando el teorema del incremento finito 1.7 se concluye que

M

Ll

IR ()] = [lg(1) — g(0)]| < (1) — (0) =

Teorema 7.15 Sea f : Q — F de clase C* en un abierto Q2 C R", con valores
en un espacio normado (F,| ||) v B(a,0) C Q una bola tal que existen constantes
M >0y R > 0 que verifican

x € B(a,d), |p|=k = |DPf(x)| < Mk!R*

Entonces, six =a+h € B(a,0) y ||h||, <1/R se verifica

0=> > Py >

k=1 |p|=k k=1 |p|=k

Dpf
< +00

DEM: Observemos en primer lugar que

n

k!
Bl = (] + Rl 4+ (R = D (hgllhgl - lhg] = ) alhlp

Jije-ge=1 Ip|=Fk

luego
Drf(a)

p.

— _*’hP

D

[p|=Fk

< MR* Z o Ihlp = M(R|h],)"
[p|=Fk

Como R |/h||; <1, se obtiene la convergencia absoluta de la serie

ZZDf

k=0 |p|=k

Para terminar debemos demostrar su suma es f(x), y para ello basta ver que el
término complementario del desarrollo de Taylor

R ZZDf'

k=0 |p|=k

converge hacia 0 cuando m — oo.

Por hipétesis, para todo z € [a,a+ h] C B(a, ) todas las derivadas DP(z) con
|p| = m + 1 cumplen la desigualdad ||DPf(z)|| < M(m + 1)! R™"! y teniendo en
cuenta el teorema se obtiene la desigualdad

M(m + 1)!|R™! +1_
R, (h)] < h|}" R |[h|,)™"
IR (b)| = =35 IRl = M(# |[hll,)
y con ella el resultado deseado, porque R |/hl||, < 1. n

174



LECCIONES DE ANALISIS MATEMATICO IT  G. Vera

7.4. Foérmula integral para el resto

En el caso de funciones con valores vectoriales se puede conseguir una férmula
integral para el resto o término complementario del desarrollo de Taylor. Como
en ella interviene la integral de una funcién continua con valores en F', para este
resultado hay que suponer que el espacio normado (F, || ||) es completo (véase el
apéndice D). Para mayor simplicidad, el lector puede considerar sélo funciones con
valores en F' = R*, ya que en este caso la integral de una funcién continua se puede
definir componente a componente y los resultados de integracién vectorial requeridos
son consecuencia directa de los referentes a funciones escalares (véase [L.7).

Teorema 7.16 Sea f : Q — F una funcién de clase C™ T (Q, F) definida en un
abierto Q@ C R™, con valores en un espacio normado completo (F, || ||). Si el segmento
[a,a+ h] estd contenido en Q y P,,(x —a) es el polinomio de Taylor de f en a, de
orden m, entonces para el término complementario R,,(x —a) = f(x) = P,,,(x — a)
vale la siguiente formula integral:

R, (h) = (m + 1) /0 (1= e (b )t

donde

DPf(a + th) 1 &
rm+1(h7 t) = Z p! h? = (m + 1)' Z Djlv"'jm+1f(a+th)hj1 T hjnL+1

|p|=m+1 JisyJm41=1

f(a + th) estd definida y es de clase C™"! en el abierto

DEeMm: La funcién v(t) =
D [0,1], y segun el lema [T,

{teR:a+thcCQ}

V(m+1)(t) = Z Dj1j2~"jm+1f(a + th)hj hy, - - Pjmir =

J1,Jm1=1

DPf(a+th
R e e L
|p|l=m+1 ’

Se comprueba facilmente que

R,,(h) = v(1) — {v(o) +v/'(0) + -+ + %V(m)(())}

y aplicando el teorema [I.1§ a la funcién v(¢) en el intervalo [0, 1], se obtiene

R, (h) = — /0 (1= 0" (0t = (m 4 1) /O (1= e (b )

~om!
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NOTA: Usando el teorema se puede dar otra demostracion del teorema bajo
la hipétesis de que el espacio normado (F, || ||) es completo:
Aplicando la desigualdad triangular a la suma

1 n
I'm(h, t) = m Z Djl,...jmﬂf(a + th)hH s hjm+1
g1 dma=1
se obtiene
M n
Hrm(hat)” < m Z |hj1th2|"'|hjm+1‘
: 1 Gma1=1

Teniendo en cuenta que

m m-1
S il ] = (Bl + ol + -+ ()™ = Ry
71,92 Jm+1=1
resulta Y
m”hHTJrl

y utilizando la desigualdad [D.I( a) se deduce

[ (b, )] <

IR (D) < (m + 1)/0 (1 =)™ [Je(h, )] dt <

M ml M ml

< m”h”l /0 (m+1)(1—t)mdt:m|!h”1

7.5. Ejercicios resueltos

Ejercicio 7.17 Demuestre que la funcion

seny — senx
y—x

f(z,y) = si x#y;  f(z,x)=cosw

es de clase C™(R?). Obtenga su desarrollo de Taylor en (0,0) y compruebe que
converge en todo punto (x,y) hacia el valor de la funcién f(x,y). Utilicelo para
demostrar que f presenta en (0,0) un mdximo relativo.

SOLUCION

Con la sustitucion t = y — x se obtiene que para t # 0 el valor de la funcién se
expresa en la forma

sen(r +t) —senx cost — 1 sent
flz,y) = = ; senx + — | cosz

t
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luego
flx,y) =a(y —z)senx + B(y — x) cosx (7.1)

donde las funciones a(t) = (cost—1)/t, B(t) = (sent)/t, se pueden suponer definidas
en todo R mediante los desarrollos en serie de potencias
1 Ly B L, 1,
con lo cual la férmula (@) sirve incluso para el caso x =y haciendo intervenir los
valores a(0) =0y 5(0) =
Como las funciones «, 3 son de clase C*°(R) con la férmula [7.] se pone de
manifiesto que f es de clase C°°(R?). Restando los desarrollos en serie de potencias
1 1 . 1 1

- J— — .o — _—3 —5_...
senr = x 3|x —|—5|$ ;o oseny =y 3!y +5!y

que son validos para todo x € R y todo y € R, y utilizando la igualdad

n n 2. n—3

y - :(y—ﬂv)(yn—l—i—xy + %y +...+xn72y+xn71)

se consigue la siguiente representacion de la funcién f mediante un desarrollo en
serie convergente en todo punto (z,y) € R*:

1 1
f(x,y) 1—§($2+9€y+y2)+§(x4+x3y+x2y2+xy3+y4)_...:

=1+ Az(l',y) + A4(:Cay) +ee Azm(l‘,y) + Rzm(l‘,y)

donde Ay (z,y) es un polinomio homogéneo de grado 2k. Sir = ||(z,y)||,, se verifica
2k
A o2kl =
luego
o0 2(m+k)
| Rom (2, y)| = [Azmr2(2, y) + Aomia(@,y) Z (2m + 2)] = (1)
Como
2m+1 S 2 2m+1

se sigue que |Rop(z,y)| = o(||lz,y]|)*™*! vy la proposicién permite asegurar

que 1+ As(x,y) + Ag(z,y) + - Aop(x,y) es el polinomio de Taylor de orden 2m
(incluso de orden 2m + 1) de la funcién f en (0,0). En particular, el polinomio de
Taylor de grado 2 es

1
1- §(x2+xy+y2)

Por consiguiente:
le(0,0) = D2f(070> =0
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D11 f(0,0) = D22 f(0,0) = =1/2;  D15f(0,0) = Do1 f(0,0) = —1/4

Con el criterio usual del Hessiano se obtiene que f presenta un méaximo relativo en
el punto (0,0). |

Ejercicio 7.18 Si Q(x) es un polinomio de grado m con coeficientes reales (o mds
generalmente en un espacio normado (F, || ||) demuestre las afirmaciones:

a) |p| > m = DPQ(x) =0 para todo x € R".

b) Para cada a € R", Q coincide con su polinomio de Taylor en a, de orden m:

Q(x) = Z M(x —a)? para todo x € R"

|
Ip|<m b

SOLUCION

a) Se demuestra facilmente por induccién sobre m: El resultado es evidente para
m = 1. Si se supone cierto para el valor m — 1 y Q(x) es un polinomio de grado m,
entonces D;Q(x), 1 < j <n, son polinomios de grado < m — 1, y por la hipdtesis
de induccién, D9D;Q(x) = 0 para todo q con |q] = m y todo j € {1,2---n},
luego DPQ(x) =0 para todo p con |p| =m + 1.

b) Sea P,,(x — a) el polinomio de Taylor de Q en a, de grado < m, y R,,(x —a) =
Q(x) — P, (x — a) el término complementario correspondiente. En virtud de a)
podemos aplicar el teorema [[.14 a la funcién Q, con M = 0, y asf se obtiene que el
término complementario R, es idénticamente nulo. [

Ejercicio 7.19 Sea f : Q — F una funcién de clase C™" con todas sus derivadas
parciales de orden m + 1 idénticamente nulas. Si el abierto @ C R™ es conexo
demuestre que f es la restriccion a €2 de un polinomio de grado < m.

SOLUCION

En lo que sigue P,(x) = P,,(x — a) denotard al polinomio de Taylor de orden m de
la funcién f en el punto a € €. Aplicando el teorema [.14 con M = 0 se obtiene que
las funciones f y P, coinciden en cada bola B(a,r) C 2. Fijado b € € el conjunto
Oy :={a€Q:P, =Py} no es vacio.
Demostraremos en primer lugar que {2, es abierto: Dado a € §}, existe r > 0 tal
que B(a,r) C €. Fijado un punto o’ € B(a,r), como las funciones f y P, coinciden
en la bola B(a,r) tienen el mismo polinomio de Taylor en a’, luego P = P, (ya
que, segtn el ejercicio [7.1§, el polinomio el polinomio de Taylor de P, en a’ es P,).
Teniendo en cuenta que P, = Py, (porque a € €,) se obtiene que P, = Py, luego
a’ € Oy y queda demostrado asi que B(a,r) C ), y con ello que 2}, es abierto.
Ahora veremos que €2, es un conjunto cerrado relativo en espacio conexo 2:
Sia € QN existe una sucesién a, € Q tal que a = limy a;,. Elegimos p > 0
tal que B(a,2p) C €, y también un término de la sucesiéon a; € B(a,p). Como
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a € B(ag,p) C B(a,2p) C €, segtin lo que se indico al principio las funciones f y
P,, coinciden en la bola B(ay, p) por lo que tienen el mismo polinomio de Taylor
en a. Razonando como antes se obtiene P, = P,, = Py, luego a € (2, y queda
demostrado que €2, es cerrado en la topologia relativa de 2.

Como Qp # (0 es un subconjunto abierto y cerrado del espacio conexo ) se
concluye que 2 = €. Esto significa que para todo a € 2 se cumple P, = Py,
luego f(a) = Py(a) = Py(a), es decir, todos los polinomios P, coinciden con Py,
y f= Pb|Q |
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7.6. Ejercicios propuestos

$ 7.6.1 Utilize la férmula de Taylor para desarrollar 3 + y> + xy en potencias de
(x—1) y de (y—2).

& 7.6.2 Calcule el polinomio de Taylor de grado 2 de la funcion

fley)
F(z,y) = / e tdt
0

en el punto (0,0), donde f(z,y) =y + 2* + 2y* 4+ 22y + sen(z* + y*)

& 7.6.3 Escriba los desarrollos de Taylor de orden 3 de las siguientes funciones, en
el punto (0,0) con el término complementario en forma integral.

i) log(1+ 2z +vy).
ii) xseny + ysenx.

$ 7.6.4 51 Q CR™ es abierto, una funcion f: Q) — R de clase C™ se dice que es
analitica en S si para cada a € § existe una bola B(a,r) C § tal que para cada
x € B(a,r) se cumple

f(x) = hgzn P,.(x —a)

donde P,,(x — a) es el polinomio de Taylor de f en a, de grado < m.
Si existe M > 0 tal que |D¥ f(x)| < M* para cada x € Q, k € Ny1 <

Jij2jk
J1, gk < n, demuestre que f es analitica en ).

& 7.6.5 Demuestre que las siguiente funciones son analiticas en los abiertos que se
indican

i) 34+ y? —ay’, en R
i) log(l+z+vy), en {(z,y) eR?*:z+y+1>0}.

$ 7.6.6 Demuestre que las siguientes funciones son analiticas en los abiertos que
se indican

i) log(x +y), en A={(z,y) e R*: 2 +y > 0}.
i) xseny +ysenw, en R
i) we*TVtE en R3.

w) flax +by) en R2, siendo f: R — R analitica.

v) sen(az?® + by) en R2.
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