Capitulo 8

Funcién inversa y funcién implicita

Aplicaciones localmente inyectivas y aplicaciones abiertas. Inversion local de
aplicaciones diferenciables. Funciones implicitas. Cambio de variable y técnicas
de calculo con funciones inversas e implicitas.

El objetivo del calculo diferencial es el estudio del comportamiento local de
una funcién en el entorno de un punto. Si la aproximacién local de primer orden
proporcionada por la diferencial tiene cierta propiedad, cabe esperar que la funcién
también tenga esa propiedad localmente. Resultados de este tipo son los que se
tratan en este capitulo al estudiar la inversion local de aplicaciones diferenciables y
la existencia de funciones definidas implicitamente.

Sif:Q — F es diferenciable en a € 2 y su diferencial df(a) : E — F es una
aplicacion lineal invertible cabe esperar que f sea localmente invertible en a, lo que
significa que existe algtiin entorno U C €2 de a tal que f|; tiene inversa. Los resultados
de naturaleza local que conciernen al teorema de la funcién inversa los presentamos
desdoblados en dos tipos de resultados: Los que garantizan la inyectividad local y
los que aseguran que la aplicacion es abierta y con ello la continuidad de la inversa.

Después de estudiar la diferenciabilidad de las funciones inversas se introducen
los C"-difeomorfismos, que son los cambios de variable naturales en problemas de
calculo diferencial donde intervienen funciones de clase C™.

Los problemas de existencia de funciones definidas implicitamente se enmarcan
en el siguiente planteamiento: Dado un sistema de m = n — k ecuaciones con n
incognitas

g1, 2,) =05 go(z1,-+ ,20) =05 gm(z1,--+ ,2,) =0;

se trata de resolverlo localmente con el fin de expresar, en el entorno de un punto,
a las m variables xp,1, Tp1o- - - x, en funcion de las restantes variables xy, xo, - - - xp.
Los resultados que sobre este asunto se exponen aqui son versiones no lineales
de resultados bien conocidos en el ambito lineal. En ellos se asume que la diferencial
de cierta aplicacién cumple la hipodtesis del caso lineal y se demuestra, bajo las
condiciones naturales, que esta propiedad se transmite localmente a la funcion.
Este capitulo finaliza exponiendo con detalle las técnicas de cdlculo con funcio-
nes definidas implicitamente, y en particular con funciones inversas. Finalmente se
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consideran los problemas de cambio de variable en el contexto del calculo diferencial.
Con varios ejemplos se explica la técnica sistematica para realizarlos y se aplica para
resolver algunas ecuaciones funcionales sencillas.

Los teoremas de la funcién inversa y de la funcién implicita intervienen en el si-
guiente capitulo para establecer la equivalencia de las diferentes formas de definir las
subvariedades diferenciables de R". Como tema complementario directamente rela-
cionado con el material de este capitulo el lector interesado puede ver en el apéndice
H las nociones de dependencia e independencia funcional, otro asunto interesante
para el que son esenciales los teoremas de la funcién inversa y de la funcién implicita.

Las demostraciones que se ofrecen aqui para estos teoremas son de naturale-
za finito dimensional. No obstante, hay otras técnicas méds generales que permiten
extenderlos al caso de aplicaciones entre espacios normados completos arbitrarios.

8.1. Aplicaciones con inversa local

Para que una funcion f : €2 — R”, definida en un abierto 2 C R", se pueda
invertir localmente en a € (), hay que encontrar un entorno abierto U de a tal que
f|y sea inyectiva y abierta. Esta segunda propiedad garantizard que f(U) = V es
abierto y la continuidad de la inversa (f|yy)™! : V — U. Comenzamos obteniendo
condiciones suficientes para la inyectividad local.

Aplicaciones localmente inyectivas. El siguiente ejemplo muestra que la hipéte-
sis de que la diferencial df (a) sea inyectiva no garantiza que f|; sea inyectiva en algin
entorno U de a:

Ejemplo 8.1 La funcion f : R — R, definida por f(z) = x/2+x?sen(1/z) six # 0,
f(0) =0, es derivable en todo x € R y f'(0) # 0, luego su diferencial h — f'(0)h es
inyectiva. Sin embargo f no es inyectiva en los intervalos de la forma (—e€, €) porque
en ellos no es estrictamente mondtona (ya que f'(1/(nm)) =1/2 — (=1)") y por lo
tanto f' cambia de signo en estos intervalos)

En este ejemplo se aprecia que la discontinuidad de f’ en x = 0 es la que permite
que f no sea inyectiva en los entornos de 0. Para impedir situaciones como esta, en
la proposicién B.2 y en el teorema de la funcién inversa interviene la hipdtesis
de que la diferencial df(x) exista en un entorno de a, y sea continua en a. Veremos
que con esta hipdtesis, en el caso finito dimensional, el problema de la inversién local
tiene solucién satisfactoria y se consigue una inversa local, definida y continua en
un entorno de b = f(a), que resulta de clase C™ si f es de clase C™.

En lo que sigue, si f : 2 — R™ esta definida en un abierto {2 C R™ y en el punto
a € () existen todas las derivadas parciales D; f;(a), 1 < i,j < n, escribiremos

det f'(a) = det [D; f;(a)]

para denotar el valor del determinante de la matriz Jacobiana en el punto a.
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Proposicién 8.2 Seaf : () — R" diferenciable en un abierto 2 C R™ con derivadas
parciales continuas en a € ). Si detf'(a) # 0 entonces existe B(a,r) C Q tal que
f|Bar) es inyectiva.

DEM: La funcién h(zi,ze, - - - ,z,) = det[D; fx(zx)], estd definida en

0" Cc R"x -*. xR" = R™

Como las funciones D; f; son continuas en a se sigue que h es continua en (a,a--- ,a).
Es claro que h(a,a,---a) = detf'(a) # 0, y si suponemos que det f’(a) # 0, la con-
tinuidad de h en (a,a,--- ,a) permite asegurar que existe un entorno de (a,a---a),

de la forma
V = B(a,r)x - xB(a,r) Cc Q"

tal que h(zq,29, - 2,) # 081 (21,29, - 2,) € V.

Demostramos a continuacién que si x,y € B(a,r), y f(x) = f(y), entonces x =y.
Como el segmento [x,y] = {tx+(1—¢)y : 0 <t < 1} estd contenido en B(a,r) C £2,
para k € {1,2,---n}, estan definidas la funciones reales de variable real p.(t) =
fx(z(t)) donde z(t) = tx+(1—t)y. En virtud de la regla de la cadena estas funciones
son derivables en [0, 1], con derivada

pi(t) = dfu(2(1)Z'(t) = dfi(2(1)) (x —y) = Z D; fi(2(t)) (25 — y5)

Segun el teorema del valor medio existe 6 € (0,1) tal que

0= fr(x) = fe(y) = vr(1) — ©&(0) = @ (6r)

es decir, los puntos z; = z(6) verifican
D> Difelz)(w; = y5) = ¢ (6) = 0
j=1

Como z; = z(0;) € [x,y] C B(a,r), podemos asegurar que det|D;fx(zx)] # 0.
Entonces, considerando

> Djfelze)(w;—y;) =0, 1<k<n
=1

como un sistema lineal en las incégnitas x; — y;, cuyo determinante no es nulo, se
concluye que z; —y; = 0 para 1 < j <n, es decir, x =y. ]

Obsérvese que el resultado que se obtiene con la proposicién es de naturaleza
local. La razon de esto se debe a que las propiedades de la diferencial, que aproxima
localmente a la funcién en un punto, sélo pueden propiciar propiedades de la funcion
de tipo local. El siguiente ejemplo muestra que, en general, con la proposicion
no se pueden conseguir un resultado de tipo global
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Ejemplo 8.3 La aplicacion f : R* — R?, definida por f(z,y) = e*(cosy,seny),
es localmente inyectiva en todo punto, pero no es globalmente inyectiva aunque su
diferencial df(a) lo es en todo punto a € R2.

El lector que sélo esté interesado en la demostracién del teorema de la funcién
inversa puede omitir el siguiente resultado que completa el que acabamos de obtener.

Teorema 8.4 Sea f : Q — R diferenciable en un abierto Q C RF, con derivadas
parciales continuas en a € Q. Si k < n ydf(a) : R¥ — R" es inyectiva (e.d si la
matriz jacobiana t'(a) = (D, f;(a))i<i<k1<j<n tiene rango k) entonces eriste una
bola abierta B(a,r) C ) tal que f|par) es inyectiva.

DEM: Después de la proposicién B.4 s6lo tenemos que considerar el caso k < n. Como
la matriz f'(a) = (D, f;(a))1<i<k1<j<n tiene rango k suponemos, para simplificar la
notacién, que no es nulo el determinante de la matriz (D; f;(a))1<i<k1<j<k- Entonces
la funcién g(x) = (f1, f2, - fr) cumple que det g’(a) # 0, y con la proposicién
se obtiene una bola abierta abierta B(a,r) C € tal que g|p(,r) s inyectiva lo que
implica que f|p(, también lo es ]

Ejemplo 8.5

La aplicacién f : R?2 — R? definida por f(z,y, z) = (z + y, 2% — y, y*) es localmente
inyectiva en cada punto (z,y) # (—1/2,0) ya que la matriz Jacobiana

1 2 O
1 —1 493

tiene rango dos en todo (x,y) # (—1/2,0). El punto (—1/2,0), donde el rango de
la matriz es 1, no tiene ningiin entorno sobre el que f sea inyectiva: Basta observar
que para todo € > 0 se cumple f(—1/2 4+ ¢, —€) = f(—1/2 — €, +¢). |

Aplicaciones abiertas. Recordemos que una transformacién espacios topologicos
se dice que es abierta cuando transforma abiertos en abiertos, lo que equivale a
que transforma cada entorno de un punto de su dominio en un entorno del punto
imagen. El siguiente lema proporciona un ingrediente basico para la demostracion
del teorema de la aplicacion abierta.

Lema 8.6 Sea f : B — R" una aplicacién continua, donde B = B(a,r) C R™ una
bola abierta para la norma euclidea. Se supone que
i) Para cadax € B(a,r) existen las derivadas D; fr(x), 1 < i,k <n, ydetf'(x) # 0.

i) f(a) # f(x) si|x—al,=r.
Entonces existe p > 0 tal que B(f(a), p) C f(B(a,r)).

DEM: La funcién continua x — ||f(x) — f(a)||, alcanza un minimo absoluto sobre
el compacto S, = {x:[x —a|, =7}, luego existe z € S, tal que

M = min{|[f(x) - f(a)l, : lx —all, = r} = [[f(z) — f(a)[,
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Segun la hipétesis ii), f(z) # f(a), y asi podemos asegurar que M > 0. Vamos a
demostrar que con p = M/2 se cumple la inclusion B(f(a), p) C f(B(a,r)).

Dado y € B(f(a),p), la funcién continua h(x) = ||f(x) —y||, alcanza en un
punto e del compacto B el minimo absoluto

min{h(x) : [|[x —all, <7} = h(e)
Si ||lx —al|, =7 se cumple h(x) > h(e), ya que

h(x) = [[f(x) =y, = [[f(x) = f(a) = (y = f(a))[l, >
> [[f(x) = f(a)ll, — ly = f(a)ll, = M — p = p > |[[f(a) - yll, = h(a) = h(e)
y podemos asegurar asi que e € B(a,r). En definitiva, en la bola abierta B(a, ), la

funcién diferenciable h(x)* = 37", (f;j(x) — y;)* alcanza un mfnimo (absoluto) en
e € B(a,r), y por lo tanto D,h?*(e) = 0 para 1 < k < n, es decir

2" (fi(e) ~ ) Def(e) =0

Por hipétesis det[Dy, f;(e)] = det f'(e) # 0, luego el sistema homogéneo de ecuaciones
lineales asociado a la matriz Dy f;(e) sélo tiene la solucién trivial. Por lo tanto
fi(e) —y; = 0 para cada 1 < j < n, y queda demostrado que y = f(e) € f(B(a,r)).
n

Proposicién 8.7 Seaf : () — R" continua e inyectiva en un abierto 2 C R™ tal que
en cada x € ) existen las derivadas parciales D; f(x), 1 <i,k <n, ydetf'(x) # 0.
Entonces £ es abierta, es decir, £(V) es abierto para cada abierto V C Q.

DEM: Dado a € V, sea r > 0 tal que B(a,r) C V. Sobre la bola cerrada B(a,r) se
satisfacen las hipdtesis del lema B.q, luego existe p > 0 tal que

B(f(a),p) C f(B(a,r)) C £f(V)
u

Obsérvese que en la proposicién B.7 no se ha supuesto que f sea de clase C*. Para
funciones de clase C* el resultado proporcionado por esta proposicién queda cubierto
por el siguiente teorema, donde no se supone que la funcién sea inyectiva.

Teorema 8.8 [Aplicacién abierta] Si f : Q — R" es de clase C*(S) en un abierto
Q CR" ydetf'(x) # 0 para todo x € Q entonces f es abierta.

DEM: SiU C Q es abierto y a € U, aplicando la proposicion 8.3, se obtiene una bola
abierta B, C U, centrada en a, tal que f|p, es inyectiva. En virtud de la proposicién
B7 cada f(B,) es abierto, luego f(U) = |J,.; f(Ba) es abierto. |

acU

NOTA: En el ejercicio resuelto se muestra que el teorema B.§ sigue valiendo con
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una hipdtesis mas débil: Basta suponer que f es diferenciable en cada x € 2 y que
det f'(x) # 0 para todo x € €.

El lector que sélo esté interesado en el teorema de la funcion inversa también
puede omitir el siguiente teorema y su corolario, que completan el resultado anterior.

Teorema 8.9 Sea f : Q@ — R™ de clase C* en un abierto Q C R™, donde m < n y
ac . Sidf(a) : R* — R™ es sobreyectiva (e.d si la matriz jacobiana f'(a) es de
rango m) y A C § es entorno de a entonces £f(A) es entorno de f(a). Mds ain, a
posee un entorno abierto U C § tal que f|y es abierta.

DEM: Como el caso n = m ya ha sido demostrado en el teorema B.§, s6lo tenemos que
considerar el caso m < n. Suponemos, para simplificar el la notacién, que no se anula
el determinante A(a) de la matriz cuadrada (D; f;(a))1<i j<m. Como el determinante
A(x) de la matriz (D; f;(x))1<i j<m €s una funcién continua de x podemos asegurar
que existe B(a,r) C A tal que A(x) # 0 para cada x € B(a,r). Si consideramos la
funcién auxiliar g : 2 — R"”, definida por

g(xl’x27. .. ’xn) = (f1($1, .. .xn)7f2(x17. . l'n) R ’fm(xh. . .xn)’xm+17. . xn)

es facil comprobar que det g'(x) = A(x). Como la funcién g es de clase C1(2) y
det g'(x) # 0 para todo x € B(a, ), con el teorema B.§ obtenemos que g es abierta
sobre U = B(a,r). Como la proyeccién

m:R" — Rm) W(l’l,l'g,"' 7$m7$m+17”'$n) = (xlal‘Za"' 7$m)

transforma abiertos en abiertos se sigue que f|y = mog|ly : U — R™ es abierta,
luego f(U) es un subconjunto abierto de R™ contenido en f(A), y por lo tanto f(A)
es entorno de f(a). |

Corolario 8.10 Sea f: Q — R™ de clase C en un abierto Q C R", donde m < n.
Si St df(x) : R™ — R™ es sobreyectiva en todo punto x € Q (e.d. si la matriz
jacobiana f'(x) es de rango m en cada x € Q) entonces f es abierta.

DEM: Es consecuencia directa del teorema B.9 ya que se cumplen sus hipétesis en
cada punto a € ) . [ ]

Funciones inversas. Teorema de inversion local. Antes de demostrar el teorema
de inversion local demostraremos dos resultados preliminares que nos dicen que, bajo
las hipétesis naturales, cuando una funcién f tiene inversa continua las propiedades
de diferenciabilidad de f las hereda la inversa.

Teorema 8.11 Sea f: A — B una biyeccion entre dos abiertos A, B C R"™ tal que
f es diferenciable en a € A y su inversa g : B — A es continua en b = f(a).

Si det f'(a) # 0 entonces g = 7! : B — A es diferenciable en b = f(a) y su
diferencial dg(b) es la inversa de la aplicacion lineal df(a).
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DEewMm: La diferencial L = df(a) es una aplicacién lineal L : R™ — R™ que satisface

f(a+h) — f(a) = L(h) + |h]| e(h)donde lm e(h) =0

En lo que sigue suponemos definido €¢(0) = 0 de modo que €(h) es continua en h = 0
y cumple la igualdad anterior incluso en el caso h = 0.

Si k € R", con b+ k € B, entonces el incremento h = g(b + k) — g(b) € R”
cumple que a+h € A y ademés k = f(a + h) — f(a), luego

k= L(h) + [[h[| (h)

La aplicacién lineal L tiene inversa porque det(L) = det f’(a) # 0, y aplicando L™!
a los dos miembros de la ultima igualdad resulta

L7 (k) =h+ [[h]| L™ (e(h))
y sustituyendo h = g(b + k) — g(b) se obtiene
g(b +k) —g(b) = L7 (k) — [|h[| L™ (e(h))

En la féormula anterior, y en lo que sigue, se considera siempre que h es funcion de
k, es decir, se supone efectuada la sustitucién h = g(b+k) —g(b). Obsérvese que el
incremento h = g(b + k) —g(b) tiende hacia 0 cuando k — 0 porque g es continua
en b. Se sigue que €(h) también tiende hacia ¢(0) = 0 cuando k tiende hacia O.
Para demostrar que g es diferenciable en b, con dg(b) = L™, basta ver que

]} L7 (e(h)) = o(|IK]])
Como L™! es continua y e(h) tiende hacia 0 cuando k tiende hacia 0, existe § > 0
tal que ||k|| <8 = |[L7(e(h))| < 1/2, luego
1
[L7H )| = |+ I L7 (@) | = [hl] = ]| |27 ()| = 3 |l
Entonces, cuando ||k|| < d, se cumple
IafH {27 )| < 2|27 A L7 ()| < [l || L7 fle(h)]

y se sigue de esta desigualdad que ||h]| ||L7!(e(h))|| /|/k|| tiende hacia 0 cuando k
tiende hacia 0. ]

OBSERVACION. En el teorema anterior la hipdtesis det g'(a) # 0 es crucial para
conseguir la diferenciabilidad de g en b = f(a): La funcién f(z) = z*® es derivable
en a = 0 pero su inversa g(x) = /z, que es continua en b = 0, no es derivable en
este punto.

Teorema 8.12 Sea f : A — B una biyeccion entre dos abiertos A, B C R", di-
ferenciable en cada x € A con detf'(x) # 0. Si la inversa g = 1 : B — A es
continua, entonces es diferenciable en caday € B. Sif es de clase C™(A) entonces
g es de clase C™(B).
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DEeEM: Por lo que se acaba de demostrar en el teorema la inversa g : B — A
es diferenciable en cada y € B y su diferencial es dg(y) = [df(g(y))]™", es de-
cir, la matriz jacobiana de g'(y) se obtiene invirtiendo la matriz jacobiana f'(x) y
sustituyendo luego x = g(y).

Para demostrar que g es de clase C™(B) cuando f es de clase C™(A) conside-
ramos el espacio M formado por las matrices cuadradas n x n de ntimeros reales,
que se supone identificado con R™ dotado de la topologia usual. Con esta topologia
la aplicacion det : M — R que asocia a cada matriz M € M su determinante es
continua y por lo tanto el conjunto de las matrices invertibles

T = {M e M: det(M) # 0}

es un subconjunto abierto en M. La aplicacion Inv : I' — I" que asocia a cada matriz
M = (my;) € T su matriz inversa Inv(M) = M ™" es de clase C*™ (basta tener en
cuenta que cada elemento de la matriz inversa M~! es una funcién racional de las
variables m;; cuyo denominador det[m;;] # 0 no se anula). Si f es de clase C'*, como
g’ se obtiene componiendo las aplicaciones continuas
¢ B4 Iy

obtenemos que g’ es continua, lo que significa que g es de clase C'. Razonado por
induccion sobre m se demuestra que g es de clase C™ si f lo es:

Ya hemos visto que el resultado es cierto para m = 1. Si f es de clase C™ y el
resultado se supone cierto para funciones de clase C™~!, esta hipétesis de induccién
conduce a que g es de clase C™~!. Como f’ también es de clase ™!, y lo mismo
le ocurre a Inv resulta que g’ es la composicién de tres aplicaciones de clase C™1,
La proposicién [7.4 permite concluir que g’ es de clase C™7 1, lo que significa que g
es de clase C"™. ]

Teorema 8.13 [Funcién inversa] Sea f : Q — R" diferenciable en un abierto Q C
R™ y a € Q un punto donde las derivadas D;f;, 1 <1i,7 < n son continuas.
Si det f'(a) # 0, existen abiertos A C Q, B C R, cona € A, b = f(a) € B,
verificando

i) f|a es inyectiva y f(A) = B.

ii) g = (fla)~': B — A es diferenciable en B.
Si f es de clase C™(A) entonces g sea de clase C™(B).

DEM: La hipétesis sobre las derivadas parciales garantiza que la funcién x — det f’(x)
es continua en a, luego la condicién detf’(a) # 0 permite asegurar que existe
B(a,p) C Q tal que detf'(x) # 0 para todo x € B(a,p). Segin la proposicién
existe una bola abierta A = B(a,r) C B(a,p) tal que f|4 es inyectiva. En el
abierto A la funcién f cumple las hipétesis de la proposicion B.7 luego f| 4 es abierta,
es decir B = f(A) es abierto y f transforma cada abierto U C A en un abierto
V = f(U) C B, lo que significa que la inversa g = (f|4)™' : B — A de la aplicacién
inyectiva f|4 es continua en B. Queda establecido asi que los abiertos A = B(a,r),
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B = f(A) cumplen i), y que la inversa g : B — A es continua. Como det f'(x) # 0
para todox € A C B(a, p), con el teorema se concluye que g es de diferenciable
en caday € B,y de clase C™(B) si f es de clase C™(A). |

Cuando f : U — V es una biyeccién de clase C™ entre dos abiertos U,V C R" y
suinversa g = f~1 : V — U también es de clase C™ se dice que f es un difeomorfismo
de clase C™ (o un C"™-difeomorfismo) entre los abiertos U y V. En este caso se dice
que U y V son C™-difeomorfos.

Corolario 8.14 Sea f : U — V wuna biyeccion de clase C™, entre dos abiertos,
U,V C R™. Una condicion necesaria y suficiente para que f sea un C™-difeomorfismo
es que para todo x € U sea det f'(x) # 0.

DEM: La condicién es suficiente: En un entorno B de cada b = f(a) € V' la inversa
g de f coincide con la inversa local de f proporcionada por el teorema de la funcion
inversa B.13, que es de clase C™, luego g es de clase C™ (V).

La condicién es necesaria: Dado x € U, por hipotesis f es diferenciable en x y g
es diferenciable en y = f(x). Como g(f(x)) = x para todo x € U, en virtud de la
regla de la cadena dg(y) o df(x) = I (identidad), luego la aplicacién lineal df(x) es
invertible y por lo tanto det f'(x) # 0. |

8.2. Funciones implicitas

El problema de la funciéon implicita, en su forma mas simple, se plantea en los
siguientes términos: Si g es una funcién real de dos variables reales definida en un
abierto Q C R?, se considera la ecuacién g(z,y) = 0. Si no es vacio el conjunto de sus
soluciones S = {(z,y) € Q: g(x,y) = 0}, se trata de decidir cudndo y en qué sentido
esta ecuacién determina a la variable y como funcién de la variable x, es decir, bajo
qué condiciones queda definida una funcién y = f(z) tal que g(z, f(x)) = 0.

Esto ocurrird con seguridad cuando S = {(z,y) € Q: g(x,y) = 0} sea la gréfica
de una funcién f : A — R, definida en A = m1(Q2). En este caso, la funcién f, que
asigna a cada x € A la unica solucién y de la ecuacién g(x,y) = 0 se dice que
estd definida implicitamente por dicha ecuacién. Esto es lo que ocurre, por ejemplo,
con g(z,y) = 2*>+y*—1, que define en el abierto Q = {(z,y) € R:y > 0}, la
funcién implicita f(z) = v/1 — 22, con dominio A = (—1,+1).

Es raro que se presente una situacion tan sencilla como la anterior pues puede
ocurrir que la ecuacién g(x,y) = 0 no tenga solucién, o que el conjunto de sus so-
luciones se reduzca a un punto (p.e. si g(x,y) = z* + y?). Atn suponiendo que este
no es el caso, puede ocurrir que para algunos valores x € A = m(S) la ecuacién
g(z,y) = 0 tenga varias o infinitas soluciones. En estos casos, para que quede deter-
minada una funcién implicita f : A — R, serd preciso considerar alguna condicién
adicional que garantice que para cada x € A hay un tnico y que satisface la ecuacién
g(z,y) =0 y la condicién propuesta.
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Las condicion adicional que se suele proponer para determinar una funcién
implicita es de tipo local: Dado un punto (a,b) € S se trata de encontrar un entorno
A x B C Qde (a,b) con la propiedad de que para cada x € A haya un tnico y € B
que sea solucién de la ecuacién g(z,y) = 0 de modo que SN (A x B) es la grifica
de una funcién f: A — B. En este caso se suele decir que f es la funcién implicita
que A x B determina en la ecuacién g(z,y) = 0.

En el caso particular que estamos considerando la interpretacién geométrica de la
hipotesis que habra que considerar para garantizar la existencia de funcién implicita
es sencilla y natural: En el plano se tiene una curva S de ecuacién g(z,y) = 0 que
se pretende expresar, en un entorno A X B de (a,b) € S, en la forma explicita
habitual, como grafica de una funcién real de variable real f : A — B. Para ello
debemos descartar los puntos (a,b) de la curva donde hay tangente vertical porque
en ellos puede ocurrir que sea imposible despejar localmente a la variable y como
funcién implicita de la variable z. Un ejemplo tipico de esta situacion lo proporciona
la circunferencia C' = {(z,y) : 2 + y> — 1 = 0} cuando se considera el punto
(a,b) = (1,0): En todo entorno A x B de (1,0), por pequefio que sea, es imposible
expresar C'N (A x B) como la grafica de una funcién f : A — B. Este ejemplo revela,
en el caso de funciones de dos variables reales, el papel que desempena la hipdtesis
Dyg(a,b) # 0 para conseguir que la ecuacién g(x,y) = 0 defina, en un entorno de
(a,b), a la variable y como funcién implicita de la variable x.

Maés generalmente, dado un sistema de m ecuaciones con n > m incégnitas

g1(z1, @9, -+ Ty Tpy1, -+ - ) =0

g2(21, o, -+ Ty Tpy1, -+ - ) = 0

gm($1,xz, C Ty Tht1, - 'xn) =

del que se conoce una solucién particular (ai,as,---,a,), se plantea el problema
analogo de estudiar cuando es posible despejar localmente m = n — k variables, por
ejemplo (Zgy1,---x,) en funcién de las restantes (zq, g, -« - xg).

En lo que sigue, si k € {1,2,---n — 1}, y m = n — k, conviene considerar
R" identificado con R¥ x R™, y asi un elemento genérico de R” se escribird en la

forma (x,y) con x = (z1,29, - -7) € R¥, y = (y1,v2, - ym). Con estos convenios
de notacién, usando notacién vectorial, g = (g1,92," " ,9m), X = (T1, - Tg), ¥ =
(Tpy1,- - xn), @ = (a1,---ax), b = (ag41,---a,), el problema de existencia de

funcién implicita se plantea asi: Dada la ecuacién g(x,y) = 0, de la que se conoce
una solucién particular g(a, b) = 0, se trata de estudiar cuando es posible despejar
localmente, en un entorno de (a, b), a la variable vectorial y en funcién de la variable
vectorial x.

Definicién 8.15 Sig: Q — R™ estd definida en un abierto Q C R¥xR™ y (a,b) €
Q es un punto que cumple g(a,b) = 0, se dice que la ecuacion g(x,y) = 0 define,
en un entorno de (a,b), a la variable y € R™ como funcion implicita de la variable
x € R¥ si ocurre lo siguiente: Eziste un entorno abierto A de a, y un entorno abierto
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B de b, tales que A x B C ), y para cada x € A hay un unicoy = f(x) € B que
verifica g(x,f(x)) = 0. En este caso se dice que f : A — B es la funcion implicita
que A X B determina en la ecuacion g(x,y) = 0.

Segun esta definicion existird funcion implicita cuando se pueda garantizar la existen-
cia de un entorno abierto A x B C € de (a, b) tal que {(x,y) € Ax B : g(x,y) =0}
sea la grafica de alguna funcién f: A — B.

Antes de formular y demostrar el teorema de existencia de funciones implicitas
B-1q una sencilla reflexién preliminar revelara el papel que desempena la hipétesis
central de este teorema (la no anulacién, en el punto correspondiente, del jacobiano
de g respecto a las variables que se desean despejar).

En el caso particularmente simple de que las ecuaciones sean lineales

k n
Gi(x1, Ty + o Ty Ty 1, +* Tp) = E a;;jxj + g a;zi, 1<i<n-—k
j=1 j=k+1

para poder resolver el sistema respecto a las variables zy1, X0 - - - 2, sabemos que
hay que requerir que la matriz cuadrada {a; 4; : 1 <1i,7 < m} tenga determinante
no nulo. En este caso, si g : R¥ x R™ — R™ es la aplicacién lineal de componentes
(g1 gm), fijado x € R¥, 1a diferencial de la aplicacién afin y — g«(y) = g(x,y) es
una aplicaciéon lineal invertible L : R™ — R ya que el determinante de su matriz
(@ik+5)1<ij<m) DO es nulo.

Cuando el sistema no es lineal, para que quede defina una funcién implicita en
un entorno de (a,b) se deberd reemplazar la condicién anterior por la condicién
de que la matriz cuadrada (Djy4.8;(a, b))1<i j<m tenga determinante no nulo, lo que
significa que la funcién parcial g, : y — g(a,y) tiene en b una diferencial invertible.

De un modo heuristico e intuitivo podemos pensar asi: Si g es diferenciable
en (a,b) y su diferencial L = dg(a,b) tiene la propiedad de que en la ecuacién
L(x,y) = 0 se puede despejar a y en funcién x, cabe esperar que ocurra lo mismo
en la ecuacién original g(x,y) = 0, después de restringir esta ecuacién a un entorno
suficientemente pequenio de (a,b). Como la ecuacién lineal L(x,y) = 0 se escribe
en forma de sistema lineal

Y Digj(a,b)z; =0; 1<j<m
=1

la no anulacién del determinante de la matriz (Dj;9;(a, b))i<ij<m €s la hipGtesis
que permite despejar en este sistema lineal a las variables (zy1,- -, z,) en funcién
de las variables (z1,2,--,x)). Esta es la hipétesis crucial que interviene en el
teorema de la funciéon implicita.

Teorema 8.16 Sea g : Q) — R™ una funcion de clase CP(R2), (p > 1q1) definida en
un abierto Q C R x R™ y (a,b) € Q un punto que satisface g(a,b) = 0. Si el de-
terminante jacobiano de las componentes de g respecto a las variables (Y1,Ya -+ Ym)
no se anula en el punto (a,b)

D(91>g2> e -gm)
a,b 0
D(yl>y27"'ym)( )#
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entonces la ecuacion g(x,y) = 0 define, en un entorno de (a,b), a la variable
vy = (Y1,Y2, " - Ym) como funcion implicita de la variable x = (x1,x9,---xk), €s
decir eziste A x B C §Q, entorno abierto de (a,b), tal que para cada x € A hay un
inico y = f(x) € B que verifica g(x,y) = 0. La funcion implicita f : A — B es de
clase CP(A)

DEM: La funcién G : Q — R* x R™, definida por G(x,y) = (x,g(x,y)) es de clase
C?(Q2) y verifica
l D(917927"'gm)
det G'(a, b) D(y1,y2,---ym)(a’b) # 0

Aplicando a la funcién G el teorema de la funcién inversa B.13, se obtienen abiertos
UV C R" con (a,b) € Uy G(a,b) = (a,0) € V, tales que G|y : U — V es una
biyeccién con inversa F : V' — U de clase C?. No hay inconveniente suponer que
U = Ay x By, donde Aq es un entorno abierto de a, y By un entorno abierto de b.

En lo que sigue, para cada (u,v) € V escribimos F(u,v) = (Fi(u,v),Fa(u,v))
con Fi(u,v) € RF Fy(u,v) € R™ Como G deja fijas las primeras variables
(21,29, -+ 2g), lo mismo le ocurre a su inversa F, luego F(u,v) = u.

Para cada (u,v) € V se cumple

(u,v) = G(F(u,v)) = G(u,Fy(u,v)) = (u,g(u, Fy(u, v))

luego g(u, Fy(u,v)) = v para cada (u,v) € V.

Entonces la funcién f : A — R™, definida en A = {x € R* : (x,0) € V} por
f(x) = Fy(x,0) cumple que g(x,f(x)) = 0 para todo x € A. Obsérvese que A es
un entorno abierto de a (porque la funcién x — (x,0) es continua y (a,0) € V).
Ademés, A C Ay y f(A) C By, ya que

x€eA= (x,00€V = F(x,0) = (x,f(x)) e U= Ay x By

Con B = By se cumple que f(A) C B, y g(x,f(x)) = 0 para todo x € A. Para
concluir la demostracion basta ver que para cada x € A hay un tnico y € B que
verifica g(x,y) = 0. Efectivamente, siy € By g(x,y) = 0 se cumple

G(x,y) = (x,8(x,y)) = (%,0), G(x,f(x)) = (x,8(x,f(x))) = (x,0)

Entonces, teniendo en cuenta que G|y es inyectiva, y que los puntos (x,y), (x, f(x)
pertenecen a A x B C Ay x By = U se concluye que y = f(x). Finalmente f es de
clase C?(A) porque F es de clase CP(V). |

NOTA: En el teorema B.Iq se ha supuesto para simplificar la notacion, la hipétesis
apropiada para obtener a las tltimas m variables como funciones implicitas de las
k primeras. Anélogamente, si (i1,4s, - ,%,) €s un subconjunto de {1,2,---n}, con
m elementos y se supone que

D(91,92," " 9m)
0
D(l‘ilﬂ l"i2’ t 'l‘im) (p) #

entonces la ecuacién vectorial g(zq, 2, -+ ,x,) = 0 define, en un entorno de p, a
las variables (z;,, z4,, - - - x;,,) como funciones implicitas de las restantes.
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8.3. Calculo con funciones implicitas e inversas

Derivadas parciales de funciones implicitas. En las condiciones del teorema
cuando g es de clase CP, aunque no se conozca una férmula explicita para la
funcién implicita f es posible calcular sus derivadas parciales sucesivas (hasta las
de orden p) en el punto concreto (a,b). Para simplificar la exposiciéon del método
consideremos el caso particular n = 4 y k = 2, denotando (z,y, u,v) a las variables
de la funcién g. Si fi, fo son las componentes de la funcién implicita: f : A — B
en lo que sigue resultard comodo designarlas con la notacién més flexible u(x,y) =
fiz,y), v(z,y) = fa(x,y). Para todo (x,y) € A se cumple

gl(x,y,u(:c,y),v(:c,y)) = 07 92(x7y7u(xay)7v(xay)) = 0.

Derivando las dos ecuaciones respecto a la variable x y respecto a la variable y se
obtienen las identidades 1), ii), iii), iv).

o Og  Oq on o Og1 | Ogr 991
i) gx + gu Ug + g“ v, = 0; iiii) aay + gu Uy + g“ vy = 0;
. 92 92 92 Q4. . 092 | 0G2 992 _ 0.
i) ox * Bu + R 0 iv) oy + au + do g

donde las derivadas parciales de g; y g2 se suponen evaluadas (z,y, u(x,y), v(z,y)),
y las derivadas parciales u,, u,, v,, v, en el punto (z,y). Cuando (z,y) = a se tiene
(u(a),v(a)) = by si las ecuaciones i), ii) se particularizan en el punto p = (a,b)
resulta

D) 22 () + 9% p)ucfa) + X (pu(a) = 0

i) 22(p) + 22 (p)u,(a) + 22 (p)us(a) = 0

Este sistema lineal de dos ecuaciones con dos incégnitas u.(a), v.(a), con deter-
%ﬁ)(p) # 0, permite calcular los valores u,(a), v,(a). Andlogamente,
usando las ecuaciones iii) y iv), se pueden calcular u,(a) y v,(a).

Si suponemos que p > 2 podemos seguir derivando respecto a x y respecto
a y las identidades i), ii), iii) y iv). Para calcular, en el punto a, las derivadas
parciales segundas gy, Uyy, Uyy, Vsz, Vgy, Uy, Se derivan las identidades i), ii), iii)
y iv) respecto a las variables x e y, se particulariza el resultado para (z,y) = a,
(u,v) = b y se obtienen sistemas de ecuaciones lineales que permiten calcular los
valores particulares de estas derivadas segundas. Asi por ejemplo, derivando i) y ii)
respecto a =

minante

g Pa g1 g, Pa 0’91 991
2) 922 " dudz * B0z * [&Uau * oy * dvou | * %um-l—
Pg  Pq o dg1
x z| Vz Uz =0
dzdv | dudv * v " } Ve o’
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gy Dgo 9?92 g g 9 g dgs
b T T T x T A Yzx
) Ox? * Budz " * Doz * [&Uau * o * dvou | " * ou " *
6292 6292 6292 092
T oz00 " dude ™ T 0 Uw] Ve ¥ gy e T 0

donde las derivadas parciales de g; y g2 estan evaluadas en (x,y, u(z,y),v(z,y)), ¥
las derivadas parciales de u y v estan evaluadas en (z,y).

Sustituyendo (z,y) = a, (u,v) = b, (x,y,u,v) = p, y utilizando los valores
ya calculados u,(a), v,(a) se llega a un sistema lineal de dos ecuaciones con dos

%(p) # 0, y su solucién

incégnitas u,,.(a), v.z(a), que tiene determinante
proporciona las derivadas segundas u,,(a), v..(a).

Procediendo en forma similar, derivando las identidades i) y ii) respecto a la
variable y, al particularizar el resultado en el punto p, se llega a otro sistema lineal,
con el mismo determinante no nulo, que permite calcular u,,(a), vy, (a) (estos va-
lores también se pueden calcular derivando respecto a x las identidades iii) y iv),
sustituyendo luego (z,y,u,v) = p y resolviendo el correspondiente sistema lineal).
Finalmente u,,(b), v,,(b) se calculan con el mismo método, derivando respecto a y
las identidades iii) y iv).

Cuando p > 3 se puede continuar con el procedimiento: Se deriva respecto a x y
respecto a y cada una de las identidades obtenidas en la etapa anterior, se particu-
lariza el resultado en el punto p y se resuelven luego los correspondientes sistemas

lineales de dos ecuaciones con dos incognitas, cuyo determinante siempre es el mis-
D(g1,92)
mo, 53 (P) # 0. L

Derivadas parciales de funciones inversas. En las condiciones del teorema B.19,
cuando f es de clase C"™, aunque no se conozca una férmula explicita para la funcién
inversa g también es posible calcular sus derivadas parciales sucesivas (hasta las de
orden m) en un punto concreto b = f(a). La técnica que acabamos de exponer para
calcular derivadas parciales de funciones implicitas también se puede utilizar ahora
ya que una inversa local de la funcién y = f(x) se puede considerar como funcién
implicita definida por la ecuacién g(x,y) = 0, donde g(x,y) = f(x) — y.

Como conviene adquirir destreza en estas técnicas de calculo insistimos con ella
en el contexto de las funciones inversas. Para simplificar la exposicién lo hacemos
en el caso particular n = 2.

Si fi1, fo son las componentes de f, se suele decir que las ecuaciones u = f;(z,y),
v = fa(x,y) establecen una transformacion de un abierto A del plano de las variables
(x,y) sobre un abierto B del plano de las variables (u,v). La funcién inversa g,
transforma cada (u,v) € Ben el punto (x,y) € Adado por z = ¢1(u,v), y = ga(u, v).

En lo que sigue designamos las componentes de g con la notacién més cémoda
x(u,v) = g1(u,v), y(u,v) = ga2(u, v). Para todo (u,v) € B se cumple

fl(ZL‘(U,U), y(uv U)) = U, fQ(I'(U, v),y(u,v)) = .

Derivando las dos ecuaciones respecto a la variable u y respecto a la variable v se
obtienen las identidades 1), ii), iii), iv).
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. Ofi ofr ... Of ofr
i) gxu + aa—yu =1; iiii) ng + g—yv =0;
.. 2 2 : 2 2

—Je ~J4 — 0 ZJa hCpp—
ii) 5 L + dy Yy = 0; iv) 5 L + By Yy ;

donde las derivadas parciales de f; y fo se suponen evaluadas en (z(u,v),y(u,v)),
y las derivadas parciales x,, y, en (u,v). Sustituyendo los valores (u,v) = b,
(x(u,v),y(u,v)) = a las ecuaciones i),ii) se concretan en

) @ (b) + 5 @(b) =1
i) S @)ab) + 52 @ (b) =0

Este sistema lineal de dos ecuaciones con dos incégnitas z,(b), y,(b), con determi-
nante det f'(a) # 0, permite calcular los valores z,(b), v, (b). Andlogamente, usando
las ecuaciones iii) y iv), se pueden calcular z,(b) y y,(b).

Si suponemos que m > 2 podemos seguir derivando respecto a u y respecto a v
las identidades 1), ii), iii) y iv). Para calcular las derivadas parciales segundas ., (b),
Yuu(b) se derivan las identidades i) y ii) respecto a la variable u y se obtiene

2 2 2 2

a

Ox? Oyox ox 0xdy Oy? u Ay
0 fy P f dfs 0 f2 0 f2 dfs
b B —— e e =

donde las derivadas parciales de f; y fo estdn evaluadas en (z(u,v),y(u,v)), vy las
derivadas parciales =, Yu, Tyu, Yuu estan evaluadas en (u,v).

Sustituyendo (u,v) = b, (z(u,v),y(u,v)) = a, y utilizando los valores ya calcu-
lados x,(b), y,(b) se obtiene un sistema lineal de determinante detf’(a) # 0 cuya
solucién proporciona las derivadas segundas x,,(b), yuu(b).

Anélogamente, si se derivan las identidades i) y ii) respecto a la variable v, y se
concreta el resultado en el punto b, resulta otro sistema lineal, con determinante
detf'(a) # 0, que permite calcular z,,(b), yu(b) (los valores x,,(b) = x.,(b),
You(b) = Yup(b) también se pueden obtener derivando respecto a u las identidades
iii) y iv), sustituyendo luego (u,v) = b y resolviendo el correspondiente sistema
lineal).

Finalmente z,,(b), y,,(b) se calculan usando el mismo método, empezando con
las derivadas parciales respecto a v de las identidades iii) y iv).

Cuando m > 3 se puede continuar con el procedimiento. Asi por ejemplo, para
calcular las derivadas terceras

P Py

habria que derivar las identidades a), b) respecto a la variable v, sustituir en el
resultado los valores, en el punto b, de las funciones x(u,v), y(u,v) y de sus deri-
vadas parciales primeras y segundas (calculados en las etapas anteriores) y resolver
finalmente un sistema lineal, cuyo determinante seguira siendo det f'(a) # 0.
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8.4. Cambio de variable en el calculo diferencial

Dado un C™-difeomorfismo P : U —  entre dos abiertos U, 2 C R" cada punto
X = (T1,x9, -+ ,x,) € Q es la imagen de un tnico u = (uy, ug, -+ ,u,) y se suele
decir que (uq,ug, - -+, u,) son las coordenadas curvilineas de x = P(u) en el sistema
de coordenadas curvilineas asociado a P.

Ejemplos tipicos son las coordenadas polares en el plano, y también las coorde-
nadas cilindricas y las coordenadas esféricas del espacio R3.
En el plano R? las coordenadas polares son las asociadas a P(r,6) = (r cos, 7 sen ).
En el espacio R? las coordenadas cilindricas son las asociadas a

P(r,0,2) = (rcosf,rsenb, z)
y las coordenadas esféricas las asociadas a
P(p,0,p) = (pcospcosb, pcospsinb, psin )

En cada caso se supone P definida en un abierto U sobre el que es inyectiva.

Dada una funcién f : 2 — R de la variable x € () si efectuamos la sustitucién
x = P(u) se obtiene la expresion F' = f o P de la funcién f en términos de las
coordenadas curvilineas (uj,ug, - - u,) € U. Aunque desde el punto de vista formal
F'y f son funciones distintas, sin embargo, desde el punto de vista de las posibles
aplicaciones e interpretaciones conviene considerarlas como diferentes expresiones
analiticas de la misma aplicacion, que surgen al adoptar distintos sistemas de coor-
denadas curvilineas para representar numéricamente los puntos de su dominio. Asi,
de acuerdo con este convenio se suele decir que F'(uy,ug, -+ ,u,) es la expresion
analitica de f en el sistema de coordenadas curvilineas asociado a P.

En esta situaciéon, un problema que se plantea con frecuencia en el célculo dife-
rencial es el de calcular las derivadas parciales sucesivas de f, en un punto genérico,
en términos de las derivadas parciales de la nueva funcién F'. Cuando conocemos
explicitamente las ecuaciones (férmulas) para la funcién inversa P! el cdlculo se
puede hacer facilmente usando la regla de la cadena ya que f = F o P~!. Sin em-
bargo, ocurre a menudo que no se conocen féormulas explicitas para la inversa, o se
conocen pero son engorrosas de manejar.

Para abordar este asunto exponemos a continuacion, en el caso particular de los
cambios de variable a coordenadas polares, una técnica sistematica que se puede
aplicar, con modificaciones obvias, a otros casos.

Sea f(x,y) una funcién real de dos variables reales definida en un abierto Q C R2.
Efectuando la sustitucion x = rcosf, y = rsen @, se obtiene la expresion de f en
coordenadas polares:

F(r,0) = f(rcos@,rsenf)

es decir F' = foP,donde P : R? — R? es la transformacién P(r, 8) = (r cos 6, rsen ).

Se supone que 2 = P(U), donde U C R? es un abierto tal que g = P|y es
inyectiva (lo que lleva implicito que (0,0) ¢ Q). Asi se puede asegurar que las coor-
denadas polares (r,6) de un punto (z,y) € 0 quedan univocamente determinadas
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por la condicién (r,0) € U, lo que permite recuperar f a partir de F' con el cambio
de variable inverso (r,0) = P~!(x,y).

Si suponemos que f es diferenciable en €2, en virtud de la regla de la cadena
aplicada a la composicién F' = f o P, se tendrd que las derivadas parciales f,, f,
deben satisfacer el sistema lineal

F, =cosOf, +senff,, Fy=—rsenff,+rcostf,

cuyo determinante es r > 0 (ya que (0,0) & €2). Resolviendo el sistema se obtienen

0 0
fo = cosOF, — ﬂFg, fy =sen0F, + cos
r

Fy
r

Vemos asi que la regla para calcular f, consiste en aplicar el operador diferencial

0 senf 0
A:COSHE— 50

a la funcion que resulta de expresar f en coordenadas polares. Andlogamente, la
regla para calcular f, consiste en aplicar el operador diferencial

0 cosf 0
B = sen@a + o0

a la funcién que resulta de expresar f en coordenadas polares.

Ejemplo 8.17 El operador de Laplace en coordenadas polares

Se trata de expresar en coordenadas polares la laplaciana Af = f,, + f,, de
una funcién f que es dos veces diferenciable en un abierto Q C R2. Para obtener
fzz en coordenadas polares debemos aplicar el operador A a la expresién de f, en
coordenadas polares obtenida arriba, es decir

0 senf O sen 0
fzx = COS@E - . %:| (COSHFT — . F9>

Efectuando las operaciones indicadas se obtiene

sen? 6 sen? 6
fzx = (COS2 H)FTT —+ ’1“2 Fgg — OéFgr -+ ﬁFg —+ FT
donde
2senfcosf 2sen @ cos 0
o = 7, 6 = T

Aplicando el operador B a la expresién de f, en coordenadas polares se obtiene:

0 0
Jyy = |sen 92 + o8 2} (sen OF, + o F9>

or r 00 r
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y efectuando los calculos se llega a

cos?# cos? 6
Fog + aFy, — BFy +

fyy = (sen® 0) F,, + E,

r2

donde « y 3 son los mismos valores que aparecieron en el célculo de f,,.
Sumando las expresiones obtenidas para f, ¥ fy, se obtiene la férmula para el
operador de Laplace Af en coordenadas polares:

PF 10F 10°F
A=z tror Y e

Una funcion f: Q — R que satisface la ecuacién de Laplace Af =0 se dice que
es armonica. Usando el calculo anterior es facil ver que son armonicas las funciones
que en coordenadas polares se expresan en la forma 7™ cosnf, r"sennf.

Ejemplo 8.18 FEcuacion de la cuerda vibrante

La ecuacion en derivadas parciales

0 f 1 0 f

0x2 a2 ot
llamada ecuacién de onda unidimensional fue considerada por John Bernoulli al-
rededor de 1727 y varios anos después por Jean Le Ron d’Alembert al estudiar el
movimiento de una cuerda vibrante: f(x,t) representa el desplazamiento vertical de
un punto de abscisa x en el instante ¢ de una cuerda que vibra. Con un cambio

de variable lineal z = Au + Bv, t = Cu+ Dv la funcién f(x,t) se transforma en
F(u,v) = f(Au+ Bv,Cu+ Dv). Usando la regla de la cadena se obtiene

La expresién anterior se simplifica eligiendo A, B,C, D de modo que se anule el
coeficiente de f,;. Esto se consigue con A =B =1/2,y C =—-D = 1/(2«a). Asi, con
el cambio de variable

r= (), Y= —(u—v)

2 2
se obtiene | o2
4Fuv = Jxzzx 7 T 5 3,9
/ a? Ot?

y la ecuacion del enunciado se transforma en F,, = 0 cuyas soluciones son las
funciones de la forma F(u,v) = ¢(u) + ¥ (v), donde ¢, son funciones de una va-
riable real dos veces derivables. Deshaciendo el cambio de variable con la sustitucion
u=2x+at, v=ux—at, se llega a que las soluciones de la ecuaciéon original son las
funciones de la forma

fz,1) = ¢z + at) + ¢(z — at)
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8.5. Ejercicios resueltos

Con el siguiente ejercicio se mejora el teorema de la aplicacién abierta expuesto

en B.§:
Ejercicio 8.19 Sea f : Q — R™ diferenciable en x € Q con detf'(x) # 0, y i(x) =
5 I1dE G0~
Demuestre que eziste p(x) > 0 tal que B(x,p(x)) C Q y
ly = x| < p(x) = [[f(y) = £ = 6(x) lly — x|l

Deduzca de ello que si £ : € — R™ es diferenciable en un abierto 2 C R"™ y
det £'(x) # 0 para todo x € Q) entonces f es abierta. Demuestre también que f~'(b)
es un conjunto discreto para cada b € R".

SOLUCION

Por la diferenciabilidad de f en x existe p(x) > 0 tal que B(x,p(x)) C Qy

ly = x| < p(x) = [[f(y) = f(x) = dfE(x)(y = x)|| <6(x) [ly — ||
Como T = df(x) es lineal y det T # 0, dado v = T'(u) se verifica
Il < [T @) < 77 IIvI Twego | T(@)l| = 777 [lul
Asi se obtiene que
1£(y) = £ )|l = [|df(x)(y = x)|| = [[f(y) — £(x) — df(x)(y =x)[| =
> [t o) ly = xll = 6x) ly — x| = 6(x) [ly — x|

Sea V C Q abierto y a € V. Segin a) cualquier bola B(a,r) C V, de radio 0 < r <
p(a) cumple la condicién f(a) & £(9[B(a,r)]) y con el lema B.§ se obtiene que f(V') D
f(B(a,r)) es entorno de f(a). Finalmente, si a € f~!(b), en virtud de la implicacién
establecida 0 < ||x —a|| < p(a) = f(x) # b, es decir, B(a, p(a)) N f~!(b) = {a}
luego f~!(b) es un conjunto discreto. ]

Ejercicio 8.20 Sea f : R" — R" una aplicacion diferenciable tal que existe C' > 0
verificando: ||f(x) — f(y)|| > C'||x — y|| para cada x,y € R™.
Demuestre que det f'(x) # 0 para todo x € R"™ y deduzca de ello que f(R™) = R™.

SOLUCION

Demostraremos la primera afirmacién por reduccion al absurdo. Si para algin a € R”
ocurriese que det f'(a) = 0, entonces la diferencial df(a) no serfa inyectiva y existirfa
u € R” u#0 con df(a)u = 0. Segin la definicién de diferencial

f(a+h) —f(a) = df(a)h + ||h|| p(h)

199



LECCIONES DE ANALISIS MATEMATICO IT  G. Vera

donde limy, — o p(h) = 0. Como df(a) se anula sobre los vectores h € {tu : t € R},
para estos vectores se cumpliria la desigualdad

C[[h]] < [[f(a+h) = f(a)[| =[] [|p(h)]]

luego C' < ||p(tu)]|, lo que es absurdo porque lim; — ¢ p(tu) = 0.

La condicién del enunciado implica que f es inyectiva, y con la proposicién B.7]
se obtiene que f es abierta, luego f(R™) es un subconjunto abierto no vacio de R".
Entonces, en virtud de la conexién de R”, basta demostrar que el conjunto F' = f(R")
es cerrado para concluir que f(R") = R™.

Dado y € F existe una sucesién y; € f(R") convergente hacia y. Cada yy, es de
la forma y, = f(x}) para algin x; € R". La desigualdad

C ||Xp - Xq” < ||f(Xp) - f(Xq)” = ||YP - YqH

vélida para cada p,q € N implica que (xj) es una sucesién de Cauchy en R” y por
lo tanto convergente hacia un punto x = limy x;. En virtud de la continuidad

f(x) = h'lgnf(xk) = lilgnyk =y

luego y € f(R"), y queda demostrado que f(R") es cerrado.

Un procedimiento alternativo para demostrar que f(R") = R”, sin utilizar la
proposicién B.1, es el siguiente: Se comienza demostrando que F' = f(R") es cerrado
y luego se usa un resultado bien conocido de la topologia de R™ que afirma que la
distancia de un punto p € R a un cerrado F' = f(R"),

d(p, F') = inf{d(p,y) : y € F'}

se alcanza en algin b = f(a) € F' (véase el ejercicio B.8.q d)). Aplicando esta pro-
piedad con la distancia euclidea dy(x,y) = ||x — y||, podemos afirmar que ||y — p||;
alcanza en F' un minimo absoluto en algin punto b = f(a). Esto significa que

n

9(x) = [If(x) = plly = D (fi(x) — )’

J=1

alcanza un minimo absoluto en a € R", luego para k € {1,2,---n} se cumple
0= Dig(a) =2 (f;(a) — p;) Dif;(a)
j=1

Es decir f;(a) —pj, 1 < j < n, es solucién del sistema lineal homogéneo cuya matriz
Dy fi(a) tiene determinante no nulo. La tnica solucién de este sistema lineal es la
trivial, luego p = f(a) € f(R"). Como p € R” era arbitrario, queda demostrado que
f(R") = R". |

Ejercicio 8.21 Mediante un cambio de variable a coordenadas polares encuentre las
funciones f : Q — R, diferenciables en Q = R?\ {(0,0)} que satisfacen la ecuacidn

zfo(z,y) +yfy(e,y) +2(2* +9*) =0
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SOLUCION

Si F(r,0) = f(rcosf,rsenf), la ecuacién se transforma en rF, — 2r? = 0. En los
puntos de Q2 es r = /22 + y? > 0, y la dltima ecuacién es equivalente a F, = 2r,
luego F(r,0) = r? + g(6) donde g es cualquier funcién periédica de periodo 2.

Se sigue que las soluciones de la ecuacién propuesta son las funciones de la forma

flzy) =2+ 9+ G(z,y)

donde G : 2 — R es una funcion diferenciable que se mantiene constante sobre
cada semirrecta que surge de 0 (pues G(rcosf,rsenf) = g(#) sélo depende de 6).
Obsérvese que si G tiene esta propiedad, para todo ¢ > 0y todo (z,y) € 2 se cumple
G(tz,ty) = G(x,y). Derivando respecto a t se obtiene que para todo ¢ > 0 se verifica
xD1G(tz, ty) + yDaoG(tz, ty) = 0, y en particular, DG (z,y) + yD2G(z,y) = 0.
Con esta igualdad, que se satisface en todo (z,y) € €, es inmediato comprobar que
f(x,y) = 2% + y*> + G(x,y) satisface la ecuacién propuesta. [ ]

Ejercicio 8.22 Sea A = {(u,v) : v >0}, B={(z,y) :y >0} yg: A— B la
aplicacion definida por g(u,v) = (x,y) donde x = (u*+v?)/2, y = u/v. Compruebe
que g establece un C*°-difeomorfismo entre A y B y obtenga las ecuaciones de la
transformacion inversa g~' : B — A. Utilice el cambio de variable (x,y) = g(u,v)
para encontrar las funciones diferenciables f : B — R que satisfacen la ecuacion

2zf, —y(1+y?)f, = 0.
SOLUCION

g es inyectiva sobre A: Si g(u,v) = g(s,t) con v > 0y ¢t > 0 se cumple, u/v = s/t,
u? +0v* = s + 12 Si c = u/v resulta (14 )v? = (14 A)t?, luego v =1¢, y u = s.

g(A) = B: Basta ver que para cada (z,y) € B el sistema de dos ecuaciones
u? +v? = 2x, u/v =1y tiene una tnica solucién (u,v) € A. Como 2z = v?(1 + y?)

resulta
2x 2z
V=4 ——; u= R
1+ y?’ N1t y?

Como g es de clase C* y en todo (u,v) € A es detg'(u,v) = —(u* +1)/v* # 0, en
virtud del corolario podemos asegurar que g es un C'*°-difeomorfismo.

Con el cambio de variable propuesto f se transforma en F'(u,v) = f(g(u,v)) y
usando la regla de la cadena para el calculo de las derivadas parciales

1 u
Fu:fzxu+fyyu:fo+;fy7 Fv:fmxv"i_fyyvzvfm_ﬁfy.

Resolviendo el sistema se obtiene
_ukby + vk, ~vE, —uF,
Jo = w2402 Y w242 v

luego

) u u? u?
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Restando miembro estas igualdades

u? + v?

v

20f, —y(L+y*)fy = F,

Obtenemos asi que la ecuacién del enunciado equivale a F,, = 0 cuyas soluciones son
las funciones de la forma F(u,v) = ¢(u) donde ¢ es una funcién derivable de una
variable real. Deshaciendo el cambio de variable se concluye que las soluciones de la
ecuacion propuesta son las funciones de la forma

flzy) = (y o )

y?+1

donde ¢ es una funciéon derivable. Se deja al cuidado del lector la comprobacién de
que las funciones de este tipo son soluciones de la ecuacién propuesta. [

Ejercicio 8.23 Sea g : R* — R una funcién de clase C* tal que g(1,1,0) = 0 y
Vg(1,1,0) = (2,0,0), y sea x = p(y, ) la funcidn implicita de clase C* definida por
la ecuacion g(x,y,z) =0 en un entorno del punto (1,1,0). Compruebe que (1,0) es
un punto estacionario de la funcién F(y,z) = p(y,2)*> +y*2% y obtenga valores de
A = Dy19(1,0), B = D129p(1,0) y C = Dap(1,0) para los que se pueda asegurar

que F' presenta en (1,0) un minimo relativo.

SOLUCION

La funcién implicita = ¢(y, 2) estd definida en un entorno de (1,0) y verifica
©(1,0) = 1. Comprobemos en primer lugar que (1,0) es un punto estacionario de F":
Derivando respecto a las variables y, z, en la identidad ¢g(¢(y, 2), y, z) = 0 se obtiene

Dlg(gp(ya Z)a Y, Z)Spy(y, Z) + Dgg(w(y, Z), Y, Z) = O;

D1g(e(y. 2), 4, 2)=(y, 2) + Dag(e(y, 2), 4, 2) = 0
Sustituyendo y = 1, 2 = 0, = ¢(1,0) = 1, y teniendo en cuenta que D1g(1,1,0) =
2, Dyg(1,1,0) =0, D3g(1,1,0) = 0, resulta ¢,(1,0) = ¢.(1,0) = 0. Ahora podemos
calcular las derivadas parciales primeras y segundas de F':

F,(y,2) = 20(y, 2)p,(y, 2) + 2y2°; F.(y,2) = 20(y, 2)¢.(y, 2) + 2y°z; [#]

Sustituyendo y = 1, z = 0, ¢(1,0) = 1, ¢,(1,0) = ¢.(1,0) = 0, se obtiene que
F,(1,0) =0, F,(1,0) = 0, luego (1,0) es un punto estacionario de F.
Volviendo a derivar en [*] respecto a las variables y, z se llega a
Fyy(y, 2) = 20y (y, 2)* + 20(y, 2)pyy(y, 2) + 22° = 0;
Foy(y, 2) = 204 (y, 2):(y, 2) + 20(y, 2) 2y (y, 2) + dyz =0
Foo(y, 2) = 20.(y, 2)* + 20(y, 2)p:-(y, 2) + 2y° = 0;
Sustituyendo y =1, 2 =0, p(1,0) = 1,, ¢,(1,0) = ¢.(1,0) = 0, se llega a

F,,(1,0) =24, F,.(1,0)=2B, F..(1,0)=2C+2
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luego F' presentard un minimo relativo en el punto (1,0) cuando se verifique

A0 ‘QA 2B

_ . 2
B 20+2‘_4[A(1+C) B% >0

Ejercicio 8.24 [Unicidad de funciones implicitas] Sea g : 2 — R™ continua en un
abierto @ C R* x R™, tal que S = {(x,y) € Q : g(x,y) = 0} no es vacio y cada
(x0,¥0) € S posee un entorno abierto U x V' donde la ecuacion g(x,y) = 0 define
una funcion implicita £ : U — V.

Se supone que en un abierto conezo G C R* hay definidas dos funciones implici-
tas continuas @, ¥ : G — R™, (es decir, dos funciones continuas con grdfica conte-
nida en S). Sia € G y ¥(a) = p(a) demuestre que ¥ = . Muestre con un ejemplo
que el resultado es falso cuando G no es conexo.

SOLUCION

El conjunto Gy = {x € G : p(x) = ¥(x)} no es vacio, pues a € Gy. Como G es
conexo basta demostrar que Gy es un subconjunto abierto y cerrado de G, con su
topologia relativa, para concluir que G = Gg. En virtud de la continuidad de ¢ y
W, el conjunto GGy es cerrado relativo a (G. Veamos que también es abierto:

Por hipétesis, para cada xo € Gy el punto (xg,@(Xp)) € S posee un entorno
U x V donde la ecuacién g(x,y) = 0 define una funcién implicita f : U — V.

Como V' es un entorno de ¢(xg) = ¥(xg), v las funciones ¢, ¥ son continuas en
X, podemos suponer que el entorno U de x¢ se ha elegido de modo que ¢(U) C V
y ¥(U) C V. Necesariamente |y y ¥|y coinciden en U con la funcién implicita f,
luego U es un entorno abierto de xq contenido en Gj.

El siguiente ejemplo muestra que el resultado es falso cuando Gy no es conexo:
g(z,y) =2>+y*—1, G = (-1,0)U(0,1), Es claro que las funciones ¢, : G — R
definidas por
-pr)=V1—2a% si x€QG.

-Yp(z)=vV1—2% st —1<x<0, ¢Y@)=—vV1—-22 s O<z<],

son distintas y ambas satisfacen las condiciones del enunciado. [ ]
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8.6. Ejercicios propuestos

& 8.6.1 Seaf: Q — R"™ una aplicacion diferenciable definida en un abierto convexo
Q) C R". Demuestre que la condicion

Z D;f;j(x)hih; >0 para todo x € ytodo heR"\ {0}
ij=1

implica que f es inyectiva.
(Indic: Si f(x) = f(y) con h =y —x # 0, aplique el teorema del valor medio a
o(t) = (f(x+th) = f(x) | h), en [0,1]).

$ 8.6.2 Demuestre que la funcion f : R? — R3, definida por
f(z,y,z) = (zcoszy, zsenzxy, =+ 2)

admite inversa local en un entorno abierto A de a = (1,0,1). Sig = (fla)~! y
b = f(a), obtenga dg(b).

$ 8.6.3 Demuestre que la aplicacion f : R? — R3, f(x,y,2) = (23, y? — 22, y2) es
Yy Yy Y
abierta pero mo es inyectiva.

$ 8.6.4 FEstudie los puntos donde es localmente inyectiva las funcion g : R? — R3
definid por g(z,y) = (z +y. (z +y)* (z +y)°).

& 8.6.5 Para las transformaciones consideradas en los ejercicios [[.5.4,[I.5.7, [[.5.8,
estudie su comportamiento local y global: Sobre qué abiertos son inyectivas,
abiertas, difeomorfismos..)

$ 8.6.6 Seaf : R? — R? definida por f(x,y) = (v+h(y),y+h(z)) dondeh : R — R
es derivable con derivada continua y |h'(t)| < ¢ < 1 para todo t € R. Demuestre que
f(R?) = R? y que f establece un C*-difeomorfismo de R? sobre R2.

) 8.6.7 Demuestre que g(z,y) = (r — acosy,y — acoszx), con 0 < a < 1, es
inyectiva y abierta.

$ 8.6.8 Seaf: A — RF de clase C? en un abierto A C R™, conn > k, tal que para
cada x € A los vectores V f1(x), V fa(x), - - - V fir.(x) son linealmente independientes
y sea ¢ : B — R definida y continua en B = f(A).

Demuestre que B es abierto y que ¢ presenta un extremo relativo en b = f(a) si
y solo si F'= ¢ of presenta un extremo relativo del mismo tipo en a € A.

$ 8.6.9 Sea F(x) = Vf(z) donde f: Q2 — R es de clase C* (k> 2) en un abierto
Q CR".

a) Dado a € 2, obténga una condicion (C) que garantice que F posee una inversa
local G, de clase C', definida en un entorno abierto de b = F(a).
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b) Obtenga dh(x), donde h(x) = (x| F(x))— f(x).

c) Si se cumple (C) demuestre que G se deduce de g = ho G : B — R” de la
misma forma que F se deduce de f.

$ 8.6.10 Sea f : R? — R de clase C? de la que se conoce f(0,0) = 0, Dy f(0,0) = 0,
Dyf(0,0) =1, D11f(0,0) =1, D12f(0,0) =1, Doy f(0,0) = 2.

Demuestre que la ecuacion fof(m’y) e’ dt =0 define, en un entorno de (0,0), a la
variable y como funcion implicita de la variable x.

$ 8.6.11 Compruebe que la siguiente funcion es de clase C*.

Fla.y) = aylog(a® + ) +y si (2,y) # (0,0), £(0,0)=0

Demuestre que existe un entorno abierto U de (1,0) y una funcion
g:U — R, de clase C'(U), tal que g(1,0) =2 y

flzy,g(x,y) —2x) = 0;  xDig(x,y) —yDag(x,y) = 2z para todo (x,y) € U

$ 8.6.12 Sea g : R* — R de clase C? tal que g(b/a,c/a) =0 y Dag(b/a,c/a) # 0,
(a # 0). Demuestre que existe un entorno abierto A C R? de (a,b), donde hay
definida una tnica funcién f: A — R, de clase C*(A), verificando:

fab)=c. y gly/z. fa,y)/a)) =0 para todo (z,y) € A.

Demuestre que f satisface la ecuacion: xDy f(x,y) +yDaof (z,y) = f(z,y).
Con un cambio de variable a coordenadas polares obtenga que f(x,y)/+/x% + y* sdlo
depende de y/x.

$ 8.6.13 Sea v : R — R una funcién de clase C' tal que ¢(0) = 0 y ¢'(0) = 1.
Dados tres niimeros reales a, b y ¢ # 0, demuestre que existe un entorno U C R? de
(0,0) y una funcion g : U — R de clase C' que para todo (x,y) € U se cumplen
las dos condiciones siguientes:

o) 22 +y*+ (9(x,))" = ¢ (ax + by + cg(z,y))

b) (cy —by(x,y))Dig(x,y) + (ag(x,y) — cx) Dag(x,y) = bz — ay
Calcule D1g(0,0) y D2g(0,0).

$ 8.6.14 Compruebe que la ecuacion 2> + 2z + e TV fg 4 y?—cos(r—y+2)=0
define, en un entorno de (0,0,0), a la variable z como funcion implicita de las
variables x,y. Demuestre que la funcion implicita z = f(x,y), definida en un entorno
de (0,0), presenta un mdzimo relativo en (0,0).

$ 8.6.15 Compruebe que la ecuacion xyz +sen(z —6) — 2(x +y + 2?y?) = 0 define,
en un entorno de (1,1,6), una funcidn implicita z = f(z,y) que presenta un minimo
relativo en (1,1).

$ 8.6.16 Compruebe que la ecuacidn sen z + (1 +x%)Y + 2z +y*> — 2y = 0 define, en
un entorno de (0,1,0), una funcion implicita z = f(x,y) que verifica f(0,1) = 1.
FEstudie si f presenta un extremo local en (0,1).
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O 8.6.17 Compruebe que la ecuacion x® + y> + 25 +x +y — 2z = 4 define, en un
entorno de p = (1,1, 1), una funcion implicita z = f(x,y) con la propiedad de que
en un entorno de a = (1,1) la grdfica de f queda por debajo de su plano tangente
en p.

O 8.6.18 Justifique que la ecuacion 3+ 322 +8xy? —3y3z = 2 define en un entorno
de p = (—1,0,1) una funcion implicita z = f(x,y). Demuestre que en un entorno
de a= (—1,0) la grifica de f queda por encima de su plano tangente en p.

O 8.6.19 Sea g(x,y,2) = 2>+ 12+ 23+ 22+ + 22+ 1 +y— 2. Compruebe que en
un entorno de p = (1,1,1), la ecuacion g(x,y,z) =7 define, una funcién implicita
z = f(x,y). Obtenga el polinomio de Taylor de grado 2, de f en el punto (1,1).

Si M ={(z,y,2) € R®: g(z,y, 2) = 7} demuestre que p posee un entorno Vj, tal
que M NV, queda a un lado del plano tangente a M en p.

$ 8.6.20 Compruebe que las ecuaciones xcosy + ycosz + zcosx = m; 22 + 3% +
2?2 —xy = w2 definen, en un entorno de (xg,%o,20) = (0,0,7), a las variables y, z
como funciones implicitas de x: (y, z) = (fi(x), f2(x)). Calcule las derivadas f!(0) ,
17(0),i=1,2.

& 8.6.21 Compruebe que las ecuaciones
yt+et e =3; y —y+t=1

definen en un entorno de (xo,yo,to) = (0,1,1) a las variables x,y como funciones
implicitas de la variable t. Six = f(t) y = g(t) son las funciones implicitas, calcule
1

las derivadas f'(1),4'(1), f"(1), ¢"(1).

O 8.6.22 Compruebe que en un entorno de (2o, yo, g, vo) = (v/2,0,1, —1), el siste-
ma de ecuaciones

2uv+2° —y* =0, u?—v*+ 20y =0

define a las variables (u,v) como funciones implicitas de las variables (z,y).
Demuestre que la funcion implicita (u,v) = f£(z,y) es invertible en un entorno

U de (v/2,0). Si g es la inversa de f|y, obtenga dg((1,—1)).
& 8.6.23 Compruebe que en un entorno de (1,1,1,1) el sistema de ecuaciones
2P —u—02=0, 2—yP+ud—03=0

define funciones funciones implicitas (u,v) = f(z,y), (x,y) = g(u,v). Ezplique la
relacion que hay entre las matrices £'(1,1) y g'(1,1) y calcule una de ellas.

& 8.6.24 Determine los valores de a € R para los que el sistema
2+ yutar=1, 2z +uPz+ay=a

define, en un entorno de (0,1) una funcion implicita (x,y) = ¢(z,u) que cumple
©(0,1) = (0,1) y estudie si ¢ es localmente invertible en (0,1).
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& 8.6.25 Compruebe que las ecuaciones
2+ PP =1, 2oy + 4’z =0

definen, en un entorno de (xo,Yo, 20,uo) = (0,1,0,1), a las variables x,y como
funciones implicitas de las variables z,u. Si v = gi1(z,u), y = g2(z,u) son las
funciones implicitas, definidas en un entorno de (0,1), demuestre que existe un
entorno abierto de (0, 1), donde g = (g1, g2) es invertible con inversa indefinidamente
derivable.

$ 8.6.26 Obtenga el gradiente de una funcion diferenciable f : R3 — R en términos
de las coordenadas cilindricas, x =rcosf, y=rsenf, z=t, y de las coordenadas
esféricas, x = pcospcosf, y=pcospsent, z = psen p.

O 8.6.27 Efectuando el cambio de variable x = (u+v)/2, y = (u—wv)/2 obtenga la
forma general de las funciones de clase C?, f :R? — R, que satisfacen la ecuacion
en derivadas parciales
92 2 2
T T
ox? 0y 0xdy

& 8.6.28 Utilizando el cambio de variable x = v, y = uv obtenga las funciones f
de clase C* en Q = {(x,y) : © > 0} que verifican

D f(z,y) + 2xyDiaf(x,y) + y*Daof (z,y) = 0, para todo (z,y) €

$ 8.6.29 Utilizando el cambio de variable v = (u? +v*)/2, y = u/v obtenga las
funciones f : Q — R de clase C* en Q = {(x,y) : & > 0} que verifican

2zyDs f(z,y) + (1 +y*)Daf (z,y) = 0 para todo (z,y) €

$ 8.6.30 Usando el cambio de variable x = u?+v?, y = u+v obtenga las funciones
f:Q — R de clase C* en Q = {(z,y) : 2z > y*} que verifican

2(y* — 2°)Dui f(z,y) + 2yDiaf(z,y) + Do f(z,y) = y* — 2* para todo (z,y) € Q2

& 8.6.31 Dado el abierto A = {(x,y) : 0 < x < y}, justifique la existencia de
un abierto B C R? tal que para cada f € CY(A) eriste una tunica F € CY(B) que
verifica : f(x,y) = F(x 4+ y,xy) para todo (z,y) € A.
Demuestre que son equivalentes

i) Dif(x,y) — Daf(z,y)+ 3(x —y)f(z,y) = 0 para todo (z,y) € A.

it) DyF(u,v) = 3F(u,v) para todo (u,v) € B.
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