Capitulo 9

Extremos condicionados

Subvariedades diferenciables de R™. Espacio tangente en un punto. Extre-
mos condicionados: Método de los multiplicadores de Lagrange. Aplicaciones
geométricas.

El objetivo central del capitulo es la optimizacion de funciones reales de varias
variables reales, f(xi, s, - x,), cuando las variables estdn sometidas a ligaduras:

gl(l'l,l'g,"',l'n):(], 92(171,1'2,"‘,1'”):0,"‘ gm(:El)an"')xn):O

En otras palabras, se trata de calcular los extremos absolutos o relativos (si exis-
ten) de f sobre el subconjunto M C R™ formado por los puntos que cumplen las
condiciones de ligadura. Cuando este conjunto tiene una estructura geométrica apro-
piada, que se formula mediante la nocién de subvariedad diferenciable, el problema
se puede abordar con el método de los multiplicadores de Lagrange.

Por ello el capitulo comienza con el estudio de esta nocién geométrica que pro-
porciona el marco natural para los problemas de optimizacién con restricciones de
ligadura en forma de igualdad. Después de estudiar estos problemas se pueden abor-
dar los de optimizacién con restricciones en forma de desigualdad, de los que no
haremos el studio sistemético (con las condiciones de Khun-Tucker) que se puede
encontrar en textos mas especializados como [[L(].

Cuando M C R™ sea un subconjunto definido mediante restricciones de desigual-
dad, el problema de obtener los extremos absolutos de f|y (que existirdan con segu-
ridad cuando f sea continua y M sea compacto) se puede abordar considerando por
separado la restriccion de M al interior de M, y a su frontera. Lo primero conduce a
un problema ordinario de extremos sin ligaduras, que ya han sido considerados en el
capitulo . La restriccién de f a la frontera de M puede conducir a varios problemas
de optimizacién con ligaduras en forma de igualdad: Generalmente la frontera de
M no es sera subvariedad diferenciable pero habitualmente, cuando M esta definido
con un numero finito de desigualdades, su frontera se puede descomponer en un
nimero finito de subvariedades diferenciables (de diferentes dimensiones). Entonces
la optimizacién de f sobre la frontera de M se podra atacar con el método de los
multiplicadores de Lagrange sobre cada una de las subvariedades diferenciables que
componen la frontera.
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9.1. Subvariedades diferenciables

En esta seccién se introduce la nocién de subvariedad diferenciable de R", de
dimensién k, como un subconjunto M C R"™ que localmente tiene una estructura
geométrica similar a R¥. Esta estructura geométrica local se puede describir bajo tres
formas equivalentes (teorema [0.4) que comenzamos definiendo de manera precisa.

Una de ellas se formula en términos de la grafica de una funcién diferenciable de
k variables independientes. En las gréaficas de este tipo, segtn la costumbre habitual,
las primeras k variables son las independientes que desempenan un papel especial.
Esta restriccion artificial se elimina en la siguiente definicién considerando cambios
de orden en las variables, es decir cambios de variable lineales T, : R" — R",

Ta(xla Loy + - al‘n) = (xa(l)a To(2)y xa(n))
asociados a permutaciones o : {1,2,--- ,n} — {1,2,--- ,n}.

Definicién 9.1 Diremos que M C R™ admite una representacion explicita de clase
C™ y dimension k < n, o que M es una grdfica de esa clase y dimension, si existe
una permutacion o : {1,2,--+ ,n} — {1,2,--- ,n} tal que M = T,(G(f)) donde

G(F) = {(u, £(w)) : u € A}
yf: A — R"F es de clase C™ en un abierto A C R¥.

Otra caracterizacion de las subvariedades diferenciables de R" se expresara en
términos de parametrizaciones regulares, que se definen a continuacién

Definicién 9.2 Si ¢ : U — R" es una aplicacion de clase C™ (m > 1) definida en
un abierto U C R¥, con 1 < k < n, se dice que ¢ es una parametrizacion de clase
C™ y dimension k. Si ademas se cumplen las condiciones

i) ¢ es un homeomorfismo entre U y su imagen @ (U) (con la topologia relativa,).

ii) Para cada u € U, los vectores Dyp(u), Dayp(u), - -+, Di(u) son linealmente
independientes.

se dice que @ es una parametrizacion reqular. En este caso, si M = @(U) diremos
que @ es una parametrizacion reqular de M y también que M C R™ admite una
parametrizacion reqular (de clase C™ y dimension k < n).

Toda representacién explicita (de clase C™ y dimensién k£ < n) de M C R" lleva
asociada de modo natural una parametrizacion regular de M de la misma clase y

dimension, ¢(u) = T,((u,f(u))), definida en U = A, es decir:

S"(Ul,UQ,"'Uk) = Ta(u17u27"' 7ukafl(ula"' 7uk>7"'fnfk(ula"' ,Uk))

Dejamos como ejercicio al cuidado del lector la comprobacion de que se cumplen las
condiciones requeridas en la definiciéon P.3.

Un ejemplo sencillo de parametrizacién regular lo proporciona la parametrizacién
habitual de un trozo de esfera mediante la longitud y la latitud. Esto se puede ver
en [H.7 donde también se muestra un ejemplo interesante de lo que puede ocurrir
cuando una parametrizacion no es regular aunque sea inyectiva.
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Definicién 9.3 Diremos que M C R"™ admite una representacion implicita de clase
C™ y dimension k < n si se puede representar en la forma

M={xeQ:g(x)=0}

donde g : 0 — R" % es de clase C™ en un abierto Q C R", y para cada x € M
los vectores Vg1(x), Vga(x), -+, Vgn_r(x) son linealmente independientes (e.d. la
matriz (D;g;(X))1<i<ni<j<n—k tiene rango n — k).

Toda representacién explicita de clase C™ y dimension & < n de M C R" propor-
ciona de modo natural una representacién implicita de la misma clase y dimension,
dada en términos de la funcion:

g(u7 V) = f(ll) — V= (fl(u17u2a o Uk) — Uy, 7fnfk(u17u2a o Uk) - Unfk)

definida en Q = A x R"*. Dejamos al cuidado del lector la comprobacién de que se
cumplen las condiciones requeridas en la definicién P.3.

Teorema 9.4 §i1 < k < n, las siguientes propiedades de M C R™ son equivalentes

a) Cada p € M posee un entorno abierto Q0 C R™ tal que M Ny, admite una
parametrizacion reqular de clase C™ y dimension k.

b) Cada p € M posee un entorno abierto 2, C R™ tal que M N Qp admite una
representacion implicita clase C™ y dimension k.

¢) Cada p € M posee un entorno abierto Q, C R"™ tal que M N Qp, admite una
representacion explicita de clase C™ y dimension k.

DEM: Segtin lo comentado después de las definiciones P.2y es claro que ¢) = a),
y ¢) = b).

b) = ¢) es consecuencia directa del teorema de la funcién implicita: Por hipdtesis,
cada p € M posee un entorno abierto €2, C R" tal que

MnNQ,={xeQ,:gx)=0}
donde g estd definida en €, y cumple las condiciones de la definicién 0.3. Como la
matriz
D1g:(p) Dogi(p) -+ Dugi(p)

tiene rango n — k podemos suponer, para simplificar la notaciéon, que no es nulo
el determinante de la matriz cuadrada formada con las ultimas n — k columnas.
Entonces, aplicando el teorema de la funcién implicita, se puede asegurar que existe
un entorno abierto de p, de la forma Q) = A x B C Qp, con A C R*, B ¢ R"*,
abiertos, y una funcion implicita de clase C™, f : A — B tal que

M N = {(u,f(u)):uec A}
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Si fuese nulo el determinante formado por las ultimas n — k columnas, tendriamos
que seleccionar otras columnas para conseguir una matriz cuadrada de determinan-
te no nulo y el teorema de la funcién implicita permitiria despejar localmente las
correspondientes n — k variables en funcién de las restantes. Con una permutacion
o de {1,2,---,n} se consigue que estas n — k variables pasen a ser las tultimas, y
esta permutacién es la que hace que se cumpla la definicién P}

a) = c) Se demuestra con ayuda del teorema de la funcién inversa: Por hipétesis
p € M posee un entorno abierto €, C R™ tal que M NQ, = ¢(U), donde
@ : U — R" es una parametrizacion regular de clase C"™ y dimension k definida en

un abierto U C R*. Si p = ¢(a), como los vectores Dip(a), Dap(a), -+, Drp(a)
son linealmente independientes, la matriz

Dipi(a) Dapi(a) --- Dipi(a)

Dipn(a) Dapn(a) - Dipn(a)

tiene rango k, y podemos suponer, para simplificar la escritura, que la matriz for-
mada por la k primeras filas tiene determinante no nulo. En ese caso escribimos

p(u) = (a(u), B(u))

donde a: U — R¥, B:U — R"°*,

Como det o/(a) # 0, aplicando el teorema de la funcién inversa a la aplicacién
a en el punto a obtenemos A C U, entorno abierto de a, tal que a(A) C RF
es abierto y a : A — a(A) es de clase C™ con inversa de clase C™. Entonces
f =Boa!, definida en a(A), con valores en R"* también es de clase C™.

Como ¢ establece un homeomorfismo entre U y ¢(U) se tiene que ¢(A) es
un entorno abierto del punto p = ¢(a) en el conjunto @(U) = M N Q,, para la
topologfa relativa de este conjunto, luego es de la forma ¢(A) = M N, donde
Q, C R" es un abierto que se puede suponer incluido en €. Este abierto cumple
las condiciones requeridas en la definicién P.J:

M, = p(4) = {(a(u), B) : u e A} = {(v.£(v)) : v € a(4)}

En caso de que fuese nulo el determinante de la matriz formada con las k£ primeras
filas de la matriz (D;e;(a)) tendrfamos que seleccionar otras filas para obtener una
matriz cuadrada de determinante no nulo. Estas filas se pueden llevar a las primeras
posiciones mediante una permutacién o de las variables, y con esta permutacién se
cumplen las condiciones de la definicién P.1]. [

OBSERVACION: Sea M = ¢(U), donde ¢ : U — R™ es una parametrizacién regular
de clase C™ y dimensién k. Segin la definicién P-3 la inversa ¢! : M — U es
continua. Ahora podemos decir algo mas: Cada p € M posee un entorno abierto
Wp C R", donde hay definida una funcién de clase C™, W : W, — U, que verifica

U(x) =@ '(x) paratodox € M NW,.

Para ver esto basta continuar con el razonamiento de a ) = c) en el teorema anterior
y definir en W, = a(A) x R"* la aplicacién ¥(s,t) = a~!(s). Es claro que para
cada x = ¢(u) = (a(u),B(u)) € W, se cumple ¢ '(x) =u= ¥(x).
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Definicién 9.5 Un subconjunto M C R"™ se dice que es una subvariedad diferen-
ciable de clase C™ y dimension k, (1 < k < n), cuando posee las propiedades
equivalentes del teorema

Ejemplos 9.6 En cada uno de los siguientes casos M C R™ es una subvariedad de
clase C™ y dimension k:

a) M = @(U) donde ¢ : U — R" es una parametrizacion reqular de clase C™
definida en un abierto U C RF.

b) M ={x e Q:g(x)=0} dondeg:Q — R"* es una aplicacion de clase C™,
definida en un abierto 2 C R™, con la propiedad de que, para cada x € M los
vectores Vg1(x),Vga(x), -+, Vgn_r(x) son linealmente independientes.

c) M =T,(G(f)) donde G(f) = {(u,f(u)) : u € A} es la grdafica de una aplica-

) ( , 9 p
cion de clase C™, f: A — R" % definida en un abierto A C R, y o es una
permutacion de {1,2,--- n}.

Espacio tangente a una subvariedad diferenciable. Segtun la definicion
un vector w € R" es tangente a M C R" en p € M si existe una aplicacion
~ : (=, ) — M, derivable en ¢t = 0 tal que ¥(0) = p y 7' (0) = w. Si T,(M) es
el conjunto de los vectores tangentes a M en p y €2, es un entorno abierto de p, es
inmediato que T (M) = Tp(M N Q).

Si A C RF es abierto y f : A — R"* es diferenciable en a € A, segin la
proposicién p.28; el conjunto de vectores tangentes en p = (a, f(a)) a la gréfica

M={xy)eRFxR"*: xc A y=1£f(x)}
es la grafica de la diferencial df(a), es decir el subespacio vectorial, de dimension k
To(M) = {(u,v) € RF x R"*: v = df(a)u}

Cuando M = {x € Q : g(x) =0} con g :  — R"* definida en un abierto Q C R",
y diferenciable en p € M, segin la proposicion p.29 se verifica

n—k
T,(M) C Ker dg(p) = [ |{u € R": ( Vg;(p) | u) =0}
j=1
Por consiguiente, cuando los vectores Vg;(p), Vga2(p), - - -, Vgn_x(p) son linealmente

independientes Ker dg(p) es un subespacio de dimensién k que contiene a T, (M).

Proposicién 9.7 Sea M = {x € Q: ¢1(x) =0, - g,_x(x) = 0}, donde las funcio-
nes gi,ga - guk : 2 — R son de clase C1(Q). Sip € M y los vectores

Vai1(p); Vga(P); - Vn—r(P)

son linealmente independientes entonces
n—k
To(M) = ﬂ{u eR": (Vgj(p) |u)=0}
j=1

Es decir, To(M) es el subespacio vectorial de R", de dimension k, ortogonal a los
vectores Vgi1(p), Vg2(p).... Vgn_r(P)-
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DEM: Como T,(M) C Ker dg(p), y Ker dg(p) es un subespacio vectorial de di-
mension k, para obtener la igualdad T,(M) = Ker dg(p) basta ver T,(M) es un
subespacio vectorial de la misma dimension.

Razonando como en la demostracién de b) = c) en el teorema P.4), el teorema
de la funcién implicita permite obtener 2, C R", entorno abierto de p, con tal que
M N Qp, es (salvo una permutacién de las variables) la gréafica de una aplicacién f :
A — R"*_diferenciable en a € A, donde p = (a, f(a)). Basta tener en cuenta ahora
que T,(2p N M) es un espacio vectorial de dimensién k y que T,(M) = Tp(Qp, N M).
|

Finalmente, consideramos el caso de un conjunto de la forma M = ¢(U), donde
@ : U — R" estd definida en un abierto U C R* y es diferenciable en a € U.
Recordemos que el conjunto de vectores tangentes a M en p = ¢p(a) contiene al
subespacio de(a)(R)*, es decir, T,(M) D {Duyp(a) : u € RF}. La dimensién de este
subespacio es < k y serd igual a k, cuando las derivadas parciales D;p(a) = dep(a)e;,
1 < j <k, sean linealmente independientes. En este caso, si se sabe que T, (M) es
un subespacio vectorial de dimension k& se obtendra que

T,(M) = {Dugp(a) : u € B*} = dep(a) (RY)

Esto es lo que ocurre cuando ¢ es una parametrizaciéon regular de clase C™ y di-
mension k.

Proposiciéon 9.8 §i M C R" es una subvariedad diferenciable de clase C™ vy di-
mension k entonces en cada punto p € M el espacio tangente T,(M) es un espacio
vectorial de dimension k.

DEM: Basta considerar que M tiene localmente la propiedad P.4 ¢): Existe Q, C R”,
entorno abierto de p, tal que M N Q, = {(x,f(x) : x € A} donde f : A — R"* es
diferenciable en el abierto A C R"*. Se sigue de esto que

T

P

(M) =To(MNQ) ={(u,v) e R* x R"*: v = df(a)u}

luego T,(M) es un espacio vectorial de dimensién k. (Para simplificar la notacién,
al aplicar la condicién P4 ¢) hemos supuesto o = identidad) [

Cuando M C R"™ es una subvariedad diferenciable de clase C"™ y dimension k,
podemos aplicar en cada punto p € M lo indicado anteriormente. Asi, para escribir
les ecuaciones en forma implicita del espacio tangente T,(M) podemos utilizar, en
un entorno abierto €2, de p, una representacién implicita de M N€2,. Anadlogamente,
para escribir las ecuaciones paramétricas de T, (M), podemos utilizar una parame-
trizacién regular de un entorno relativo de p (véase la seccién f.3).
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9.2. Extremos condicionados

Dada una funcion f : Q — R definida en un abierto 2 C R” se trata de deter-
minar, si existen, los extremos (relativos o absolutos) de la restriccién de f a un
conjunto M C 2 de la forma M = {x € Q : g(x) =0} donde g : Q2 — R™. Es decir,
se trata de obtener los extremos (relativos o absolutos) de f(xy, s, --x,) cuando
las variables (z1, s, - - - x,) estan sometidas a las condiciones de ligadura

gl(xlax% T xn) = 07 92(x17x27 o l’n) = 07 e gm(xhx% te l’n) =0.

Las definiciones referentes a extremos condicionados son obvias: Si p € M posee
un entorno abierto V, C Q tal que f(x) < f(p) (resp. f(x) > f(p) para todo
x € M NV, se dice que f|y presenta en p un méaximo (resp. minimo) relativo o
bien que f presenta en p un maximo (resp. minimo) condicionado por las ligaduras
(1,29, x,) = 0, 1 < k < m. Cuando se reemplaza el signo de desigualdad <
por el de desigualdad estricta <, se obtiene la definicién de maximo (resp. minimo)
relativo estricto condicionado.

Los principales resultados sobre extremos condicionados se obtienen cuando f
es diferenciable y el conjunto M definido por las condiciones de ligadura, tiene una
estructura geométrica sencilla desde el punto de vista del célculo diferencial: Las
propiedades que se exigiran a las condiciones de ligadura gz, 1 < k < m, seran las
adecuadas para garantizar que en cada p € M el conjunto T,(M) es un espacio
vectorial de dimension n —m (véase P17 ).

Para motivar los resultados generales consideramos primero el caso particular
para n = 2, m = 1. En este caso M = {(x,y) € Q : g(z,y) = 0} es una "curva”
definida implicitamente por una funcién g de clase C! en un abierto Q C R?.

Si p = (a,b) € M es un punto donde Vg(p) = (D1g(a,b), Dag(a, b)) # (0,0), en
virtud de la proposicién -7 el espacio tangente T, (M) es el subespacio de R?, de
dimensién 1, ortogonal al gradiente Vg(p). Es decir, existe la recta tangente a la
"curva” M en el punto p, y su ecuacion es

Dug(a,b)(x — a) + Dag(a,b)(y —b) = 0

Representemos la funcién f : €2 — R dibujando en el plano sus curvas de nivel
N. = {(z,y) € Q: f(z,y) = c}, para diferentes valores de c¢. Sip € Qy ¢ = f(p)
entonces N, es la curva de nivel que pasa por p € {2 y sabemos que Vf(p) es
ortogonal todos los vectores tangentes a N, en p. Supongamos ademas que existe
un entorno B(p,r) C Q que queda descompuesto por la curva N, en dos regiones
separadas:

{(z,y) € B(p,7) : f(z,y) <c}, {(z,y) € B(p,r): f(z,y) >c}

que llamaremos, respectivamente, lado izquierdo y lado derecho de N.. Si la curva
M pasa por p atravesando la curva de nivel N, entonces f(x,y) — ¢ cambia de signo
cuando (z,y) € M pasa de un lado al otro de N, luego f |y no puede presentar en p
ni un maximo ni un minimo relativo. Por lo tanto, para que f|y; presente en p € M
un extremo relativo, es necesario que la curva M no atraviese a la linea de nivel N,
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es decir M y N, deben tener en p la misma recta tangente. Esto ocurre si y sélo
si Vf(p) = nVg(p) para algin p € R. Lo que acabamos de ver es una justificacién
heuristica, y una interpretacién geométrica, de la siguiente proposicion

Proposicién 9.9 Sea M = {(z,y) € Q: g(x,y) = 0}, donde g : Q@ — R es de clase
CL(2) en un abierto 2 C R%. Se supone que f : 2 — R es diferenciable en p € M y
que Vg(p) # (0,0). Si f|ar presenta un extremo relativo en p entonces existe p € R

tal que Vf(p) = uVg(p).

DEM: Segtn la proposicién P.7 el subespacio ortogonal a T, (M) es el generado por
Vg(p) # (0,0). Por lo tanto basta demostrar que si f|y; presenta en p € M un
extremo relativo entonces V f(p) es ortogonal a T,(M).

Supongamos que el extremo relativo es un maximo y sea V, C {1 un entorno
abierto de p tal que f(x) < f(p) para todo x € V},.

Dado u € T, (M), segtn la definicién de vector tangente, existe una aplicacion
~ : (—=0,0) — M derivable en t = 0, tal que v(0) = p y 7/(0) = u. Como ~ es
continua en ¢ = 0 existe 0 < r < J tal que |t| <r = ~(t) € V, N M, luego

it <r = f(v(1) < f(+(0))

La funcion real de variable real ¢(t) = f(~(t)) presenta un maximo relativo en ¢t =0
donde es derivable (en virtud de la regla de la cadena) luego

0 =¢'(0) = df (v(0))'(0) = df (P)u = ( Vf(p) | w)
Es decir, V f(p) es ortogonal a T, (M). |

En las condiciones de la proposicién anterior, los puntos p € M que cumplen
Vg(p) # (0,0) diremos que son puntos regulares de M. Los puntos regulares p
donde f es diferenciable y Vf(p) = uVg(p) para algin p € R se dice que son
puntos estacionarios de f|p. Denotaremos por E(f, M) el conjunto de todos los
puntos estacionarios de f|y. Si p € E(f, M), el coeficiente p que hace que se
cumplan las igualdades

Dif(p) = uD1g(p), D2f(p) = uD2g(p)

se llama multiplicador de Lagrange asociado al punto estacionario p. Cada punto
estacionario p € E(f, M) lleva asociado su multiplicador de Lagrange.

Con esta terminologia la proposicion P.9 se enuncia diciendo que los puntos
regulares p € M donde una funcién diferenciable f presenta extremos relativos
condicionados por M son puntos estacionarios de f|;.

En las aplicaciones habituales f es diferenciable en todos los puntos de M y
todos los puntos de M son regulares. En este caso los extremos relativos de f]ys
se alcanzan en puntos estacionario y para determinar los extremos relativos de f|,
se comienza calculando el conjunto de los puntos estacionarios E(f, M). Esto se
consigue resolviendo (cuando sea posible) el sistema de tres ecuaciones con tres
incognitas, x,y, j.

Dy f(z,y) — uDig(x,y) = 0; Daf(x,y) — pDag(z,y) = 0; g(z,y) = 0.
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Si el sistema no tiene solucién se puede asegurar que f|p; no presenta extremos
relativos. Si el sistema tiene un ntmero finito de soluciones

(901> Y1, Ml), (902, Yo, ,u2)> ce (%7 Yk, Mk;)

tendremos un conjunto finito de puntos estacionarios

b1 = (9517%)7 P2 = (1132,3/2), R («Tkayk)

y sus correspondientes multiplicadores puy, po, - - - k.

Si ademéas M es compacto y el problema que nos ocupa consiste en determinar
el maximo y el minimo absoluto de f sobre M, bastard evaluar f en cada uno de los
puntos estacionarios para obtener, por inspeccion directa, los extremos absolutos:

i f(x) = méx{f(p) 1 < i < k)

min f(x) = min{f(p;) : 1 <i < k}

Lo mismo se podra hacer cuando M no sea compacto pero por la naturaleza del
problema sepamos que f debe alcanzar en M un maximo o un minimo absoluto, o
ambos. Asf por ejemplo, como M es cerrado, la funcién f(x,y) = (z —a)* + (y — b)?
siempre alcanza un minimo absoluto sobre M (recuérdese que, segtn lo indicado
a continuacién de proposicién B.I7, fijado un punto a € R”, la funcién distancia
x — ||x — al|, siempre alcanza un minimo absoluto sobre cada cerrado M C R™).
A la hora de las aplicaciones concretas, cuando f no sea diferenciable en todos
los puntos de M o algin punto de M no sea regular, para determinar los extremos
absolutos de f se puede proceder como antes, pero considerando también los puntos
de M donde f no es diferenciable o g no es regular. Si el conjunto de estos pun-
tos S(f, M) es finito y sabemos que existe un maximo, o un minimo absolutos, lo
podremos calcular como antes evaluando la funcién en un conjunto finito de puntos:

max f(x) = max{f(x) : x € E(f,M)US(f,M)}

min f(x) = min{f(x) : x € E(f, M) US(f, M)}

Un problema mas delicado es el de determinar, entre los puntos estacionarios los
que proporcionan un maximo relativo, o un minimo relativo. Mas adelante daremos
condiciones de segundo orden suficientes para que un punto estacionario sea un
punto de maximo relativo o un punto de minimo relativo. Pero este criterio no
serd aplicable a los puntos donde f o g no sean dos veces diferenciables.

En el caso que nos ocupa, para funciones de dos variables reales, dado un punto
estacionario p € M se puede proceder de la siguiente forma: En un entorno V;
de p se busca una parametrizacién del trozo de curva V, N M, es decir un homeo-
morfismo diferenciable ¢ : (o, ) — M N V,. Si ¢(ty) = p es claro que p serd un
punto de méximo (resp. minimo) relativo para f|y si y sélo si ¢y es un punto de
méximo (resp. minimo) de la funcién real de variable real f(¢(t)). Este dltimo es-
tudio se podra abordar con las técnicas usuales de las funciones de una variable.
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La parametrizacion local ¢ a veces se puede conseguir considerando la ecuaciéon de
la curva g(z,y) = 0 y despejando, en un entorno de p suficientemente pequeno,
una variable en funciéon de la otra, es decir obteniendo un entorno rectangular de
p, Vp = (a,b) x (¢,d), tal que V, N M se pueda expresar de una de las dos formas
siguientes

{(,a(z) ra<az<b}; {(B(y),y):c<y<d}

(El teorema de la funcién implicita nos asegura que esto siempre se puede hacer)
En el primer caso se consigue la parametrizacién local ¢(t) = (t,«(t)), a <t < by
en el segundo caso ¢(t) = (6(t),t), c < t < d.

Después de haber visto con detalle el caso particularmente simple de las fun-
ciones de dos variables sometidas a una ligadura consideramos el caso general de
los extremos relativos de una funcién de n variables sometida a m condiciones de
ligadura (m < n).

Teorema 9.10 Sea Q2 C R™ abierto y M = {x € Q: gx(x) =0, 1 <k <m} donde
las funciones g, : @ — R son de clase C'(Q). Se supone que f : Q — R es dife-
renciable en p € M y que los vectores Vgi1(p), Vga(P),--- Vgm(P) son linealmente
independientes.

Si flam presenta en p € M un extremo relativo entonces df (p) se anula sobre el
espacio tangente T, (M), y por lo tanto existen coeficientes i1, pia, - - , im € R tales
que

V() = 11Vg1(p) + 12V ga(p) + - + fim Vg (D)

DEM: Supongamos que f|y; presenta en p un méximo relativo y sea V, C €2 un
entorno abierto de p tal que f(x) < f(p) para todo x € Vj,.

Dado u € T, (M), segtn la definicién de vector tangente, existe una aplicaciéon
~ : (=0,0) — M derivable en t = 0, tal que v(0) = p, y 7/(0) = u. Como ~ es
continua en ¢ = 0 existe 0 < r < ¢ tal que [t| <r = y(t) € V, N M, luego

it <r = f(v(1) < f(+(0)

La funcion real de variable real ¢(t) = f(~(t)) presenta un maximo relativo en ¢t = 0
donde (en virtud de la regla de la cadena) es derivable luego

0=¢'(0) =df(v(0))7'(0) = df (p)u= (Vf(p) | w)

Si E C R” es el subespacio m-dimensional generado por los vectores linealmente
independientes Vgi(p), 1 < k < m, la proposicién P.q asegura que Tp,(M) es el
subespacio ortogonal a E. Hemos demostrado que V f(p) es ortogonal a T,(M),
luego Vf(p) € E se puede expresar como una combinacién lineal de los vectores
Vor(p), 1 <k <m, que forman una base de E. [ ]

De forma similar al caso n = 2, m = 1, los puntos p € M donde los vec-
tores Vg1(p), Vga(pP),--Vgm(p), son linealmente independientes diremos que son
puntos requlares de g. Los puntos regulares p donde f es diferenciable y V f(p) es
combinacién lineal de estos vectores se dice que son puntos estacionarios de f|y.
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Denotaremos por E(f, M) el conjunto de tales puntos. Para cada p € E(f, M), los
coeficientes px, 1 < k < m, que hacen que se cumpla la igualdad

ViPp)=mVa(p)+ 12V (p) + -+ wmVgn(p)

se llaman multiplicadores de Lagrange asociados al punto estacionario p. Cada punto
estacionario p € E(f, M) lleva asociados sus correspondientes multiplicadores.

Con esta terminologia el teorema P.I3 se enuncia diciendo que los puntos re-
gulares p € M en los que la funcion diferenciable f presenta extremos relativos,
condicionados por M, son necesariamente puntos estacionarios de f/|;.

En las aplicaciones més habituales todos los puntos de M son regulares y f es
diferenciable en todos los puntos de M. En este caso cada extremo relativo de f|,
se alcanza en un punto estacionario y la determinacion de los extremos relativos de
f|ar comienza calculando los puntos estacionarios. Para ello se resuelve (cuando sea
posible) el sistema de n+m ecuaciones con n -+ m incognitas, 1, Ta, ... Tp, f1, H2,--

Hm
Dz’f(xlaan"'xn) _2?21%1)@'91@(331,952,“'3371) =0, 1=1,2--n
gk(xlax%"'axn):oa k:1727m

Cuando el sistema no tiene solucién se puede asegurar que f|y no presenta ex-
tremos relativos. Si el sistema tiene un numero finito de soluciones tendremos un
conjunto finito de puntos estacionarios E(f, M), acompanados sus correspondientes
multiplicadores.

Si ademéas M es compacto y el problema que nos ocupa consiste en determinar
el maximo y el minimo absoluto de f sobre M, bastara evaluar f en cada uno de los
puntos estacionarios para obtener, por inspeccion directa, los extremos absolutos:

méx f(x) = méx{f(p) : p € E(f, M)}

xeM

min f(x) = min{f(p) : p € E(f, M)}

xeM

Lo mismo se puede hacer cuando M no sea compacto pero, por la naturaleza del
problema, estemos seguros de que f alcanza en M un méximo, o un minimo relativo,
o ambos. Asi por ejemplo la funcién

f(x) = lIx —all* = (21 — 1)’ + (@2 — a2)* + -+ + (2 — @)’

siempre alcanza un minimo absoluto sobre M cuando M C R" es cerrado y a € R”
(Recuérdese que la distancia de un punto a € R™ a un cerrado M, siempre se alcanza
en algun p € M).

A la hora de las aplicaciones concretas, cuando f no es diferenciable en todos los
puntos de M o existe algiin punto de M donde g no es regular, para determinar los
extremos absolutos de f se puede proceder como antes, pero anadiendo a los puntos
estacionarios E(f, M) el conjunto S(f, M) formado por los puntos de M donde f
no es diferenciable o g no es regular.
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Un problema més delicado es el de determinar, entre los puntos estacionarios los
que proporcionan un maximo relativo, o un minimo relativo. En el siguiente teorema
veremos condiciones de segundo orden suficientes para que un punto estacionario sea
un punto de maximo relativo o un punto de minimo relativo. Pero este criterio no
es aplicable a los puntos de S(f, M) ni a los puntos estacionarios donde f o g no
sean diferenciables dos veces.

Dado un punto estacionario p € E(f, M), para decidir si es punto de méximo o de
minimo relativo se puede aplicar el siguiente método: Se busca una parametrizacion
de un entorno relativo V, N M, (donde V, C Q es entorno abierto de p), es decir
un homeomorfismo de clase C*, ¢ : U — M N V,,, definido en un abierto U C R¥,
k=m—n, tal que 0 € U y ¢(0) = p. Entonces p serd punto de maximo (resp.
minimo) relativo para f|y si y s6lo si 0 es un punto de maximo (resp. minimo)
para la funcion real de k variables F' = f o ¢, definida en U. A esta funciéon F
se le aplicaran con los métodos expuestos anteriormente para el caso de extremos
ordinarios (sin ligaduras) y para ello serd preciso calcular las derivadas segundas
D;;F(p). El teorema de la funcién implicita asegura que existe esta parametrizacion
local la cual, después de una permutacion en las variables, se puede suponer de la
forma ¢(x) = (x,f(x)). Es decir, en las ecuaciones de ligadura

gi(w1, @2, 2), 1<i<m

es posible despejar localmente m variables en funcién de las restantes. En general
no es posible, o es bastante engorroso, obtener explicitamente las ecuaciones de las
funciones implicitas. Sin embargo esto no supone una dificultad seria porque, aunque
no conozcamos estas ecuaciones, es posible calcular, en el punto p, las derivadas
parciales primeras y segundas de las funciones implicitas. Usando la regla de la
cadena, estas derivadas permiten calcular las derivadas segundas D;; F'(p), que son
las que intervienen en las condiciones de segundo orden expuestas en [6.17.

Teorema 9.11 Sea [ : Q — R una funcién de clase C*(Q) definida en un abierto
QCR"y M CQ un conjunto de la forma

M={xeQ:q1(x)=0,92(x) =0, , gm(x) =0}

donde las funciones gy, 1 < k < m, son de clase C*(Q). Sea p € M un punto estacio-
nario de f sobre M, es decir, un punto donde los vectores Vg1 (p), Vg2(P), - - Vgm(P)
son linealmente independientes y existen coeficientes fiy, 2, - - - b € R tales que

Vi) =mVa )+ puVe(p)+ -+ tmVgn(p)

Consideremos la funcion auziliar Hp(x) = f(x) — > twgrk(X), y sea

Qu(w) = PH(pR = 3 Dy Hy(p)uss,

1,j=1

la forma cuadratica asociada a esta funcion en el punto p. Se verifica:
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a) Si fla presenta en p un minimo (resp. mdzimo) relativo entonces Qp(u) > 0
(resp. <0 ) para todo u € T,(M).

b) St Qp(u) >0 (resp. <0 ) para todo u € T,(M) \ {0} entonces f|y presenta
en p un minimo (resp. mdximo) relativo estricto.

DEM: Segun el teorema de la funcién implicita la condicién de que los vectores
Vagi1(p),Vga(p), -+, Vgm(p) sean linealmente independientes garantiza la existencia
de un entorno abierto de p, Q, C Q, tal que M NQ, = ¢(U), donde ¢ : U — R"
es una funcién de clase C? en un abierto U C R¥, que establece un homeomorfismo
entre U y M N (Qp, con la propiedad de que los vectores

Dip(s), Dap(s), - - - Drep(s) € R”

son linealmente independientes para todo s € U. Podemos suponer que 0 € U y
que (0) = p, con lo cual T,(M) = dp(0)(RF). Como ¢ : U — M N Q, es un
homeomorfismo se sigue que f|y; presenta en p un extremo relativo si y sélo si
F(s) = f(¢(s)) presenta en s = 0 un extremo relativo del mismo tipo.
Cada vector u € T, (M) es de la forma u = de(0)h con h € R*, y demostraremos
que
d*F(0)h* = d°H,(p)u® para todo u = de(0)h € T, (M)

Entonces aplicando los teoremas [6.1]] y 6.1 a la funcién F, se obtendra a) y b):

a) Si f|y presenta en p un minimo relativo, entonces d?F(0)h? > 0 para todo
h € R* 1o que equivale a que d>H,(p)u® > 0 para todo u € T,(M).

b) Si d*Hy,(p)u? > 0 para todo u € T,(M) \ {0}, entonces d*F(0)h? > 0 para
todo h € R¥\ {0}, luego F' presenta en s = 0 un minimo relativo estricto y
por lo tanto f|); también presenta en p un minimo relativo estricto.

Si (1, @2, - - pn) son las componentes de ¢, las componentes de u = de(0)h vienen
dadas por

y la igualdad que queremos establecer, d*F(0)h? = d*H,(p)u?, se escribe en la
forma

DyunF(0) = Z Dy Hp (P)uru;

k,j=1

Observemos en primer lugar que para todos € U y cada 1 < 7 < m se cumple
gi(e(s)) = 0, luego F(s) = f(p(s)) = Hp(p(s)). Por consiguiente, segtn [(.3 tanto
F como H, son de clase C? en los abiertos donde estén definidas.

Emprendemos el célculo de Dy, F'(0) a partir de la igualdad

dF(s) = dHp(sp(s)) o de(s)
que se cumple para todo s € U. Si h € R* resulta
DyF(s) = dF(s)h = dHy(¢(s))[dep(s)h] = dHp(4(s)) Dnep(s)
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Existe § > 0 tal que si ¢ € Ry |t| < J entonces th € U. Como Dyp;(s) son las
componentes de Dy(s), aplicando la igualdad anterior con s = th resulta:

DynF(th) ZDH (th)) Dy, (th)

La derivada en t = 0 de la funcién en el lado izquierdo de la igualdad anterior es
DpnF(0). Por otra parte, la derivada de la funcién en el lado derecho de la igualdad
se puede calcular usando la regla para derivar un producto y teniendo presente que
la derivada en ¢ = 0 de D;jHy(p(th)) viene dada por Y ,_, Dy D;Hy((0)) Drepk(0).
Se obtiene asi

thF Z Z ij Dh<pk(0 Dh(pj —f- Z D H th(pj(O)
j=1 Lk=1
y sustituyendo Dypg(0) = ug, resulta
DunF(0) = > DijHp(p)usts; + Y D Hy(P) Dine;(0)
k,j=1 j=1
En virtud de su definicién la funcién Hy, cumple D;H,(p) =0, si 1 < j <n, luego

DunF(0) = Z Dy jHy(p)uru; = d*Hy(p)u?

k?]:]‘

9.3. Ejercicios resueltos
Ejercicio 9.12 Compruebe que la curva
C={(ry,2) eR*: 22 +y* +22=1; 2z=2"+2°}

es una subvariedad de R3, de clase C* y dimensién 1. Obtenga los puntos de C
donde la recta tangente es horizontal (paralela al plano z =0).

SOLUCION

Como las funciones ¢ (z,y,2) = 2> +y*+ 22— 1, g2, 9y,2) = 22+ 2y* — 2z, son de
clase C°, basta ver que para todo (z,y,z) € C son linealmente independientes los
vectores Vg (z,y, z) = (2z,2y,22), Vga(z,y, 2) = (2x,4y, —2), o lo que es lo mismo,

que la matriz
x Yy z
x 2y —1

tiene rango 2 para cada punto (z,y, z) € C.
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El determinante formado con las dos primeras columnas no es nulo si xy # 0.
Cuando x = 0, en los puntos de la forma (0, y, z) € C' debe ser y # 0 y entonces no
es nulo el determinante formado con las dos tltimas columnas, que vale —y(1 + 22)
(obsérvese que z > 0 para todo (x,y, z) € C'). Andlogamente, cuando y = 0, en los
puntos (z,0,z) € C debe ser x # 0, y entonces no es nulo el determinante formado
con las columnas primera y tercera.

Obtengamos los puntos de C' donde la recta tangente es horizontal:

En un punto genérico p = (xo, 0, 20) € C, los vectores Vgi(p), Vga(p) son orto-
gonales, respectivamente, a los planos tangentes en ese punto a las superficies que
determinan la curva, g¢i(x,y,z) =0, ¢a2(x,y,z) = 0. La recta tangente a C' en p es
la interseccién de estos dos planos, y asi, con el producto vectorial Vg;(p) x Vga(p)
se consigue un vector de direccion de la recta:

(=yo(1 4 229), 0(1 + 20), ToYo)

La recta tangente a C' en p es horizontal cuando la tercera componente de este
vector es nula, es decir, cuando zgyy = 0, y esto ocurre en los puntos donde la curva
corta a los planos x = 0, e y = 0. Estos puntos se calculan resolviendo primero el
sistema de dos ecuaciones con incognitas vy, z, que resulta al sustituir z = 0 en las
ecuaciones de las superficies, y luego el sistema de dos ecuaciones con las incégnitas
x, z obtenido al sustituir y = 0 en dichas ecuaciones. ]

Ejercicio 9.13 Cualcule los puntos de la hipérbola xy = 1 que estdn mds cerca del
punto (2,1) (con la distancia usual).

SOLUCION

La distancia del punto (2,1) a la hipérbola M = {(z,y) € R? : zy — 1 = 0} se
alcanza en algiin punto (a,b) € M, ya que M es un subconjunto cerrado de R?.

El punto (a,b) que minimiza la distancia de (2, 1) a la hipérbola también mini-
miza su cuadrado f(z,y) = (z — 2)*> + (y — 1)?, que es una funcién mds cémoda
de manejar. Observemos en primer lugar que en cada (z,y) € M la condicién de
ligadura g(z,y) = zy — 1 tiene gradiente no nulo Vg(z,y) = (y,x). luego el punto
(a,b) que andamos buscando se encontrara entre los puntos estacionarios de f sobre
M. Estos puntos son soluciones del sistema de tres ecuaciones con tres incégnitas

Dy f(z,y) — pD1g(z,y) =0, Dof(z,y) — pDag(z,y) =0, 2y—1=0
que se concretan cen

Multiplicando las dos primeras ecuaciones por x, y usando la tercera ecuacion se
elimina la variable y y se obtienen las dos ecuaciones

p=a*—-2r, purt=1-x
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Eliminando i, se llega a la ecuacién 2* —22% 4+ 2 —1 = 0 con dos soluciones reales,
que se pueden calcular con un programa de calculo simbdélico (p.e DERIVE)

x1=%—\/\/g/2+3/4; xQ:%+\/\/3/2+3/4

Sus valores aproximados, z; = —0,866760, x, = 1,86676, también se pueden
calcular con los métodos habituales de cédlculo numérico. Son las abscisas de dos
puntos, uno en cada rama de la hipérbola, donde la distancia alcanza minimos
relativos. Es claro que el minimo absoluto se alcanza en el punto (a,b) = (x2, 1/x3),
situado en la rama del primer cuadrante. [ ]

Ejercicio 9.14 Utilice el método de los multiplicadores de Lagrange para calcular
las dimensiones de la caja de superficie minima que encierra un volumen de 1 litro.

SOLUCION

Siz >0,y >0, z>0son las dimensiones de la caja, expresadas en cm., se trata
de minimizar el drea S(x,y, z) = 2xy + 22z + 2yz cuando las variables z,y, z estdn
sometidas a la condicién de que el volumen encerrado sea zyz = 1000 cm?.

Este problema ya fue resuelto en p.39 convirtiéndolo en un problema de extremos
ordinarios para la funcién de dos variables f(z,y) = S(z,y,1000/(zy)), sobre el
abierto U = {(z,y) € R? : x > 0,y > 0}. Ahora se trata de resolverlo como un
problema de extremos condicionados, para la funcién S(x,y, z) = 2zy + 2zz + 2yz
sobre la superficie

M = {(z,y,z) € Q:xyz =1000}, donde Q= {(z,y,2):2>0,y>0,z>0}

Un razonamiento similar al efectuado en permite justificar que S|j; alcanza un
minimo absoluto: El trozo de superficie

K={(z,y,z) e M:z>1,y>1, z>1}

es cerrado y acotado (pues M C [1,1000]%) y por lo tanto compacto.

Cuando (z,y,z) € M \ K alguna de sus componentes es menor que 1, y si
suponemos que x < 1 se tendrd 2yz = 2000/x > 2000, luego S(z,y, z) > 2000.

Como existe p € K con S(p) < 2000, podemos asegurar que el minimo absoluto
de S sobre el compacto K también es el minimo absoluto de S|y;.

Para cada (x,y, z) € M, la funcién g(z,y, z) = zyz — 1000 cumple

V(z,y,2) = (yz, 2z, 2y) # (0,0,0)

luego, en virtud de P-I7, el minimo absoluto de S|y se alcanza en uno de los puntos
estacionarios de S|y, es decir, en una de las soluciones del sistema de ecuaciones

20422 —pyz=0; 20+2z—prz=0; 2y+2z—pry=0; xyz=1000.
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Multiplicando la primera ecuacién por x > 0, la segunda por y > 0 y la tercera por
z > 0 resulta

2y + 2xz = 2000p; 22y + 2zy = 2000u; 2yz + 22z = 20004;

cuya tnica solucién en Q es = =y =2z =10, p = 2/5. La unicidad de la solucién
permite afirmar que el minimo absoluto de S|y se alcanza cuando x =y = z = 10.
NOTA: Aunque ya sabemos que en p = (10, 10, 10) hay un minimo absoluto, a titulo
ilustrativo comprobaremos que se cumple la condicién suficiente de minimo relativo
vista en el teorema P.11: Para ello formamos la funcién auxiliar

2
H(l‘,y,Z) = S(l‘,y,Z) - S(xyz - 1000)

Su matriz hessiana en (10, 10, 10) es

0 -2 -2
-2 0 -2
2 -2 0

y la forma cuadratica asociada a esta matriz es

@p(u) = Z DiH(p)uju; = —4(urug + uyug + uguz)

ij=1

Tenemos que comprobar que @p(u) >0 para todo u € T,(M) \ {0}.
Efectivamente, la ecuacién implicita del plano tangente T, (M) es uy + ug + ug = 0,
y para restringir la forma cuadrética a los vectores de este plano sustituimos ug =
—u1 — ug y asi obtenemos una forma cuadratica en dos variables

1 3
q(ur, ug) = —4(uruy — (ug + up)?) = 4(u + uj + uyug) = (ug + §u2)2 + Zu%
luego Q(uy, ug, yus) = q(u1,us) > 0 cuando u +us+uz = 0,y (uy, us, usz) # (0,0,0).

Ejercicio 9.15 Compruebe que p = (1,1,2) es un punto estacionario de la funcion
f(z,y,2) = (2 — x)yz sobre la superficie M = {(x,y,2) : 8x — 4y?> — 2> = 0}, y que
en este punto f|y presenta un mdximo relativo.

SOLUCION

Si g(xaya Z) = 8r — 4y2 - 227 se tiene Vg(p) = (87 _87 _4)7 y Vf(p) = (_27 27 1)7
luego Vf(p) = —3Vg(p). Por lo tanto p es un punto estacionario de f|y con
multiplicador y = —1/4. Para estudiar la naturaleza de este punto estacionario
consideramos la funcién H(z,y, z) = f(z,y,2) — ig(w, Y, z), cuya matriz Hessiana
en el punto p es

0 -2 -1

-2 =2 1

1 1 —1/2
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La forma cuadratica asociada a esta matriz es
s 14
Q(uy, ug, uz) = —2u; — §u3 — duqug — 2uiusg + 2ugls

Esta forma cuadratica la tenemos que restringir al plano tangente 7}, (M) cuya ecua-
cion es 2uy — 2uy — uz = 0. Sustituyendo uz = 2(u; — us) obtenemos

q(ur, ug) = Quy, us, 2(u1 — up)) = —6u? — 8uj + Sujuy = Au? + 2Bujuy + Cuy

donde A= -6, B=4y C = —8. Como AC — B* >0y A <0, la forma cuadratica
q(u1,us) es definida negativa, luego Q(u) = q(u,us2) < 0 para cada vector tangente
no nulo u € T,(M). Entonces, segin el teorema P.11, podemos afirmar que f|y
presenta un méximo relativo en p = (1, 1, 2).

Sequnda solucion. También se puede justificar la dltima afirmaciéon usando la técni-
ca de la funcién implicita: Si z = z(z,y) es la funcién implicita definida por
8r — 4y? — 2> = 0 en un entorno de (1,1,2), se considera la funcién compuesta
F(z,y) = f(z,y, z(z,y) y se comprueba que F' presenta un méximo relativo en el
punto (zg,yo) = (1,1). Para calcular las derivadas parciales primeras y segundas de
F en (1,1), debemos comenzar calculando

z(1,1), z(L1), z5(1,1) = 24(1,1), 2(1,1)

Aunque en el caso que nos ocupa tenemos una férmula concreta para la funcién
implicita, z = 24/2x — y?, preferimos efectuar el cdlculo de estas derivadas par-
ciales sin usar la férmula, mediante la técnica usual de derivaciéon de funciones
implicitas: Se calculan las derivadas parciales sucesivas, respecto a x y respecto a vy,
en la identidad 8z — 4y? — 2(z,y)* = 0, y se sustituyen los valores concretos z = 1,
y =1, z = 2. (Por comodidad escribimos z, z,, 2y, 2s..., omitiendo el punto (z,y)
en el que se evalian estas funciones). En lo que sigue la notacién — indica que el
resultado escrito a la derecha de — se ha obtenido con la sustitucién mencionada

en el término de la izquierda.

i) 8—222,=0; — 2z(1,1)=2.
i) —8y—222,=0; — 2z(1,1)=-2.
Derivando respecto a x y respecto a y en i) y derivando respecto a y en ii)se
obtiene

iii) (20)% + 2200 = 0;  —  2,(1,1) = —2.
iv) Zytp + 22y =07 = 25y (1,1) = 2,(1,1) = 2.
V) —8—2(2,)% =222, =0; —  z,(1,1)=—4

Utilizando la regla de la cadena
DiF(x,y) = —yz + (2 = 2)yz; DoF(2,y) = (2—2)z + (2 - 2)yz,
y sustituyendo x =1, y = 1, z = 2, se llega a los valores

DiF(1,1)=-2+2=0; DyF(1,1)=2-2=0,
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luego (1,1) es un punto estacionario de F. Para ver que F' presenta un maximo
relativo en este punto necesitamos calcular

A:DHF(]_,:[), B:DlgF(l,l) :DglF(l,l), C:DQQF(:[,]_)

D F = —2yz, + (2 — 2)y2ss; — A=D;F(1,1) = —6;
Dy F =—z—yzy+ (2 —12)(2s + yzuy); — B=DyF(1,1)=4;
Dy = (2 - x)(QZy + yzyy)§ — (C= D22F(17 1) = =&

Como AC—B? > 0y A < 0 se sigue que F presenta un maximo relativo en (1, 1).

Tercera solucidn. Se puede ver directamente que f|j; presenta en p un maximo
relativo: Lo haremos viendo que hay un entorno relativo My de p en M que cumple
a) f|m, alcanza un maximo absoluto en algin q € M,
b) p es el tinico punto estacionario de f|ay,
ya que entonces, al ser p y q puntos estacionarios de f|y,, debera ser p = q.
Veamos que M, = {(z,y,2) € M : 0<z <2, 0<wy, 0<z} cumple estas
condiciones.
a) El conjunto K = {(z,9,2) : 8z —4y* — 2> =0,0< 2 <2, 0<vy, 0<z}es
compacto (por ser cerrado y acotado), luego existe q € K tal que

flq) = méx{f(z,y,2): (z,y,2) € K}

Es claro que f(q) > 0 (porque hay puntos en K, como (5/8,1,1) € K, con
f(5/8,1,1) > 0) y también es evidente que f(x,y,z) = 0 cuando (z,y,2) € K
cumple alguna de las igualdades y = 0, z = 0, x = 2, x = 0 (obsérvese que
r=0=4y*+ 2% =0,luego y = 0y z = 0). Se sigue de esto que q € M, C K,
luego f(q) es el maximo absoluto de f|y, .

Segun el método de los multiplicadores de Lagrange los puntos estacionarios de
f sobre M}, se obtienen calculando las soluciones (z,y, 2, i) del sistema

—yz — 8y = 0;

(2 —2)z +8uy = 0;
(2 —x)y +2pz = 0;
8x —4y? — 22 =0

que pertenecen a M, y es facil ver que z =1, y =1, 2 = 2, p = —1/4 es la tnica
solucion del sistema que cumple esta condicion.

Efectivamente, multiplicando la segunda ecuacion por y y la tercera por z se
obtiene 8uy? = 2u22. Como buscamos soluciones con y > 0, z > 0 podemos asegurar,
en virtud de la primera ecuacién, que u # 0, luego 8y? = 222 y por lo tanto 2y = z.
Sustituyendo z = 2y en la primera y en la tltima ecuacién obtenemos Sy = —2y2,
x = y% Llevando estos valores a la tercera ecuacién se llega a la ecuacién 0 =
(2 — y*)2y — 2y® = 4(y — y?), cuya tunica solucién con y > 0 es y = 1, luego
p = (1,1,2) es el tinico punto estacionario de F'|yy,. [ ]
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Ejercicio 9.16 Determine los valores de los parametros a, b para los que la funcion
f(z,y,2) = 2* + y* + 2azy + 2bz
presenta en p = (1,1,1) un mdrimo relativo sobre la esfera x* + y* + y? = 3.

SOLUCION

La funcién g(z,y,2) = 2% + y* + 22 — 3 = 0 cumple que el vector Vg(p) = (2,2,2)
no es nulo. Si f presenta un extremo relativo sobre la esfera en p, segtn la condicion
necesaria de extremo condicionado, debe existir u € R verificando:

0=D1f(1,1,1) — uD1g(1,1,1) = 2 4+ 2a — 24,

0=Dof(1,1,1) — uDyg(1,1,1) = 2 + 2a — 2ub,

0= Dyf(1,1,1) — uDyg(1,1,1) = 2b — 2ub
de donde se obtiene que = b = a + 1. Por lo tanto, en lo que sigue suponemos que
b= a+ 1, y asi tenemos garantizado que p es un punto estacionario de f sobre la
esfera. Para discutir cuando este punto estacionario es un punto de maximo relativo
condicionado, consideramos la funcién

H(.’L’,y,Z) = f(xayaz> - b(xz +y2+22 - 3)
cuya matriz Hessiana en el punto p es

21-b) 2(b—-1) 0
2b—1) 2(1—b) 0
0 0 -2

luego, la forma cuadratica asociada es
Q(u1, ug.uz) = 2(b — 1) (uf + u3 — 2uquy) — 2bu3

Una condicién suficiente para que f presente en p un maximo relativo condicionado
es que esta forma cuadratica sea definida negativa sobre el plano tangente a la esfera
en p, cuya ecuacion es u; + ug + ug = 0. Sustituyendo uz = —(uy + us) se obtiene
una forma cuadratica en dos variables

q(uy, uz) = Qur, ug, —(uy + ug)) = Aui + 2Bujuy + Cuj

donde A = C =2 —4b, B =2, luego AC' — B> = 16b(b — 1).

Sib>1les AC—B?>0y A <0, luego la forma cuadrética q(u;,us) es definida
negativa, lo que significa que (u) < 0 para cada cada vector no nulo u tangente a
la esfera en p, luego p es un punto de maximo relativo condicionado.

Cuando 0 < b < 1 se cumple AC — B% < 0 y por lo tanto la forma cuadratica
q(u1,ug) es indefinida, lo que significa que existen u, v, vectores tangentes en p a la
esfera tales que Q(u) < 0 < Q(v), luego, en este caso en el punto p no hay extremo
condicionado.

Cuando b < 0 se cumple AC—B? > 0,y A > 0 luego la forma cuadrética q(uy, us)
es definida positiva, luego @Q(u) > 0 para cada cada vector no nulo u tangente a la
esfera en p, y por lo tanto p es un punto de minimo relativo condicionado.
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Falta discutir lo que ocurre cuando b = 0 y cuando b = 1.

Sib=0es a= -1y esclaro que f(z,y,2) = (x — y)? no presenta en p un
maximo relativo condicionado.

Sib=1esa=0,y ahora la funcién f(z,y,2) = 2% + y* + 22, al restringirla
a la esfera sélo depende de z: f(z,y,2) = 3 — 22 + 2z. Como 3 — 2% + 2z presenta
en z = 1 un maximo relativo, se sigue que, en este caso, f(z,y,2) = 2> + y? + 2z
presenta en el punto (1,1, 1). un maximo relativo condicionado.

Segunda solucion: La discusion anterior también se puede realizar con la técnica
de la funcién implicita, estudiando cuando (1,1) es un punto de méximo relativo
ordinario para la funcion de dos variables reales

F(z,y) = f(z,y,2(z,y)) = 2° + y* + 2azy + 2bz(z, y)

donde z(z,y) es la funcién implicita que define la ecuacién g(z,y,z) = 0 en un
entorno del punto (1,1,1). (Aunque en este caso tenemos una férmula explicita
z(x,y) = /3 — 2% — y?, haremos las cuentas que siguen, sin usarla).
Para este estudio necesitamos calcular la matriz Hessiana de F' en (1, 1).

Fo(z,y) =2z + 2ay + 2bz,(x,y);  Fy(z,y) = 2y + 2ax + 2bz, (2, y);

Foo(2,y) =2 4 2bzy, (2, y); Fyy(x,y) =2+ 2bzy(x,y);

Foy(x,y) = 2a + 2bz,y (2, y); Fyo(x,y) = 2a + 2bz,y (2, y);
Calculamos las derivadas parciales z,,(1,1), 2,,(1,1), 2 (1,1), con la técnica de
derivacién implicita: Derivando respecto a x en la identidad 2% + y? + z(z,y)? = 3
resulta 2z + 2z(x,y)z,(z,y) =0 y cuando x = y = z = 1 se obtiene z,(1,1) = —1.
Anélogamente se calcula z,(1,1) = —1. Derivando respecto a x y respecto a y
en la identidad 2z + 2z(z,y)z:(x,y) = 0, y sustituyendo los valores particulares
x =y =z = 1 se obtiene z,,(1,1) = —2. Andlogamente z,,(1,1) = 2,,(1,1) = —1,
y #y(1,1) = —2. Sustituyendo arriba estos valores resulta:

Foo(1,1) = Fyy(1,1) =2 — 4b, F,,(1,1) = Fj,(1,1) = —2
luego el determinante Hessiano de F' en (1,1) vale

2—-4b -2

A(b):' 2 2-4b

‘ = 16b(b — 1)
y se acaba la discusiéon como antes. ]

Ejercicio 9.17 Sea Q(x,y) = Az* + 2Bxy + Cy? una forma cuadrdtica no idénti-
camente nula. Demuestre que

my = max{Q(z,y) : 2> +y* =1} y mo=min{Q(x,y): 2> +y* =1}

son las soluciones de la ecuacion de seqgundo grado A;g a Cé "

Deduzca de ello:

o
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i) Q es indefinida si y sélo si AC — B% < 0.
i) Q es definida positiva si y sélo si AC — B> >0y A > 0.
i) Q es definida negativa si y sélo st AC — B* >0y A <.

Siuy = (z1,y1), ¥y Uy = (x9,y2) son puntos de la circunferencia x* + y*> = 1
donde @ alcanza el maximo y el minimo absoluto, m; = Q(x1,y1), me = Q(x2,Y2),
demuestre que u; y uy son ortogonales. ;Cudl es la interpretacion geométrica de
estos resultados. ?

(Indicacion : La aplicacion lineal L(z,y) = (Ax + By, Bx + Cy) es simétrica,
(L(w) | w )= (w | L(w) ), y verifica Qw) = { w | L(w) ).)

SOLUCION

M = {(z,y) : x> +y?—1 = 0} es compacto, luego existen (z1,y1) € M, (xq,y2) € M
donde la funcién continua () alcanza sus extremos absolutos:

my = Q(z1,41), ma = Q(T2,y2).

En todo (z,y) € M la funcién g(z,y) = z*> + y* — 1 cumple Vg(z,y) # (0,0),
luego (x1,41), (z2,y2) son puntos estacionarios de @|y, es decir, existen puq, us € R
tales que (z1,y1, pt1) , (w2, Yo, o) son soluciones del sistema de tres ecuaciones

DiQ(z,y) — uDig(x,y) = 0; D2Q(x,y) — puD2g(z,y) =0; g(z,y) = 0;
que se concretan en
Az + By = pr; Bx+Cy=py; 2°+y*=1.

luego toda solucion (z,y, 1) de este sistema cumple L(z,y) = u(z,y).
Multiplicando la primera ecuaciéon por z, la segunda por y, y utilizando la tercera
ecuacién se obtiene que también se cumple Q(x,y) = p. En particular

a) Lz, y1) = pa(z1,91); L(x2,92) = pa(22, y2);
b) my = Q(z1,41) = p1; me = Q(x2,y2) = plo.
Cuando p = py y cuando p = g, el sistema lineal
(A= pr+By=0; Bzx+(C—py=0;

tiene, respectivamente, las soluciones no triviales (z1,y1), (z2,y2), luego su determi-
nante es nulo, luego p1, i son las soluciones de la ecuacion del enunciado:

p2— (A+C)pu+ (AC — B*) =0,

De las dos soluciones reales de esta ecuacién la mayor es el maximo p; = mq, y la
menor el minimo gy = mso. Es claro que
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i) @ es indefinida si y sélo si my < 0 < m;.
ii) @ es definida positiva si y s6lo si mg > 0.
iii) @ es definida negativa si y sélo si m; < 0.

Teniendo en cuenta que m; +my = A+ C, mime = AC — B2, se obtiene:

a) AC — B* < 0 siy sélo si m; y my tienen distinto signo, lo que ocurre si y
solo si () es indefinida.

b) AC' — B? > 0 siy sélo si m; y my tienen el mismo signo, lo que ocurre si
y s6lo si @ es definida positiva o definida negativa. ) sera definida positiva (resp.
negativa) cuando my +my = A+ C > 0 (resp. < 0) lo que ocurre si y sélo si A > 0
(resp. A < 0). Obsérvese que A y C' tienen el mismo signo porque AC > B? > 0.

Para lo que sigue, consideramos una base ortonormal de R?, (vy,Vvg) con vy = uy.
Para demostrar que (u; | uy) = 0 basta ver que cuando se expresa u, respecto a esta
base, uy = avy + vy, se cumple que o = 0. Obsérvese que a? + 3% = (uy | uy) = 1.

Utilizando que Q(w) = ( w | L(w) ) y la bilinealidad del producto escalar

Quz) = (uz | L(ug) ) = (avi + fva | aL(vy) + BL(Va) ) =
=aX(vi | L(vi) ) + af(vi|L(va)) + aB(va | L(vi)) + B*(va | L(v2))
Utilizando la simetria de L y que L(vy) = p1v1, (véase a)) resulta
(vi|L(v2)) =(L(vi) | va )= (V2| L(vi))=m(v2|v1)=0

luego
Q(ug) = a®Q(v1) + F7Q(v2)

De aqui se deduce que Q(vs) < Q(vy): Sabemos que Q(vy) < my = Q(v1), pero no
se puede dar la igualdad porque en ese caso se tendria

my = Q(uz) = ?Q(v1) + F2Q(v1) = Q(v1) = my

y @ seria constante.
Con la desigualdad Q(va) < Q(vy) se obtiene que a = 0: Si fuese a@ # 0 se
tendria a?Q(vy) < a?Q(vy) es decir (1 — 5%)Q(v2) < a?Q(v1), luego

Q(vs) < 062Q(V1) + 52Q(V2) = Q(uy)

y esta desigualdad es falsa porque Q(uy) es el minimo absoluto de @ sobre M.

Interpretacion geométrica:

Para cada ¢ > 0 las curvas de nivel N. = {(z,y) : Q(x,y) = ¢} son simétricas
respecto al origen. Obtengamos la ecuacién de N, respecto a la base ortonormal
{uy,u}. Si (s,t) son las coordenadas de (z,y) respecto a esta base, usando que
L(uy) = pyuy y L(ug) = pous podemos escribir

Q(z,y) = Q(su; + tuy) = ( suy +tuy | sL(uy) +tL(ug) ) =
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= ( suy +tuy | pysug + potuy) ) = s + pot?.

luego (z,y) = su; + tu, pertenece a N, si y sélo si 8% + pot? = c.
Si AC—B? >0y A > 0sabemos que 0 < ji; < fio, y la ecuacién de N, se puede
escribir en la forma

a’s? + b2 =c con a= /i1, b=/t

luego sélo hay curvas de nivel para ¢ > 0 y estas son elipses que van aumentando
de tamano conforme ¢ > 0 crece. La funcién @) toma el valor ¢ en algin punto de
M siy sblo si M N N, # (), luego el mdximo de @ sobre M serd el mayor valor
de ¢ para el cual podamos asegurar que M N N, # (). Esto ocurre precisamente
cuando la elipse N, es tangente, por fuera, a la circunferencia M; los dos puntos de
tangencia diametralmente opuestos, u;, —u; € M, donde se alcanza el maximo m; =
méx (M) determinan la direccién comin del eje mayor de las elipses. Andlogamente
el minimo valor de ) sobre M es el valor de ¢ para el cual la elipse N, es tangente,
por dentro, a la circunferencia M. El minimo my = min Q(M) se alcanza en dos
puntos de tangencia diametralmente opuestos uy, —us, que determinan la direccién
comun del eje menor de las elipses. Evidentemente u; y us son ortogonales.

Cuando AC — B? > 0y A < 0 la interpretacién geométrica se reduce a la
acabamos de hacer, considerando la funciéon —@Q).

Si AC — B? < 0 sabemos que ji; < 0 < pg, v la ecuacién de N, se puede escribir
en la forma

a’s> —bVt* =c con a=+—p1, b= /lz

Ahora las curvas de nivel N, son hipérbolas que llenan el abierto
A={(s,t): (as+ bt)(as — bt) # 0}.

Si ¢ > 0 las hipérbolas ocupan AT = {(s,t) : (as+bt)(as—0bt) > 0}, formado por dos
de las regiones angulares opuestas que determinan las rectas as+bt = 0, as —bt = 0.
Cuando ¢ < 0 las hipérbolas ocupan, A~ = {(s,t) : (as+ bt)(as — bt) < 0}, formado
por las otras dos regiones angulares limitadas por las mismas rectas. Estas rectas
son las asintotas comunes de todas las hipérbolas, y conforme ¢ se aproxima a 0 las
hipérbolas van quedando mas cerca de las asintotas.

Ahora el méaximo de () sobre M es positivo. Es el mayor valor de ¢ para el cual
M N N, # (). Esto ocurre precisamente para la tnica hipérbola N,, con ¢ > 0, que
es tangente a la circunferencia M. Hay dos puntos de tangencia, diametralmente
opuestos, u;, —u; € M, donde @ alcanza el maximo m; = max Q(M). Andlogamen-
te el minimo de @) sobre M es negativo. Es el tinico ¢ < 0 que hace que la hipérbola
N, sea tangente a la circunferencia M. Hay dos puntos de tangencia diametralmente
opuestos, uy, —uy € M, que estdn en una recta perpendicular a la determinada por
u y —u;. |

Ejercicio 9.18 Calcule los extremos absolutos de la forma cuadrdtica Q(x,y,z) =
2% 4+ y? + 22 + 4y sobre la circunferencia

C={(r,y,2):* +y*+22 =1, z+y+2:=0}
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Estudie los planos de la forma z = ax — ay sobre los que la forma cuadrdtica es
definida positiva.

SOLUCION

Los extremos absolutos de () sobre C' se pueden obtener de varias formas

a) En la forma usual, como un problema de extremos con dos ligaduras: C' es com-
pacto (cerrado y acotado) luego la funcién continua ) alcanza sobre C' un minimo
absoluto p, y un maximo absoluto us, es decir, existen py, p2 € C tales que

p1 = min{Q(p) : p € C} = Q(p1); p2 = max{Q(p) : p € C} = Q(p2);

Se comprueba facilmente que en todo punto (z,y,z) € C los vectores (2z,2y,2z2),
(1,1, 2) son linealmente independientes, luego C' es una subvariedad de dimensién 1
y clase C'*°. Se sigue que p; y p2 son puntos estacionarios de () sobre C'y segtin el
método de los multiplicadores de Lagrange, estos puntos son soluciones del sistema

) 2x 44y —2ur—A=0

) 2y+4dxr—2uy—A=0
i1i) 2z —2uz —2A =10

) Pyt +2=1

) r4+y—2z=0

Multiplicando la primera ecuacion por y, la segunda por x y sumando miembro a
miembro resulta 4(y*> — 2%) = A\(y — x) de donde se obtiene que, o bien (y — z) =0
o bien 4(y + x) = A. Con la primera alternativa, y utilizando las ecuaciones iv) y v)
se obtienen los puntos estacionarios

a=(1/v3,1/V3,1/V3), —a=(-1/v3,—-1/V3,-1//3)

Con la segunda alternativa, sustituyendo A = 4(x+y) en i) y ii), se obtiene z = —y,
y utilizando otra vez iv) y v) salen los puntos estacionarios

b= (1/v3,-1/v/3,0), —b = (—1/v/3,1/3/3,0)

Se concluye asi que el méximo absoluto es 4/3 = Q(a) = Q(—a) y que el minimo
absoluto es —1 = Q(b) = Q(—b).

b) También podemos empezar como en a) y terminar como en la demostracién de
la proposicion (estamos considerando un caso particular de la situacién conside-
rada alli). Ahora, en vez de resolver completamente el sistema que proporciona los
puntos estacionarios, podemos razonar como en y obtener que si p, A son los
multiplicadores asociados a un punto estacionario p entonces p = Q(p). Se sigue
de esto que el minimo y el méximo de () sobre C' vienen dados por las soluciones
w1 = —1, up = 7/5 de la ecuacién de segundo grado

1—p) 2 0 1
2 (l-w 0 1|_
0 0 (1—p) 2
1 1 2 0
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c¢) Otra alternativa para resolver la primera parte del problema consiste en reducirlo
a uno de extremos condicionados de una funcién de dos variables con una sola
ligadura: Para (z,y,z) € C el valor Q(z,y,z) = 1 + 4zy no depende de z, luego el
problema es equivalente al de obtener los extremos absolutos de la funcién de dos
variables 1 + 4xy sobre la elipse 2% + y? + (z + y)?/4 = 1 (la proyeccién de C' sobre
el plano (z,y)). Probablemente este es el camino mas breve.

Para discutir cuando la forma cuadratica es definida positiva sobre el plano
2z = ax — ay proponemos dos alternativas:
i) Restringir Q(z,y, z) al plano z = ax — ay. Se obtiene asi una forma cuadratica en
dos variables q(x,y) = Az* + Cy* + 2Bxy con A= C =1+ a?* B =2 — da?, que es
definida positiva cuando A > 0y AC — B? > 0, lo que ocurre si y sélo si a® > 1/2.
ii) Acudir otra vez a la proposicién [, que nos dice que la forma cuadratica es @ es
definida positiva sobre el plano z = ax — ay cuando son positivas las dos soluciones
de la ecuacion de segundo grado

(1—p) 2 0 a
2 (1—p) 0 —a|_
0 0 (1—p) —1|
a —a —11 0

Resolviendo la ecuacién se obtiene facilmente que ambas soluciones son positivas si
y sélo si a® > 1/2. |

233



LECCIONES DE ANALISIS MATEMATICO IT  G. Vera

9.4. Ejercicios propuestos

& 9.4.1 Utilice el método de los multiplicadores de Lagrange para obtener, en cada
caso, los extremos absolutos y relativos de la funcion f(x,y) sobre la elipse E:

a) f(r,y)=x+y% E={(z,y): 22> +y* = 1}.
b) flz,y) = 2> +y* — 4oy + 20z +20y; E = {(x,y): 2* +y* + 2y = 12}.
c) fla,y)=azy— 4z —4dy; E={(z,y): 2" +y*+ 2y =12},

Interprete los resultados considerando las curvas de nivel N, = {(z,y) : f(z,y) = c}.

& 9.4.2 Utilice el método de los multiplicadores de Lagrange para obtener, en cada
caso, los extremos absolutos de f(x,y) sobre el compacto K C R?:

a) flz,y) =z —2®—y? K={(z,y):2>02*+y*<1}.

b) f(z,y)=sen(xy); K ={(z,y): 2 +y* < 1}.

c) flr,y)=2*+y*+ay+x K={(v,y):2>+y*<1}.

$ 9.4.3 Utilice el método de los multiplicadores de Lagrange para obtener:
a) La minima distancia entre la recta y —x +5 =0 y la pardbola y = 2.
b) La mdzima y minima distancia del origen a la elipse 5z + 6xy + 5y? = 8.

$9.4.4 Sig:R>— R es continua y S = {(x,y,2) : g(x,y,2) = 0} no es vacio
demuestre para cada p € R3\ S hay un punto q € S cuya distancia a p es minima:

Ip = all, = min{[[p —x||, : x € 5}

Si g es de clase C* y Vg(x,y,z) # 0 para todo (x,y,z) € S justifique que el vector
P —q es normal a la superficie S en el punto q. Calcule la minima distancia de
p=(1,1,1) a la superficie z* + y*> — 22> — 2x + 2 = 0.

& 9.4.5 Utilice el método de los multiplicadores de Lagrange para obtener los puntos
de la superficie 2> — xy — 1 = 0 mds préximos al origen.

$ 9.4.6 Obtenga los puntos de la curva z? —xy+y? —22 =1, 2> +y?> =1, que
estan mds cerca del origen.

$ 9.4.7 Obtenga los puntos de C = {(z,y,2) : 22 + 2> +y* = 16;2 + y = 4} que
estdn mas cerca del origen. Compruebe que Cy = {(z,y,2) € C: x>0,y > 0,z > 0}
es compacto y obtenga los puntos de Cy que estdn mds lejos del origen.

$ 9.4.8 Sean S, T C R® subvariedades diferenciables disjuntas de clase C*, tales
que existen p € S, q € T wverificando ||p — q||, = min{||[x —y||, : x € S,y € T'}.
Demuestre que el vector p — q es ortogonal a S y'T en p y q respectivamente.

& 9.4.9 Utilice el método de los multiplicadores de Lagrange para obtener la minima
distancia entre la superficie z = x>+ y* y el plano ©+ 2y —z = 4.
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$ 9.4.10 Se supone que el plano P = {(x,y,z) : Ax+ By+ Cz = D} no corta a la
superficie S = {(z,y,2) : 2* + y* — 2 = 0}.

Justifique que la distancia entre un punto genérico p € P y un punto genérico
q € S alcanza un minimo absoluto en un tunico par de puntos a € Pb € S.
Calcule a y un vector normal a S en b. Obtenga la minima distancia entre S vy
P=A{(x,y,z): x4+ 2y — z = 4}.

$ 9.4.11 Calcule la mdxima y la minima distancia del origen a la elipse

E‘l:{(xayaz):$2+y2§1,l‘—|—y—}-azzl}

22 2 L2

$ 9.4.12 De todos los paralelepipedos inscritos en el elipsoide — + % + 5 =1,
a c

obtenga el de mayor volumen. Calcule también el minimo volumen encerrado por un

plano tangente al elipsoide y los planos x =0, y =0, z = 0.
$ 9.4.13 De todos los planos tangentes al trozo de elipsoide
S={(z,y,2): 2°+2°+3* =1, 2>0y>02>0}

determine el que forma con los planos x =0, y =0, z = 0 un tetraedro de volumen
minimo.

& 9.4.14 Determine el elipsoide E(a,b,c) = {(x,y, 2) : 2—2 + Z—j + i—i =1} que pasa
por p = (1,2,3) y encierra mayor volumen.

& 9.4.15 Utilice el método de los multiplicadores de Lagrange para determinar las
dimensiones de una caja rectangular sin tapa, con superficie de 16 m?, que encierra
un volumen mdzximo. Justifique la existencia de la caja de volumen mdzrimo.

& 9.4.16 Determine las dimensiones del bote cilindrico (con tapa) de mayor super-
ficie que se puede inscribir en una esfera de radio R.

& 9.4.17 Obtenga los extremos relativos de la funcion 3z —4y+2z sobre la superficie
3 —2y% + 22 = 0.

¢ 9.4.18 Obtenga los extremos absolutos y relativos de las siguientes funciones so-
bre las superficies que se indican:

a) x—2y+2z, sobre la esfera 2+t + 22 =1

b) z4+y+z, sobre el elipsoide 22+ 2% + 322 = 1.

¢c) r4+y+z, sobre el hiperboloide % + y? — 22% = 6.

d) x?+y*+ 22, sobre la superficie 22 +y? — 22 + 22y = 16.
e) x?+y*+8xy+ 10z sobre la esfera 22 +y?+ 22 =3.

$ 9.4.19 FEstudie si la funcion z% + y? + 2% posee en el punto (0,1,0) un extremo
condicionado por la ligadura 2* + 2xyz +y*> + 23 =1
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$ 9.4.20 Calcule el mdzimo y el minimo absoluto de la funcion x®+y?+2 sobre la
curva C' = {(z,y,2) : *> + y*> + 2% = 4,2% + y*> = 2x}. Compruebe que existe p € C
tal que Co = C'\ {p} es subvariedad diferenciable de R3.

$ 9.4.21 a) Compruebe que C = {(x,y,z) € R®: 322 =22y —1 = 0,22 +y* —22% =
0} es una subvariedad diferenciable de clase C*> y dimension 1.

b) Justifique que el punto p = (1,1,1) posee un entorno abierto U, C R® tal que
el trozo de curva C NU, admite una parametrizacion de clase C* la forma y(t) =
(t,y(t),2(t)). Calcule los vectores u =~'(1) y v =~"(1).

c) Sea f(x,y,2) =z +y> — 2y + 2%. Calcule Dy f(p). Compruebe que f|c presenta
un extremo relativo en p y determine su naturaleza.

$ 9.4.22 Compruebe que C = {(z,y,2) ER3 1z +y =1, 22 +y*+ 22 =1} es una
subvariedad diferenciable de R® de clase C™ vy dimension 1, y que p = (0,1,0)
es un punto estacionario de f(x,y,z) = x(y + z) sobre la curva C. Estudie si f|c
presenta en p un extremo relativo.

$ 9.4.23 Compruebe que la curva C = {(x,y,z) : 2> —y* —1=0,20+ 2 — 1 =0}
es una subvariedad diferenciable de clase C™ y dimension 1, y escriba la ecuacion
de la recta tangente a C' en un punto genérico (xo,yo-yo) € C.

Calcule los puntos estacionarios de f(x,y,2) =z +y*+ 2 sobre C y compruebe que
f presenta minimos relativos en todos ellos.

Estudie si alguno de los minimos relativos es un minimo absoluto.

¢ 9.4.24 Compruebe que la curva C = {(z,y,2) : 22 +y> = 22, y = V32 + 2} es
una subvariedad diferenciable de clase C* y dimension 1. Determine los extremos
relativos y absolutos de la funcion f(x,y,2) = 2% + y*> + (z — 1)? sobre la curva.
Interpretacion geométrica del resultado.

¢ 9.4.25 Compruebe que p = (v/2/4,-1/2,0), q = (v/2/4,1/2,0) son puntos es-
tacionarios de la funcion f(x,y,2) = 22*> + y* + 22 — 2y sobre el elipsoide
S ={(z,y,2) : 42 + 2y* + 2* = 1}, y estudie su naturaleza.

¢Hay mds puntos estacionarios?. Justifique la respuesta.

& 9.4.26 Compruebe que p = (1/3,—1/3,-5/3) y q = (1,1,1) son puntos estacio-
narios de la funcion x*+y?+8xy+10z sobre la esfera x*+1y*+ 22 = 3. Determine
su naturaleza.

$ 9.4.27 Calcule los extremos relativos y absolutos de f(x,y, z) = z— (1+z*+y*)e?
sobre la elipse E = {(z,y,2) 2> +y* =1,z +2=1}. Sip € E es el punto donde
fle alcanza el minimo absoluto, obtenga la ecuacion de la recta tangente a E en p.

$ 9.4.28 Compruebe que C = {(z,y,2) : 2> +y* —2=0, r —yz+ 1 =0} es una
subvariedad de dimension 1 y clase C°.

a) Obtenga un vector w = (wy, we, w3) tangente a C' en p = (1,1,2).

b) Para la funcion f(x,y,2) = vy — ayz + z calcule la derivada Dy, f(p).

¢) Determine a € R para que p sea punto estacionario de f|c y en ese caso estudie
su naturaleza (e.d. si es punto mdzximo o minimo relativo).
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$ 9.4.29 En cada caso calcule los extremos absolutos sobre K, de la funcion dada:
a) P+’ +22+a+y+z; K={2+9y*+22<4,2<1}.

b) z+y+z; K={0<2z<22*+y*— 2% <6}.

¢c) v+y—V2z+a?+yi+22 K={0<z<1,2%+9y% =22}

d 2>+’ +22+oy+r—2z; K={2>+y*<1,|z| <2}}.

e) w2 —y?+ 22—z K={2+y*+22< 1,22 +y? > 2% 2 > 0}.
f) z+y+z K={2*+9y*><z<2}.

g) PP+ 24ty —V22 K={2?+y?—22=0; 0<z<1}

¢ 9.4.30 Sea (a;)1<ij<n una matriz simétrica, y A : R" — R", la aplicacion lineal

- . n
asociada A(x); = D5, a;x;.
i) Demuestre que el mdzimo valor p del polinomio p(x) = > ._ ajx;x; sobre
ij=1 Qij Lil;
la esfera {(xy, o, - x,) 1 23 + 23+ - - 22 = 1} es el mdzimo autovalor de A.

i) En el caso n = 2 se considera un polinomio p(x,y) = ax* + 2bxy + cy? tal que
C = {(z,y) € R? : p(x,y) = 1} no es vacio. Demuestre que p > 0 y que la
minima distancia de la conica C' al origen es 1/\/j1. Si C' es una elipse, ;Cudl
es la mdzima distancia de C al origen?.

¢ 9.4.31 Sea (a;j)1<ij<3 una matriz simétrica. Demuestre que los extremos de
f(x1, 9, 23) = 22 + 23 + 22 sujetos a las ligaduras

E Qi ;L5 = 1; a1T1 + AT + A3T3 = 0
1<i,j<3

son 1/py y 1/pe donde iy, o son las soluciones de la ecuacion de sequndo grado

aq (05} as 0

ajp — p Q12 @13 ay | _ 0
a21 Ag2 — [ ag3 a2
asy Q32 a3z — [ as

Mediante una interpretacion geométrica del resultado justifique que esta ecuacion ha
de tener dos raices reales positivas.
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