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En esta nota se recogen resultados básicos sobre los ĺımites generalizados de Banach,
el funcional sublineal de Banach, las sucesiones casi convergentes, y la densidad uniforme.
También se consideran clases especiales de ĺımites de Banach con propiedades adicionales
que han sido consideradas en la literatura.

1. Preliminares sobre sumabilidad

Sea ω el espacio de las sucesiones de números reales y c ⊂ ω el subespacio de las
sucesiones convergentes. Un operador lineal continuo A : l∞ → l∞ se dice que es matricial
cuando hay una matriz infinita de números reales (ank) tal que para x = (xk) ∈ l∞ la
serie An(x) =

∑

k ankxk converge y define una sucesión acotada A(x) = (An(x)).
Si A = (ank) es una matriz infinita de números reales, una sucesión x = (xk) ∈ ω se

dice que es A-sumable hacia x ∈ lR cuando para todo n ∈ lN la serie An(x) =
∑

k ankxk

es convergente y la sucesión A(x) = (An(x)) converge hacia x:

ĺım
n

An(x) = ĺım
n

∑

k

ankxk = x

Se designa por cA el subespacio de ω formado por las sucesiones A-sumables, sobre el que
está definido el funcional lineal A- ĺımn xn = ĺımn An(x). La matriz A se dice que es regular
cuando transforma sucesiones convergentes en sucesiones convergentes al mismo ĺımite, es
decir c ⊂ cA y además el funcional A- ĺım extiende el ĺımite ordinario. Un teorema clásico
de Silverman-Toeplitz caracteriza las matrices regulares mediante las condiciones

i) supn

∑

k |ank| < +∞; ii) ĺımk ank = 0 para todo n; iii) ĺımn

∑

k ank = 1.

Un ejemplo de matriz regular no negativa lo proporciona la matriz de Cesàro C = (cnk)

cnk = 1/n si 1 ≤ k ≤ n; cnk = 0 si k > n.

En este caso x ∈ ω es C-sumable, o sumable Cesàro, hacia x si

ĺım
n

x1 + x2 + · · ·+ xn

n
= x

El espacio vectorial de las sucesiones sumables Cesàro es costumbre designarlo por σ1 ⊂ ω.
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Una clase notable de matrices regulares no negativas es la formada por las asociadas
a sucesiones lagunares: Una sucesión lagunar es una sucesión creciente θ = (nk)

∞
k=0 en lN,

con n0 = 0, tal que hk = nk − nk−1 → ∞. Se le asocia la matriz regular Tθ = (tnk) donde

tnk =
1

hk

χIk
(n) con Ik = (nk−1, · · ·nk]

Abreviando la notación, el espacio de las sucesiones Tθ-sumables se designa cθ.

2. Ĺımites generalizados

El conjunto de las medias sobre lN, M = {µ ∈ (l∞)∗ : µ ≥ 0, µ(1) = 1}, que es convexo
y débil∗ compacto, se identifica en la forma habitual, con el conjunto de las probabilidades
finitamente aditivas µ : P(lN) → [0, 1]. El conjunto de sus puntos extremales

Ext(M) = {µ ∈ M : µ(E) ∈ {0, 1} ∀E ⊂ lN}

con la topoloǵıa inducida por la topoloǵıa débil∗ de (l∞)∗ es un modelo para βlN, la
compactificación de Stone-Čech de lN: Cada n ∈ lN se identifica con la probabilidad
finitamente aditiva δn (δn(E) = 1 si n ∈ E, y δn(E) = 0 si n 6∈ E). Cada µ ∈ Ext(M) se
identifica con el ultrafiltro Uµ = {U ⊂ lN : µ(U) = 1} y aśı se obtiene el modelo usual de
βlN como espacio de ultrafiltros sobre lN.

Dado un filtro V ⊂ P(lN) que contiene al filtro de Frechet F (el de los conjuntos
finitos) diremos x ∈ ω converge hacia x según V cuando converge en el sentido usual:
Para cada ǫ > 0 el conjunto {n : |xn − x| < ǫ} pertenece a V. En este caso escribiremos
ĺımV x = x. Usamos la notación c(V) para el subespacio de ω formado por las sucesiones
convergentes según V. Al filtro V ⊂ P(lN) le asociamos la familia de medias:

V• := {µ ∈ M : µ(V ) = 1 para cada V ∈ V}

y la subfamilia V◦ ⊂ V• formada por las medias {0, 1}-valuadas de V•, que se identifica con
el conjunto de los ultrafiltros más finos que V. Si µ es la medida finitamente aditiva {0, 1}-
valuada asociada a un ultrafiltro U ⊃ V (µ(A) = 1 si A ∈ U , µ(A) = 0 si A 6∈ U), entonces
U◦ = {µ}. Por lo tanto, si U es un ultrafiltro más fino que V se verifica V◦ ⊃ U◦ = {µ}
luego V◦ 6= ∅. Es fácil ver que V• y V◦ son subconjuntos cerrados de M. Es claro que V•

es convexo y se puede demostrar que V◦ = Ext(V•), luego V• = co∗(V◦). Obsérvese que
para el filtro de Frechet F (el formado por los conjuntos cofinitos F ⊂ lN) se cumple que
F◦ = βlN \ lN (luego F• = co∗(βlN \ lN)).

El conjunto V◦ ⊂ F◦ está formado por los puntos de aglomeración de la sucesión (n)
según el filtro V, es decir puntos de βlN obtenidos como ĺımite de esta sucesión según
ultrafiltros más finos que V. En particular F◦ es el conjunto formado por los puntos de
aglomeración de la sucesión (n) en el espacio compacto βlN.

Recordemos que para un filtro V se define

ĺımV(x) = inf
V ∈V

sup{xn : n ∈ V }; ĺımV(x) = sup
V ∈V

inf{xn : n ∈ V }

Es claro que ĺımV(x) = −ĺımV(−x) y que ĺımV(x) = ĺımV(x) = a si y sólo si x converge
hacia a según V.
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Proposición 2.1 Si x ∈ l∞ se verifica ĺımV(x) = sup{µ(x) : µ ∈ V•}

Dem: Sea a = ĺımV(x) = infV ∈V S(V ) donde S(V ) = sup{xn : n ∈ V }. Para cada
µ ∈ V• y cada V ∈ V se verifica µ(x) = µ(χV x) ≤ S(V ) luego µ(x) ≤ a y por lo
tanto sup{µ(x) : µ ∈ V•} ≤ a. Por otra parte, dado ǫ > 0, para cada V ∈ V no es
vaćıo el conjunto EV = {n ∈ V : xn > S(V ) − ǫ}. El conjunto E = ∪{EV : V ∈ V}
tiene intersección no vaćıa con cada V ∈ V luego hay un ultrafiltro U ⊃ V con E ∈ U .
Como para todo n ∈ E se cumple xn ≥ a − ǫ, la media {0, 1}-valuada ν asociada a este
ultrafiltro es un elemento de V• que cumple ν(x) = ν(χEx) ≥ a − ǫ y queda demostrado
que sup{µ(x) : µ ∈ V•} = a.

Proposición 2.2 Dado un filtro V ⊃ F , y x ∈ l∞, son equivalentes
i) x converge hacia α según el filtro V.
ii) µ(x) = α para todo µ ∈ V•.

Dem: i) ⇒ ii) es inmediato. Rećıprocamente, si µ(x) = α para todo µ ∈ V•, en particular
µ(x) = α para todo µ ∈ V◦, es decir, para todo ultrafiltro U ⊃ V se cumple que ĺımU x = α,
luego x converge hacia α según el filtro V.

También se puede razonar utilizando la proposición 2.1 teniendo en cuenta que x con-
verge hacia α según el filtro V si y sólo si ĺımV(x) = ĺımV(x).

A las medias µ ∈ V• las llamamos V-ĺımites generalizados porque son las que extienden
el ĺımite según V. Según esta definición V◦ es el conjunto de los V-ĺımites generalizados
asociados a ultrafiltros más finos que V. En lo sucesivo llamaremos ĺımites generalizados
a los F -ĺımites generalizados, donde F es el filtro de Frechet. Si µ ∈ F• es un ĺımite
generalizado y x = (xn) es una sucesión acotada, usaremos la notación µ- ĺımn xn para
denotar el valor µ(x).

Si una aplicación inyectiva s : lN → lN no tiene puntos periódicos se dice que es un
movimiento de lN. Si s es un movimiento de lN, se llaman medias s-invariantes a los
elementos del conjunto débil∗ cerrado convexo

Ms = {µ ∈ M : µ(x) = µ(x ◦ s) para todo x ∈ l∞}

La existencia de medias s-invariantes se puede demostrar de diversas maneras. Entre otras
mediante la siguiente proposición [28].

Proposición 2.3 Si s : lN → lN es un movimiento de lN, para cada par m, n ∈ lN se
considera la media

µs(m, n)(f) =
1

n

n−1
∑

k=0

f(sk(m)), f ∈ l∞

Si L es un conjunto dirigido y (µs(mj , nj))j∈L es una red con ĺımj nj = +∞ entonces cada
punto de aglomeración (débil∗) de la red es una media s-invariante.

Si s : lN → lN es un movimiento, es fácil ver que Ms ⊂ F•, es decir, cada media s-
invariante es un ĺımite generalizado. En lo que sigue σ : lN → lN designa el movimiento
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σ(n) = n + 1. A las medias σ-invariantes se les llama ĺımites generalizados de Banach
(brevemente, ĺımites de Banach). Según la notación anterior Mσ designa el conjunto de
los ĺımites de Banach que cumple Mσ ⊂ F• \ F◦, ya que la medida f.a. asociada a un
ĺımite generalizado de Banach no puede ser {0, 1} valuada. Una forma lineal µ : l∞ → lR
es un ĺımite de Banach si y sólo si para todo x ∈ l∞ es µ(x) = µ(x ◦ σ) ≤ supx.

La existencia de ĺımites de Banach (Mσ 6= ∅) también se puede demostrar en la forma
siguiente: Sea C : l∞ → l∞ la transformación de Cesàro. Si U ⊃ F es un ultrafiltro
más fino que el filtro de Frechet F , es fácil ver que µ(x) = ĺımU C(x) define un ĺımite
generalizado de Banach que verifica

µ(x) ≤ ĺım C(x) para todo x ∈ l∞

Los ĺımites de Banach aśı obtenidos extienden la sumabilidad Cesàro: Si x ∈ l∞ y existe
ĺım C(x) = a entonces µ(x) = a. Por ello los llamaremos ĺımites de Banach-Cesàro.

3. Funcionales sublineales y ĺımites de Banach

Si ρ : l∞ → lR es un funcional sublineal que verifica

i) ρ(x) = x si xn = x para todo n ∈ lN.
ii) ρ(x) ≤ supn xn para todo x ∈ l∞.

con el teorema de Han-Banach, aplicado al subespacio de las sucesiones constantes, es
fácil ver que J = {µ ∈ (l∞)∗ : µ ≤ ρ} es una familia no vaćıa de medias, convexa y débil*
cerrada. Rećıprocamente cada familia convexa y débil* cerrada J ⊂ M lleva asociado el
funcional sublineal ρJ(x) = sup{µ(x) : µ ∈ J} que verifica J = {µ ∈ (l∞)∗ : µ ≤ ρJ}.
Se suele decir que ρJ es el funcional sublineal fundamental de la familia J . Según 2.1 el
funcional sublineal asociado a la familia de medias V• es ĺımV(x.

Al funcional sublineal w(x) = sup{µ(x) : µ ∈ Mσ}, asociado a la familia de los
ĺımites de Banach lo llamaremos funcional sublineal de Banach. Como el conjunto Mσ es
convexo y débil∗ cerrado se verifica Mσ = {µ ∈ (l∞)∗ : µ ≤ w}.

Para el manejo del funcional sublineal de Banach es conviene usar la siguiente defini-
ción y algunos resultados de carácter elemental que proceden de [46].

Definición 3.1 Un funcional sublineal p : l∞ → lR genera ĺımites de Banach si todo
µ ∈ (l∞)∗ que verifique µ ≤ p es un ĺımite generalizado de Banach. Un funcional sublineal
q : l∞ → lR domina a los ĺımites de Banach si µ ≤ q para todo ĺımite de Banach µ.

Proposición 3.2 Si q : l∞ → lR es un funcional sublineal, entonces:
a) q genera ĺımites de Banach si y sólo si q ≤ w.
b) q domina a los ĺımites de Banach si y sólo si w ≤ q.
c) q genera y domina a los ĺımites de Banach si y sólo si w = q.

Proposición 3.3 Un funcional sublineal p : l∞ → lR genera ĺımites de Banach si y sólo
si para todo x ∈ l∞ se cumple p(x) ≤ supx y p(x ◦ σ − x) ≤ 0.
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Si p genera ĺımites de Banach es fácil ver que p(x) ≤ ĺım x para todo x ∈ l∞. El funcional
sublineal ĺım no genera ĺımites de Banach pero domina a los ĺımites de Banach. Jerison [28]
ya hab́ıa observado que el funcional sublineal pC(x) = ĺım C(x) genera ĺımites de Banach,
pero no genera todos los ĺımites de Banach. Sólo genera ĺımites de Banach-Cesàro.

Simons [46] estudia cuando los funcionales sublineales

pA(x) = ĺım A(x) = ĺımn

∑

k

ankxk; qA(x) = ĺımn sup
j

∑

k

ankxk+j

asociados a un operador matricial A : l∞ → l∞, generan o dominan a los ĺımites de
Banach. Entre otras cosas Simons extiende el resultado de Jerison citado anteriormente,
demostrando que para un operador matricial A : l∞ → l∞, si pA genera ĺımites de Banach
entonces pA no domina a todos los ĺımites de Banach (la demostraciónen [46] es indirecta,
y puede ser interesante encontrar una demostración directa más simple). Para exponer
los otros resultados de Simons se requieren unas definiciones previas:

Una matriz regular A = (ank) es fuertemente regular cuando ĺımn

∑

k |ank−an,k+1| = 0.
En [9] y [46] se demuestra que una matriz regular A = (ank) es fuertemente regular si y
sólo si ĺım A(x ◦ σ − x) = 0 para cada x ∈ l∞. Una matriz regular A = (ank) se llama
casi-positiva cuando ĺımn

∑

k a−
nk = 0, lo que ocurre si y sólo si ĺımn

∑

k |ank| = 1.
Si A = (ank) es una matriz regular casi positiva el operador traspuesto A∗ cumple

A∗(M) ⊂ M, y por lo tanto A∗(F•) ⊂ F•. En este caso, en virtud de 2.1, el funcional
sublineal asociado a la familia de medias J = A∗(F•) es pA(x) = ĺım A(x), y en particular
el funcional sublineal asociado a C∗(F•) es pC(x) = ĺım C(x).

Obsérvese que A∗(F•) es una familia débil∗ cerrada y convexa, luego

µ ∈ A∗(F•) ⇔ µ(x) ≤ ĺım A(x) para todo x ∈ l∞.

Este sencillo resultado aparece en [39], donde Raimi llama factorizables a los ĺımites
generalizados del conjunto A∗(F•) = {µ ◦ A : µ ∈ F•}. Según esto, la condición iii) del
siguiente teorema significa que A∗(F•) ⊂ F•.

Teorema 3.4 [46]. Para un operador matricial A : l∞ → l∞ son equivalentes
i) A es regular y casi-positiva.

ii) qA(x) ≤ ĺım x para todo x ∈ l∞.

iii) pA(x) ≤ ĺım x para todo x ∈ l∞.

Dem: i) ⇔ ii) es el clásico teorema del ”core” de Knopp (véase [1]). En [32] Maddox
vuelve a demostrar i) ⇔ iii). La parte dif́ıcil iii) ⇒ i) la demuestra Simons con un lema
que según el ”refere” de [12], ya lo hab́ıa obtenido Agnew en [2].

Teorema 3.5 [46] Para un operador matricial A : l∞ → l∞, definido por la matriz (ank),
se verifica: i) ⇒ ii) ⇔ iii):

i) qA genera ĺımites de Banach.
ii) qA domina a los ĺımites de Banach.

iii) ĺımn

∑

k ank ≤ 1 ≤ ĺımn

∑

k ank

En virtud de la proposición 3.2 y del teorema 3.5 es interesante caracterizar cuando qA

genera ĺımites de Banach porque entonces se cumple la igualdad w = qA que proporciona
una fórmula expĺıcita para el funcional sublineal de Banach w.
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Teorema 3.6 [46] Para un operador matricial A : l∞ → l∞, definido por la matriz in-
finita A = (ank), son equivalentes:

i) qA genera ĺımites de Banach. (e.d. qA ≤ w)
ii) pA genera ĺımites de Banach. (e.d. pA ≤ w)
iii) A es casi-positiva y fuertemente regular.

Dem: En [46] ii) ⇒ iii) se obtiene con el lema antes mencionado. iii) ⇒ ii) lo vuelve
a demostrar Das [10]. Devi [12] y Godfrey [25], parece que de modo independiente, de-
mostraron otra vez iii) ⇔ ii). Para ello Devi vuelve a usar el lema de Simons y el teorema
del ’core’ de Knopp [29]. Godfrey proporciona otra demostración de iii) ⇒ ii) sin men-
cionar los resultados de Devi.

Combinando los teoremas 3.5 y 3.6 se llega al siguiente resultado [46] .

Proposición 3.7 Si A = (ank) es una matriz casi-positiva y fuertemente regular entonces
w = qA, es decir w(x) = ĺımn supj

∑

k ankxk+j.

En la siguiente proposición, que recoge resultados de diversos autores, se muestran otras
fórmulas expĺıcitas para el funcional sublineal de Banach w

Proposición 3.8 Las siguientes son fórmulas para el funcional sublineal de Banach

a) w(x) = infk,n1,···nk
ĺımj

1

k

k
∑

i=1

xj+ni
.

b) w(x) = ĺımn ĺımj

1

n

n
∑

k=1

xj+k.

c) w(x) = ĺımn ĺımj

1

n

n
∑

k=1

xj+k.

d) w(x) = ĺımn supj

1

n

n
∑

k=1

xj+k.

e) w(x) = ĺımn supj

1

n

n
∑

k=1

xj+k.

f) w(x) = ĺımk sup
i

1

hk

∑

nk−1<n≤nk

xn+i donde θ = (nk)
∞
k=0 es una sucesión lagunar.

g) w(x) = inf{supn(xn + zn) : z ∈ M0} = inf{ĺımn(xn + zn) : z ∈ M0}
donde M0 = {z ∈ l∞ : supn |

∑n

j=1 zj | < +∞} = {x ◦ σ − x : x ∈ l∞}.

Dem: La fórmula a) es la utilizada por Banach. Las fórmulas b) y c) aparecen en el
art́ıculo de Jerison [28]. Las fórmulas d) y e) se deben a Sucheston [48], [49] . La fórmula
f) se aparece en [11] . La primera fórmula en g) aparece en el art́ıculo de Simons [46], y
la segunda fórmula en g) resulta de una observación en la pág. 399 de [12].

Algunas de las fórmulas que figuran en 3.8 y otras que no aparecen aqúı las demuestra
Fremlin en [23] donde llama sucesión de Folner a una sucesión Im ⊂ lN de conjuntos finitos
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no vaćıos tal que para todo k ∈ lN se cumple:

ĺım
m

1

|Im|
|Im△(k + Im)| = 0

y demuestra que

h) w(x) = máx

{

ĺımm

1

|Im|

∑

i∈Im

x(i) : (Im) es sucesión Folner

}

i) w(x) = máx

{

ĺımm

1

|Im|

∑

i∈Im

x(i) : (Im) es sucesión Folner

}

j) w(x) = inf{‖x ∗ y‖∞ : 0 ≤ y, ‖y‖1 = 1}, si 0 ≤ x ∈ l∞.

4. Sucesiones casi-convergentes y densidad uniforme

Una sucesión x ∈ l∞ se dice que es casi convergente hacia x cuando todos todos los
ĺımites de Banach le asignan el valor x: µ(x) = x para todo µ ∈ Mσ. El espacio de
las sucesiones casi convergentes se suele denotar AC. Una vez que se ha conseguido una
fórmula para el funcional sublineal w, se obtiene fácilmente una caracterización útil de las
sucesiones casi convergentes. Basta escribir expĺıcitamente, en términos de la fórmula, la
condición w(x) = −w(−x) = a, que se puede escribir en la forma w(x−a)+w(−x+a) = 0.
Esto queda patente en la demostración del siguiente teorema de Lorentz [31] donde se
utiliza la fórmula 3.8 d).

Teorema 4.1 Una condición necesaria y suficiente para que x ∈ l∞ sea casi convergente
hacia x es que se cumpla

ĺım
n

1

n

n
∑

k=1

xj+k = x uniformemente en j ∈ lN

Dem: ([49]) Basta demostrarlo cuando x = 0. Sabemos que x es casi convergente hacia
0 si y sólo si w(x) = −w(−x) = 0. Utilizando la fórmula w(x) = ĺımn supj fn(j), donde
fn(j) = 1

n

∑n

k=1 xj+k, la condición w(x) = −w(−x) = 0 se escribe aśı:

ĺım
n

sup
j

fn(j) = ĺım
n

inf
j

fn(j) = 0 ⇔ ĺım
n

sup
j

|fn(j)| = 0

Según una indicación en la pág. 169 de [31] si x ∈ ω cumple la condición del teorema
anterior entonces x ∈ l∞ y por lo tanto es casi convergente hacia x.

Fremlin [23] obtiene que x ∈ l∞ es casi convergente hacia x si y sólo si para toda
sucesión de Folner (In) se verifica

ĺım
m

1

|Im|

∑

i∈Im

x(i) = x
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Sea A el conjunto de todas las matrices positivas y fuertemente regulares. Duran [15]
demostró que el espacio AC se puede caracterizar como la intersección

AC =
⋂

A∈A

cb
A

donde cb
A = cA ∩ l∞ es el campo de convergencia acotada de la matriz A. También de-

mostró que x ∈ l∞ es casi-convergente hacia α si y sólo si A- ĺımx = α para cada A ∈ A
Según [47] este resultado queda englobado en otros previos [37], [4] donde se consideraban
clases especiales de matrices fuertemente regulares regulares. Véase también [7]. En [20]
se caracterizaron las sucesiones casi convergentes mediante la intersección AC =

⋂

θ cθ

donde θ recorre todas, o una clase especial, de sucesiones lagunares.
La densidad uniforme, también llamada densidad de Banach, es la asociada a la casi

convergencia. Si la función caracteŕıstica χE de E ⊂ lN es casi convergente hacia α se dice
que E tiene densidad uniforme α, y se escribe u(E) = α. Designaremos por Du la familia
de los subconjuntos E ⊂ lN que tienen densidad uniforme (el dominio de u).

En virtud del del teorema 4.1 la densidad uniforme u y su dominio Du se pueden
caracterizar de dos formas equivalentes:
i) Por una parte E ∈ Du y u(E) = α si y sólo si µ(E) = α para todo µ ∈ Mσ.
ii) Por otra parte, si se definen las densidades inferior y superior

u−(E) = ĺımn inf
p

f p
n(E); u+(E) = ĺımn sup

p

f p
n(E) con f p

n(E) =
E ∩ [p + 1, · · ·p + n]

n

se tiene Du = {E ⊂ lN : u+(E) = u−(E)} y u(E) = u+(E) = u−(E) para E ∈ Du.
En la literatura (p.e [38]) aparecen otras fórmulas para u−, y u+,

u+(E) = inf
n

ĺımpf
p
n(E) = ĺım

n
ĺımpf

p
n(E) = ĺım

n
sup

p

f p
n(E) = inf

n
sup

p

f p
n(E)

u−(E) = sup
n

ĺımpf
p
n(E) = ĺım

n
ĺımpf

p
n(E) = ĺım

n
inf
p

f p
n(E) = sup

n

inf
p

f p
n(E)

que corresponden a otras fórmulas para el funcional w consideradas en 3.8.
En [33] Nair formula la definición de la densidad superior de Banach en la forma siguiente:
Si s = (In) es una sucesión de intervalos In ⊂ lN con ĺımn long(In) = +∞ entonces

u+(A) = sup
s

us(A) donde us(A) = ĺımn

|A ∩ In|

|In|

En [23] Fremlin proporciona otras fórmulas para la densidad superior

u+(E) = infδ>0 sup
{
∑

i∈E x(i) : 0 ≤ x, ‖x‖1 = 1, Var(x) ≤ δ
}

= ĺımm supk∈lN

1

m
|E ∩ [mk, m(k + 1)|

(donde Var(x) =
∑

i |xi+1 − xi|) y estudia las aplicaciones f : lN → lN tales que f−1

conserva la densidad uniforme: E ∈ Du ⇒ f−1(E) ∈ Du y u(f−1(E)) = u(E).
Fremlin establece las siguientes propiedades de la densidad de Banach
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d1) u+(E) = inf{u(A) : E ⊂ A ∈ Du}

d2) Si E, F ⊂ lN y E ∩ F = ∅ entonces existe A ∈ Du que los separa (E ⊂ A ⊂ lN \ F ).

d3) Si E = {n1 < n2 < n3 < · · · } ⊂ lN es infinito y M = {ni : i ∈ F}, se verifica
u+(M) ≤ u+(E)u+(F ) y si alguno de los conjuntos E, F pertenece a Du entonces
se verifica la igualdad. Además, si E y F pertenecen a Du entonces M ∈ Du y
u(M) = u(E)u(F ).

d4) Si αn ∈ [0, 1] y
∑

n≥1 αn = 1, existe una partición {En : n ∈ lN} de lN tal que, para
cada L ⊂ lN se cumple

⋃

n∈L En ∈ Du y u(
⋃

n∈L En) =
∑

n∈L αn.

La densidad uniforme de Banach interviene en resultados de teoŕıa ergódica y teoŕıa de
números [5], [33], [36], [35], [40], [41] Como ejemplo citamos el siguiente resultado que se
puede ver en [26] y [23]: Si u+(E) > 0 entonces E contiene progresiones aritméticas tan
largas como se quiera (más aún, para cada F ⊂ lN finito, existen n, m ∈ lN tales que
m + nF ⊂ E).

5. Clases especiales de ĺımites de Banach

Desde hace tiempo, diversos autores han considerado clases especiales de ĺımites de
Banach [18], [8], [10], [16],[3]. Ya se ha mencionado la existencia de ĺımites de Banach que
extienden la sumabilidad Cesàro. La clase JC de estos ĺımites generalizados, que llamamos
ĺımites de Banach-Cesàro, verifica C∗(F•) ⊂ JC ⊂ Mσ. Según los resultados de Raimi en
[39] estas inclusiónes son estrictas. Para el funcional sublineal wC(x) = sup{µ(x) : µ ∈ JC}
asociado a la familia JC , Peres [35] obtuvo la siguientes fórmulas

wC(x) = supǫ>0 ĺımn
1
ǫn

∑(1+ǫ)n
k=n xk = ĺımǫ → 0+ ĺımn

1
ǫn

∑(1+ǫ)n
k=n xk

wC(x) = inf
z
supn(xn + zn) = mı́n

z
supn(xn + zn),

donde z recorre las sucesiones acotadas sumables Cesàro hacia 0.

Diversos autores han considerado otras clases de ĺımites Banach con propiedades adi-
cionales de invariancia. Un subconjunto notable de C∗(F•) es el de los ĺımites general-
izados C-invariantes: [C] = {µ ∈ F• : C∗(µ) = µ}. Para cada p, q ∈ F◦ las medias
µpq(x) = p- ĺımn q

(

1
n

∑n
k=1 Ck(x)

)

son C-invariantes y {µpq : p, q ∈ F◦} es un subconjun-
to w∗-denso de [C] ([6]).

En [45] se considera una clase de operadores H : l∞ → l∞ (que contiene al operador
de Cesàro C) para los que existen ĺımites de Banach H-invariantes, y se dedica atención
especial al caso H = C. Para un operador H : l∞ → l∞ de la clase considerada en este
art́ıculo se demuestra que el funcional sublineal p(x) = sup{µ(x) : µ ∈ [H ] ∩ Mσ},
asociado a la familia de los ĺımites de Banach C-invariantes, viene dado por

p(x) = inf{q(x + z) : z ∈ M0} donde M0 = {x ◦ σ − x : x ∈ l∞}

y q(x) = inf{infA∈A ĺım(A(x)}, siendo A la envoltura convexa de {Hm : m ∈ lN}.
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En virtud de los resultados en [3] q es el funcional sublineal asociado a la familia de las
medias H-invariantes, es decir q(x) = sup{µ(x) : µ ∈ [H ]}. Entonces, la fórmula anterior
para el funcional sublineal p es análoga a la del funcional sublineal de Banach que aparece
en el apartado g) de 3.7. La analoǵıa se pone de manifiesto reemplazando [H ] por una de
las familias M, F•, a las que están asociados, respectivamente, los funcionales sublineales
supx = sup{µ(x) : µ ∈ M}, ĺım x = sup{µ(x) : µ ∈ F •}. Cuando H = C, para el
funcional sublineal p(x) = sup{µ(x) : µ ∈ [C]}, asociado a la familia [C] = [C] ∩Mσ, los
resultados de [45] muestran que p(x) = ĺımm ĺım(Cm). Este resultado está relacionado con
el que figura en [43] donde se considera una clase especial de ĺımites de Banach (strong
Banach limits). Hay que aclarar su relación con ĺımites C-invariantes antes mencionados.
Véase también [42].

Dixmier [13] utilizó ĺımites generalizados de Banach invariantes bajo el semigrupo
conmutativo S las dilataciones Vq : l∞ → l∞, q ∈ lN:

Vq(x) = (
q

x1, · · ·x1,
q

x2, · · ·x2 · · · )

Si [S] es el conjunto de las medias S invariantes, en [14] se demuestra que ∅ 6= [S] ∩ [C].
En particular, como [S] ∩ [C] ⊂ Mσ se verifica que [S] ∩Mσ 6= ∅, y es fácil demostrar
que cada µ ∈ [S] ∩Mσ verifica

(∗) µ(E) = qµ(qE) para cada E ⊂ lN y cada q ∈ lN

(basta aplicar la proposición 4.3 de [14] a x = χE). A los ĺımites de Banach que verifican
(*) los llamaremos super-ĺımites de Banach.
Problema:
Sea Γ el conjunto de los super-ĺımites de Banach:
a) Estudiar si los super ĺımites de Banach quedan caracterizados por la propiedad de ser
invariantes respecto al semigrupo de las dilataciones, es decir estudiar la validez de la
igualdad [S] = Γ.
b) Obtener una fórmula concreta para el funcional sublineal asociado a la familia de los
super ĺımites de Banach ρ(x) = sup{µ(x) : µ ∈ Γ}.
c) Caracterizar las sucesiones Γ-convergentes (sucesiones x ∈ l∞ sobre las todos los super
ĺımites de Banach coinciden).

Seguidamente exponemos la prueba directa de la existencia de super-ĺımites de Banach
dada en [50]. Dado p ∈ lN sea Γp el conjunto de los ĺımites de Banach µ ∈ Mσ que verifican
µ(E) = pµ(pE) para todo E ⊂ lN. Hay que demostrar que Γ =

⋂

p∈lN Γp no es vaćıo.
Para cada q ∈ lN q ≥ 2, sea Aq : l∞ → l∞ el operador definido por Aq(x) = y donde

yn =
xq + xq2 + · · ·+ xqn

n

El operador Aq transforma sucesiones convergentes en sucesiones convergentes al mismo
ĺımite luego, para cada µ ∈ F• se cumple [ĺımx = x] ⇒ µ(Aq(x)) = x, lo que significa
que µ ◦ Aq = A∗

q(µ) ∈ F• para cada µ ∈ F•, es decir A∗
q(F

•) ⊂ F•.
En lo que sigue Lq : l∞ → l∞ denota el operador definido por Lq((xn)) = (xnq).
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Proposición 5.1 Cada ν ∈ A∗
q(F

•) es un ĺımite generalizado Lq invariante, es decir

ν- ĺım
n

xn = ν- ĺım
n

xqn para cada (xn) ∈ l∞

Dem: A cada sucesión acotada x ∈ l∞ le asociamos la sucesión y = Aq(Lq(x)) − Aq(x)
que viene dada por

yn =
xq2 + xq3 + · · ·+ xqn+1

n
−

xq + xq2 + · · ·+ xqn

n
=

xqn+1 − xq

n

luego ĺımn yn = 0. Entonces para cada µ ∈ F• se cumple µ(AqLq(x)) = µ(Aq(x)), es decir
el ĺımite generalizado ν = µ ◦ Aq = A∗

q(µ) ⊂ F• cumple ν ◦ Lq = ν (e.d es un punto fijo
de L∗

q) y por lo tanto tiene la propiedad requerida.

En lo sucesivo denotaremos por [Lq] ⊂ F• el subconjunto no vaćıo formado por las
medias Lq invariantes (los puntos fijos de L∗

q : F• → F•). Con esta notación, la proposición
5.1 afirma que A∗

q(F
•) ⊂ [Lq] .

Proposición 5.2 Sea q ∈ lN, q ≥ 2 y C : l∞ → l∞ el operador de Cesáro. Con las
notaciones anteriores, cada µ ∈ C∗([Lq]) es un ĺımite generalizado de Banach que verifica

qµ(qE) = µ(E) para cada E ⊂ lN

Dem: Como C∗(F•) ⊂ Mσ, la condición [Lq] ⊂ F• garantiza que cada µ ∈ C∗([Lq]) es
un ĺımite de Banach. Sea µ = ν ◦ C = C∗(ν) donde ν ∈ [Lq].

Si Sn = {1, 2, · · ·n} y |E ∩ Sn| denota el cardinal de E ∩ Sn, es claro que

C(χE)n =
|A ∩ Sn|

n
= q

|qE ∩ Snq|

nq

y teniendo en cuenta la propiedad caracteŕıstica de ν, establecida en la proposición 5.1,

µ(E) = ν- ĺım
n

C(χE)n = ν- ĺım
n

|E ∩ Sn|

n
=

= q

(

ν- ĺım
n

|qE ∩ Snq|

nq

)

= q

(

ν- ĺım
n

|qE ∩ Sn|

n

)

= qµ(qE)

Teorema 5.3 Existe un ĺımite generalizado de Banach µ ∈ Mσ que verifica

qµ(qE) = µ(E) para cada E ⊂ lN y cada q ∈ lN

Dem: Sea Γq la familia de los ĺımites de Banach con la propiedad

qµ(qE) = µ(E) para cada E ⊂ lN

11



Según la proposición 5.2 esta familia no es vaćıa, y basta demostrar que no es vaćıa la
intersección Γ = ∩q∈lNΓq. Veamos en primer lugar que si p, q ∈ lN y p 6= q entonces
Γp ∩ Γq 6= ∅: Efectivamente, si µ ∈ Γp y λ ∈ F• es un ĺımite generalizado es fácil ver que

ν(E) = λ- ĺım
n

µ(E) + qµ(qE) + · · · + qnµ(qnE)

n

define un ĺımite de Banach que pertenece a Γp ∩ Γq.
Sea (qm) la sucesión creciente de los números primos. Razonando por inducción se

demuestra que para cada m ∈ lN existe un ĺımite de Banach λm ∈ Γq1
∩ Γq2

∩ · · · ∩ Γqm
.

Si λ ∈ F• es un ĺımite generalizado y para cada E ⊂ lN definimos ν(E) = λ- ĺımm λm(E)
obtenemos un ĺımite de Banach ν ∈ ∩m∈lNΓqm

. Usando la relación Γp ∩ Γq ⊂ Γpq y la de-
scomposición de un número natural en factores primos se concluye que ν ∈ ∩q∈lNΓq.

nota: Z. Frolik [24] y M. E. Rudin [17] demostraron que si µ : P(lN) → {0, 1} es una
medida finitamente aditiva {0, 1}-valuada y f : lN → lN verifica µf−1 = µ entonces
µ({n ∈ lN : f(n) = n)}) = 1. En contraste con este resultado Jech y Prikry [27] de-
mostraron la existencia de un ĺımite generalizado de Banach µ ∈ Mσ y una función
f : lN → lN, con µf−1 = µ tales que si f |A es inyectiva sobre A ⊂ lN entonces µ(A) ≤ 1/2.
La demostración de este resultado usa la existencia de un ĺımite generalizado de Banach
µ ∈ Mσ que cumple 2µ(2E) = µ(E) para cada E ⊂ lN.

6. Notas

a) En [16] Duran consideró las medias invariantes respecto a un semigrupo ”ergódico”
G formado por matrices positivas y regulares, y demostró que no es vaćıo el conjunto
de las medias G-invariantes, que en lo sucesivo denotaremos [G]. Son ergódicos los
semigrupos conmutativos y más generalmente los ”amenables” [?].

Si Aα es un sistema ergódico para G entonces el funcional sublineal asociado a la
familia [G] de las medias G-invariantes viene dado por

wG(x) = ĺım
α

ĺımAα(x) = ĺım
α

ĺımAα(x)

y usando esta fórmula extendió a situaciones más generales el teorema 4.1.

Los resultados de Duran fueron extendidos en [3], que trata sobre el siguiente asunto:
Dada una familia no vaćıa de medias J , de la que se conoce una fórmula expĺıcita
para su funcional sublineal ρJ(x) = sup{µ(x) : µ ∈ J}, y un semigrupo G de
operadores G : l∞ → l∞ se obtienen condiciones suficientes para que K = J ∩ [G]
no sea vaćıo y se puedan calcular, en términos de ρJ , fórmulas para el funcional
sublineal ρK(x) = sup{µ(x) : µ ∈ K}.

b) Dado un movimiento s de lN, Nillsen [34] obtuvo la siguiente fórmula para el
funcional sublineal ws(x) = sup{µ(x) : µ ∈ Ms} asociado a la familia de las medias
s-invariantes

ws(x) = ĺım
n

ĺım
m

µs(m, n)(x), donde µs(m, n)(x) =
n−1
∑

k=0

x(sk(m))
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Este resultado también se puede obtener como corolario de los resultados que se
acaban de citar en a).

c) El conjunto de los puntos extremales de Mσ lo estudia Nillsen en [34] donde de-
mostró que para cada f ∈ l∞ existe una red λj ∈ Ext(Mσ) tal que todos sus
puntos de aglomeración no son extremales y para todo j se cumple λj(f) = w(f)(=
sup{µ(f) : µ ∈ Mσ}. Este resultado implica que Ext(Mσ) no es débil∗ compacto.
En [21] Fremlin y Talagrand también estudiaron otras propiedades del conjunto de
los puntos extremales de Mσ.

d) Sea rn(t) = sign(sen(2nπt) la sucesión de Rademacher. En [44] se estudian propiedades
de la función fµ(t) = µ(rn(t)) donde µ es un ĺımite de Banach. Entre otras cosas
se demuestra que si µ es un ĺımite de Banach Cesàro, o si fµ es medible entonces
fµ(t) = 0 para casi todo t ∈ [0, 1]. También se demuestra que ‖µ−ν‖l∗

∞

= ‖fµ−fν‖∞
y que d(Mσ, l

∗
∞) = 2. Los resultados de Fremlin y Talagrand en [21] implican la

existencia de µ ∈ Ext(Mσ) tal que fµ no es medible (lo que mejora un clásico re-
sultado de Sierpinski que afirma la existencia de un elemento ϕ ∈ (l∞)∗ tal que fϕ

no es medible.

e) Fremlin [22] considera Medial limits: Ĺımites generalizados θ ∈ F• tales que para
todo espacio de probabilidad (Ω, Σ, µ) y toda sucesión uniformemente acotada de
funciones medibles fn : Ω → lR, la función f(ω) = ĺımn fn(ω) es medible y

∫

Ω

f(ω)dµ(ω) = θ- ĺım
n

∫

Ω

fn(ω)dµ(ω)

Estos ĺımites generalizados hab́ıan sido considerados por Meyer en Séminaire de
Probabilités 7, 1973, 198-204, y por Normann en Math. Scand. 38 (1976) 167-176.
Estos autores y Fremlin demuestran su existencia bajo la hipótesis p = c. Este tipo
de ĺımites han sido usados en modelos de Economı́a matemática [30].

f) En [19], en relación con la casi convergencia y los ĺımites de Banach se consideran
la noción de subsucesión esenciales de una sucesión acotada (una subsucesión con-
vergente maximal en el sentido de que cualquier subsucesión con el mismo ĺımite
está extráıda de ella desde un término en adelante). A lo largo del art́ıculo no se
tiene en cuenta la posibilidad de que el conjunto de las subsucesiones esenciales
puede ser vaćıo. El art́ıculo contiene resultados triviales enmascarados, como el teo-
rema 1, cuyo enunciado en términos de subsucesiones esenciales no es otra cosa que
un resultado trivial sobre la densidad de Banach: Si E, F ⊂ lN y E△F es finito
entonces u+(E) = u+(F ), u−(E) = u−(F ). También se demuestran resultados sen-
cillos, como el Teorema 3: Si {Ej : 1 ≤ j ≤ n} ⊂ Du es una partición de lN y x ∈ l∞
es una sucesión tal que la subsucesión x|Ej

converge hacia aj entonces x es casi
convergente hacia

∑n

j=1 u(Ej)aj. También se considera un resultado análogo más
general referente a sucesiones x ∈ l∞ con una cantidad numerable S(x) de puntos
de acumulación tales que S ′(x) = {p} es un sólo punto.
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Proc. London Math. Soc. 37 (1978), 508–520.

[21] D. H. Fremlin and M. Talagrand, A decomposition theorem for additive set-funcions,
with applications to pettis integrals and ergodic means, Math. Z. 168 (1979), 117–142.

[22] D.H. Fremlin, Medial limits (version 30.12.02) ,
http://www.essex.ac.uk/maths/people/fremlin/preprints.htm (2002), 1–5.

[23] , Well-distributed sequences and Banach density (version 28.3.11),
http://www.essex.ac.uk/maths/people/fremlin/preprints.htm (2011), 1–40.

[24] Z. Frolik, Fixed points of maps of βlN, Bull. Amer. Math. Soc. 74 (1968), 187–191.

[25] L. I. Godfrey, A class of regular matrices, Proc. Amer. Math. Soc. 60 (1976), 211–214.
MR MR0430589 (55 #3594)

[26] N. Hindman, On Density, Translates, and Pairwise Sums of Integers, J.Combin.
Theory Ser.A 33 (1982), 147–157.

[27] T. Jech and K. Prikry, On proyections of finitely additive measures, Proc. Amer.
Math. Soc. 74 (1979), 161–165.

[28] M. Jerison, The set of all generalized limits of bounded sequences, Canad. J. Math.
9 (1957), 79–89.

[29] K. Knopp, Zur theorie der limitierungsverfahren (erste mitteilung), Math. Zeit. 31

(1930), 115–127.

[30] L. Lauwers, Intertemporal objective functions: strong Pareto versus anonymity, Math.
Social Sci. 35 (1998), no. 1, 37–55. MR 1609016 (98j:90012)

[31] G. G. Lorentz, A contribution to the theory of divergent sequences, Acta Mathematics
80 (1948), 167–190.

[32] I. J. Maddox, Some analogues of Knopp’s core theorem, Internat. J. Math. Math. Sci.
2 (1979), no. 4, 605–614. MR MR549529 (81m:40012)

15
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