Limites generalizados de Banach

14 de junio de 2012

En esta nota se recogen resultados basicos sobre los limites generalizados de Banach,
el funcional sublineal de Banach, las sucesiones casi convergentes, y la densidad uniforme.
También se consideran clases especiales de limites de Banach con propiedades adicionales
que han sido consideradas en la literatura.

1. Preliminares sobre sumabilidad

Sea w el espacio de las sucesiones de niimeros reales y ¢ C w el subespacio de las
sucesiones convergentes. Un operador lineal continuo A : [, — [ se dice que es matricial
cuando hay una matriz infinita de nimeros reales (a,x) tal que para x = (z;) € I la
serie A, (x) = >, anxry converge y define una sucesién acotada A(x) = (A, (x)).

Si A = (a,x) es una matriz infinita de nimeros reales, una sucesién x = () € w se
dice que es A-sumable hacia = € R cuando para todo n € IN la serie A,(x) = ), anr
es convergente y la sucesién A(x) = (A,(x)) converge hacia z:

lim A, (x) = lim Z kTl = T
k

Se designa por cy4 el subespacio de w formado por las sucesiones A-sumables, sobre el que
estd definido el funcional lineal A-1lim,, x,, = lim,, A,,(x). La matriz A se dice que es regular
cuando transforma sucesiones convergentes en sucesiones convergentes al mismo limite, es
decir ¢ C ¢4 y ademas el funcional A-1im extiende el limite ordinario. Un teorema clasico
de Silverman-Toeplitz caracteriza las matrices regulares mediante las condiciones

i) sup,, > |nk| < 4o00; ii) limy an, = 0 para todo n; i) limy, Y, ane = 1.
Un ejemplo de matriz regular no negativa lo proporciona la matriz de Cesaro C' = (c)
o =1/n si 1<k<n; =0 si k>n.

En este caso x € w es C-sumable, o sumable Cesaro, hacia x si

, T1t+xo+ -+,
lim =z
n n

El espacio vectorial de las sucesiones sumables Cesaro es costumbre designarlo por o7 C w.



Una clase notable de matrices regulares no negativas es la formada por las asociadas
a sucesiones lagunares: Una sucesién lagunar es una sucesion creciente 0 = (ng)32, en IN,
con ng = 0, tal que hy, = ny —ng_; — 00. Se le asocia la matriz regular Ty = (t,x) donde

1
bk = h_XIk(n) con I = (Ng—1,- -l
k

Abreviando la notacion, el espacio de las sucesiones Ty-sumables se designa cg.

2. Limites generalizados

El conjunto de las medias sobre N, M = {u € ()" : 1 > 0, (1) = 1}, que es convexo
y débil* compacto, se identifica en la forma habitual, con el conjunto de las probabilidades
finitamente aditivas p : P(IN) — [0, 1]. El conjunto de sus puntos extremales

Ext(M)={ue M:u(E)e{0,1} VE C N}

*

con la topologia inducida por la topologia débil* de (l,)* es un modelo para SN, la
compactificacién de Stone-Cech de IN: Cada n € IN se identifica con la probabilidad
finitamente aditiva 6,, (0,(F) =1sin € E,y §,(E) =0sin ¢ E). Cada p € Ext(M) se
identifica con el ultrafiltro U, = {U C IN : u(U) = 1} y asi se obtiene el modelo usual de
BIN como espacio de ultrafiltros sobre IN.

Dado un filtro V C P(IN) que contiene al filtro de Frechet F (el de los conjuntos
finitos) diremos x € w converge hacia = segiin V cuando converge en el sentido usual:
Para cada ¢ > 0 el conjunto {n : |z, — 2| < €} pertenece a V. En este caso escribiremos
limy x = z. Usamos la notacién ¢(V) para el subespacio de w formado por las sucesiones
convergentes segun V. Al filtro V C P(IN) le asociamos la familia de medias:

V*i={peM:puV)=1paracada V € V}

y la subfamilia V° C V* formada por las medias {0, 1}-valuadas de V*, que se identifica con
el conjunto de los ultrafiltros més finos que V. Si p es la medida finitamente aditiva {0, 1}-
valuada asociada a un ultrafiltrotd DV (u(A) =1si A e U, u(A) = 0si A € U), entonces
U° = {pu}. Por lo tanto, si U es un ultrafiltro mas fino que V se verifica V° D U° = {u}
luego V° # (). Es facil ver que V* y V° son subconjuntos cerrados de M. Es claro que V*
es convexo y se puede demostrar que V° = Ext(V*), luego V* = co*(V°). Obsérvese que
para el filtro de Frechet F (el formado por los conjuntos cofinitos F' C IN) se cumple que
F° = pBIN\N (luego F* = co*(SIN \ IN)).

El conjunto V° C F° esta formado por los puntos de aglomeracién de la sucesién (n)
segun el filtro V), es decir puntos de SIN obtenidos como limite de esta sucesién segin
ultrafiltros mas finos que V. En particular F° es el conjunto formado por los puntos de
aglomeracién de la sucesién (n) en el espacio compacto SFIN.

Recordemos que para un filtro V se define

limy(x) = inf sup{z, : n € V}; lim,,(x) = supinf{z, : n € V}
Vey Vey

Es claro que limy,(x) = —limy(—x) y que lim,,(x) = limy(x) = a si y sélo si x converge
hacia a segin V.



Proposicién 2.1 Six € I, se verifica limy(x) = sup{u(x) : u € V*}

DEM: Sea a = limy(x) = infyep S(V) donde S(V) = sup{z, : n € V}. Para cada
w e Ve ycada V € V se verifica pu(x) = p(xvx) < S(V) luego u(x) < a y por lo
tanto sup{u(x) : p € V*} < a. Por otra parte, dado ¢ > 0, para cada V' € V no es
vacio el conjunto By = {n € V : x, > S(V) — ¢}. El conjunto E = U{Ey : V € V}
tiene interseccion no vacia con cada V' € V luego hay un ultrafiltro Y D V con E € U.
Como para todo n € E se cumple x,, > a — ¢, la media {0, 1}-valuada v asociada a este

ultrafiltro es un elemento de V* que cumple v(x) = v(xgXx) > a — € y queda demostrado
que sup{u(x) : p € V*} = a. u

Proposicién 2.2 Dado un filtro ¥V D F, y X € l, son equivalentes
i) x converge hacia o segin el filtro V.
i) p(x) =« para todo p € V°.

DEM: i) = ii) es inmediato. Reciprocamente, si p(x) = « para todo u € V*, en particular
wu(x) = apara todo u € V°, es decir, para todo ultrafiltrod D V se cumple que limy, x = «,
luego x converge hacia «a segun el filtro V.

También se puede razonar utilizando la proposicién B.1] teniendo en cuenta que x con-
verge hacia o segtin el filtro V si y sélo si limy(x) = lim,(x). [ ]

A las medias p € V* las llamamos V-limites generalizados porque son las que extienden
el limite segiin V. Segun esta definiciéon V° es el conjunto de los V-limites generalizados
asociados a ultrafiltros mas finos que V. En lo sucesivo llamaremos limites generalizados
a los F-limites generalizados, donde F es el filtro de Frechet. Si p € F* es un limite
generalizado y x = (z,,) es una sucesién acotada, usaremos la notacién p-1im, z, para
denotar el valor p(x).

Si una aplicacién inyectiva s : IN — IN no tiene puntos periédicos se dice que es un
movimiento de IN. Si s es un movimiento de IN, se llaman medias s-invariantes a los
elementos del conjunto débil* cerrado convexo

M, ={p e M: ux)=pu(xos) para todo x € I}

La existencia de medias s-invariantes se puede demostrar de diversas maneras. Entre otras
mediante la siguiente proposiciéon [Bg.

Proposiciéon 2.3 Si s : IN — IN es un movimiento de IN, para cada par m,n € IN se
considera la media

—_

3

f(s"(m)), [ €l

0

S|

ps(m,n)(f) =

i

Si L es un conjunto dirigido y (ps(mj, n;))jer €s una red con lim;n; = +oo entonces cada
punto de aglomeracion (débil*) de la red es una media s-invariante.

Si s : IN — IN es un movimiento, es facil ver que M, C F*, es decir, cada media s-
invariante es un limite generalizado. En lo que sigue o : IN — IN designa el movimiento



o(n) = n+ 1. A las medias o-invariantes se les llama limites generalizados de Banach
(brevemente, limites de Banach). Segin la notacién anterior M, designa el conjunto de
los limites de Banach que cumple M, C F*\ F°, ya que la medida f.a. asociada a un
limite generalizado de Banach no puede ser {0, 1} valuada. Una forma lineal p: loc — R
es un limite de Banach si y s6lo si para todo x € [, es pu(x) = p(xoo0) < supx.

La existencia de limites de Banach (M, # () también se puede demostrar en la forma
siguiente: Sea C' : I, — [l la transformacion de Cesaro. Si U D F es un ultrafiltro
més fino que el filtro de Frechet F, es facil ver que p(x) = limy, C'(x) define un limite
generalizado de Banach que verifica

p(x) < lim C(x) para todo x € Iy

Los limites de Banach asi obtenidos extienden la sumabilidad Cesaro: Si x € [, y existe
lim C'(x) = a entonces ;(x) = a. Por ello los llamaremos limites de Banach-Cesaro.

3. Funcionales sublineales y limites de Banach

Sip:lew — R es un funcional sublineal que verifica

i) p(x) =z six, = para todon € IN.
ii) p(x) <sup, z, para todo X € ln..

con el teorema de Han-Banach, aplicado al subespacio de las sucesiones constantes, es
facil ver que J = {u € (Ioo)* : 1 < p} es una familia no vacia de medias, convexa y débil*
cerrada. Reciprocamente cada familia convexa y débil* cerrada J C M lleva asociado el
funcional sublineal p;(x) = sup{u(x) : p € J} que verifica J = {u € (Io)* : p < pys}.
Se suele decir que py es el funcional sublineal fundamental de la familia J. Segtin R.7] el
funcional sublineal asociado a la familia de medias V* es limy(x.

Al funcional sublineal w(x) = sup{u(x) : u € M,}, asociado a la familia de los
limites de Banach lo llamaremos funcional sublineal de Banach. Como el conjunto M, es
convexo y débil* cerrado se verifica M, = {p € (lo)* : p < w}.

Para el manejo del funcional sublineal de Banach es conviene usar la siguiente defini-
cién y algunos resultados de caracter elemental que proceden de [Aq].

Definicién 3.1 Un funcional sublineal p : I — R genera limites de Banach si todo
i€ (Io)* que verifique i < p es un limite generalizado de Banach. Un funcional sublineal
q:lsc — R domina a los limites de Banach si ;@ < q para todo limite de Banach p.

Proposicién 3.2 §iq: 1, — R es un funcional sublineal, entonces:
a) q genera limites de Banach si y sélo si ¢ < w.
b) q domina a los limites de Banach si y sélo si w < q.
c) q genera y domina a los limites de Banach si y solo si w = q.

Proposicién 3.3 Un funcional sublineal p : loo — IR genera limites de Banach si y solo
si para todo X € ly, se cumple p(x) <supx y p(xoo—x) <0.



Si p genera limites de Banach es facil ver que p(x) < lim x para todo x € l. El funcional

sublineal 1Ifm no genera limites de Banach pero domina a los limites de Banach. Jerison [2§

ya habfa observado que el funcional sublineal pc(x) = lim C(x) genera limites de Banach,

pero no genera todos los limites de Banach. Sélo genera limites de Banach-Cesaro.
Simons [fl] estudia cuando los funcionales sublineales

pa(x) = lim A(x) = lim,, Z ankTr;  qa(x) = lim,, sup Z AnkThtj
k Ik

asociados a un operador matricial A : [, — [, generan o dominan a los limites de
Banach. Entre otras cosas Simons extiende el resultado de Jerison citado anteriormente,
demostrando que para un operador matricial A : [, — [, si pa genera limites de Banach
entonces ps no domina a todos los limites de Banach (la demostraciénen [fq] es indirecta,
y puede ser interesante encontrar una demostracion directa més simple). Para exponer
los otros resultados de Simons se requieren unas definiciones previas:

Una matriz regular A = (a,) es fuertemente regular cuando lim,, Y, |ang —an k11| = 0.
En [ y [A6] se demuestra que una matriz regular A = (a,;) es fuertemente regular si y
sélo si lim A(x o 0 — x) = 0 para cada X € [. Una matriz regular A = (a,x) se llama
casi-positiva cuando lim,, Y, a,, = 0, lo que ocurre si y sélo si lim,, Y, |a,x| = 1.

Si A = (anx) es una matriz regular casi positiva el operador traspuesto A* cumple
A*(M) C M, y por lo tanto A*(F*) C F*. En este caso, en virtud de R.1], el funcional
sublineal asociado a la familia de medias J = A*(F*®) es pa(x) = lim A(x), y en particular
el funcional sublineal asociado a C*(F*) es pe(x) = lim C(x).

Obsérvese que A*(F*®) es una familia débil* cerrada y convexa, luego

p € A (F*) & u(x) < lim A(x) para todo X € .

Este sencillo resultado aparece en [BY, donde Raimi llama factorizables a los limites
generalizados del conjunto A*(F®) = {uo A : u € F*}. Segtn esto, la condicién iii) del
siguiente teorema significa que A*(F*) C F°.

Teorema 3.4 [/4]. Para un operador matricial A : loo — lo son equivalentes
i) A es reqular y casi-positiva.
i) qa(x) < lim x para todo x € .
iii) pa(x) <lim X para todo x € l.

DEM: i) & ii) es el cldsico teorema del ”core” de Knopp (véase []). En [BJ] Maddox
vuelve a demostrar i) < iii). La parte dificil iii) = i) la demuestra Simons con un lema
que segun el "refere” de [, ya lo habia obtenido Agnew en [H]. n

Teorema 3.5 [/4] Para un operador matricial A : loo — loo, definido por la matriz (ang),
se verifica: i) = i) < i):

i) qa genera limites de Banach.

ii) qa domina a los limites de Banach.

En virtud de la proposicién B.3 y del teorema B.J es interesante caracterizar cuando g
genera limites de Banach porque entonces se cumple la igualdad w = ¢4 que proporciona
una férmula explicita para el funcional sublineal de Banach w.



Teorema 3.6 [[I6] Para un operador matricial A : lo — ls, definido por la matriz in-
finita A = (any), son equivalentes:
i) qa genera limites de Banach. (e.d. g4 < w)
ii) pa genera limites de Banach. (e.d. px < w)
iii) A es casi-positiva y fuertemente reqular.

DeM: En [fIf] ii) = iii) se obtiene con el lema antes mencionado. iii) = ii) lo vuelve
a demostrar Das [[[0]. Devi [[J] y Godfrey [BJ], parece que de modo independiente, de-
mostraron otra vez iii) < ii). Para ello Devi vuelve a usar el lema de Simons y el teorema
del ’core’ de Knopp [R9]. Godfrey proporciona otra demostracién de iii) =- ii) sin men-
cionar los resultados de Devi. [ ]

Combinando los teoremas B.J y B.G se llega al siguiente resultado [q] .

Proposicién 3.7 Si A = (a,x) es una matriz casi-positiva y fuertemente reqular entonces
w = qa, es decir w(x) = m, sup; >, anp T ;-

En la siguiente proposicién, que recoge resultados de diversos autores, se muestran otras
formulas explicitas para el funcional sublineal de Banach w

Proposicién 3.8 Las siguientes son formulas para el funcional sublineal de Banach

k
. — 1
a) w(x)=1infy, .n, hij ij+ni.
i=1
— o 1 .
b) w(x)=lm,lim; - Zx]qu.
k=1
o1
C) U}(X) = hmn hm]g Z Tjtk-
k=1
, 1
d) w(x)=lim, sup; EZQUH,{.

i 1
e) w(x) = lim, sup; - Zx]qu.

) w(x) = limy sup 5 Z Tnyi donde 8 = (k)32 es una sucesion lagunar.

v k np—1<nng

g) w(x)=inf{sup, (v, + 2,) : 2 € My} = inf{lim,, (v, + 2,) : z € My}
donde My = {z € loc 1 sup,, | 3_7_, 2zj| < +00} = {x00 —x: X € I}

DEM: La férmula a) es la utilizada por Banach. Las férmulas b) y ¢) aparecen en el
articulo de Jerison [B§. Las férmulas d) y e) se deben a Sucheston [Ag], 9] . La férmula
f) se aparece en [IJ]] . La primera férmula en g) aparece en el articulo de Simons [q], y
la segunda férmula en g) resulta de una observacién en la pag. 399 de [12].

Algunas de las formulas que figuran en B.§y otras que no aparecen aqui las demuestra
Fremlin en [R3] donde llama sucesién de Folner a una sucesion I,,, C IN de conjuntos finitos



no vacios tal que para todo k£ € IN se cumple:

hm \[ ANk+1,)]=0

y demuestra que

h) w(x) = méx {mm— Z x(i) : (I,,) es sucesién Folner}

) wx) = max{ Z ) es sucesién Folner}

S
Ml ielm,

i) wx)=inf{|lz*y|lew:0<y,|yli =1},s10<x €l

4. Sucesiones casi-convergentes y densidad uniforme

Una sucesion x € [, se dice que es casi convergente hacia x cuando todos todos los
limites de Banach le asignan el valor x: u(x) = x para todo u € M,. El espacio de
las sucesiones casi convergentes se suele denotar AC. Una vez que se ha conseguido una
formula para el funcional sublineal w, se obtiene facilmente una caracterizacion til de las
sucesiones casi convergentes. Basta escribir explicitamente, en términos de la férmula, la
condicién w(x) = —w(—x) = a, que se puede escribir en la forma w(x—a)+w(—x+a) = 0.
Esto queda patente en la demostracién del siguiente teorema de Lorentz [B1] donde se
utiliza la férmula B.§ d).

Teorema 4.1 Una condicion necesaria y suficiente para que X € lo, sea casi convergente
hacia x es que se cumpla

I , ‘
lim — E Tjrr =2 uniformemente en j € IN
n

n
k=1

DeM: ([l9]) Basta demostrarlo cuando = 0. Sabemos que x es casi convergente hacia
0 si y sélo si w(x) = —w(—x) = 0. Utilizando la férmula w(x) = lim,, sup; f,(j), donde
faG) = 2301 Tjt, la condicién w(x) = —w(—x) = 0 se escribe asf:

limsup f,(j) = liminf f,,(j) = 0 < limsup|f.(j)| =0
n j noJ n J
| ]

Segiin una indicacién en la pdg. 169 de [BI] si x € w cumple la condicién del teorema
anterior entonces x € [, y por lo tanto es casi convergente hacia x.

Fremlin [R3] obtiene que x € I, es casi convergente hacia x si y sélo si para toda
sucesion de Folner (I,,) se verifica



Sea A el conjunto de todas las matrices positivas y fuertemente regulares. Duran [[[F]
demostré que el espacio AC' se puede caracterizar como la interseccion

AC:ﬂcZ

AceA

donde % = ca Ny es el campo de convergencia acotada de la matriz A. También de-
mostré que x € [, es casi-convergente hacia « si y sélo si A-limx = « para cada A € A
Segtn [[[7] este resultado queda englobado en otros previos [B7], ] donde se consideraban
clases especiales de matrices fuertemente regulares regulares. Véase también [[]]. En [2(]
se caracterizaron las sucesiones casi convergentes mediante la interseccién AC' = (), ¢y
donde 6 recorre todas, o una clase especial, de sucesiones lagunares.

La densidad uniforme, también llamada densidad de Banach, es la asociada a la casi
convergencia. Si la funcién caracteristica xyg de E C IN es casi convergente hacia « se dice
que E tiene densidad uniforme «, y se escribe u(E) = a. Designaremos por D, la familia
de los subconjuntos £ C IN que tienen densidad uniforme (el dominio de ).

En virtud del del teorema [.]] la densidad uniforme w y su dominio D, se pueden
caracterizar de dos formas equivalentes:

i) Por una parte £ € D, y u(E) = a si y sélo si pu(E) = a para todo u € M,.
ii) Por otra parte, si se definen las densidades inferior y superior

. E 1.---
u (E) = lim,, ir;ffﬁ(E); u"(E) = lim, sup f}(E) con fi(E) = it o e
p

se tiene D, ={EF CIN:u(F)=u(E)} y u(F) =u"(FE) =u (E) para FE € D,.

En la literatura (p.e [BY]) aparecen otras férmulas para u™, y u™,

ut(E) =inf lm,f?(E) = lim lim,f?(E) = limsup f2(F) = inf sup f?(F)

u” (E) =sup lim, fP(E) = lim lim, f7(F) = liminf f/(E) = sup inf fF(E)
que corresponden a otras férmulas para el funcional w consideradas en B.§.
En B3 Nair formula la definicién de la densidad superior de Banach en la forma siguiente:
Si s = (I,) es una sucesién de intervalos [,, C IN con lim,, long(/,,) = +o00 entonces

— |ANI
u(A) = supu,(A) donde wu,(A) = h’mn| |? | nl

En [R3] Fremlin proporciona otras férmulas para la densidad superior

ut(E) =infssosup {>,cp (i) : 0 < x,[|x|l; = 1, Var(x) < §}

1
= lim,, sup,en — |E N [mk,m(k+ 1)

(donde Var(x) = >_.|zi11 — xi|) y estudia las aplicaciones f : IN — IN tales que f~!
conserva la densidad uniforme: E € D, = f~Y(E) € D, v u(f (E)) = u(E).
Fremlin establece las siguientes propiedades de la densidad de Banach
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dl) u™(FE) =inf{u(A) : E C A€ D,}
d2) Si E,F C Ny ENF = () entonces existe A € D, que los separa (E C A CIN\ F).

d3) Si E = {n; < ng <nzg < ---} C N esinfinito y M = {n; : i € F}, se verifica
ut(M) < ut(E)u®(F) y si alguno de los conjuntos E, F' pertenece a D, entonces
se verifica la igualdad. Ademds, si F' y F pertenecen a D, entonces M € D,y

d4) Sia, €[0,1]y 32,5 an = 1, existe una particién {E, : n € N} de IN tal que, para
cada L C IN se cumple ., En € Dy y WU, ef, En) = D _ner On-

La densidad uniforme de Banach interviene en resultados de teoria ergddica y teoria de
nameros [[], B3], [BA], B, [EJ], [El] Como ejemplo citamos el siguiente resultado que se
puede ver en [Pq] y [B3): Si uT(E) > 0 entonces E contiene progresiones aritméticas tan
largas como se quiera (mds adn, para cada F' C IN finito, existen n,m € IN tales que
m+nF C E).

5. Clases especiales de limites de Banach

Desde hace tiempo, diversos autores han considerado clases especiales de limites de
Banach [I§], [§], [L0], [16],[B]. Ya se ha mencionado la existencia de limites de Banach que
extienden la sumabilidad Cesaro. La clase Jo de estos limites generalizados, que llamamos
limites de Banach-Cesaro, verifica C*(F*) C Jo C M,. Segun los resultados de Raimi en
B9 estas inclusidnes son estrictas. Para el funcional sublineal we(x) = sup{u(x) : p € Jo}
asociado a la familia Jo, Peres [BY] obtuvo la siguientes férmulas

we(X) = supesglim, = SO = lim, — o4 lm, L S
we(x) = inf, sup,,(z, + 2,) = min, sup,,(z, + z,),

donde z recorre las sucesiones acotadas sumables Cesaro hacia 0.

Diversos autores han considerado otras clases de limites Banach con propiedades adi-
cionales de invariancia. Un subconjunto notable de C*(F*) es el de los limites general-
izados C-invariantes: [C] = {u € F* : C*(u) = p}. Para cada p,q € F° las medias
fipg(x) = p-1im,, q (£ 377, C¥(x)) son C-invariantes y {iq : p,¢ € F°} es un subconjun-
to w*-denso de [C] ([f])-

En [i5] se considera una clase de operadores H : o, — Il (que contiene al operador
de Cesaro C') para los que existen limites de Banach H-invariantes, y se dedica atencién
especial al caso H = (. Para un operador H : [, — [, de la clase considerada en este
articulo se demuestra que el funcional sublineal p(x) = sup{u(x) : p € [H] N M,},
asociado a la familia de los limites de Banach C-invariantes, viene dado por

p(x) =inf{q(x+2z) : z € My} donde My={xo00—x:XEly}

y q(x) = inf{inf gc 4 fm(A(x)}, siendo A la envoltura convexa de {H™ : m € IN}.
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En virtud de los resultados en [{] ¢ es el funcional sublineal asociado a la familia de las
medias H-invariantes, es decir ¢(x) = sup{u(x) : p € [H]}. Entonces, la férmula anterior
para el funcional sublineal p es andloga a la del funcional sublineal de Banach que aparece
en el apartado g) de B.7. La analogia se pone de manifiesto reemplazando [H| por una de
las familias M, F*, a las que estan asociados, respectivamente, los funcionales sublineales
supx = sup{u(x) : p € M}, lim x = sup{u(x) : p € F*}. Cuando H = C, para el
funcional sublineal p(x) = sup{u(x) : p € [C]}, asociado a la familia [C] = [C] N M, los
resultados de ] muestran que p(x) = lim,, lim(C™). Este resultado estd relacionado con
el que figura en [[[J] donde se considera una clase especial de limites de Banach (strong
Banach limits). Hay que aclarar su relacién con limites C-invariantes antes mencionados.
Véase también [[d].

Dixmier [[J| utiliz6 limites generalizados de Banach invariantes bajo el semigrupo
conmutativo S las dilataciones V, : loo — lw, ¢ € IN:

q q
‘/;I(X):(1'17...1'171'27...1'2...)

Si [S] es el conjunto de las medias S invariantes, en [[4] se demuestra que @ # [S] N [C].
En particular, como [S] N [C] C M, se verifica que [S] N M, # 0, y es facil demostrar
que cada p € [S] N M, verifica

(%) w(E) =qu(gF) para cada £ C N y cada ¢ € N

(basta aplicar la proposicién 4.3 de [[4] a x = xg). A los limites de Banach que verifican
(*) los llamaremos super-limites de Banach.

Problema:

Sea I' el conjunto de los super-limites de Banach:

a) Estudiar si los super limites de Banach quedan caracterizados por la propiedad de ser
invariantes respecto al semigrupo de las dilataciones, es decir estudiar la validez de la
igualdad [S] =T.

b) Obtener una férmula concreta para el funcional sublineal asociado a la familia de los
super limites de Banach p(x) = sup{u(x) : p € T'}.

c) Caracterizar las sucesiones I'-convergentes (sucesiones x € [, sobre las todos los super
limites de Banach coinciden).

Seguidamente exponemos la prueba directa de la existencia de super-limites de Banach
dada en [B(]. Dado p € IN sea I, el conjunto de los limites de Banach p € M,, que verifican
w(E) = pu(pE) para todo E C IN. Hay que demostrar que I' = ﬂpe]N ', no es vacio.

Para cada ¢ € IN ¢ > 2, sea A, : o — I el operador definido por A,(x) =y donde

xq+xq2—|—"'—|—an
n

Yn =

El operador A, transforma sucesiones convergentes en sucesiones convergentes al mismo
limite luego, para cada p € F* se cumple [limx = z] = p(A4,(x)) =z, lo que significa
que jto Ay = Aj(n) € F* para cada p € F*, es decir A% (F*) C F*.

En lo que sigue L, : [, — ls denota el operador definido por L,((x,)) = (Zng)-
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Proposicién 5.1 Cada v € A;(F*) es un limite generalizado L, invariante, es decir

v-limz, = v-limxzy, para cada (x,) € I
n n

DEM: A cada sucesién acotada x € [, le asociamos la sucesion y = A,(L,(x)) — A,(x)
que viene dada por
Tt Tt Tt Ty T o F Tgn Tgnkr — T

n — =

n n n

luego lim,, y,, = 0. Entonces para cada p € F* se cumple p(A,L,(x)) = p(A4(x)), es decir
el limite generalizado v = o A, = A}(u) C F* cumple v o L, = v (e.d es un punto fijo
de L;) y por lo tanto tiene la propiedad requerida. [

En lo sucesivo denotaremos por [L,] C F* el subconjunto no vacio formado por las
medias L, invariantes (los puntos fijos de L} : 7* — F*). Con esta notacién, la proposicién
afirma que A% (F*) C [Lg] .

Proposicién 5.2 Sea ¢ € IN, ¢ > 2 y C : l — ly el operador de Cesdro. Con las
notaciones anteriores, cada p € C*([L,]) es un limite generalizado de Banach que verifica

qu(qE) = u(E) para cada E CIN

DeM: Como C*(F*) C M,, la condicién [L,] C F* garantiza que cada p € C*([L,]) es
un limite de Banach. Sea y = v o C = C*(v) donde v € [L,].
SiS,={1,2,---n} y |[ENS,| denota el cardinal de £ NS, es claro que

_ NS _ laEN S
n ng

C(XE)n

y teniendo en cuenta la propiedad caracteristica de v, establecida en la proposicion p.1],

E
w(E) =v-limC(xg)n = v- limM =
n n n
E E
=q (u- lim %) =q (1/— lim \q725n|) = qu(qE)

Teorema 5.3 Existe un limite generalizado de Banach p € M, que verifica
qu(qE) = u(E) para cada E CIN y cada q € N

DEM: Sea I'; la familia de los limites de Banach con la propiedad

qu(gF) = u(E) paracada E CIN

11



Segtin la proposicién .3 esta familia no es vacia, y basta demostrar que no es vacia la
intersecciéon I' = NgenIy. Veamos en primer lugar que si p,g € IN y p # ¢ entonces
I', N T, # 0: Efectivamente, si g € T', y A € F* es un limite generalizado es facil ver que

(E) +qu(gE) + -+ q"u(q"E)

y(E) = A-lim 2

define un limite de Banach que pertenece a I', N T',,.
Sea (¢m) la sucesion creciente de los nimeros primos. Razonando por induccién se
demuestra que para cada m € IN existe un limite de Banach A,, € I';;, NT';, N---NT,, .
Si A € F* es un limite generalizado y para cada E C IN definimos v(E) = A-1im,, A, (E)
obtenemos un limite de Banach v € N,enI’y,,. Usando la relacion I'y N T', C 'y, v la de-
scomposiciéon de un nimero natural en factores primos se concluye que v € Ngenl'y. ™

NOTA: Z. Frolik P4 y M. E. Rudin [[7] demostraron que si p : P(IN) — {0,1} es una
medida finitamente aditiva {0,1}-valuada y f : IN — IN verifica uf~' = pu entonces
u({n € N : f(n) = n)}) = 1. En contraste con este resultado Jech y Prikry [R7] de-
mostraron la existencia de un limite generalizado de Banach y € M, y una funciéon
f:IN — N, con uf~' = ptales que si f|4 es inyectiva sobre A C IN entonces pu(A) < 1/2.
La demostracion de este resultado usa la existencia de un limite generalizado de Banach
€ M, que cumple 2u(2E) = p(E) para cada £ C IN.

6. Notas

a) En [[f Duran consideré las medias invariantes respecto a un semigrupo ”ergddico”
G formado por matrices positivas y regulares, y demostré que no es vacio el conjunto
de las medias G-invariantes, que en lo sucesivo denotaremos [G]. Son ergédicos los
semigrupos conmutativos y més generalmente los ”amenables” [?].

Si A, es un sistema ergddico para G entonces el funcional sublineal asociado a la
familia [G] de las medias G-invariantes viene dado por

wg(z) = @ lim A, (v) = li;n lim A, (z)

y usando esta férmula extendié a situaciones més generales el teorema [L1].

Los resultados de Duran fueron extendidos en [, que trata sobre el siguiente asunto:
Dada una familia no vacia de medias J, de la que se conoce una férmula explicita
para su funcional sublineal p;(x) = sup{u(x) : p € J}, y un semigrupo G de
operadores G : o, — [ se obtienen condiciones suficientes para que K = J N [G]
no sea vacio y se puedan calcular, en términos de p;, férmulas para el funcional
sublineal pg(x) = sup{u(x) : p € K}.

b) Dado un movimiento s de IN, Nillsen [B4] obtuvo la siguiente férmula para el
funcional sublineal wy(x) = sup{u(x) : p € M;} asociado a la familia de las medias
s-invariantes

wy(x) = T T puy(m, m)(x), donde (. n)(x) = 3 x(s"(m))
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Este resultado también se puede obtener como corolario de los resultados que se
acaban de citar en a).

El conjunto de los puntos extremales de M, lo estudia Nillsen en [B4] donde de-
mostré que para cada f € [y existe una red \; € Ext(M,) tal que todos sus
puntos de aglomeracién no son extremales y para todo j se cumple \;(f) = w(f)(=
sup{u(f) : p € M,}. Este resultado implica que Ext(M,) no es débil* compacto.
En PJ)] Fremlin y Talagrand también estudiaron otras propiedades del conjunto de
los puntos extremales de M,,.

Sea 1, (t) = sign(sen(2"t) la sucesién de Rademacher. En [[4] se estudian propiedades
de la funcién f,(t) = p(r,(t)) donde p es un limite de Banach. Entre otras cosas
se demuestra que si p es un limite de Banach Cesaro, o si f, es medible entonces
fu(t) = 0 para casi todo ¢ € [0,1]. También se demuestra que |[p—v|[iz. = || fu—5 ||
y que d(M,,l*)) = 2. Los resultados de Fremlin y Talagrand en [R1] implican la
existencia de p € Ext(M,) tal que f, no es medible (lo que mejora un clésico re-
sultado de Sierpinski que afirma la existencia de un elemento ¢ € (I)* tal que f,

no es medible.

Fremlin [ considera Medial limits: Limites generalizados 6 € F* tales que para
todo espacio de probabilidad (€2, %, 1) y toda sucesién uniformemente acotada de
funciones medibles f, : 2 — R, la funcién f(w) = lim,, f,(w) es medible y

[ sdu) =o-tim [ fuldute)

Estos limites generalizados habian sido considerados por Meyer en Séminaire de
Probabilités 7, 1973, 198-204, y por Normann en Math. Scand. 38 (1976) 167-176.
Estos autores y Fremlin demuestran su existencia bajo la hipdtesis p = c. Este tipo
de limites han sido usados en modelos de Economia matemética [B{].

En [[9], en relacién con la casi convergencia y los limites de Banach se consideran
la nocién de subsucesién esenciales de una sucesién acotada (una subsucesién con-
vergente maximal en el sentido de que cualquier subsucesiéon con el mismo limite
estd extraida de ella desde un término en adelante). A lo largo del articulo no se
tiene en cuenta la posibilidad de que el conjunto de las subsucesiones esenciales
puede ser vacio. El articulo contiene resultados triviales enmascarados, como el teo-
rema 1, cuyo enunciado en términos de subsucesiones esenciales no es otra cosa que
un resultado trivial sobre la densidad de Banach: Si F, F C IN y EAF es finito
entonces ut(F) = u™(F), v (E) = u~ (F). También se demuestran resultados sen-
cillos, como el Teorema 3: Si {E; : 1 < j <n} C D, es una particiéon de N y x € [
es una sucesién tal que la subsucesion x|g, converge hacia a; entonces x es casi
convergente hacia 2?21 u(Ej)a;. También se considera un resultado analogo més
general referente a sucesiones x € [, con una cantidad numerable S(x) de puntos
de acumulacion tales que S’(x) = {p} es un sélo punto.
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