Sumabilidad, densidades y filtros

14 de junio de 2012

En estas notas se explota la dualidad entre familias de medias y filtros con la que se
consigue un enfoque unificado a diversos resultados sobre sumabilidad, densidades, medias
y filtros. En el ambito de las sucesiones acotadas, para ciertos métodos de sumabilidad las
sucesiones fuertemente sumables coinciden con las convergentes segin el filtro asociado
al método, y en situaciones concretas bastante generales estas sucesiones son los multipli-
cadores del correspondiente espacio de sucesiones sumables. Seguimos usando la notacion
y terminologia sobre sumabilidad y limites generalizados introducida en [[I9]. .

1. Preliminares sobre sumabilidad

Sea w el espacio de las sucesiones de ntimeros reals y ¢ C w el subespacio de las
sucesiones convergentes. En lo que sigue si x = (x,,) € w, entonces |x| designa la sucesién

(|zn|). La siguiente definicién en [P ha sido considerada en [f], [ v [[1].

Definicién 1.1 Un R-método de sumabilidad es un funcional lineal S : cs — R, cuyo
dominio cs es un subespacio de w, que verifica:

i) S es reqular, es decir, ¢ C cg y S(x) = lim,, x,, para cada x = (z,,) € c.

i) Si|x| € cs yS(x]) =0 entonces S(xy) =0 para cada 'y € lo.
Six € cg se dice que x es S-sumable hacia S(x). Cuando la sucesion |x —z| = (|z, — z|)
es S-sumable hacia 0 se dice que x € w es fuertemente S-sumable hacia x.

Se usa la notacién |cg| para el espacio vectorial de las sucesiones fuertemente S-sumables
v |eslo para el subespacio de las fuertemente sumables hacia 0. La condicién ii) de [[]]
significa que |cg|o es un subespacio sélido, es decir |cs|o loo = |cs]o-

Segun 7], para un R-método de sumabilidad S se verifica: ¢ C |cg| C cg, y las inclusiones
son consistentes, lo que significa que

i) Six € c converge hacia x entonces x es fuertemente S-sumable hacia .

ii) Six € |cg| es fuertemente S-sumable hacia = entonces x es S-sumable hacia .
Dado un R-método de sumabilidad S : ¢s — IR, se denota por dg : Dg — [0, 1], la den-
sidad asociada dg(E) = S(xg), definida sobre Dg = {E C IN : xg € c¢s}, con la que se
define el filtro Fg = {E € Dg : ds(F) = 1}.

Métodos matriciales
Si A = (a,x) es una matriz infinita de nimeros reales, una sucesion x = (x) € w se dice



que es A-sumable hacia x € R cuando para todo n € IN la serie ), a,,x) converge y la
sucesién A(x) = (A,(x)), definida por A, (x) = >, an,xk, converge hacia x:

lim A, (x) = lim Z kTl = T
k

Se designa por c4 el subespacio de w formado por las sucesiones A-sumables, sobre el que
esté definido el funcional lineal A-lim,, x,, = lim,, A,,(x). La matriz A se dice que es regular
cuando transforma sucesiones convergentes en sucesiones convergentes al mismo limite, es
decir ¢ C ¢4 y ademas el funcional A-1lim extiende el limite ordinario. Un teorema clasico
de Silverman-Toeplitz caracteriza las matrices regulares mediante las condiciones

i) sup, > lank| < 4o0; i) limyan, = 0 para todo n;  iii) lim, >, an, =1

En lo sucesivo, salvo mencion expresa de lo contrario, consideraremos siempre matrices
regulares no negativas. En estas condiciones se dice que x € w es fuertemente A-sumable
hacia x cuando la sucesion (|z,, — z|) es A-sumable hacia 0, es decir

lim g Qpie|) — x| =0
n
k

Toda sucesion fuertemente A-sumable hacia x es A-sumable hacia z. El subespacio de c»
formado por las sucesiones fuertemente A-sumables se denota |c4].

El espacio ¢4 dotado del funcional lineal A-limx es un R-método de sumabilidad
matricial. Los subespacios |cal, ¢4 N, ¥ |ca| N, dotados del funcional lineal A-1imx
también son R-métodos de sumabilidad.

A una matriz regular no negativa A = (a,x) se le asocian las llamadas densidades
inferior y superior, definidas por d;(E) = lim A(xg), d}(E) =1lim A(xg) y la familia

D,y ={ECN:d;(E) = d}(E)}

donde est4 definida la densidad da(E) = d4(F) = d}(E) (véase [[], BF]). Tienen densidad
d 4 los conjuntos £ C IN cuya funcion caracteristica es A-sumable, es decir, los conjuntos
E C N para los que existe el limite

da(E) =1m A(yp) = m Y _ au

keE

El filtro asociado, Fy = {FE € D4 : d4(F) = 1}, es més fino que el filtro de Frechet F.
En [, pdg. 578, se muestra que D4 no es un dlgebra de conjuntos. Existen conjuntos
A,B € Dy tales que AUB &€ Dy, AN B & Dy, por lo que la densidad d : Dy — [0, 1]
no es una medida finitamente aditiva.

Un ejemplo notable de matriz regular no negativa lo proporciona la matriz de Cesaro
C = (cpr) donde ¢, = 1/nsil <k <nycy =0s k> n. En este caso x € w es
(C-sumable, o sumable Cesaro, hacia x si

, .%'1+.’L'2+"‘+Z'n
lim
n n

=T
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El espacio vectorial de las sucesiones sumables (resp. fuertemente sumables) Cesaro es cos-
tumbre designarlo por o7 C w (resp. |o1| C 01). La densidad ordinaria (también llamada
densidad natural o asintética) es la asociada a la matriz de Cesaro C'. Las correspondi-
entes densidad inferiory densidad superior de E C IN, designadas mas brevemente d~ (E),
d*(E), vienen dadas por las férmulas

donde

B = 13ty = EC R

n

Utilizaremos la notacién D = {E C IN : d~(F) = d*(F)} para la familia de los conjuntos
E C N con densidad natural, lo que significa que existe el limite

A(E) = 1im C(xp) = lim f,(E)

En particular, si C' es la matriz de Cesaro, el filtro F¢ es el asociado a la densidad usual
d = d¢, por lo que también lo designaremos F.

Una clase notable de matrices regulares no negativas es la formada por las matrices
asociadas a sucesiones lagunares: Una sucesién lagunar es una sucesion creciente 6 =
(ne)52, en IN, con ng = 0, tal que hy = ni — ng_1 — 00. Se le asocia la matriz regular
Ty = (tnx) definida por

1
Lok = h—xfk(n) donde Iy = (ng_q,---ngl
k

Se abrevia la notacion: El espacio de las sucesiones Ty-sumables se designa ¢y, y la densidad
y el filtro asociados a la matriz Ty se designan dy y Fy respectivamente. Diversos autores
B3], [B1], [Bd], han considerado el subespacio de las sucesiones fuertemente Ty-sumables
(brevemente, fuertemente #-sumables) que, de acuerdo con las notaciones anteriores, se
designa |cy| (también se usa la notacién Ny en la literatura habitual sobre el asunto).
Esta formado por las sucesiones x € w tales que, para algin x € R, se cumple

, 1
hlgnh—kZ\xn—ﬂ:O

nely

Métodos no matriciales
A un filtro ¥V C P(IN) més fino que el de Frechet F se le asocian dos nociones de conver-
gencia que extienden la convergencia ordinaria

Definicién 1.2 Diremos que x € w converge hacia x segin V cuando converge en el
sentido usual: Para cada € > 0 el conjunto {n : |z, — x| < €} pertenece a V. En este caso
escribiremos limy x = x. Diremos que X € w converge hacia x a través de conjuntos de V
cuando existe V €V tal que lim,cy x,, = x. En este caso escribiremos limY x = z.



Usaremos la notacién ¢(V) (resp. ¢,(V)) para el subespacio de w formado por las sucesiones
convergentes segin ) (resp. a través de conjuntos de V). Es claro que ¢ C ¢, (V) C ¢(V),
y que las inclusiones son consistentes (es decir, la nocién de convergencia en ¢(V) es
una extensién de las nociones de convergencia asociadas a los otros dos subespacios).
Es facil comprobar [f] que ¢(V) = ¢,(V) (clausura uniforme de ¢, (V) en el espacio w).
Efectivamente, dado x € ¢(V), si | = limyx cada V,, = {j : |z(j) — | < 1/n} es un
conjunto del filtro V y la sucesion y,, = [ + (1 — xy, )(x — [) estd en ¢, (V) (porque vale
sobre el conjunto V;, € V) y es claro que para todo i € IN se cumple |y, (i) — x(i)| < 1/n
(basta considerar los casos i € V,,, i € V},), luego ¢(V) C (V). Reciprocamente, es facil
ver que cada x € ¢,(V) converge segiin V), es decir ¢, (V) C ¢(V).

El espacio ¢(V) dotado de la nocién de limite segiin V es un R-método de sumabilidad
para el cual las sucesiones sumables coinciden con las fuertemente sumables. En particular,
para un ultrafiltro & més fino que el filtro de Frechet, el espacio [, dotado del limite segiin
U, que siempre existe, es el ejemplo tipico de un R-método de sumabilidad no matricial.

Veremos més adelante que existen filtros notables para los que ¢, (V) & ¢(V) y otros
para los que ¢, (V) = ¢(V), es decir, filtros para los que ¢,(V) es cerrado en w para
la topologia de la convergencia uniforme. Para los filtros asociados a un R-método de
sumabilidad S en [PZ] Freedman y Sember demostraron que ¢,(Fg) Nlw C |cs| C o(Fs)
de donde se sigue que si ¢, (Fs) = ¢(Fs) entonces ¢(Fg) Nlo = o(Fs) Nls = |cs| N loo-

2. Familias de medias y filtros

El conjunto de las medias sobre IN, M = {u € (Ioo)* : £ > 0, (1) = 1}, que es convexo
y débil* compacto, se identifica en la forma habitual, con el conjunto de las probabilidades
finitamente aditivas p : P(IN) — [0, 1]. El conjunto de sus puntos extremales

Ext(M)={ue M:u(F)e{0,1} VE C N}

con la topologia de inducida por la topologia débil* de (l,)* es un modelo para [N,
la compactificacién de Stone-Cech de IN: Cada n € IN se identifica con la probabilidad
finitamente aditiva 6, (6,(F) =1sin € E,y §,(F) =0sin ¢ E). Cada u € Ext(M)
se identifica con el ultrafiltro U, = {U C IN : u(U) = 1}. Asi se obtiene el modelo usual
de SN donde cada p € SIN se identifica con el ultrafiltrod = {U C N : p € Uﬂ}, y cada
ultrafiltro ¢/ con el tnico punto de la interseccién ﬂ{Uﬁ U eU}.

A cada filtro V C P(IN) més fino que el filtro de Frechet F (el de los conjuntos
cofinitos) le asociamos la familia de medias:

V*i={ueM:uV)=1paracada V € V}

y la subfamilia V° C V* formada por las medias {0, 1}-valuadas de V*, que se identifica
con el conjunto de los ultrafiltros mas finos que V. Si p es la medida finitamente adi-
tiva {0, 1}-valuada asociada a un ultrafiltro Y DV (u(A) = 1si A € U, p(A) = 0 si
A ¢ U), entonces U° = {p}. Por lo tanto, si U es un ultrafiltro més fino que V se verifica
V° D U° = {u} luego V° # (). Es facil ver que V* y V° son subconjuntos cerrados de M.
Es claro que V* es convexo y se puede demostrar que V° = Ext(V*), luego V* = ¢o*(V°).
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Obsérvese que para el filtro de Frechet F (el formado por los conjuntos cofinitos F' C IN)
se cumple que F° = BIN \ N (luego F* = co*(SIN \ IN)). Ademds, F° es el conjunto
formado por los puntos de aglomeracién de la sucesién (n) en el espacio compacto SIN.
Anélogamente, para un filtro mas fino ¥V O F el conjunto V° C F° esta formado por
los puntos de aglomeracién de la sucesién (n) segin el filtro V, es decir puntos de SN
obtenidos como limite de esta sucesion segun ultrafiltros mas finos que V.

Hay una dualidad entre familias de medias y filtros que conviene considerar: A cada
familia no vacia J C M, le asociamos el filtro J* = {E C IN : u(F) = 1 para cada p € J}.
En particular, si J = {u}, donde p es {0,1}-valorada, entonces {u}® es el ultrafiltro
asociado U, = {E C IN : u(E) = 1} que también podemos designar mas brevemente p°.

Al filtro J*® le podemos asociar las familias de medias J*° C J*°. Es inmediato que
J* D JyqueJ CJyCM = J3 C J;. En general no se puede asegurar la igualdad
J = J*: Si J = F° en virtud de la siguiente proposicion F° # F* = (F°*)* = (F°)**.

Proposicién 2.1 Para un filtro V C P(IN) se cumple V = V** = V°°.

DEM: Teniendo en cuenta que V° C V* se obtiene que V** C V°*. Como la inclusién
YV C V** es inmediata basta demostrar que V°* C V. Si F' € V°® entonces p(F') = 1, para
cada p € V°, lo que significa que F' pertenece a todos los ultrafiltros més finos que V y
por lo tanto F' € V (si suponemos que F' ¢ V entonces para cada V € V es VN F¢ £ (),
y considerando un ultrafiltro que contenga a la base de filtro B = {V N F°:V € V} se
obtendria un elemento p € V° que cumplirfa p(F°) = 1). n

En virtud de ., si J C V* se verifica V = V** C J°®. En particular si J C F* entonces
J* es un filtro mas fino que el filtro de Frechet.

Para sucesiones acotadas las medias pu € V* extienden el limite segiin V, y por ello les
llamamos V-limites generalizados. En lo sucesivo llamaremos limites generalizados a los F-
limites generalizados, donde F es el filtro de Frechet. Si y € F* es un limite generalizado
y x = (z,) es una sucesién acotada, a veces usaremos la notacién y-lim,, x,, para denotar
el valor p(x). En [I9) se puede ver una breve demostracién del siguiente resultado.

Proposicién 2.2 Dado un filtro ¥V D F, y X € l, son equivalentes
i) x converge hacia o segin el filtro V.
i) p(x) =« para todo p € V°.

La proposicién B.q es otra versién del resultado central de [R5, con el siguiente matiz:
En [RF], no se utiliza la nocién usual de convergencia segiin un filtro. Sélo se usa lo que
aqui hemos llamado convergencia a través de conjuntos del filtro, y en lugar de i) interviene
la condicién equivalente x € ¢, (V). Ademas, en [BF] no se habla de filtros y en su lugar
intervienen las que alli se llaman clases nulas (las formadas por los complementos de los
conjuntos de un filtro que contiene al filtro de Frechet).

Definicién 2.3 Dada una familia no vacia de medias J C M diremos que x € l, es
J-convergente hacia x € R cuando p(x) = x para cada p € J, y diremos que X € ly, Yy
que es fuertemente J-convergente hacia x € R cuando la sucesion |x — x| = (|x, — x|) es
J-convergente hacia 0, es decir pu(|x — z|) = 0 para cada p € J.
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Toda sucesion x € [, fuertemente J-convergente hacia = es J-convergente hacia x. Por
otra parte, es facil ver que 0 < x < 1 es J-convergente hacia 0 (resp. 1) si y sélo si es
fuertemente J-convergente hacia 0, (resp. 1). En particular, dado E C IN, la sucesién yg
es J-convergente hacia 1 si y s6lo si es fuertemente J-convergente hacia 1.

Funcionales sublineales y familias de medias. Si p : oo — IR es un funcional sublineal que
verifica i) p(x) =z si x, = x para todon € N; ii) p(x) <sup, =, para todo x € l.
con el teorema de Han-Banach, aplicado al subespacio de las sucesiones constantes, se ob-
tiene que J = {p € (loo)* : p < p} es una familia no vacia de medias, convexa y débil*
cerrada. Reciprocamente a una familia J C M con estas propiedades se le asocia el
funcional sublineal p;(x) = sup{p(z) : p € J} que verifica J = {p € (lo)* : < ps}.

Dada una familia de medias J, un problema central de la teoria es el del calcular
(es decir, obtener una férmula explicita) para el funcional sublineal asociado ya que esto
permitira obtener caracterizaciones ttiles de las sucesiones J-convergentes, ya que X € [,
es J-convergente hacia a si y sélo si inf{u(x): u € J} = sup{u(x): p € J} = a es decir,
si y s6lo si —ps(—x) = ps(x) = a. Por ello, cuando obtengamos férmula explicita para
pJ, habremos conseguido una caracterizacion 1util de las sucesiones J-convergentes.

Un primer ejemplo trivial lo proporciona J = M cuyo funcional sublineal asociado es
pm(x) = sup,, z,,. Es obvio que las sucesiones M-convergentes son las constantes.

Otro ejemplo algo mas interesante lo proporciona la familia V*. Segun la proposicion
2.1 en [ el funcional sublineal asociado a V* es limy(x) := infyepsup{z(n) : n € V},
es decir sup{p(x) : u € V*} = limy(x). En virtud de P.3 las sucesiones V*-convergentes
son las acotadas que convergen segiin V. En particular, el funcional sublineal asociado a
F* es Iim x y las sucesiones F*-convergentes son las convergentes en sentido usual.

Densidad asociada a una familia de medias. La mayor parte de las nociones de densidad
que aparecen la literatura son versiones particulares de la siguiente definicion general
dada en términos de una familia no vacia de medias J C M. Se comienza definiendo las
densidades superior e inferior de £ C IN:

05 (B) :==sup{p(E) : p € J} = ps(xe); 05 (E):=inf{u(E): peJ}=—ps(—xz)

y la familia D(J) = {F C IN : §7(F) = 6;(E)} formada por los conjuntos £ C IN tales
que X es J-convergente. Para E € D(J) se define la densidad 6,;(F) = 6 (E) = 6, (E).
Obsérvese que E € D(J), con 6;(F) = «, significa que u(E) = « para cada p € J.
Cuando E € D(J) se suele decir que existe la densidad 6,(E).

La densidad d; lleva asociado el filtro F; = {E € D; : §;,(E) = 1} = J*. Por otra
parte, la densidad asociada a un filtro V' de partes de IN, es la densidad § = d; asociada a
la familia de medias J = V*. En este caso, segun la prop. 2.1 en [f]], las densidades infe-
rior y superior son 6~ (E) = lim,, xg, 6+ (F) = limy, xz). Esta densidad es {0, 1}-valuada
y los conjuntos del filtro son los que tienen densidad 0(E) = 1. La densidad asociada al
filtro de Frechet F es la trivial: Sélo tienen densidad los conjuntos finitos (= 0) y los
confinitos (= 1). Obsérvese que para la familia J = V* la proposicién P.]] confirma que el
filtro definido por d; es J* = V** = V.



Familias saturadas de medias R

Para una familia de medias J C M, definimos su envoltura saturada J = span(J )* NM,
donde la clausura se toma en la topologia débil* de (l)*. Si J = J diremos que la
familia J es saturada. Es facil ver que x € [, es J-convergente (hacia x) si y sélo si es
j—convergente (hacia x). El interés de la nocién de familia saturada se pone de manifiesto
con esta observacién, combinada con la siguiente proposicion y los ejemplos que siguen.

Proposicion 2.4 Dadas dos familias de medias no vacias Ji, Jo C M, son equivalentes
a) Cadax € ly que es Jy-convergente hacia x es Jo-convergente hacia x.
b) Jy C Jp.

Por lo tanto, cuando Jy es saturada, la condicién b) se puede reemplazar por Jo C Ji.

DEM: Si x es J; -convergente hacia x también es Ji convergente hacia = luego b) = a).
Reciprocamente, si se cumple a) y u € Jy entonces cada x € [y, que se anule sobre J;
también se anula sobre u luego u € spcm(Jl)*, y asi p € Jp. ]

Sea V C P(IN) un filtro, M, el conjunto de las medias invariantes respecto a un
movimiento s de IN, [G] el conjunto de las medias G-invariantes respecto a un semigrupo
G de operadores regulares A : I, — l v Jo el conjunto de los limites generalizados de
Banach que extienden la sumabilidad Cesaro (véase [A9]). Es facil ver que las familias V°,
M, [G], Jo son saturadas.

Caracterizacion de la J-sumabilidad fuerte.
Si py(x) = sup{u(x) : p € J} es el funcional sublineal asociado a J C M, consideramos
la familia J; = {p € M : u(x) < p;(]x|) para todo x € I}

Proposicién 2.5 Se verifica J C J; C J*°.

DEM: La primera inclusién es obvia. Si y € J; entonces para cada V € J® se cumple
0 < u(Ve) < p(xve) =sup,; (V) =0, luego p € J*°. u

Teorema 2.6 Sea ) # J C M y Jy la familia que interviene en [2.8. Para x € Iy, son
equivalentes:

i)  x converge hacia x segun el filtro J°.

i)  wu(x) =z para todo p € J*°, (es decir, x es J**-convergente hacia x ).

iii) wu(x) =z para todo p € Jy, (es decir, x es Jy-convergente hacia x).

iv) X es fuertemente J-convergente hacia x.

DEM: i) < ii) en virtud de 3. ii) = iii) en virtud de la proposicién B.3.

iii) = iv): Se supone que p(x —x) = 0 para todo u € J;. Por el teorema de Hahn-Banach
aplicado con el funcional sublineal p;(] - |), podemos asegurar que existe o € J; tal que
to(x — ) = py(|x — z]), luego p,s(|x — z|) =0, lo que significa que se cumple iv).

iv) = 1i): Si se cumple iv), para cada u € J es u(|x — z|) = 0. Esto implica que para cada
e > 0 el conjunto He = {n : |x(n) — x| > €} cumple pu(H,) = 0, es decir su complemento
Ve ={n:|x(n) — z| < €} verifica u(V,) = 1. Como esto es cierto para cada p € J resulta
que V. es un conjunto del filtro J®, y por lo tanto se cumple i). ]



En virtud de B, V* = V***, y con B.G, se obtiene que las sucesiones V*-convergentes
coinciden con las fuertemente V*-convergentes. Este resultado es obvio ya que la conver-
gencia segun V coincide con la convergencia fuerte segin este filtro.

Sumabilidad fuerte hacia el limite superior. Dada una familia vacia de medias no vacia
J, en lo que sigue a veces utilizaremos la notacion mas familiar F; para designar al
filtro J*. Recordemos que el limite superior de x € [, segin este filtro viene dado por

limy,x = sup{p(x) : p € F3} = sup{p(x) : p € J**}.

Teorema 2.7 Sea J C M wuna familia no vacia de medias y F; = J*. Si x € Iy es
J-convergente hacia 3 = limz,x, entonces X converge hacia 3 segin el filtro F;, y por lo
tanto es fuertemente J-convergente hacia 3.

DEM: Razonamos por reduccién al absurdo suponiendo que a := limz x < 3. Entonces
elegimos ¢ € («, 3), y para cada € > 0 consideramos los conjuntos

A={n:z,<c}, B={n:c<z,<p+e€}, C={n:x,>p+¢€}

Existe v € J con v(A) = > 0 (en caso contrario F' = IN\ A € F,, y para cada p € J**
se cumplirfa u(F) = 1 luego pu(x) = p(xrx) > ¢ > «, y se llegaria a la contradiccién
a = inf{u(x) : p € J**} > ¢). Por otra parte, en virtud de la definicién de (3, para todo
w € J se cumple p(C) = 0. En particular seria v(C') = 0 luego v(B) = 1 — 4. Entonces,
teniendo en cuenta que X = y4X + XpX + X¢X se obtiene

v(x) = v(xax) +v(xpx) < c(4) + (B + v(B) =

=cd+(B+e)(1—=0)=(c—P)d+B+e—¢€d

Como esta desigualdad es cierta para todo € > 0 se concluye que v(x) < S+ (¢—3)d < 3,
lo que contradice la hipdtesis J-limx = [

3. Ejemplos y aplicaciones

Los siguientes ejemplos muestran que, en el contexto de las sucesiones acotadas, di-
versas nociones clasicas de sumabilidad y sumabilidad fuerte, son casos particulares de la
definicién P.3. Después de estos ejemplos, el sencillo resultado que se ha visto en P.q pon-
dra de manifiesto que, para sucesiones acotadas, tanto la casi convergencia fuerte como
la sumabilidad fuerte respecto a una matriz regular no negativa A quedan caracterizadas
mediante las nociones de convergencia segun los filtros asociados a los correspondientes
métodos de sumabilidad.

1. Si A : ly — Iy es un operador definido por una matriz regular no negativa y
J = A*(F*) (donde F es el filtro de Frechet) entonces x € [, es J-convergente
hacia z si y sélo si x es A-sumable hacia x y es fuertemente J-convergente hacia x
si y sélo si es fuertemente A-sumable hacia = lo que, en virtud de g, ocurre si y



sélo si x converge hacia x segun el filtro J* donde J = A*(F*). Para esta familia de
medias el funcional sublineal asociado es p;(x) = ImA(x) y la densidad asociada
es la densidad da, es decir dq = 64+(Fe), y el filtro F,4 asociado a la densidad d4
coincide con J* = A*(F*)°.

Freedman y Sember [29] establecieron que x € [, es fuertemente A-sumable si y
s6lo si converge a través de conjuntos del filtro F4. Posteriormente Connor [f] ob-
servo que X € o, es fuertemente A-sumable si y sélo si converge segtn el filtro F 4. Al
mismo tiempo, Chun y Freedman [f], demostraron (usando el lenguaje de los ideales)
que para cualquier filtro V se verifica ¢(V) = c.(V) y como consecuencia obtuvieron
que para un R-método de sumabilidad S, una sucesion x € [, es fuertemente S-
sumable si y sélo es convergente segin el filtro Fg, por lo que qued6é demostrado
que X € ly es fuertemente A-sumable si y solo si converge segtn el filtro F4. Por
otra parte, Fridy y Orhan [B{] demostraron directamente, en el caso particular de la
matriz Ty asociada a una sucesion lagunar 6, que x € [, es fuertemente f#-sumable
si y sélo si converge segun el filtro Fy = {E € Dy : dy(E) = 1}.

Considerando la familia de medias J = C*(F*), se tiene que x € [, es J-convergente
(resp. fuertemente J-convergente) hacia x si y s6lo si x sumable (resp. es fuertemente
sumable) Cesaro hacia z, y las sucesiones acotadas fuertemente sumables Cesaro son
las convergentes segun el filtro F; = J*. La familia de medias C*(F*) no es saturada
porque segin un resultado de Raimi ([iJ]), la inclusiéon C*(F*®) C Je es estricta, y
teniendo en cuenta que J¢ es saturada se sigue que C*(F*) no es saturada. Puesto
que las sucesiones Jg-convergentes coinciden con las C*(F*®)-convergentes, en virtud
de la proposicién .4 podemos afirmar que Je es la envoltura saturada de C*(F*).

Parece que desde hace tiempo se sabia que para el filtro F; son equivalentes las
dos nociones de convergencia, es decir ¢(Fy) = c,(Fy). Fridy 7 demostré esta
equivalencia que se puede expresar diciendo que c¢,(Fy) es cerrado en w para la
topologia de la convergencia uniforme. En [ Miller dio una demostracién directa
de un resultado algo mas general relativo a filtros F,4 asociados matrices regulares
no negativas A de una clase particular que incluye a la matriz de Cesaro.

Six € w es fuertemente C-sumable entonces x,, = O(n). Sin embargo, las sucesiones
convergentes segun el filtro F,;, y en particular las convergentes a través de conjuntos
de Fy, no satisfacen una condicién de este tipo. Lo mismo se puede decir para las
sucesiones fuertemente A-sumables. Se sigue de esto que para sucesiones no acotadas
no subsiste la equivalencia entre la sumabilidad de Cesaro fuerte y la convergencia
segtn el correspondiente filtro Fy, es decir |o1| & ¢(F,). En B0 también se muestra
que |cg| & ¢(Fy) para cualquier sucesién lagunar 6.

Si A es una matriz regular no negativa y J = A*(F*), como F4 = J*, aplicando
P17 se obtiene que si X € [, es A-sumable hacia x = limz,x = sup{u(x) : p € J**}
entonces x converge hacia x segun el filtro F4 y por lo tanto es fuertemente A-
sumable hacia . Se sigue que si x € [, es A-sumable hacia z = lim#(x) entonces
converge hacia = segun el filtro F,4. (Por la hipdtesis, para todo u € J = A*(F*)
es ¢ = u(x), y teniendo en cuenta que p(x) < sup{v(x) : v € J**} = limz, (x) <
limz#(x) = z, se obtiene que x = limz, (x)).
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Los antecedentes de P.7 son los siguientes resultados particulares: Buck [f] ob-
servé que si una sucesion de numeros reales es sumable Cesaro hacia su limite
superior entonces converge segun el filtro F; hacia este limite superior, y analoga-
mente para el limite inferior. Fridy y Orhan [BQ] extendieron el resultado para Tj-
sumabilidad y el filtro Fy, donde # es una sucesiéon lagunar: Si la sucesion real x
es Tp-sumable hacia su limite superior (resp. inferior) y este es finito, entonces x
converge segun el filtro Fy hacia este valor.

Para sucesiones acotadas Fridy y Orhan [BZ] obtuvieron un resultado andlogo al
de Buck pero considerando el limite superior segtn el filtro F;: Sea x una sucesion
acotada superiormente (resp. inferiormente) sumable Cesaro hacia x = Efdx (resp.
r = limz x). Entonces x converge hacia r segtin Fy, y la conclusién es falsa sin
hipétesis de acotacién (no exigida en el resultado de Buck). En [ se obtuvo un
resultado (teor. 3.3) que también es caso particular de P.7.

Cuando J = M, es la familia de los limites de Banach, las sucesiones M -convergentes
son las casi convergentes introducidas por Lorentz [Bg] que las caracterizé demostran-
do que x € [, es casi convergente hacia x si y sélo si

n
E Zj1r = ¢ uniformemente en j € IN
k=1

1
lim —
non
El funcional sublineal asociado a M, es el funcional sublineal de Banach que deno-
taremos w. En [[[9] se muestran diversas férmulas para w. Una de ellas es

1 n
w(x) = lim,, sup — E Ttk
j n

k=1
Se dice que la sucesion x € [, es fuertemente casi convergente hacia x cuando la
sucesion |x — x| = (|x, — x|) es casi convergente hacia 0. Las sucesiones fuertemente
casi convergentes fueron introducidas de modo independiente en [BY y [B3]. El espa-
cio AC' de las sucesiones casi convergentes y el subespacio |AC| de las fuertemente

casi convergentes |AC|, con las nociones de convergencia asociadas, son ejemplos de
R-métodos de sumabilidad no matriciales.

En [IG] Das y Patel demostraron que si § = (ny) es una sucesiéon lagunar entonces
x es fuertemente casi-convergente hacia x si y soélo si

1
lim — g ntp — T| = if t
Im I |Zp+p — 2] = 0 uniformemente en p

ng_1<nng

Esto es consecuencia de la igualdad py = w que se habia obtenido en [[7] .

En B3 el espacio de las sucesiones casi convergentes y el de las fuertemente casi
convergentes fueron caracterizados en términos de sumabilidad lagunar fuerte:

AC = ﬂgcg = MNpycy, ‘AC‘ = ﬂ9\02| = ﬂ9|09‘

10



4.

donde 6 recorre las sucesiones lagunares y |c§| = |cg| N ls. Como c(Fp) Nl = |},
la caracterizacién de |AC| se puede expresar también, en términos de los filtros
Fo, en la forma que fue obtenida posteriormente en [B(]: |[AC| = (Ngc(Fp)) N loo-
Esta caracterizacion sigue siendo valida considerando sélo sucesiones lagunares 6
que verifican lim, ¢, = 1.

La densidad uniforme, también llamada densidad de Banach, es la asociada a la casi
convergencia. Si la funcién caracteristica xp de £ C IN es casi convergente hacia
a se dice que FE tiene densidad uniforme «, y se escribe u(F) = a. De acuerdo
con los convenios de notacién que hemos adoptado D, designa la familia de los
subconjuntos £ C IN que tienen densidad uniforme (el dominio de ). En virtud del
clasico teorema de Lorentz [B§ la densidad uniforme u y su dominio D,, se pueden
caracterizar de dos formas equivalentes:

i) Por una parte £ € D, y u(E) = «a si y sélo si u(F) = « para todo p € M,.

ii) Por otra parte, si se definen las densidades inferior y superior

u™(E) = lim,, inf fP(E); u*(E) = Tm, sup f2(E) con f7(E) = ENfp+1,-p+n]

P n

se tiene D, ={EF CIN:u™(E)=u(E)} y u(F) =u"(F) =u (E) para E € D,.
En el articulo de Fremlin [P@] se pueden ver algunas propiedades y aplicaciones de

la densidad uniforme.

Con la densidad uniforme se define el filtro
Fo={Ee€D,:u(E)=1} ={E CIN: u(E) =1 para todo p€ M,}

que interviene en la caracterizacion de las sucesiones fuertemente casi convergentes
y en la de los multiplicadores del espacio AC' que se considera mas adelante.

La segunda parte del articulo [2I] contiene un repertorio de ejemplos relativos a
las desigualdades u™ (E) = d~(F) < d"(E) < uw'(F). Se muestran ejemplos para
cada una de las siguientes relaciones de desigualdad 0 = v (E) < u™(E) = 1,
O0=u(F)<d(E)=1/3<2/3=d"(E)<u™(EF)=1,0=u (F) <d (F) =
1/2=d"(E) <u™(E)=1,0=u"(E) <d(F)=u"(E)=1,0=u"(F) =d(EF) <
ut(E) =1.

Multiplicadores y sumabilidad fuerte

Si A es una matriz regular sea My = {X € I, : Xy € 4Nl para caday € caNly} el

subespacio cerrado de ¢4 NIy, (subdlgebra) formado pr sus multiplicadores. Hill y Sledd
B9 obtuvieron el siguiente resultado

Teorema 4.1 Si A es reqular entonces A-1lim es multiplicativo sobre M4 :

A-lim(xy) = (A-limx)(A-limy) para cada x,y € Ma.

11



DEM: Véase el teorema 3.1 de [BY]. La demostracién no es trivial ya que utiliza el teorema
de consistencia de Brundo, y de Mazur-Orlicz. [

Ademds de este resultado Hill y Sledd [BH] demostraron el siguiente teorema,

Teorema 4.2 Si A es una matriz reqular no negativa y x € ly, son equivalentes:
i) x converge (hacia x) a través de conjuntos del filtro F,.
ii) x es fuertemente A-sumable (hacia x).
iii) x € Ma (x es multiplicador de cq Ny ).
Six € My entonces A-limx € [lim, z,,, lim,z,,).

La equivalencia i) <> ii) que era bien conocida para la matriz de Ceésaro ([B3], p. 38). la
demostraron Freedman y Sember 3] (utilizando que d4 tiene la propiedad (APO)) y
la volvieron a demostrar Fridy [R7] y Miller [I]], para el filtro F4 y en particular para el
filtro Fy asociado a una sucesion lagunar 6.

Freedman y Sember [P caracterizaron, mediante la propiedad (APO) (considerada
en la siguiente seccién) los filtros V tales que ¢, (V) es cerrado para la topologia de la
convergencia uniforme pero sin mencionar la nocién de convergencia segin un filtro. Si
sus resultados se interpretan en términos de esta nocién, llevan implicito el resultado que
afirma que para cualquier matriz regular no negativa A se cumple ¢(F4) = ¢,(Fa), por
lo que al teorema anterior se le puede anadir la condicién equivalente

i*)  x converge (hacia x) segin el filtro Fa.
Obsérvese que la equivalencia entre i*) y i) es un caso particular de P.6.

Connor y Kline [[3J atribuyeron a Connor [[{] este resultado, al hacerlo explicito
demostrando que x es fuertemente A-sumable (hacia ) si y sélo si x converge (hacia x)
segun el filtro Fju.

Si AC' denota el espacio de las sucesiones casi convergentes, se dice que X € [, es un
multiplicador de AC' cuando xy € AC para todoy € AC. Los multiplicadores del espacio
de las sucesiones casi convergentes forman un subconjunto que no contiene a las sucesiones
casi periddicas. Como la densidad uniforme de Banach es la asociada a la casi-convergencia
de Lorentz es natural plantearse si para el filtro F, sigue valiendo un resultado analogo
al teorema [[.2. Chou [[] caracteriz6 los multiplicadores del espacio de las sucesiones casi
convergentes usando la convergencia segun el filtro F,,, pero sin mencionar las sucesiones
fuertemente casi convergentes. El siguiente teorema, que reune los resultados de Chou
[ vy los obtenidos anteriormente por Raimi [4], proporciona una caracterizacién de las
sucesiones fuertemente casi convergentes obtenida mucho antes de que fuesen introducidas
explicitamente por Maddox [BY]. Parece que Maddox ignoraba estos resultados.

Teorema 4.3 Six € l, entonces i) = ii) < iii) < )y el reciproco ii) = i) es falso.
i) X es convergente (hacia x) a través de conjuntos del filtro F,.
ii) X es convergente (hacia x) segun el filtro F,.
ii1) X es fuertemente casi convergente (hacia x).
w)  x es un multiplicador de AC.

DEM: i) = ii) < iii) y ii) # i) se debe a Raimi que obtuvo una sucesién 0 < x € Il
convergente hacia 0 segun el filtro F,,, que no converge a través de conjuntos de este filtro.
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Otro ejemplo similar lo dio Chou en la [] donde llama 7-convergentes a las sucesiones
acotadas que son convergentes segun F,.

Chou demostré ii) < iv). También demostré que las sucesiones acotadas convergentes
segtn el filtro F,,, coinciden con las que tienen una extensién a FIN que es constante sobre
(F.)°, es decir, con las que aqui llamamos F°-convergentes.

Nota: Raimi también considerd una condicién algo menos exigente que la convergencia a
través de conjuntos de Fy:

(*) Para cada € > 0 eziste E CIN conu™(F) > 1 —¢, tal que lim,cpx, = x

y demostrd que esta condicion sigue siendo estrictamente mas fuerte que la convergencia
segin F,,. Obtuvo una particién numerable { N}, : k € IN} de IN con la siguiente propiedad:
Si M C IN y M N Ny es finito para todo k € IN entonces u~ (M) = 0. Entonces la funcién
f(n) =1/k si n € Ni, converge segin el filtro F, pero no cumple (*).

Por otra parte, una aplicacién directa de P.§ conduce a la siguiente caracterizacion de
las sucesiones acotadas fuertemente casi convergentes

Teorema 4.4 Sea w el funcional sublineal de Banach y X € ls. Son equivalentes:
i) X es fuertemente casi convergente hacia x.
ii) p(x) =z para todo p € M2*.
i) p(x) =z para todo p € M, tal que p(y) < w(ly|) para todo'y € lo.
iv) X es convergente hacia x segun el filtro F,, = M.

Merece la pena comentar la historia de los resultados incluidos en [L.4} Ya hemos menciona-
do que Raimi [[f4], si usar la terminologia de casi convergencia fuerte, habia demostrado un
resultado para sucesiones 0 < z € [, que aplicado a las sucesiones de la forma z = |x — z|
dice que, para sucesiones acotadas, la convergencia segun el filtro F, es equivalente a la
casi convergencia fuerte, por lo que 7) < iv), se la debemos atribuir a Raimi.

Maddox [BY] demostr6 que i) = iii). Luego, Das y Mishra [[[4] demostraron el recipro-
co, pero en estos primeros resultados aun no se reconocia que iii) era equivalente a la
convergencia segun el filtro F,,.

Por otra parte, Freedman y Sember [P caracterizaron las sucesiones fuertemente casi
convergentes como las sucesiones acotadas de ¢(F,). Posterior mente Freedman [RJ], car-
acterizé las sucesiones acotadas de ¢, (F,,) como las que aqui llamamos (F,)*-convergentes.
Puesto que c.(V) = ¢(V), la equivalencia i) < ii) < iv) se sigue de estos resultados.

Duran [[§] caracterizé los multiplicadores de AC' como la interseccién de los multi-
plicadores de ¢4 cuando A recorre la familia A de las matrices ;positivas? fuertemente
regulares. Esto significa que x € [, es fuertemente casi convergente hacia = si y sélo si
es fuertemente A-sumable hacia x para cada A € A. En otros términos: Existe el limite
segtn el filtro F,, limz, x = x si y sélo si para cada A € A existe el limite limz, x = x.
Duran [I§] también caracterizé los multiplicadores de AC' como las sucesiones casi con-
vergentes x € [, tales que |x o o — x| es casi convergente hacia 0.

Nota La caracterizacién de los multiplicadores obtenida por Chou se puede extender a
situaciones méds generales ([H,[[9]).
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5. La propiedad (APO)

A la vista de lo que ocurre con los filtros F, y Fa, es natural preguntarse ;jcuando
las sucesiones convergentes segiin un filtro V coinciden con las convergentes a través de
conjuntos de V7. Es decir, jcuando se verifica la igualdad ¢(V) = ¢,(V)?, o de modo
equivalente jcuando ¢, (V) es cerrado para la topologia de la convergencia uniforme?.
Veremos en esta seccion que esto ocurre si y sélo si el filtro V tiene la propiedad (APO)
que se define en p.d.

Es facil ver que una densidad ¢ nunca es o-aditiva. Sin embargo algunas densidades
cumplen la siguiente propiedad donde la relaciéon A ~ B significa que la diferencia simétri-
ca AAB es finita.

Definicién 5.1 Una densidad 6 verifica la propiedad (AP) si para cada sucesion disjunta
A, en su dominio Ds existe otra sucesion B,, ~ A, cuya union B = UneIN B,, estd en D

y verifica 0(B) = fo:l 6(By) = fo:l 6(An).

Esta propiedad ya habia sido estudiada en otro contexto por Buck [J] y Freedman [p7].
Buck [l habia demostrado que la densidad natural d tiene la propiedad (AP) usando
una formulacién equivalente:

Teorema 5.2 Sea D C P(N) la familia de los conjuntos con densidad ordinaria. Si

A, € D es una sucesion decreciente, entonces existe A € D tal que para cada n € IN
A\ A, es finito y d(A) = lim,, d(A,).

Freedman y Sember [ afirmaron, sin demostracién, que la densidad da asociada a
una matriz regular no negativa A tiene la propiedad (AP), y demostraron que tiene
una propiedad més débil que la (AP), llamada (APO), que se formula de modo similar,
considerando sélo sucesiones A,, tales que §(A,) = 0. Es facil ver que la propiedad (APO)
es equivalente a la que resulta eliminando el requerimiento de que la sucesién A, sea
disjunta (véase [B9]).

Definicién 5.3 Un filtro V de partes de IN se dice que verifica la propiedad (APO) si la
densidad {0, 1}-valuada asociada al filtro tiene la propiedad (APO), es decir, para cada
sucesion A, € V existe otra sucesion B,, ~ A, cuya interseccion B = N,enB,, estd en V.

Freedman y Sember [P4] demostraron que la densidad uniforme no tiene la propiedad
(APO), y que la densidad § tiene la propiedad (APO) siy sélo si ¢, (Fs) (resp. c.(Fs)Nlxo)
es cerrado en w (resp. en ) para la topologia de la convergencia uniforme (esto lo vuelve
a demostrar Connor en [[(]). Freedman y Sember 7] También demostraron i) < ii) en
el siguiente resultado, que completé Connor [[[1] con otras equivalencias

Teorema 5.4 Para un filtro V O F de partes de N son equivalentes
i) El filtroV tiene la propiedad (APO).
ii) cx(V) es cerrado en w para la topologia de la convergencia uniforme
(< (V) Nl es cerrado en ly,).
iii) Las sucesiones convergentes segin V coinciden con las convergentes
a través de conjuntos de V, es decir c,(V) = c(V).

14



6.

Notas

Antecedentes: Para sucesiones de nimeros reales la convergencia segun el filtro Fy
ya aparece en el libro de Zigmund [?] con el nombre de “almost convergence”, donde
ya se establece su relacién con la sumabilidad fuerte.

La sumabilidad Cesaro fuerte fue considerada por Hardy y Littlewood [B4] al mejo-
rar un teorema de Fejer:

Si f € L?[0,27] y para algiin s € IR se verifica foé(f(tjtu) + f(t —u) —25)%*du = o(d)
entonces la sucesién de sumas parciales de la serie de Fourier, S, (t), cumple

n

D (Sk(t) = 5)* =0

k=0

, 1
lim
n n+1

(Szasz [I§] dio otra demostracion de este resultado). La sumabilidad fuerte de
Cesaro también interviene en Teoria Ergddica en resultados relativos a transforma-
ciones débilmente mezcladoras (véase pag.38 de [BJ] , pags. 40-41 de [B(] , pdg 95-97

de [B7)).

Convergencia estadistica Schoenberg [BG] demostrd que toda sucesién acotada con-
vergente segun el filtro F; es sumable Cesaro hacia su limite. Fast (] ya habia
iniciado el estudio sistematico de la convergencia de sucesiones segun el filtro F,.
Desde entonces esta nocion de convergencia recibe el nombre de convergencia es-
tadistica y ha sido considerada por diversos autores: ([R0],[B4],[E4], B, [§, B, [L0],
B9, [T, B3], 3, Ba, [E9.B1, [E]. Parece que es un buen 'survey’ sobre este

tema. Para una matriz regular no negativa A también han sido consideradas las
dos nociones de convergencia asociadas al filtro F4 [B], [E.[B3].B3. B2, 3], [L0],
[, [?],B0). De estos articulos, en los seis primeros sélo interviene las sucesiones
convergentes a través de los conjuntos del filtro F4 a las que se les suele llamar
'nearly’-convergentes segun la densidad d4, o convergentes en densidad d4. En los
mas recientes de estos articulos a las sucesiones convergentes segun el filtro F4 se
les llama A-estadisticamente convergentes. En particular, para el filtro Fy asociado
a una sucesién lagunar 6, a las sucesiones convergentes segtin el filtro Fp, en [B0] y
[BI] se les llama Sp-convergentes.

En [[(] se formulan las definiciones anteriores de modo enmascarado, sin mencionar
la nocién de filtro, considerando en su lugar medidas finitamente aditivas {0,1}-
valuadas. y en [[LT], prop. 3, Connor se entretiene en demostrar un resultado bésico
bien conocido: x € w converge segiin un filtro si y sélo si cumple la condicién de
Cauchy para el filtro.

Para una matriz regular A = (a,;), Cesco [B] consider6 sucesiones de ntmeros
complejos fuertemente A-sumables hacia x, de orden p y demostrd que si (x,,), (y,)
son fuertemente A-sumables hacia x,y resp. y una de las sucesiones es acotada
entonces (x,y,) es fuertemente A-sumable hacia zy. Cesco también demostrd que
existe una sucesion divergente fuertemente A-sumable si y sélo si existe un conjunto

infinito H C IN con d4(H) = 0.
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Connor [§] consider6 las sucesiones fuertemente sumables Cesaro de orden p > 0:
Sucesiones (z,) tales que para algin x € IR, la sucesién |z, — z|P es sumable Cesaro
hacia 0, y demostré que toda sucesién fuertemente p-sumable Cesaro es convergente
segun el filtro Fy, y que el reciproco es cierto para sucesiones acotadas (y todo p > 0).
Este resultado es una consecuencia trivial de lo que se sabia para el caso p =1y
de la siguiente observacion elemental: Para cualquier filtro V D F son equivalentes:
limy |y| = 0 < limy |y|? = 0. En efecto: x fuertemente sumable Cesaro de orden
p > 0 hacia z < |x—z|P fuertemente sumable Cesaro hacia 0 = limg, [x —z|P =0
& limg, |x — x| = 0.

Reciprocamente, si x es acotada |x — [P también lo es, luego limg, [x —2| =0 <
limg, |x — 2P = 0 & |x — x|? es fuertemente sumable Cesaro hacia 0 < x es
fuertemente sumables Cesaro de orden p > 0 hacia x.

Maddox [A0] introdujo las sucesiones fuertemente sumables Cesaro respecto a un
moédulo (funcién creciente f : [0, +00) — [0, +00), continua en 0, que cumple f(z) =
0 2=0y f(z+y) < f(z)+f(y)). Connor [{], [, extendid la definicién al caso de
una matriz regular no negativa: x € w es fuertemente A-sumable hacia x, respecto
al modulo f, si

liénZankfﬂxk —z[)=0
k

Connor [fJ] demostré i) = ii) = iii) y que iii) = ii) cuando x es acotada:

i) x es fuertemente A-sumable hacia x.

ii) x es fuertemente A-sumable hacia x respecto al médulo f.

iii) x es convergente hacia x segun el filtro F4.
También demostré que ii) implica que x posee una subsucesion convergente hacia
x.

Este resultado también es una consecuencia directa de lo que se sabia para el caso
p =1y de una observaciéon analoga a la que se hizo antes:

Si f es un mddulo, para cualquier filtroV D F se verificalimy |y| = 0 < limy, f(|y])
0.

La implicacién =- se sigue de la continuidad de f en 0. El reciproco < se obtiene
facilmente razonando por reduccién al absurdo: Si la afirmacién limy |y| = 0 es
falsa, existird € > 0 tal que £ = {n : |y,| < €} &€ V luego E° tiene interseccién
no vacfa con cada V € V. de modo que para cada V € V existe n(V) € ENV
Como |ynv)| > €, en virtud de las propiedades de f, para todo V € V se cumple
0 < f(€) < f(lyne), luego no se verifica la hipétesis limy f(|y|) = 0.

Reemplazando el médulo f por una funcién de Orlicz @ Demirci [I7] obtuvo re-
sultados analogos que no parecen nada significativos: Para sucesiones acotadas son
equivalentes la A-sumabilidad fuerte, la A-sumabilidad fuerte respecto a ® y la con-
vergencia segun el filtro F4. Phelivan [£J] también consideré las sucesiones fuerte-
mente casi convergentes con respecto a una funcién de Orlicz y demostrd que toda
sucesion de este tipo es uniformemente d-convergente y que el reciproco es cierto
para sucesiones acotadas (se dice que (z,) es uniformemente d-convergente hacia 0
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cuando, para cada € > 0 se cumple

1
lim—max |[{1 <i<n:l|z,x =€} =0
n n k

Si A:le — Iy es un operador definido por una matriz regular no negativa se dice
que X € [y es "almost-sumable” hacia x cuando A(x) es casi convergente hacia x
([?] . Esto significa que x € [, es J-convergente hacia x para la familia J = A*(M,).

Referencias

1]

2]

[10]

[11]

R. C. Buck, The measure theoretic approach to density, Amer. J. Math. 68 (1946),
560-580. MR MR0018196 (8,255f)

, Generalized asymptotic density, Amer. J. Math. 75 (1953), 335-346. MR
MRO0054000 (14,854f)

R. P. Cesco, On strong summability, Univ. Nac. La Plata. Publ. Fac. Ci. Fisicomat.
1948 (1948), no. 195, Vol. 4, num. 2. Serie Segunda, 17, Revista, 170-178. MR
MR0027348 (10,291f)

C. Chou, The multipliers of the space of almost convergent sequences, Illinois J. Math.
16 (1972), 687-694. MR MR0315365 (47 #3914)

C. Chou and J. P. Duran, Multipliers for the space of almost-convergent functions
on a semigroup, Proc. Amer. Math. Soc. 39 (1973), 125-128. MR MR0315356 (47
#3905)

C. S. Chun and A. R. Freedman, A bounded consistency theorem for strong summa-
bilities, Internat. J. Math. & Math. Sci. 12 (1989), 39-46.

C. S. Chunng and A. R. Freedman, Theorems and examples for R-type summability
methods, J. Korean Math. Soc. 25 (1988), 315-324.

J. Connor, The statistical and strong p-Cesaro convergence of sequences, Analysis 8
(1988), no. 1-2, 47-63. MR MR954458 (89k:40013)

, On strong matriz summability with respect to a modulus and statistical con-
vergence, Canad. Math. Bull. 32 (1989), no. 2, 194-198. MR MR 1006746 (90i:40008)

, Two valued measures and summability, Analysis 10 (1990), no. 4, 373-385.
MR MR1085803 (91j:40001)

, R-type summability methods, Cauchy criteria, P-sets and statistical con-
vergence, Proc. Amer. Math. Soc. 115 (1992), no. 2, 319-327. MR MR1095221
(92i:40005)

17



[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

[21]

[22]

[23]

, A topological and functional analytic approach to statistical convergence,
Analysis of divergence (Orono, ME, 1997), Appl. Numer. Harmon. Anal., Birkhauser
Boston, Boston, MA, 1999, pp. 403-413. MR MR1734462 (2001d:40001)

J. Connor and J. Kline, On statistical limit points and the consistency of statisti-
cal convergence, J. Math. Anal. Appl. 197 (1996), no. 2, 392-399. MR MR1372186
(96m:40001)

G. Das and S. K. Mishra, A note on a theorem of Maddox on strong almost conver-
gence, Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 89 (1981), no. 3, 393-396. MR MR602293
(82d:40009)

, Banach limits and lacunary strong almost convergence, J. Orissa Math. Soc.
2 (1983), no. 2, 61-70. MR MR836862 (87m:40002)

G. Das and B. K. Patel, Lacunary distribution of sequences, Indian J. Pure Appl.
Math. 20 (1989), no. 1, 64-74. MR MR977401 (90d:40009)

K. Demirci, Strong A-summability and A-statistical convergence, Indian J. Pure Appl.
Math. 27 (1996), no. 6, 589-593. MR MR1390882 (97i:40001)

J. P. Duran, Infinite matrices and almost-convergence, Math. Z. 128 (1972), 75-83.
MR MRO0340881 (49 #5631)

, Almost convergence, summability and ergodicity, Canad. J. Math. 26 (1974),
372-387. MR MR0340886 (49 #5636)

H. Fast, Sur la convergence statistique, Colloquium Math. 2 (1951), 241-244 (1952).
MR MR0048548 (14,29c)

B. Q. Feng and J. L. Li, Some estimations of Banach limits, J. Math. Anal. Appl.
323 (2006), no. 1, 481-496. MR 2262220 (2008b:46033)

A. R. Freedman and J. J. Sember, Densities and summability, Pacific J. Math. 95
(1981), no. 2, 293-305. MR MR632187 (82m:10081)

A. R. Freedman, J. J Sember, and Raphael, Some Cesa,ro-type summability spaces,
Proc. London Math. Soc. 37 (1978), 508-520.

A.R. Freedman, On the additivity theorem for n-dimensional asymtotic density, Pa-
cific J. Math. 49 (1973), 357-363.

, Generalized Limits and sequence spaces, Bull. London Math. Soc. 13 (1981),
224-228.

D.H. Fremlin, Well-distributed sequences and Banach density (version 28.3.11),
http://www.essex.ac.uk/maths/people/fremlin/preprints.htm (2011), 1-40.

J. A. Fridy, On statistical convergence, Analysis 5 (1985), no. 4, 301-313. MR
MR816582 (87b:40001)

18



28]

[29]

[30]

[33]
[34]

[35]

, Statistical limit points, Proc. Amer. Math. Soc. 118 (1993), no. 4, 1187-1192.
MR MR1181163 (94e:40008)

J. A. Fridy and H. I. Miller, A matriz characterization of statistical convergence,
Analysis 11 (1991), no. 1, 59-66. MR MR1113068 (92¢:40001)

J. A. Fridy and C. Orhan, Lacunary statistical convergence, Pacific J. Math. 160
(1993), no. 1, 43-51. MR MR1227502 (94j:40014)

, Lacunary statistical summability, J. Math. Anal. Appl. 173 (1993), no. 2,
497-504. MR MR1209334 (95f:40004)

, Statistical limit superior and limit inferior, Proc. Amer. Math. Soc. 125
(1997), no. 12, 3625-3631. MR MR 1416085 (98c:40003)

P.R. Halmos, Lectures on ergodic theory, Chelsea, New York, 1956.

G. H. Hardy and J.E. Littlewood, Sur la serie de fourier d+une function a
carré sommable, C.R.Acad. Sci. Paris 156 (1913), 1307-13009.

J.D. Hill and W.T. Sleed, Approzimation in bounded summability fields, Canad. J.
Math. 20 (1968), 410-415.

Schoenberg 1. J., The integrability of certains functions and related summability meth-
ods, Amer. Math. Montly 66 (1959), 361-375.

U. Krengel, Ergodic theorems, De Gruyter Studies in Mathematics.

G. G. Lorentz, A contribution to the theory of divergent sequences, Acta Mathematics
80 (1948), 167-190.

I. J. Maddox, A new type of convergence, Math. Proc. Cambridge Philos. Soc. 83
(1978), no. 1, 61-64. MR MR0493034 (58 #12075)

, Sequence spaces defined by a modulus, Math. Proc. Cambridge Philos. Soc.
100 (1986), no. 1, 161-166. MR MR838663 (87h:46024)

H. I. Miller, A measure theoretical subsequence characterization of statistical conver-
gence, Trans Amer. Math. Soc. 347 (1995), 1811-1819.

M. Mursaleen and Osama H. H. Edely, Generalized statistical convergence, Infotrm.
Sci (2004), no. 162, 287-294.

S. Pehlivan, On strong almost convergence and uniform statistical convergence, Acta
Comment. Univ. Tartu. Math. (1998), no. 2, 19-22. MR MR1714732 (2000h:40010)

R. A. Raimi, Convergence, density, and T-density of bounded sequences, Proc. Amer.
Math. Soc. 14 (1963), 708-712.

, Factotrization of summability preserving generalized limits, J. London Math.
Soc. 22 (1980), 398-402.

19



[46] D. Rath and B.C. Tripathy, On statistical convergent and statistical Cauchy se-
quences, Indian J. Pure Appl. Math. 25 (1994), 381-386.

[47] T. Salat, On statistically convergent sequences of reals numbers (en ruso), Math.
Slovaca 30 (1980), 139-150.

[48] O. Széasz, On strong summability of fourier series, Trans. Amer. Math. Soc. 48 (1940),
117-125.

[49] G. Vera, Limites generalizados de Banach, http://webs.um.es/gvb (2012).

[50] P. Walters, Ergodic theory - introductory lectures, Lecture Notes in Math, no. 458,
Springer-Verlag, Berlin, Heidelberg; New Yorx, 1975.

20



