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En estas notas se explota la dualidad entre familias de medias y filtros con la que se
consigue un enfoque unificado a diversos resultados sobre sumabilidad, densidades, medias
y filtros. En el ámbito de las sucesiones acotadas, para ciertos métodos de sumabilidad las
sucesiones fuertemente sumables coinciden con las convergentes según el filtro asociado
al método, y en situaciones concretas bastante generales estas sucesiones son los multipli-
cadores del correspondiente espacio de sucesiones sumables. Seguimos usando la notación
y terminoloǵıa sobre sumabilidad y ĺımites generalizados introducida en [49]. .

1. Preliminares sobre sumabilidad

Sea ω el espacio de las sucesiones de números reals y c ⊂ ω el subespacio de las
sucesiones convergentes. En lo que sigue si x = (xn) ∈ ω, entonces |x| designa la sucesión
(|xn|). La siguiente definición en [22] ha sido considerada en [6], [7] y [11].

Definición 1.1 Un R-método de sumabilidad es un funcional lineal S : cS → lR, cuyo
dominio cS es un subespacio de ω, que verifica:

i) S es regular, es decir, c ⊂ cS y S(x) = ĺımn xn para cada x = (xn) ∈ c.
ii) Si |x| ∈ cS y S(|x|) = 0 entonces S(xy) = 0 para cada y ∈ l∞.

Si x ∈ cS se dice que x es S-sumable hacia S(x). Cuando la sucesión |x− x| = (|xn − x|)
es S-sumable hacia 0 se dice que x ∈ ω es fuertemente S-sumable hacia x.

Se usa la notación |cS| para el espacio vectorial de las sucesiones fuertemente S-sumables
y |cS|0 para el subespacio de las fuertemente sumables hacia 0. La condición ii) de 1.1
significa que |cS|0 es un subespacio sólido, es decir |cS|0 l∞ = |cS|0.
Según [22], para un R-método de sumabilidad S se verifica: c ⊂ |cS| ⊂ cS, y las inclusiones
son consistentes, lo que significa que

i) Si x ∈ c converge hacia x entonces x es fuertemente S-sumable hacia x.
ii) Si x ∈ |cS| es fuertemente S-sumable hacia x entonces x es S-sumable hacia x.

Dado un R-método de sumabilidad S : cS → lR, se denota por dS : DS → [0, 1], la den-
sidad asociada dS(E) = S(χE), definida sobre DS = {E ⊂ lN : χE ∈ cS}, con la que se
define el filtro FS = {E ∈ DS : dS(E) = 1}.

Métodos matriciales
Si A = (ank) es una matriz infinita de números reales, una sucesión x = (xk) ∈ ω se dice
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que es A-sumable hacia x ∈ lR cuando para todo n ∈ lN la serie
∑

k ankxk converge y la
sucesión A(x) = (An(x)), definida por An(x) =

∑
k ankxk, converge hacia x:

ĺım
n

An(x) = ĺım
n

∑

k

ankxk = x

Se designa por cA el subespacio de ω formado por las sucesiones A-sumables, sobre el que
está definido el funcional lineal A- ĺımn xn = ĺımn An(x). La matriz A se dice que es regular
cuando transforma sucesiones convergentes en sucesiones convergentes al mismo ĺımite, es
decir c ⊂ cA y además el funcional A- ĺım extiende el ĺımite ordinario. Un teorema clásico
de Silverman-Toeplitz caracteriza las matrices regulares mediante las condiciones

i) supn

∑
k |ank| < +∞; ii) ĺımk ank = 0 para todo n; iii) ĺımn

∑
k ank = 1

En lo sucesivo, salvo mención expresa de lo contrario, consideraremos siempre matrices
regulares no negativas. En estas condiciones se dice que x ∈ ω es fuertemente A-sumable
hacia x cuando la sucesión (|xn − x|) es A-sumable hacia 0, es decir

ĺım
n

∑

k

ank|xk − x| = 0

Toda sucesión fuertemente A-sumable hacia x es A-sumable hacia x. El subespacio de cA

formado por las sucesiones fuertemente A-sumables se denota |cA|.
El espacio cA dotado del funcional lineal A- ĺımx es un R-método de sumabilidad

matricial. Los subespacios |cA|, cA ∩ l∞, y |cA| ∩ l∞, dotados del funcional lineal A- ĺımx

también son R-métodos de sumabilidad.
A una matriz regular no negativa A = (ank) se le asocian las llamadas densidades

inferior y superior, definidas por d−
A(E) = ĺım A(χE), d+

A(E) = ĺım A(χE) y la familia

DA = {E ⊂ lN : d−
A(E) = d+

A(E)}

donde está definida la densidad dA(E) = d−
A(E) = d+

A(E) (véase [1], [22]). Tienen densidad
dA los conjuntos E ⊂ lN cuya función caracteŕıstica es A-sumable, es decir, los conjuntos
E ⊂ lN para los que existe el ĺımite

dA(E) = ĺım A(χE) = ĺım
n

∑

k∈E

ank

El filtro asociado, FA = {E ∈ DA : dA(E) = 1}, es más fino que el filtro de Frechet F .
En [1], pág. 578, se muestra que DA no es un álgebra de conjuntos. Existen conjuntos
A, B ∈ DA tales que A ∪ B 6∈ DA, A ∩ B 6∈ DA, por lo que la densidad dA : DA → [0, 1]
no es una medida finitamente aditiva.

Un ejemplo notable de matriz regular no negativa lo proporciona la matriz de Cesàro
C = (cnk) donde cnk = 1/n si 1 ≤ k ≤ n y cnk = 0 si k > n. En este caso x ∈ ω es
C-sumable, o sumable Cesàro, hacia x si

ĺım
n

x1 + x2 + · · ·+ xn

n
= x
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El espacio vectorial de las sucesiones sumables (resp. fuertemente sumables) Cesàro es cos-
tumbre designarlo por σ1 ⊂ ω (resp. |σ1| ⊂ σ1). La densidad ordinaria (también llamada
densidad natural o asintótica) es la asociada a la matriz de Cesàro C. Las correspondi-
entes densidad inferior y densidad superior de E ⊂ lN, designadas más brevemente d−(E),
d+(E), vienen dadas por las fórmulas

d−(E) = ĺım C(χE) = ĺımnfn(E), d+(E) = ĺım C(χE) = ĺımnfn(E)

donde

fn(E) =
1

n

n∑

k=1

χE(k) =
|E ∩ [1, 2, · · ·n]|

n

Utilizaremos la notación D = {E ⊂ lN : d−(E) = d+(E)} para la familia de los conjuntos
E ⊂ lN con densidad natural, lo que significa que existe el ĺımite

d(E) = ĺım C(χE) = ĺım
n

fn(E)

En particular, si C es la matriz de Cesaro, el filtro FC es el asociado a la densidad usual
d = dC , por lo que también lo designaremos Fd.

Una clase notable de matrices regulares no negativas es la formada por las matrices
asociadas a sucesiones lagunares: Una sucesión lagunar es una sucesión creciente θ =
(nk)

∞
k=0 en lN, con n0 = 0, tal que hk = nk − nk−1 → ∞. Se le asocia la matriz regular

Tθ = (tnk) definida por

tnk =
1

hk

χIk
(n) donde Ik = (nk−1, · · ·nk]

Se abrevia la notación: El espacio de las sucesiones Tθ-sumables se designa cθ, y la densidad
y el filtro asociados a la matriz Tθ se designan dθ y Fθ respectivamente. Diversos autores
[23], [31], [30], han considerado el subespacio de las sucesiones fuertemente Tθ-sumables
(brevemente, fuertemente θ-sumables) que, de acuerdo con las notaciones anteriores, se
designa |cθ| (también se usa la notación Nθ en la literatura habitual sobre el asunto).
Está formado por las sucesiones x ∈ ω tales que, para algún x ∈ lR, se cumple

ĺım
k

1

hk

∑

n∈Ik

|xn − x| = 0

Métodos no matriciales
A un filtro V ⊂ P(lN) más fino que el de Frechet F se le asocian dos nociones de conver-
gencia que extienden la convergencia ordinaria

Definición 1.2 Diremos que x ∈ ω converge hacia x según V cuando converge en el
sentido usual: Para cada ǫ > 0 el conjunto {n : |xn − x| < ǫ} pertenece a V. En este caso
escribiremos ĺımV x = x. Diremos que x ∈ ω converge hacia x a través de conjuntos de V
cuando existe V ∈ V tal que ĺımn∈V xn = x. En este caso escribiremos ĺımV x = x.
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Usaremos la notación c(V) (resp. c⋆(V)) para el subespacio de ω formado por las sucesiones
convergentes según V (resp. a través de conjuntos de V). Es claro que c ⊂ c⋆(V) ⊂ c(V),
y que las inclusiones son consistentes (es decir, la noción de convergencia en c(V) es
una extensión de las nociones de convergencia asociadas a los otros dos subespacios).
Es fácil comprobar [6] que c(V) = c⋆(V) (clausura uniforme de c⋆(V) en el espacio ω).
Efectivamente, dado x ∈ c(V), si l = ĺımV x cada Vn = {j : |x(j) − l| ≤ 1/n} es un
conjunto del filtro V y la sucesión yn = l + (1 − χVn

)(x − l) está en c⋆(V) (porque vale l
sobre el conjunto Vn ∈ V) y es claro que para todo i ∈ lN se cumple |yn(i) − x(i)| ≤ 1/n
(basta considerar los casos i ∈ Vn, i 6∈ Vn), luego c(V) ⊂ c⋆(V). Rećıprocamente, es fácil
ver que cada x ∈ c⋆(V) converge según V, es decir c⋆(V) ⊂ c(V).

El espacio c(V) dotado de la noción de ĺımite según V es un R-método de sumabilidad
para el cual las sucesiones sumables coinciden con las fuertemente sumables. En particular,
para un ultrafiltro U más fino que el filtro de Frechet, el espacio l∞ dotado del ĺımite según
U , que siempre existe, es el ejemplo t́ıpico de un R-método de sumabilidad no matricial.

Veremos más adelante que existen filtros notables para los que c⋆(V)  c(V) y otros
para los que c⋆(V) = c(V), es decir, filtros para los que c⋆(V) es cerrado en ω para
la topoloǵıa de la convergencia uniforme. Para los filtros asociados a un R-método de
sumabilidad S en [22] Freedman y Sember demostraron que c⋆(FS) ∩ l∞ ⊂ |cS| ⊂ c(FS)
de donde se sigue que si c⋆(FS) = c(FS) entonces c(FS) ∩ l∞ = c⋆(FS) ∩ l∞ = |cS| ∩ l∞.

2. Familias de medias y filtros

El conjunto de las medias sobre lN, M = {µ ∈ (l∞)∗ : µ ≥ 0, µ(1) = 1}, que es convexo
y débil∗ compacto, se identifica en la forma habitual, con el conjunto de las probabilidades
finitamente aditivas µ : P(lN) → [0, 1]. El conjunto de sus puntos extremales

Ext(M) = {µ ∈ M : µ(E) ∈ {0, 1} ∀E ⊂ lN}

con la topoloǵıa de inducida por la topoloǵıa débil∗ de (l∞)∗ es un modelo para βlN,
la compactificación de Stone-Čech de lN: Cada n ∈ lN se identifica con la probabilidad
finitamente aditiva δn (δn(E) = 1 si n ∈ E, y δn(E) = 0 si n 6∈ E). Cada µ ∈ Ext(M)
se identifica con el ultrafiltro Uµ = {U ⊂ lN : µ(U) = 1}. Aśı se obtiene el modelo usual

de βlN donde cada p ∈ βlN se identifica con el ultrafiltro U = {U ⊂ lN : p ∈ U
β
}, y cada

ultrafiltro U con el único punto de la intersección
⋂
{U

β
: U ∈ U}.

A cada filtro V ⊂ P(lN) más fino que el filtro de Frechet F (el de los conjuntos
cofinitos) le asociamos la familia de medias:

V• := {µ ∈ M : µ(V ) = 1 para cada V ∈ V}

y la subfamilia V◦ ⊂ V• formada por las medias {0, 1}-valuadas de V•, que se identifica
con el conjunto de los ultrafiltros más finos que V. Si µ es la medida finitamente adi-
tiva {0, 1}-valuada asociada a un ultrafiltro U ⊃ V (µ(A) = 1 si A ∈ U , µ(A) = 0 si
A 6∈ U), entonces U◦ = {µ}. Por lo tanto, si U es un ultrafiltro más fino que V se verifica
V◦ ⊃ U◦ = {µ} luego V◦ 6= ∅. Es fácil ver que V• y V◦ son subconjuntos cerrados de M.
Es claro que V• es convexo y se puede demostrar que V◦ = Ext(V•), luego V• = co∗(V◦).
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Obsérvese que para el filtro de Frechet F (el formado por los conjuntos cofinitos F ⊂ lN)
se cumple que F◦ = βlN \ lN (luego F• = co∗(βlN \ lN)). Además, F◦ es el conjunto
formado por los puntos de aglomeración de la sucesión (n) en el espacio compacto βlN.
Análogamente, para un filtro más fino V ⊃ F el conjunto V◦ ⊂ F◦ está formado por
los puntos de aglomeración de la sucesión (n) según el filtro V, es decir puntos de βlN
obtenidos como ĺımite de esta sucesión según ultrafiltros más finos que V.

Hay una dualidad entre familias de medias y filtros que conviene considerar: A cada
familia no vaćıa J ⊂ M, le asociamos el filtro J• = {E ⊂ lN : µ(E) = 1 para cada µ ∈ J}.
En particular, si J = {µ}, donde µ es {0, 1}-valorada, entonces {µ}• es el ultrafiltro
asociado Uµ = {E ⊂ lN : µ(E) = 1} que también podemos designar más brevemente µ•.

Al filtro J• le podemos asociar las familias de medias J•◦ ⊂ J••. Es inmediato que
J•• ⊃ J y que J1 ⊂ J2 ⊂ M ⇒ J•

2 ⊂ J•
1 . En general no se puede asegurar la igualdad

J = J••: Si J = F◦, en virtud de la siguiente proposición F◦ 6= F• = (F◦•)• = (F◦)••.

Proposición 2.1 Para un filtro V ⊂ P(lN) se cumple V = V•• = V◦•.

Dem: Teniendo en cuenta que V◦ ⊂ V• se obtiene que V•• ⊂ V◦•. Como la inclusión
V ⊂ V•• es inmediata basta demostrar que V◦• ⊂ V. Si F ∈ V◦• entonces µ(F ) = 1, para
cada µ ∈ V◦, lo que significa que F pertenece a todos los ultrafiltros más finos que V y
por lo tanto F ∈ V (si suponemos que F 6∈ V entonces para cada V ∈ V es V ∩ F c 6= ∅,
y considerando un ultrafiltro que contenga a la base de filtro B = {V ∩ F c : V ∈ V} se
obtendŕıa un elemento µ ∈ V◦ que cumpliŕıa µ(F c) = 1).

En virtud de 2.1, si J ⊂ V• se verifica V = V•• ⊂ J•. En particular si J ⊂ F• entonces
J• es un filtro más fino que el filtro de Frechet.

Para sucesiones acotadas las medias µ ∈ V• extienden el ĺımite según V, y por ello les
llamamos V-ĺımites generalizados. En lo sucesivo llamaremos ĺımites generalizados a los F -
ĺımites generalizados, donde F es el filtro de Frechet. Si µ ∈ F• es un ĺımite generalizado
y x = (xn) es una sucesión acotada, a veces usaremos la notación µ- ĺımn xn para denotar
el valor µ(x). En [49] se puede ver una breve demostración del siguiente resultado.

Proposición 2.2 Dado un filtro V ⊃ F , y x ∈ l∞, son equivalentes
i) x converge hacia α según el filtro V.
ii) µ(x) = α para todo µ ∈ V•.

La proposición 2.2 es otra versión del resultado central de [25], con el siguiente matiz:
En [25], no se utiliza la noción usual de convergencia según un filtro. Sólo se usa lo que
aqúı hemos llamado convergencia a través de conjuntos del filtro, y en lugar de i) interviene
la condición equivalente x ∈ c⋆(V). Además, en [25] no se habla de filtros y en su lugar
intervienen las que alĺı se llaman clases nulas (las formadas por los complementos de los
conjuntos de un filtro que contiene al filtro de Frechet).

Definición 2.3 Dada una familia no vaćıa de medias J ⊂ M diremos que x ∈ l∞ es
J-convergente hacia x ∈ lR cuando µ(x) = x para cada µ ∈ J , y diremos que x ∈ l∞, y
que es fuertemente J-convergente hacia x ∈ lR cuando la sucesión |x− x| = (|xn − x|) es
J-convergente hacia 0, es decir µ(|x− x|) = 0 para cada µ ∈ J .
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Toda sucesión x ∈ l∞ fuertemente J-convergente hacia x es J-convergente hacia x. Por
otra parte, es fácil ver que 0 ≤ x ≤ 1 es J-convergente hacia 0 (resp. 1) si y sólo si es
fuertemente J-convergente hacia 0, (resp. 1). En particular, dado E ⊂ lN, la sucesión χE

es J-convergente hacia 1 si y sólo si es fuertemente J-convergente hacia 1.

Funcionales sublineales y familias de medias. Si ρ : l∞ → lR es un funcional sublineal que
verifica i) ρ(x) = x si xn = x para todo n ∈ lN; ii) ρ(x) ≤ supn xn para todo x ∈ l∞.
con el teorema de Han-Banach, aplicado al subespacio de las sucesiones constantes, se ob-
tiene que J = {µ ∈ (l∞)∗ : µ ≤ ρ} es una familia no vaćıa de medias, convexa y débil*
cerrada. Rećıprocamente a una familia J ⊂ M con estas propiedades se le asocia el
funcional sublineal ρJ(x) = sup{µ(x) : µ ∈ J} que verifica J = {µ ∈ (l∞)∗ : µ ≤ ρJ}.

Dada una familia de medias J , un problema central de la teoŕıa es el del calcular
(es decir, obtener una fórmula expĺıcita) para el funcional sublineal asociado ya que esto
permitirá obtener caracterizaciones útiles de las sucesiones J-convergentes, ya que x ∈ l∞
es J-convergente hacia a si y sólo si inf{µ(x) : µ ∈ J} = sup{µ(x) : µ ∈ J} = a es decir,
si y sólo si −ρJ (−x) = ρJ (x) = a. Por ello, cuando obtengamos fórmula expĺıcita para
ρJ , habremos conseguido una caracterización útil de las sucesiones J-convergentes.

Un primer ejemplo trivial lo proporciona J = M cuyo funcional sublineal asociado es
ρM(x) = supn xn. Es obvio que las sucesiones M-convergentes son las constantes.

Otro ejemplo algo más interesante lo proporciona la familia V•. Según la proposición
2.1 en [49] el funcional sublineal asociado a V• es ĺımV(x) := infV ∈V sup{x(n) : n ∈ V },
es decir sup{µ(x) : µ ∈ V•} = ĺımV(x). En virtud de 2.2 las sucesiones V•-convergentes
son las acotadas que convergen según V. En particular, el funcional sublineal asociado a
F• es ĺım x y las sucesiones F•-convergentes son las convergentes en sentido usual.

Densidad asociada a una familia de medias. La mayor parte de las nociones de densidad
que aparecen la literatura son versiones particulares de la siguiente definición general
dada en términos de una familia no vaćıa de medias J ⊂ M. Se comienza definiendo las
densidades superior e inferior de E ⊂ lN:

δ+
J (E) := sup{µ(E) : µ ∈ J} = ρJ(χE); δ−J (E) := inf{µ(E) : µ ∈ J} = −ρJ (−χE)

y la familia D(J) = {E ⊂ lN : δ+
J (E) = δ−J (E)} formada por los conjuntos E ⊂ lN tales

que χE es J-convergente. Para E ∈ D(J) se define la densidad δJ(E) = δ+
J (E) = δ−J (E).

Obsérvese que E ∈ D(J), con δJ(E) = α, significa que µ(E) = α para cada µ ∈ J .
Cuando E ∈ D(J) se suele decir que existe la densidad δJ(E).

La densidad δJ lleva asociado el filtro FJ = {E ∈ DJ : δJ(E) = 1} = J•. Por otra
parte, la densidad asociada a un filtro V de partes de lN, es la densidad δ = δJ asociada a
la familia de medias J = V•. En este caso, según la prop. 2.1 en [49], las densidades infe-
rior y superior son δ−(E) = ĺımV χE , δ+(E) = ĺımV χE). Esta densidad es {0, 1}-valuada
y los conjuntos del filtro son los que tienen densidad δ(E) = 1. La densidad asociada al
filtro de Frechet F es la trivial: Sólo tienen densidad los conjuntos finitos (= 0) y los
confinitos (= 1). Obsérvese que para la familia J = V• la proposición 2.1 confirma que el
filtro definido por δJ es J• = V•• = V.

6



Familias saturadas de medias
Para una familia de medias J ⊂ M, definimos su envoltura saturada Ĵ = span(J)

∗
∩M,

donde la clausura se toma en la topoloǵıa débil∗ de (l∞)∗. Si J = Ĵ diremos que la
familia J es saturada. Es fácil ver que x ∈ l∞ es J-convergente (hacia x) si y sólo si es

Ĵ-convergente (hacia x). El interés de la noción de familia saturada se pone de manifiesto
con esta observación, combinada con la siguiente proposición y los ejemplos que siguen.

Proposición 2.4 Dadas dos familias de medias no vaćıas J1, J2 ⊂ M, son equivalentes
a) Cada x ∈ l∞ que es J1-convergente hacia x es J2-convergente hacia x.

b) J2 ⊂ Ĵ1.
Por lo tanto, cuando J1 es saturada, la condición b) se puede reemplazar por J2 ⊂ J1.

Dem: Si x es J1 -convergente hacia x también es Ĵ1 convergente hacia x luego b) ⇒ a).
Rećıprocamente, si se cumple a) y µ ∈ J2 entonces cada x ∈ l∞ que se anule sobre J1

también se anula sobre µ luego µ ∈ span(J1)
∗
, y aśı µ ∈ Ĵ1.

Sea V ⊂ P(lN) un filtro, Ms el conjunto de las medias invariantes respecto a un
movimiento s de lN, [G] el conjunto de las medias G-invariantes respecto a un semigrupo
G de operadores regulares A : l∞ → l∞ y JC el conjunto de los ĺımites generalizados de
Banach que extienden la sumabilidad Cesàro (véase [49]). Es fácil ver que las familias V•,
Ms, [G], JC son saturadas.

Caracterización de la J-sumabilidad fuerte.
Si ρJ (x) = sup{µ(x) : µ ∈ J} es el funcional sublineal asociado a J ⊂ M, consideramos
la familia J1 = {µ ∈ M : µ(x) ≤ ρJ(|x|) para todo x ∈ l∞}.

Proposición 2.5 Se verifica J ⊂ J1 ⊂ J••.

Dem: La primera inclusión es obvia. Si µ ∈ J1 entonces para cada V ∈ J• se cumple
0 ≤ µ(V c) ≤ ρ(χV c) = supν∈J(V c) = 0, luego µ ∈ J••.

Teorema 2.6 Sea ∅ 6= J ⊂ M y J1 la familia que interviene en 2.5. Para x ∈ l∞ son
equivalentes:
i) x converge hacia x según el filtro J•.
ii) µ(x) = x para todo µ ∈ J••, (es decir, x es J••-convergente hacia x).
iii) µ(x) = x para todo µ ∈ J1, (es decir, x es J1-convergente hacia x).
iv) x es fuertemente J-convergente hacia x.

Dem: i) ⇔ ii) en virtud de 2.2. ii) ⇒ iii) en virtud de la proposición 2.5.
iii) ⇒ iv): Se supone que µ(x−x) = 0 para todo µ ∈ J1. Por el teorema de Hahn-Banach
aplicado con el funcional sublineal ρJ(| · |), podemos asegurar que existe µ0 ∈ J1 tal que
µ0(x − x) = ρJ(|x − x|), luego ρJ (|x− x|) = 0, lo que significa que se cumple iv).
iv) ⇒ i): Si se cumple iv), para cada µ ∈ J es µ(|x− x|) = 0. Esto implica que para cada
ǫ > 0 el conjunto Hǫ = {n : |x(n) − x| ≥ ǫ} cumple µ(Hǫ) = 0, es decir su complemento
Vǫ = {n : |x(n) − x| < ǫ} verifica µ(Vǫ) = 1. Como esto es cierto para cada µ ∈ J resulta
que Vǫ es un conjunto del filtro J•, y por lo tanto se cumple i).
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En virtud de 2.1, V• = V•••, y con 2.6, se obtiene que las sucesiones V•-convergentes
coinciden con las fuertemente V•-convergentes. Este resultado es obvio ya que la conver-
gencia según V coincide con la convergencia fuerte según este filtro.

Sumabilidad fuerte hacia el ĺımite superior. Dada una familia vaćıa de medias no vaćıa
J , en lo que sigue a veces utilizaremos la notación más familiar FJ para designar al
filtro J•. Recordemos que el ĺımite superior de x ∈ l∞ según este filtro viene dado por
ĺımFJ

x = sup{µ(x) : µ ∈ F•
J} = sup{µ(x) : µ ∈ J••}.

Teorema 2.7 Sea J ⊂ M una familia no vaćıa de medias y FJ = J•. Si x ∈ l∞ es
J-convergente hacia β = ĺımFJ

x, entonces x converge hacia β según el filtro FJ , y por lo
tanto es fuertemente J-convergente hacia β.

Dem: Razonamos por reducción al absurdo suponiendo que α := ĺımFJ
x < β. Entonces

elegimos c ∈ (α, β), y para cada ǫ > 0 consideramos los conjuntos

A = {n : xn < c}, B = {n : c ≤ xn ≤ β + ǫ}, C = {n : xn > β + ǫ}

Existe ν ∈ J con ν(A) = δ > 0 (en caso contrario F = lN \ A ∈ FJ , y para cada µ ∈ J••

se cumpliŕıa µ(F ) = 1 luego µ(x) = µ(χFx) ≥ c > α, y se llegaŕıa a la contradicción
α = inf{µ(x) : µ ∈ J••} ≥ c). Por otra parte, en virtud de la definición de β, para todo
µ ∈ J se cumple µ(C) = 0. En particular seŕıa ν(C) = 0 luego ν(B) = 1 − δ. Entonces,
teniendo en cuenta que x = χAx + χBx + χCx se obtiene

ν(x) = ν(χAx) + ν(χBx) ≤ cν(A) + (β + ǫ)ν(B) =

= cδ + (β + ǫ)(1 − δ) = (c − β)δ + β + ǫ − ǫδ

Como esta desigualdad es cierta para todo ǫ > 0 se concluye que ν(x) ≤ β +(c−β)δ < β,
lo que contradice la hipótesis J- ĺımx = β

3. Ejemplos y aplicaciones

Los siguientes ejemplos muestran que, en el contexto de las sucesiones acotadas, di-
versas nociones clásicas de sumabilidad y sumabilidad fuerte, son casos particulares de la
definición 2.3. Después de estos ejemplos, el sencillo resultado que se ha visto en 2.6 pon-
drá de manifiesto que, para sucesiones acotadas, tanto la casi convergencia fuerte como
la sumabilidad fuerte respecto a una matriz regular no negativa A quedan caracterizadas
mediante las nociones de convergencia según los filtros asociados a los correspondientes
métodos de sumabilidad.

1. Si A : l∞ → l∞ es un operador definido por una matriz regular no negativa y
J = A∗(F•) (donde F es el filtro de Frechet) entonces x ∈ l∞ es J-convergente
hacia x si y sólo si x es A-sumable hacia x y es fuertemente J-convergente hacia x
si y sólo si es fuertemente A-sumable hacia x lo que, en virtud de 2.6, ocurre si y
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sólo si x converge hacia x según el filtro J• donde J = A∗(F•). Para esta familia de
medias el funcional sublineal asociado es ρJ (x) = ĺımA(x) y la densidad asociada
es la densidad dA, es decir dA = δA∗(F•), y el filtro FA asociado a la densidad dA

coincide con J• = A∗(F•)•.

Freedman y Sember [22] establecieron que x ∈ l∞ es fuertemente A-sumable si y
sólo si converge a través de conjuntos del filtro FA. Posteriormente Connor [9] ob-
servó que x ∈ l∞ es fuertemente A-sumable si y sólo si converge según el filtro FA. Al
mismo tiempo, Chun y Freedman [6], demostraron (usando el lenguaje de los ideales)
que para cualquier filtro V se verifica c(V) = c∗(V) y como consecuencia obtuvieron
que para un R-método de sumabilidad S, una sucesión x ∈ l∞ es fuertemente S-
sumable si y sólo es convergente según el filtro FS, por lo que quedó demostrado
que x ∈ l∞ es fuertemente A-sumable si y sólo si converge según el filtro FA. Por
otra parte, Fridy y Orhan [30] demostraron directamente, en el caso particular de la
matriz Tθ asociada a una sucesión lagunar θ, que x ∈ l∞ es fuertemente θ-sumable
si y sólo si converge según el filtro Fθ = {E ∈ Dθ : dθ(E) = 1}.

2. Considerando la familia de medias J = C∗(F•), se tiene que x ∈ l∞ es J-convergente
(resp. fuertemente J-convergente) hacia x si y sólo si x sumable (resp. es fuertemente
sumable) Cesàro hacia x, y las sucesiones acotadas fuertemente sumables Cesàro son
las convergentes según el filtro Fd = J•. La familia de medias C∗(F•) no es saturada
porque según un resultado de Raimi ([45]), la inclusión C∗(F•) ⊂ JC es estricta, y
teniendo en cuenta que JC es saturada se sigue que C∗(F•) no es saturada. Puesto
que las sucesiones JC-convergentes coinciden con las C∗(F•)-convergentes, en virtud
de la proposición 2.4 podemos afirmar que JC es la envoltura saturada de C∗(F•).

Parece que desde hace tiempo se sab́ıa que para el filtro Fd son equivalentes las
dos nociones de convergencia, es decir c(Fd) = c⋆(Fd). Fridy [27] demostró esta
equivalencia que se puede expresar diciendo que c⋆(Fd) es cerrado en ω para la
topoloǵıa de la convergencia uniforme. En [41] Miller dio una demostración directa
de un resultado algo más general relativo a filtros FA asociados matrices regulares
no negativas A de una clase particular que incluye a la matriz de Cèsaro.

3. Si x ∈ ω es fuertemente C-sumable entonces xn = O(n). Sin embargo, las sucesiones
convergentes según el filtro Fd, y en particular las convergentes a través de conjuntos
de Fd, no satisfacen una condición de este tipo. Lo mismo se puede decir para las
sucesiones fuertemente A-sumables. Se sigue de esto que para sucesiones no acotadas
no subsiste la equivalencia entre la sumabilidad de Cesàro fuerte y la convergencia
según el correspondiente filtro Fd, es decir |σ1|  c(Fd). En [30] también se muestra
que |cθ|  c(Fθ) para cualquier sucesión lagunar θ.

4. Si A es una matriz regular no negativa y J = A∗(F•), como FA = J•, aplicando
2.7 se obtiene que si x ∈ l∞ es A-sumable hacia x = ĺımFA

x = sup{µ(x) : µ ∈ J••}
entonces x converge hacia x según el filtro FA y por lo tanto es fuertemente A-
sumable hacia x. Se sigue que si x ∈ l∞ es A-sumable hacia x = ĺımF(x) entonces
converge hacia x según el filtro FA. (Por la hipótesis, para todo µ ∈ J = A∗(F•)
es x = µ(x), y teniendo en cuenta que µ(x) ≤ sup{ν(x) : ν ∈ J••} = ĺımFA

(x) ≤
ĺımF(x) = x, se obtiene que x = ĺımFA

(x)).
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Los antecedentes de 2.7 son los siguientes resultados particulares: Buck [2] ob-
servó que si una sucesión de números reales es sumable Cesàro hacia su ĺımite
superior entonces converge según el filtro Fd hacia este ĺımite superior, y análoga-
mente para el ĺımite inferior. Fridy y Orhan [30] extendieron el resultado para Tθ-
sumabilidad y el filtro Fθ, donde θ es una sucesión lagunar: Si la sucesión real x

es Tθ-sumable hacia su ĺımite superior (resp. inferior) y este es finito, entonces x

converge según el filtro Fθ hacia este valor.

Para sucesiones acotadas Fridy y Orhan [32] obtuvieron un resultado análogo al
de Buck pero considerando el ĺımite superior según el filtro Fd: Sea x una sucesión
acotada superiormente (resp. inferiormente) sumable Cesàro hacia x = ĺımFd

x (resp.
x = ĺımFd

x). Entonces x converge hacia x según Fd, y la conclusión es falsa sin
hipótesis de acotación (no exigida en el resultado de Buck). En [42] se obtuvo un
resultado (teor. 3.3) que también es caso particular de 2.7.

5. Cuando J = Mσ es la familia de los ĺımites de Banach, las sucesiones Mσ-convergentes
son las casi convergentes introducidas por Lorentz [38] que las caracterizó demostran-
do que x ∈ l∞ es casi convergente hacia x si y sólo si

ĺım
n

1

n

n∑

k=1

xj+k = x uniformemente en j ∈ lN

El funcional sublineal asociado a Mσ es el funcional sublineal de Banach que deno-
taremos w. En [49] se muestran diversas fórmulas para w. Una de ellas es

w(x) = ĺımn sup
j

1

n

n∑

k=1

xj+k

Se dice que la sucesión x ∈ l∞ es fuertemente casi convergente hacia x cuando la
sucesión |x−x| = (|xn −x|) es casi convergente hacia 0. Las sucesiones fuertemente
casi convergentes fueron introducidas de modo independiente en [39] y [23]. El espa-
cio AC de las sucesiones casi convergentes y el subespacio |AC| de las fuertemente
casi convergentes |AC|, con las nociones de convergencia asociadas, son ejemplos de
R-métodos de sumabilidad no matriciales.

En [16] Das y Patel demostraron que si θ = (nk) es una sucesión lagunar entonces
x es fuertemente casi-convergente hacia x si y sólo si

ĺım
k

1

hk

∑

nk−1<n≤nk

|xn+p − x] = 0 uniformemente en p

Esto es consecuencia de la igualdad pθ = w que se hab́ıa obtenido en [15] .

En [23] el espacio de las sucesiones casi convergentes y el de las fuertemente casi
convergentes fueron caracterizados en términos de sumabilidad lagunar fuerte:

AC = ∩θc
b
θ = ∩θcθ, |AC| = ∩θ|c

b
θ| = ∩θ|cθ|
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donde θ recorre las sucesiones lagunares y |cb
θ| = |cθ| ∩ l∞. Como c(Fθ) ∩ l∞ = |cb

θ|,
la caracterización de |AC| se puede expresar también, en términos de los filtros
Fθ, en la forma que fue obtenida posteriormente en [30]: |AC| = (∩θc(Fθ)) ∩ l∞.
Esta caracterización sigue siendo válida considerando sólo sucesiones lagunares θ
que verifican ĺımr qr = 1.

La densidad uniforme, también llamada densidad de Banach, es la asociada a la casi
convergencia. Si la función caracteŕıstica χE de E ⊂ lN es casi convergente hacia
α se dice que E tiene densidad uniforme α, y se escribe u(E) = α. De acuerdo
con los convenios de notación que hemos adoptado Du designa la familia de los
subconjuntos E ⊂ lN que tienen densidad uniforme (el dominio de u). En virtud del
clásico teorema de Lorentz [38] la densidad uniforme u y su dominio Du se pueden
caracterizar de dos formas equivalentes:
i) Por una parte E ∈ Du y u(E) = α si y sólo si µ(E) = α para todo µ ∈ Mσ.
ii) Por otra parte, si se definen las densidades inferior y superior

u−(E) = ĺımn inf
p

f p
n(E); u+(E) = ĺımn sup

p

f p
n(E) con f p

n(E) =
E ∩ [p + 1, · · ·p + n]

n

se tiene Du = {E ⊂ lN : u+(E) = u−(E)} y u(E) = u+(E) = u−(E) para E ∈ Du.
En el articulo de Fremlin [26] se pueden ver algunas propiedades y aplicaciones de
la densidad uniforme.

Con la densidad uniforme se define el filtro

Fu = {E ∈ Du : u(E) = 1} = {E ⊂ lN : µ(E) = 1 para todo µ ∈ Mσ}

que interviene en la caracterización de las sucesiones fuertemente casi convergentes
y en la de los multiplicadores del espacio AC que se considera más adelante.

La segunda parte del art́ıculo [21] contiene un repertorio de ejemplos relativos a
las desigualdades u−(E) = d−(E) ≤ d+(E) ≤ u+(E). Se muestran ejemplos para
cada una de las siguientes relaciones de desigualdad 0 = u−(E) < u+(E) = 1,
0 = u−(E) < d−(E) = 1/3 < 2/3 = d+(E) < u+(E) = 1, 0 = u−(E) < d−(E) =
1/2 = d+(E) < u+(E) = 1, 0 = u−(E) < d(E) = u+(E) = 1, 0 = u−(E) = d(E) <
u+(E) = 1.

4. Multiplicadores y sumabilidad fuerte

Si A es una matriz regular sea MA = {x ∈ l∞ : xy ∈ cA∩ l∞ para cada y ∈ cA∩ l∞} el
subespacio cerrado de cA ∩ l∞, (subálgebra) formado pr sus multiplicadores. Hill y Sledd
[35] obtuvieron el siguiente resultado

Teorema 4.1 Si A es regular entonces A- ĺım es multiplicativo sobre MA:

A- ĺım(xy) = (A- ĺımx)(A- ĺımy) para cada x,y ∈ MA.
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Dem: Véase el teorema 3.1 de [35]. La demostración no es trivial ya que utiliza el teorema
de consistencia de Brundo, y de Mazur-Orlicz.

Además de este resultado Hill y Sledd [35] demostraron el siguiente teorema,

Teorema 4.2 Si A es una matriz regular no negativa y x ∈ l∞, son equivalentes:
i) x converge (hacia x) a través de conjuntos del filtro FA.
ii) x es fuertemente A-sumable (hacia x).
iii) x ∈ MA (x es multiplicador de cA ∩ l∞).

Si x ∈ MA entonces A- ĺımx ∈ [ĺımnxn, ĺımnxn].

La equivalencia i) ⇔ ii) que era bien conocida para la matriz de Cèsaro ([33], p. 38). la
demostraron Freedman y Sember [22] (utilizando que dA tiene la propiedad (APO)) y
la volvieron a demostrar Fridy [27] y Miller [41], para el filtro FA y en particular para el
filtro Fθ asociado a una sucesión lagunar θ.

Freedman y Sember [22] caracterizaron, mediante la propiedad (APO) (considerada
en la siguiente sección) los filtros V tales que c⋆(V) es cerrado para la topoloǵıa de la
convergencia uniforme pero sin mencionar la noción de convergencia según un filtro. Si
sus resultados se interpretan en términos de esta noción, llevan impĺıcito el resultado que
afirma que para cualquier matriz regular no negativa A se cumple c(FA) = c⋆(FA), por
lo que al teorema anterior se le puede añadir la condición equivalente
i*) x converge (hacia x) según el filtro FA.

Obsérvese que la equivalencia entre i∗) y 4.2 ii) es un caso particular de 2.6.
Connor y Kline [13] atribuyeron a Connor [10] este resultado, al hacerlo expĺıcito

demostrando que x es fuertemente A-sumable (hacia x) si y sólo si x converge (hacia x)
según el filtro FA.

Si AC denota el espacio de las sucesiones casi convergentes, se dice que x ∈ l∞ es un
multiplicador de AC cuando xy ∈ AC para todo y ∈ AC. Los multiplicadores del espacio
de las sucesiones casi convergentes forman un subconjunto que no contiene a las sucesiones
casi periódicas. Como la densidad uniforme de Banach es la asociada a la casi-convergencia
de Lorentz es natural plantearse si para el filtro Fu sigue valiendo un resultado análogo
al teorema 4.2. Chou [4] caracterizó los multiplicadores del espacio de las sucesiones casi
convergentes usando la convergencia según el filtro Fu, pero sin mencionar las sucesiones
fuertemente casi convergentes. El siguiente teorema, que reúne los resultados de Chou
[4] y los obtenidos anteriormente por Raimi [44], proporciona una caracterización de las
sucesiones fuertemente casi convergentes obtenida mucho antes de que fuesen introducidas
expĺıcitamente por Maddox [39]. Parece que Maddox ignoraba estos resultados.

Teorema 4.3 Si x ∈ l∞ entonces i) ⇒ ii) ⇔ iii) ⇔ iv) y el rećıproco ii) ⇒ i) es falso.
i) x es convergente (hacia x) a través de conjuntos del filtro Fu.
ii) x es convergente (hacia x) según el filtro Fu.
iii) x es fuertemente casi convergente (hacia x).
iv) x es un multiplicador de AC.

Dem: i) ⇒ ii) ⇔ iii) y ii) ; i) se debe a Raimi que obtuvo una sucesión 0 < x ∈ l∞
convergente hacia 0 según el filtro Fu, que no converge a través de conjuntos de este filtro.
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Otro ejemplo similar lo dio Chou en la [4] donde llama τ -convergentes a las sucesiones
acotadas que son convergentes según Fu.

Chou demostró ii) ⇔ iv). También demostró que las sucesiones acotadas convergentes
según el filtro Fu, coinciden con las que tienen una extensión a βlN que es constante sobre
(Fu)

◦, es decir, con las que aqúı llamamos F◦-convergentes.
Nota: Raimi también consideró una condición algo menos exigente que la convergencia a
través de conjuntos de Fu:
(*) Para cada ǫ > 0 existe E ⊂ lN con u−(E) > 1 − ǫ, tal que ĺımn∈E xn = x
y demostró que esta condición sigue siendo estrictamente más fuerte que la convergencia
según Fu. Obtuvo una partición numerable {Nk : k ∈ lN} de lN con la siguiente propiedad:
Si M ⊂ lN y M ∩Nk es finito para todo k ∈ lN entonces u−(M) = 0. Entonces la función
f(n) = 1/k si n ∈ Nk, converge según el filtro Fu pero no cumple (*).

Por otra parte, una aplicación directa de 2.6 conduce a la siguiente caracterización de
las sucesiones acotadas fuertemente casi convergentes

Teorema 4.4 Sea w el funcional sublineal de Banach y x ∈ l∞. Son equivalentes:
i) x es fuertemente casi convergente hacia x.
ii) µ(x) = x para todo µ ∈ M••

σ .
iii) µ(x) = x para todo µ ∈ Mσ tal que µ(y) ≤ w(|y|) para todo y ∈ l∞.
iv) x es convergente hacia x según el filtro Fu = M•

σ.

Merece la pena comentar la historia de los resultados incluidos en 4.4: Ya hemos menciona-
do que Raimi [44], si usar la terminoloǵıa de casi convergencia fuerte, hab́ıa demostrado un
resultado para sucesiones 0 ≤ z ∈ l∞, que aplicado a las sucesiones de la forma z = |x−x|
dice que, para sucesiones acotadas, la convergencia según el filtro Fu es equivalente a la
casi convergencia fuerte, por lo que i) ⇔ iv), se la debemos atribuir a Raimi.

Maddox [39] demostró que i) ⇒ iii). Luego, Das y Mishra [14] demostraron el rećıpro-
co, pero en estos primeros resultados aún no se reconoćıa que iii) era equivalente a la
convergencia según el filtro Fu.

Por otra parte, Freedman y Sember [22] caracterizaron las sucesiones fuertemente casi
convergentes como las sucesiones acotadas de c(Fu). Posterior mente Freedman [25], car-
acterizó las sucesiones acotadas de c∗(Fu) como las que aqúı llamamos (Fu)

•-convergentes.
Puesto que c∗(V) = c(V), la equivalencia i) ⇔ ii) ⇔ iv) se sigue de estos resultados.

Duran [18] caracterizó los multiplicadores de AC como la intersección de los multi-
plicadores de cA cuando A recorre la familia A de las matrices ¿positivas? fuertemente
regulares. Esto significa que x ∈ l∞ es fuertemente casi convergente hacia x si y sólo si
es fuertemente A-sumable hacia x para cada A ∈ A. En otros términos: Existe el ĺımite
según el filtro Fu, ĺımFu

x = x si y sólo si para cada A ∈ A existe el ĺımite ĺımFA
x = x.

Duran [18] también caracterizó los multiplicadores de AC como las sucesiones casi con-
vergentes x ∈ l∞ tales que |x ◦ σ − x| es casi convergente hacia 0.
Nota La caracterización de los multiplicadores obtenida por Chou se puede extender a
situaciones más generales ([5],[19]).

13



5. La propiedad (APO)

A la vista de lo que ocurre con los filtros Fu y FA, es natural preguntarse ¿cuando
las sucesiones convergentes según un filtro V coinciden con las convergentes a través de
conjuntos de V?. Es decir, ¿cuando se verifica la igualdad c(V) = c⋆(V)?, o de modo
equivalente ¿cuando c⋆(V) es cerrado para la topoloǵıa de la convergencia uniforme?.
Veremos en esta sección que esto ocurre si y sólo si el filtro V tiene la propiedad (APO)
que se define en 5.3.

Es fácil ver que una densidad δ nunca es σ-aditiva. Sin embargo algunas densidades
cumplen la siguiente propiedad donde la relación A ∼ B significa que la diferencia simétri-
ca A∆B es finita.

Definición 5.1 Una densidad δ verifica la propiedad (AP ) si para cada sucesión disjunta
An en su dominio Dδ existe otra sucesión Bn ∼ An cuya unión B =

⋃
n∈lN Bn está en Dδ

y verifica δ(B) =
∑∞

n=1 δ(Bn) =
∑∞

n=1 δ(An).

Esta propiedad ya hab́ıa sido estudiada en otro contexto por Buck [2] y Freedman [24].
Buck [1] hab́ıa demostrado que la densidad natural d tiene la propiedad (AP ) usando
una formulación equivalente:

Teorema 5.2 Sea D ⊂ P(lN) la familia de los conjuntos con densidad ordinaria. Si
An ∈ D es una sucesión decreciente, entonces existe A ∈ D tal que para cada n ∈ lN
A \ An es finito y d(A) = ĺımn d(An).

Freedman y Sember [22] afirmaron, sin demostración, que la densidad dA asociada a
una matriz regular no negativa A tiene la propiedad (AP ), y demostraron que tiene
una propiedad más débil que la (AP ), llamada (APO), que se formula de modo similar,
considerando sólo sucesiones An tales que δ(An) = 0. Es fácil ver que la propiedad (APO)
es equivalente a la que resulta eliminando el requerimiento de que la sucesión An sea
disjunta (véase [22]).

Definición 5.3 Un filtro V de partes de lN se dice que verifica la propiedad (APO) si la
densidad {0, 1}-valuada asociada al filtro tiene la propiedad (APO), es decir, para cada
sucesión An ∈ V existe otra sucesión Bn ∼ An cuya intersección B = ∩n∈lNBn está en V.

Freedman y Sember [22] demostraron que la densidad uniforme no tiene la propiedad
(APO), y que la densidad δ tiene la propiedad (APO) si y sólo si c⋆(Fδ) (resp. c⋆(Fδ)∩l∞)
es cerrado en ω (resp. en l∞) para la topoloǵıa de la convergencia uniforme (esto lo vuelve
a demostrar Connor en [10]). Freedman y Sember [22] También demostraron i) ⇔ ii) en
el siguiente resultado, que completó Connor [11] con otras equivalencias

Teorema 5.4 Para un filtro V ⊃ F de partes de N son equivalentes
i) El filtro V tiene la propiedad (APO).
ii) c⋆(V) es cerrado en ω para la topoloǵıa de la convergencia uniforme

( ⇔ c⋆(V) ∩ l∞ es cerrado en l∞).
iii) Las sucesiones convergentes según V coinciden con las convergentes

a través de conjuntos de V, es decir c⋆(V) = c(V).
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6. Notas

1. Antecedentes: Para sucesiones de números reales la convergencia según el filtro Fd

ya aparece en el libro de Zigmund [?] con el nombre de “almost convergence”, donde
ya se establece su relación con la sumabilidad fuerte.

La sumabilidad Cesàro fuerte fue considerada por Hardy y Littlewood [34] al mejo-
rar un teorema de Fejer:
Si f ∈ L2[0, 2π] y para algún s ∈ lR se verifica

∫ δ

0
(f(t+u)+f(t−u)−2s)2du = o(δ)

entonces la sucesión de sumas parciales de la serie de Fourier, Sn(t), cumple

ĺım
n

1

n + 1

n∑

k=0

(Sk(t) − s)2 = 0

(Szász [48] dio otra demostración de este resultado). La sumabilidad fuerte de
Cesàro también interviene en Teoŕıa Ergódica en resultados relativos a transforma-
ciones débilmente mezcladoras (véase pág.38 de [33] , págs. 40-41 de [50] , pág 95-97
de [37]).

2. Convergencia estad́ıstica Schoenberg [36] demostró que toda sucesión acotada con-
vergente según el filtro Fd es sumable Cesàro hacia su ĺımite. Fast [20] ya hab́ıa
iniciado el estudio sistemático de la convergencia de sucesiones según el filtro Fd.
Desde entonces esta noción de convergencia recibe el nombre de convergencia es-
tad́ıstica y ha sido considerada por diversos autores: ([20],[36],[47], [27], [8], [9], [10],
[29], [11], [28], [13], [30], [46],[31], [41]. Parece que [12] es un buen ’survey’ sobre este
tema. Para una matriz regular no negativa A también han sido consideradas las
dos nociones de convergencia asociadas al filtro FA [2], [44],[33],[35], [22], [25], [10],
[11], [?],[30]. De estos art́ıculos, en los seis primeros sólo interviene las sucesiones
convergentes a través de los conjuntos del filtro FA a las que se les suele llamar
’nearly’-convergentes según la densidad dA, o convergentes en densidad dA. En los
más recientes de estos art́ıculos a las sucesiones convergentes según el filtro FA se
les llama A-estad́ısticamente convergentes. En particular, para el filtro Fθ asociado
a una sucesión lagunar θ, a las sucesiones convergentes según el filtro Fθ, en [30] y
[31] se les llama Sθ-convergentes.

En [10] se formulan las definiciones anteriores de modo enmascarado, sin mencionar
la noción de filtro, considerando en su lugar medidas finitamente aditivas {0, 1}-
valuadas. y en [11], prop. 3, Connor se entretiene en demostrar un resultado básico
bien conocido: x ∈ ω converge según un filtro si y sólo si cumple la condición de
Cauchy para el filtro.

3. Para una matriz regular A = (ank), Cesco [3] consideró sucesiones de números
complejos fuertemente A-sumables hacia x, de orden p y demostró que si (xn), (yn)
son fuertemente A-sumables hacia x, y resp. y una de las sucesiones es acotada
entonces (xnyn) es fuertemente A-sumable hacia xy. Cesco también demostró que
existe una sucesión divergente fuertemente A-sumable si y sólo si existe un conjunto
infinito H ⊂ lN con dA(H) = 0.
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4. Connor [8] consideró las sucesiones fuertemente sumables Cesàro de orden p > 0:
Sucesiones (xn) tales que para algún x ∈ lR, la sucesión |xn −x|p es sumable Cesàro
hacia 0, y demostró que toda sucesión fuertemente p-sumable Cesàro es convergente
según el filtro Fd, y que el rećıproco es cierto para sucesiones acotadas (y todo p > 0).
Este resultado es una consecuencia trivial de lo que se sab́ıa para el caso p = 1 y
de la siguiente observación elemental: Para cualquier filtro V ⊃ F son equivalentes:
ĺımV |y| = 0 ⇔ ĺımV |y|

p = 0. En efecto: x fuertemente sumable Cesàro de orden
p > 0 hacia x ⇔ |x−x|p fuertemente sumable Cesàro hacia 0 ⇒ ĺımFd

|x−x|p = 0
⇔ ĺımFd

|x − x| = 0.

Rećıprocamente, si x es acotada |x− x|p también lo es, luego ĺımFd
|x− x| = 0 ⇔

ĺımFd
|x − x|p = 0 ⇔ |x − x|p es fuertemente sumable Cesàro hacia 0 ⇔ x es

fuertemente sumables Cesàro de orden p > 0 hacia x.

5. Maddox [40] introdujo las sucesiones fuertemente sumables Cesàro respecto a un
módulo (función creciente f : [0, +∞) → [0, +∞), continua en 0, que cumple f(x) =
0 ⇔ x = 0 y f(x+y) ≤ f(x)+f(y)). Connor [8], [9], extendió la definición al caso de
una matriz regular no negativa: x ∈ ω es fuertemente A-sumable hacia x, respecto
al módulo f , si

ĺım
n

∑

k

ankf(|xk − x|) = 0

Connor [9] demostró i) ⇒ ii) ⇒ iii) y que iii) ⇒ ii) cuando x es acotada:
i) x es fuertemente A-sumable hacia x.
ii) x es fuertemente A-sumable hacia x respecto al módulo f .
iii) x es convergente hacia x según el filtro FA.

También demostró que ii) implica que x posee una subsucesión convergente hacia
x.

Este resultado también es una consecuencia directa de lo que se sab́ıa para el caso
p = 1 y de una observación análoga a la que se hizo antes:
Si f es un módulo, para cualquier filtro V ⊃ F se verifica ĺımV |y| = 0 ⇔ ĺımV f(|y|) =
0.
La implicación ⇒ se sigue de la continuidad de f en 0. El rećıproco ⇐ se obtiene
fácilmente razonando por reducción al absurdo: Si la afirmación ĺımV |y| = 0 es
falsa, existirá ǫ > 0 tal que E = {n : |yn| < ǫ} 6∈ V luego Ec tiene intersección
no vaćıa con cada V ∈ V. de modo que para cada V ∈ V existe n(V ) ∈ E ∩ V
Como |yn(V )| ≥ ǫ, en virtud de las propiedades de f , para todo V ∈ V se cumple
0 < f(ǫ) ≤ f(|yn(V )|), luego no se verifica la hipótesis ĺımV f(|y|) = 0.

Reemplazando el módulo f por una función de Orlicz Φ Demirci [17] obtuvo re-
sultados análogos que no parecen nada significativos: Para sucesiones acotadas son
equivalentes la A-sumabilidad fuerte, la A-sumabilidad fuerte respecto a Φ y la con-
vergencia según el filtro FA. Phelivan [43] también consideró las sucesiones fuerte-
mente casi convergentes con respecto a una función de Orlicz y demostró que toda
sucesión de este tipo es uniformemente d-convergente y que el rećıproco es cierto
para sucesiones acotadas (se dice que (xn) es uniformemente d-convergente hacia 0
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cuando, para cada ǫ > 0 se cumple

ĺım
n

1

n
máx

k
|{1 ≤ i ≤ n : |xi+k| ≥ ǫ}| = 0

6. Si A : l∞ → l∞ es un operador definido por una matriz regular no negativa se dice
que x ∈ l∞ es ”almost-sumable” hacia x cuando A(x) es casi convergente hacia x

([?] . Esto significa que x ∈ l∞ es J-convergente hacia x para la familia J = A∗(Mσ).
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