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Prefacio

Este libro corresponde a los contenidos de una asignatura de estadistica multivariante para
los grados en Matematicas y Ciencias de Datos (o grados/master de ciencias en general). Como
principal novedad incluye los comandos del programa estadistico R para la resoluciéon de algunos
problemas y practicas e introducciones a las técnicas que se aplican en Aprendizaje Automético
(Machine Learning) cuando los datos y/o las variables son muy numerosos.

El programa estadistico R (o RStudio) es de uso libre y se mejora con los procedimientos apor-
tados por los propios usuarios mediante los “paquetes” incorporados a los diversos “repositorios”
de internet. El programa R se puede descargar en:

http://www.r-project.org
y el programa RStudio en:

http://wuw.rstudio.com/ide/download/desktop.

Se debe instalar primero R y luego RStudio.
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XV

Es una gran verdad que cuando no estd a nuestro alcance determinar lo que es verdadero,
debemos aceptar aquello que sea mas probable.
René Descartes.
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Estadistica Multivariante

En este capitulo se introduce la notacién y los resultados basicos necesarios para estudiar vectores
aleatorios (es decir variables aleatorias relacionadas entre si). Algunos de estos resultados ya se
han estudiado en la asignatura de primero fundamentos de probabilidad y analisis exploratorio de
datos.

1.1. Vectores aleatorios

Supondremos que queremos estudiar k variables sobre una poblacién de “individuos” (objetos).
Habitualmente estas variables seran numéricas y tendran relaciones (correlaciones) entre ellas. En
algunos casos tendremos variables cualitativas o discretas que nos indicaran grupos de individuos.
Estas variables se representaran mediante vectores aleatorios sobre un espacio de probabilidad. La
definicién formal es la siguiente.

Definicién 1.1. Un vector aleatorio (v.a.) k dimensional sobre un espacio de probabilidad (€2, S, Pr)
es X = (X1,...,Xk) tal que X;l(—oo,x] € S para todo x € R ytodoi=1,...,k.

Note que X es un vector columna (A’ representa la traspuesta de A). Estas condiciones nos
permiten definir su funcién de distribucién conjunta como

F(l‘l,...,xk):PI‘(Xl gxl,,Xnng)

para todo z1,...,x; € R (donde las comas en esa probabilidad indican intersecciones).
Diremos que esas variables son independientes si los sucesos

{Xl S 1‘1}, . ,{Xn S Xk}
son independientes para todo z1,...,z; € R. Esto es equivalente a
F(xi,...,25) = Pr(Xy <z1)...Pr(X, < Xk)

para todo x1,...,xr € R.

17



18 J. Navarro

La funcién Fj(x) = Pr(X; < ;) se denomina la marginal iésima y, 16gicamente, es la funcién
de distribucion de la variable aleatoria X;.

La definicién de v.a. absolutamente continuo es similar a la del caso continuo y se puede esta-
blecer como sigue.

Definicion 1.2. Diremos que un vector aleatorio X es absolutamente continuo si existe una funcion
f:R™ = R no negativa (llamada funcion de densidad) tal que

T Tk
F(ml,...,xk):/ / f(zl,...,zk)dzk...dzl

para todo x1,...,x1 € R.

Conviene mencionar que existen v.a. cuya funcién de distribuciéon es continua pero que no
son absolutamente continuas (tienen una parte singular) y que puede ocurrir que X1, ..., Xj sean
absolutamente continuas y que (X1, ..., Xx) no lo sea. Por ejemplo, si X; es una v.a. absolutamente
continua, entonces el v.a. X = (X1, X) es continuo pero no absolutamente continuo. De hecho,
es completamente singular ya que estd contenido en la recta y = x que tiene medida cero en
R2. Estos vectores son bastante comunes en Estadistica Multivariante. Por ejemplo, ocurre esto
si consideramos la notas de unos alumnos y sus medias. En estos casos deberemos eliminar estas
variables dependientes del vector.

El modelo més usado es el modelo normal N (u, V) cuya densidad es

fa) = M xp (—3@: Ve u>> |

para x € R™, donde p es un vector k dimensional y V' es una matriz simétrica k x k simétrica y
definida positiva. Para calcular la inversa de V' en R haremos

V<-matrix(NA,2,2)

V[1,1<-c(1,1/2)

V[2,1<-c(1/2,1)

solve (V)

La funcién de densidad puede calcularse en x = (1,1) con

mu<-c(0,0)

x<-c(1,1)

dmvnorm(x,mu,V)

donde necesitamos cargar el paquete mvtnorm. Se debe obtener 0.0943539. Para simular 50 datos
de este modelo usaremos rmvnorm(50,mu,V). Su grafica puede verse en la Figura (izquierda)
los puntos simulados de ese modelo (izquierda). Para realizar el grafico podemos hacer:

f<-function(x1,x2) dmvnorm(data.frame(xl,x2),mu,V)
x<-seq(-3,3,length=50)
y<-seq(-3,3,length=50)
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z<-outer (x,y,f)
persp(x,y,z,xlab="x1’,ylab="x2’,zlab="f (x1,x2)’,col="red’)

En la grifica de la derecha podemos ver sus curvas de nivel (f(z1,2z2) = ¢) y 50 puntos de ese
modelo. Se puede realizar con:

set.seed(123)

d<-rmvnorm(50,mu, V)
plot(d,xlab="X1",ylab="X2",pch=20,x1lim=c(-3,3),1lim=c(-3,3))
contour (x,y,z,levels=4,add=T,col="red’)

donde el comando set.seed(123) sirve para que siempre se genere la misma muestra (si queremos
otra basta borrarlo).

(2 X
X2

Figura 1.1: Funcién de densidad para una normal bidimensional con medias cero, varianzas 1 y
covarianza 1/2 (izquierda) y sus curvas de nivel junto con una muestra de 50 puntos (derecha).

Aunque los usaremos poco, podemos comentar que un v.a. serd discreto existe un conjunto
numerable S tal que Pr(X € S) = 1. El modelo més conocido es la distribucién multinomial
My (n,p1,...,pr) donde (X1, ..., X}) representan los valores observados en un experimento repetido
n veces con k opciones con probabilidades constantes p; = Pr(A4;) para i = 1,...,n. Su funcién
puntual de probabilidad es

|
p(z1,...,25) =Pr(Xqy =a1,..., X =) = %p? D
T1ie..y Tk
para enteros no negativos tales que x1 +- - - +x = n, y donde p; € [0, 1] satisfacen p; +---+p, = 1.
Note que X1 + -+ + X = n y que X; sigue una binomial B(n,p;) con media F(X;) = np;. Por
ejemplo, si tiramos un dado, n = 60 veces, p; = 1/6 y los valores esperados son np; = 10 para
i =1,...,6. Para medir las discrepancias entre valores observados y esperados se usa el estadistico
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de Pearson .
T — Z Xi —np;
-1
que sigue una distribucion Chi-cuadrado Xz—1 de Pearson con k — 1 grados de libertad cuando

n — o0o. Su funcién de distribucién se calcula en R con pchisg.
Dado un vector aleatorio, su vector de medias es

p=E(X) = (. ou) = (B(X0). ... B(Xp)Y

(note que es un vector columna). Para medir las relaciones entre las variables X; y X; podemos
usar la covarianza definida como

0i; = Cov(Xi, Xj) = E((X; — i) (X, — py)) = B(XiXj) — pips;-

Si son independientes, entonces E(X;X;) = E(X;)E(X;) vy, por lo tanto, Cov(X;, X;) = 0. El
reciproco no es cierto.

Note que
0'2'71' = E‘((AXZ - /Lz)g) = VCL’I“(XZ) = 0'2-2.

Con ellas se define la matriz de covarianzas (o varianzas-covarianzas) V' = (0 ;) que es simétrica y
definida semipositiva (es decir 2’V > 0 para todo z € R¥). Para el modelo normal multivariante
puede probarse que el vector u y la matriz V' de su densidad son el vector de medias y la matriz
de covarianzas.

La matriz de covarianzas se puede obtener como

V=E[X-pX-p]=EBEXX)-E(u),

donde la esperanza de una matriz aleatoria se define como la matriz de las esperanzas de cada
variable.
La correlacién (lineal de Pearson) entre X; y X; se define como

pij = Corr(X;, X;) = %{’;j

siendo p;; = Corr(X;, X;) = 1. Puede demostrarse que —1 < p; ; < 1 y que mide el grado de
relacién lineal entre X; y X;. Diremos que X; y X; son incorreladas si p; ; = 0. Como hemos
mencionado anteriormente, si son independientes serdn incorreladas pero el reciproco no es cierto.
La matriz de correlaciones es R = (p; ;).

Anédlogamente, si X e Y son vectores aleatorios (de dimensiones cualesquiera), se define su ma-
triz de covarianzas como Cov(X,Y") = (Cov(X;,Y;)) y sumatriz de correlaciones como Corr(X,Y) =
(Corr(X;,Y;)). Puede demostrase que

Cov(X,Y)=E[(X - E(X))(Y - E(Y))].

Evidentemente, Cov(X) = Cov(X, X).
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Si X,Y,Z son vectores (columna) aleatorios, a; € R, a,b € R* y A y B son matrices (de las
dimensiones adecuadas), se verifican las propiedades siguientes:
1) E(a191(X) + a292(X)) = a1 E(91(X)) + a2 E(g2(X)); a1,a2 € R

2) X = (V. 2), Ex(9(Y)) = By (g(Y))

3) Si (X, Y) independientes, entonces E(g1(X)g2(Y)) = E(g1(X))E(g2(Y))
4) E(AX +b) = AB(X) +b; A € My, b/ € R

5) CO’U(X“X ) E(XzXJ) — E(XZ)E(XJ)

6) Cov(X;, X;) =0si Xq,..., X}, son independientes

7) Var(X; + X;) = Var(X;) + 2Cov(X;, X;) + Var(X;)

8) Cov(aX; + b,cX; +d) = acCov(X;, X;)

9) Cov(X) = E((X (X —p)) = B(XX') -

10) Var(d'X) = d'Cov(X)a = Y ajajo; ;

11) Cov(AX +b) = ACov(X)A’

)

)

12) Corr(X;, X;) = 0 si Xq,..., X} son independientes

13) Corr(aX; +b,cX; +d) Corr(X;, X;)

14) -1 < Corr(Xz,X ) <

15) Corr(X;,aX; +b) = :|:1 (segun el signo de a)

16) Corr(X) = A™1Cov(X)A™!, donde A es la matriz diagonal formada por las desviaciones

tipicas (A = diag(o1,...,0%)).

7) Cov(X,Y) = (Cov(X;,Y;)) = Cov(Y, X)'

18) Cov(X 4+ Z,Y) = Cov(X,Y) + Cov(Z,Y)

)

19) Si X e Y tienen la misma dimensién, entonces

Cov(X+Y)=Cov(X)+ Cov(X,Y)+ Cov(Y,X) + Cou(Y)

20) Cov(AX,BY) = ACou(X,Y)B’
21) Si X, Y independientes, entonces Cov(X,Y) =0
Sus demostraciones son sencillas. Por ejemplo, la propiedad 10 se puede demostrar con

Var(a'X) = Cov(d'X,d'X) = E [d/(X — p)(X — p)'a] = d'Cov(X)a.

Como consecuencia, se obtiene que la matriz de covarianzas Cov(X) es definida positiva ya que
Var(a’X) > 0. Lo mismo le ocurre a la matriz de correlaciones ya que es la matriz de covarianzas
de las v.a. tipificadas Z; = (X; — p;)/0;.

1.2. Inferencia

En primer lugar debemos comentar que no queremos hacer un estudio de todas las técnicas
de estadistica multivariante (andlogas a las univariantes como test de medias, covarianzas, etc.
Simplemente daremos los resultados bésicos para poder aplicar las técnicas que veremos en los
capitulos siguientes.
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En la practica, todos los valores (medidas) definidas en la seccién anterior serdn desconocidas
por lo que tendremos que estimarlas. Para ello dispondremos de una muestra de individuos (objetos)
en los que se han medido todas las variables.

Por comodidad (aunque son algo antiguos) usaremos los ficheros de datos incluidos en R que se
pueden ver con data(). Por ejemplo, podemos ver los datos del fichero LifeCycleSavings incluido

en el programa R haciendo:
LifeCycleSavings
y para guardarlos en d

d<-LifeCycleSavings

El fichero contiene 5 variables medidas en 50 paises diferentes. Los primeros datos se pueden

ver en la Tabla [[L11

Tabla 1.1: Primeros datos del fichero LifeCycleSavings.

ST popld popT7s dpi ddpi

Australia | 11.43 29.35  2.87 2329.68 2.87
Austria | 12.07 23.32 4.41  1507.99 3.93
Belgium | 13.17 23.80 4.43 2108.47 3.82
Bolivia 5.75 41.89 1.67 189.13  0.22
Brazil 12.88 42.19  0.83 728.47  4.56

La informacién proporcionada en R sobre datos se puede ver con:

help(LifeCycleSavings)

donde se indica que:

sr: incremento de los ahorros personales 1960-1970.

popl5: % poblacién menor de 15 afios.

pop75: % poblacién mayor de 75.

dpi: ingresos per-capita.

ddpi: crecimiento del dpi 1960-1970.

En general, nuestra muestra se representara como:
La variable Y solo se usard cunado tengamos grupos para indicar a qué grupo pertenece cada
dato. Si no hay grupos, supondremos que los objetos O; = (X;1,Xi2,...,X; %) son una muestra
aletoria simple de X, es decir, serdn vectores (columna) aleatorios independientes con la misma
distribucién que X. Si hay grupos supondremos lo mismo en cada grupo. En algunos casos usaremos
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Tabla 1.2: Muestra.

i X1 X5 - Xy Y
O1| X110 X2 ... Xip 14
O; | Xin Xi2 ... Xip Y
On | Xn1 Xn2 ... Xk Y

la matriz de datos M = (Xj ;) que serd una matriz aleatoria.
Para estima el vector de medias p = E(X) usaremos el vector de medias muestrales (también
llamado objeto medio)

_ _ 1
=X = (X1, X)) =~ Y 0
0 ( 1, 3 k) n 4 @)

donde X; = % > Xi ;. Puede considerarse como un individuo ficticio que obtiene el valor medio
en cada variable. Puede demostrarse que es el punto de R¥ que minimiza la suma de las distancias
al cuadrado (error cuadrédtico medio, MSE en inglés), es decir, es la solucién de

imn MSE =Y d*O;,P
min ;( )

donde d representa la distancia Euclidea, es decir,

Se puede demostrar facilmente que E(O) = u (es decir es un estimador centrado de p) y Cov(O) =
V/n.

Para acceder a la primera columna del fichero de datos LifeCycleSavings usaremos:
LifeCycleSavings$sr

Si queremos acceder directamente a esas variables haremos
attach(LifeCycleSavings)
Tras esto basta teclear sr para ver estos datos. Si queremos calcular su media muestral haremos
mean (sr)

El resultado debe ser 9.671. Otra forma es

d<-LifeCycleSavings
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mean(d[,1])
Para calcular todas las caracteristicas de estas variables podemos usar:
summary (d)

Andlogamente, para estimar las varianzas y covarianzas usaremos

n

> (X — Xi) (X1 — X))
=1

1

n—1

Sij =

y para su matriz

5= (5u4) =

Para esta matriz se verifica E(S) = V.
Para calcularla y guardarla en R haremos

cov(d)
S<-cov(d)

En su diagonal tendremos las cuasivarianzas que estimaran las varianzas tedricas. Para com-
probar que R divide por n — 1 podemos hacer:

var (sr)

n<-length(sr)

sum((sr-mean(sr))~2)/n
sum((sr-mean(sr))"2)/(n-1)

sum( (sr-mean(sr) ) * (popl5-mean(popl5)))/(n-1)
S[1,2]

La matriz

V=

S|

> (0= 0)(0; - OY
=1

también da buenas estimaciones de V.

Si X tiene una distribucién normal Ny (g, V') entonces O también es normal Ny (p, V/n). Ademss,
Oy 1% (S) son independientes estre si y son los estimadores méximo verosimiles de p y V', respec-
tivamente. La distribucién de la matriz aleatoria nV = (n — 1) se conoce como distribucién de
Wishart.

Note que al aplicar estas formulas sobre nuestro fichero de datos estamos mezclando unidades
diferentes. Esto no tiene sentido por lo que en este caso es mejor usar correlaciones muestrales que
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eliminan el efecto de las unidades. Estas se obtienen mediante
Sij
S;S;

Rij =

donde S; = m y S = m Note que si usamos V se obtienen los mismo resultados. Esto
es equivalente a estandarizar los datos y calcular la matriz de covarianzas muestrales de los datos
estandarizados.

Para calcular esta matriz en R y guardarla haremos:

cor(d)
R<-cor(d)

El resultado puede verse en la Tabla[I.3] Observamos que algunas variables tienen correlaciones
positivas y otras negativas.

Tabla 1.3: Correlaciones entre las 5 variables del fichero LifeCycleSavings.

ST popld pop75 dpi ddpi
ST 1.0000000 -0.45553809 0.31652112  0.2203589  0.30478716
popl5 | -0.4555381  1.00000000 -0.90847871 -0.7561881 -0.04782569
pop75 | 0.3165211 -0.90847871 1.00000000  0.7869995  0.02532138
dpi 0.2203589 -0.75618810 0.78699951  1.0000000 -0.12948552
ddpi | 0.3047872 -0.04782569 0.02532138 -0.1294855 1.00000000

1.3. Problemas

1. Calcular la funcién de densidad normal bidimensional en (1,1) si las medias son cero, las
varianzas 1 y 4 y la covarianza 1.

2. Demostrar las propiedades 1-21.

3. Demostrar el vector de medias muestral es el punto de R¥ que minimiza la suma de las
distancias al cuadrado (error cuadrético medio, MSE).

4. Genere una muestra de tamafnio 100 de una normal bivariante y estime su media y su matriz
de covarianzas usando esa muestra.

5. Calcule y estudie las caractreristicas de un fichero de datos de R (se pueden ver con data()).
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2

Regresion lineal

Esta es la técnica mas usada por los cientificos de datos y sirve de base para otras técnicas
como la regresion logistica o las redes neuronales. Trataremos de predecir una variable numérica
a partir de k variables numéricas (variables predictoras) minimizando el error en la prediccién.
Para ello necesitamos disponer de una muestra en la que se conozcan dichas variables (aprendi-
zaje supervisado). esta muestra se usard para elegir el mejor modelo y para validar su fiabilidad.
Comenzaremos viendo la regresion lineal simple (univariante) que serd adaptada para obtener la
regresion lineal multiple y polinémica. Comentaremos los errores mas comunes (falta de ajuste,
sobreajuste, extrapolacion, etc.) y sus posibles soluciones asi como técnicas numéricas (algoritmos)
para resolver estos problemas de forma aproximada que podran ser adaptados a casos en los que el
numero de variables o de datos sean muy grande. Como complemento (opcional) se comentan las
principales técnicas de regresién cuantilica comentado sus ventajas e incovenientes.

2.1. Introduccién al modelo de regresion lineal

Como hemos comentado, en este modelo se trata de predecir el valor (numérico) de una variable
aleatoria (v.a.) Y a partir de unas v.a. predictoras X1, ..., Xy). Para ello usaremos una funcién
predictora lineal

hg(:rl, .. .,:Ek) =0g+01x1 + - + Oz,

donde 6 = (0, ...,0k) € RE*! seran los pardmetros del modelo que se deben elegir de forma que la
estimacién de Y sea éptima (el error sea minimo).

Para ello necesitamos disponer de una muestra (training sample) de esas k 4+ 1 variables so-
bre n “individuos”. Es muy importante que los valores de esta muestra sean correctos y que las
predicciones se aplique a individuos “similares”. La muestra se representard como

($¥),...7$§;),y(i)),i =1,...,n.

Los datos se suelen representar en forma de tabla situando en la fila 7 y en la columna j los datos
obtenidos para individuo ¢ en la variable X; parai=1,...,k y en la iltima columna los datos para
la variable Y.

27
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Por comodidad, a modelo de ejemplo, usaremos en esta memoria conjuntos datos incluidos en el
programa R (aunque sean algo antiguos). Estos datos se pueden ver tecleando: data() (esta fuente
se usara en el libro para indicar que ese texto es un comando de R).

Por ejemplo, para cargar los datos denominados “USArrests” haremos:

d<-USArrests

La flecha <- indica que se guarde en 4 los valores del fichero “USArrests” (por comodidad). Si
queremos analizar otro fichero basta cambiar esta orden.

Tecleando view(d) podemos ver los datos y con help (’USArrests’) podemos ver la fuente de
los datos y explicaciones sobre el signicado de los datos. En este conjunto de datos tenemos cuatro
variables numericas: Murder, Assault, UrbanPop, Rape que representan los ratios de arrestos por
cada 100000 residente en cada uno de los 50 estados de la unién por asesinatos, asaltos y violaciones.
La tercera variable representa el porcentaje de poblacién que vive en areas urbanas. Los primeros
datos pueden verse en la tabla siguiente:

Tabla 2.1: Primeros datos del fichero USArrests.

State Murder Assault UrbanPop Rape
Alabama 13.2 236 58 21.2
Alaska 10.0 263 48 44.5
Arizona 8.1 294 80 31.0
Arkansas 8.8 190 50 19.5
California 9.0 276 91 40.6
Colorado 7.9 204 78 38.7

Aunque estos datos no se ajustan perfectamente a nuestro modelo ya que no esté claro que sea
una muestra ni qué variable queremos predecir en el futuro (ni en qué estado), nos servirdn para
presentar el problema.

Supongamos que queremos predecir el ratio de asesinatos ¥ = Murder en funcién del por-
centaje de poblacién urbana X = UrbanPop. Para ver la relacion entre estas variables podemos
representarlas situando X en el eje horizontal e Y en el vertical ejecutando los comandos siguientes:

x<-d$UrbanPop #Elegimos x
y<-d$Murder #Elegimos y
plot(x,y,xlab="UrbanPop’,ylab="Murder’) # Hacemos la grafica x-y

La estructura d$name se usa para extraer los valores de esa columna y guardarlos en x o en y. El
simbolo # sirve para incluir texto (explicaciones) que no se ejecutardan y servirdn para aplicar este
procedimiento a otros datos. Entonces, con plot(x,y) dibujamos los puntos de la muestra para
esas variables obteniendo el grafico de la Figura Las opciones xlab y ylab sirven para poner
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las etiquetas deseadas en cada eje. En la figura podemos observar que no parece existir ninguna
relacion entre esas variables por lo que la predicciéon no serd muy buena. Sin embargo, si usamos
como predictor la variable “Assault” cambiando X con x<-d$Assault obtenemos el grafico de la
derecha donde si se aprecia una relacion lineal (creciente).
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Figura 2.1: Gréaficos bidimensionales para las variables UrbanPop y Murder (izquierda) y Assault
y Murder (derecha) del fichero de R denominado USArrests.

Se pueden hacer todas estas graficas de forma conjunta mediante plot(d) obteniéndose las
graficas de la Figura Evidentemente, podemos intentar mejorar estas aproximaciones conside-
rando

hg = 0y + 01 Assault + O.UrbanPop + 03 Rape

donde 6 = (6,01, 02,03) € R* son los pardmetros del modelo que debemos ajustar para obtener
las mejores aproximaciones posibles. Los casos en los que solo usamos una variable estan incluidos
en este modelo haciendo que los pardmetros de las otras variables sean cero (por eso se obtienen
mejores resultados). También podemos intentar mejorar estas aproximaciones considerando otras
funciones h (no lineales).

Las estadisticas descriptivas de estas variables se pueden obtener con summary(d) y se dan
en la Tabla Incluyen los extremos (minimo y méximo), los cuartiles, la mediana y la media.
Siempre es buena idea usar otras medidas y graficas para analizar los datos antes de aplicar un
procedimiento estadistico multivariante. Para calcular una estimacién de las varianzas usaremos
var. El programa calculara las cuasivarianzas. Podemos comprobarlo haciendo:

var (d$Murder)

mu<-mean (d$Murder)
sum((d$Murder-mu) ~2) /50
sum ( (d$Murder-mu) ~2) /49
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Figura 2.2: Gréficos bidimensionales para las variables del fichero de R denominado USArrests.

Tabla 2.2: Estadisticas bésicas del fichero USArrests.

Murder Assault UrbanPop Rape

Min. 0.800 45.0 32.00 7.30
1st Qu. | 4.075 109.0 54.50 15.07
Median | 7.250 159.0 66.00 20.10
Mean 7.788 170.8 65.54 21.23
3rd Qu. | 11.250  249.0 77.75 26.18
Max 17.400  337.0 91.00 46.00
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2.2. Regresion lineal simple

En esta seccién consideramos que se quiere estima una variable Y en funcién de otra X (es decir
k = 1). Aunque este es un caso particular del caso general (que se vera posteriomente), nos permitira
entender el problema y sus diversas soluciones y ademaés podremos mostrarlo graficamente.

2.2.1. Modelo teorico

Desde el punto de vista tedrico tendremos un vector aleatorio (X,Y’) y queremos construir una
nueva variable h(X) que se “parezca” (aproxime) a Y. Los errores (residuos) seran otra variable
aleatoria R =Y — h(X) (note que pueden ser positivos o negativos).

Existen diversas reglas para determinar una funcién objetivo que mida cémo son esos errores
y trate de minimizarlos. La mas usada es el denominado error cuadrético medio (MSE en inglés)

definido como:
MSE = E((h(X) —Y)?).

Al elevar al cuadrado los errores conseguimos que sean todos positivos y que los errores pequeios

(menores que 1) disminuyan y los grandes (mayores que 1) aumenten, penalizando mucho los errores

muy grandes (ya que 22 crece rdpidamente). Consideraremos otras medidas de error posteriormente.
Se puede demostrar que la funcién h que minimiza el MSE es

[e.9]

hopt () = E(Y|X = z) = / o (y12)dy,

donde fy1(y|z) = f(x,y)/f1(x) para x tales que fi(z) > 0 es la funcién de densidad condicionada de
(Y|X = ) cuando (X,Y) tiene una distribucién absolutamente continua con funcién de densidad
conjunta f y marginales f; y fo. Esta funciéon se denomina curva de regresion y es el mejor
predictor de Y dado X bajo el MSE.

Se puede demostrar que si (X,Y) tienen una distribucién normal Na(u, V'), donde p = (ux, py)’
es el vector de medias (A’ representa la traspuesta de la matriz A),

o1 012
V — ) )
021 022
es la matriz de varianzas-covarianzas (011 = 0% = Var(X) = E(X
Yy —

Var(Y) = BE(Y — py)?), y 012 = 021 = Cov(X,Y) = E((X — px)(
x) ~ Ni(fi, 52), con

— hx)?), o292 = 0f =
wy))), entonces (Y|X =

g
hopt(1) = = B(Y|X =2) = py + (¢ — jux)

)

2
01,2

2 = Var(Y|X =) =092 — .
01,1
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Note que, en la normal, la curva de regresion h,y; es siempre una recta y que la varianza &2 no

depende de 2. Los residuos condicionados R, = R|X = x también serdn normales R, ~ N1(0,52) e
idénticamente distribuidos. La curva (recta) de regresién para predecir Y en funcién de X se puede
escribir como

y—py T~ x

gy ox

donde p = Cov(X,Y)/(oxoy) es el coeficiente de de correlacién lineal de Pearson. Note que la
recta siempre para por el punto formado por las media (ux,py), que el signo de su pendiente
coincide con el signo de p y que

_2 2 1,2 2 2\ 2
0 =0y — QUY:(l—P)UYzO

por lo que —1 < p < 1. Cuando p sea +1 tendremos ajustes perfectos con residuos cero. La recta
(curve) para predecir X a partir de Y se calcula de forma similar y no coincide con la que acabamos
de calcular salvo cuando p = +1.

Para otras distribuciones bivariantes la curva de regresién no tiene porqué ser una recta. Cuando
X e Y sean independientes, Y e Y|X = x tiene la misma distribucién y la curva 6ptima

hopt(z) = E(Y|X = 2) = B(Y)

es constante (por lo que también es una recta). En este caso el valor de X no influye en la prediccién
sobre Y y p = 0 (recta horizontal).
Si limitamos nuestra funcién h a una recta, es decir

hg(w) =6y + iz
y usamos el MSE el objetivo sera

;2]% J(00,61) := E((hg(X) —Y)?) = E((6y + 6, X —Y)?)

donde J se conoce como funcién “costo” y J(6p,61) > 0. Por lo tanto, se trata de minimizar una
funcion real bivariante. Se puede comprobar que es convexa por lo que tendrd un inico minimo que
se puede obtener resolviendo el sistema

%J(@o,el) = 2E(0y+6,X-Y) =0
a5 (60,601) = 2BE((Bo+6HX -Y)X) =0

Estas ecuaciones se conocen como “ecuaciones normales”. De la primera ecuacién obtenemos
6p=EY)-0E(X)
(con lo que la recta pasard por el punto formado con las medias) que junto con la segunda

60FE(X)+0,E(X?) = E(XY)
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dan
E(X)E(Y) - 6, E*(X) + 60, E(X?) = E(XY),

es decir,
61Var(X) =Cov(X,Y)
ya que Var(X) = B(X?) - E*(X) y Cov(X,Y) = E(XY) — E(X)E(Y). Por lo tanto la solucién

del sistema es
o COU(X, Y) . oXY

b Var(X) — o%

Cov(X,Y) oxX\Yy
= Uy — pix —5—

éozE(Y)—élE(X)ZE(Y)—E(X)VT(X) o2

Se puede comprobar que ese punto es efectivamente donde se alcanza el minimo de la funcién J

que sera

tn J(6,01) = J(b,01).
gnel]g% (0o, 01) (6o,61)

De esta forma, la recta de regresién para estima Y en funcion de X serd

XYy Xy OX,\Y
ho(x) = py — px—%— + —5—2 = py + —5— (= — px). (2.1)
Ox 0x Ox

Note que la férmula es la misma que la de la curva de regresién de la normal (obviamente porque
es la que minimiza el MSE). Como antes, esta recta también se puede escribir como
Y — py T — px

= pPXY
oy ox

donde pxy = oxy/(0x0oy) es el coeficiente de correlacién lineal de Pearson.

Si definimos la variable aleatoria ¥ = hy(X) = fo+01 X que se usard para estimar Y (verificando
E(Y) = E(Y) y los residuos como R = Y — Y (verificando E(R) = 0), tendremos ¥ = Y + R,
donde

0% =Var(Y)=Var(Y) + Var(R)

ya que
U?(Y
N A2 2 Y _ 2 2
Var(Y) = 0oy = —Q5 = PXYyOy,
Ox
y

Var(R) = Var(Y — 6, X) = (1 - pXy)ov,
es decir, la informacién (varianza) contenida en Y se descompone como
2 2 2 2 2
oy = pxyoy + (1= pxy)oy,

donde el coeficiente de determinacién dxy = p%m, el porcentaje (en tanto por 1) de la in-
formacién de Y explicada por la recta de regresién (por relaciones lineales de X). Andlogamente,
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l—dxy=1- p%(’y indicaria la parte de Y no explicada por esa recta y que se queda en el residuo.
Ademas, se tiene
E(YR) =0,

es decir, la variable que se obtiene con la recta de regresién y los residuos son incorrelados. Bajo
normalidad, ambas serdn normales (por ser combinaciones lineales de X e Y') y, por lo tanto, serian
independientes.

2.2.2. Inferencia y prediccién. Analisis de los residuos

En la practica tanto la distribucién (densidad) de (X,Y’) como todas esas medidas serdn des-
conocidas por lo que tendran que ser estimadas a partir de una muestra de esas variables (training
sample). Si la muestra es grande, algunos datos se pueden dejar aparte para comprobar cémo de
fiables serdn nuestras estimaciones (en puntos no usados en el célculo de la recta).

Como hemos comentado anteriormente la muestra se representard como (x(i),y(i)) para ¢ =
1,...,n, donde n serd el tamano muestral. Los datos de cada variable se representardn como
columnas y todos los datos como una matriz D.

Por comodidad trabajaremos con pocos datos (inventados) para que los cdlculos sean més
sencillos. Por ejemplo, supongamos que los datos son:

(0,1), (1,2), (1,3), (2,3), (3,4), (4,4) (2.2)

con n = 6. Para introducir esos datos en R (o RStudio) haremos:

x<-c(0,1,1,2,3,4) #training sample
y<-c(1,2,3,3,4,4)
n<-length(x) #tamafio muestral

Es fundamental que tengamos todos los datos, que esas columnas tengan la misma longitud y
que no se cambie de orden una tnica columna (sin cambiar la otra). Para representar la nube de
puntos (scatterplot) haremos: plot(x,y,ylim=c(0,5)) (ver Figura izquierda). Para ver los
datos en forma de tabla (data frame) haremos:

d<-data.frame(x,y)
View(d)

El resultado se puede ver en la Figura |2.3
Como en la seccién anterior supondremos que queremos aproximar los valores de Y mediante
una recta (funcién lineal) de X, es decir

h@(.’L‘) =0y + 01z

donde 6 = (6, 01) son dos pardmetros desconocidos. Para calcular estos pardmetros minimizaremos
una funcién coste empirica J que nos mida el error cometido. La mas utilizada es el error
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< 4 o o X Y
o o] o] 1 0
>
2 1 2
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31 3
— 4o
4 2 3
o 4
\ T T T \ 5 3 4
0 1 2 3 4
6 4 4
x Showing 1 to 6 of 6 entries, 2 total colu

Figura 2.3: Nube de puntos (izquierda) y tabla de datos (derecha) para la muestra en (2.2)).

cuadratico medio (o una funcién proporcional a él). por ejemplo podemos considerar

J(00701) = % Z (ha(w(l)) _ y(l)>2 _ % Z (00 + Hlx(z) - y(i))Q
' i=1

1=

El objetivo es minimizar esta funcién en R2.
Note que ahora podemos calcular el valor de J para valores dados de los pardmetros y que
incluso podemos dibujar sus curvas de nivel (donde J es constante). Por ejemplo, para calcular J
n (1,1) haremos:

h<-function(thetal,thetal,z) thetaO+thetal*z
J<-function(thetal,thetal) sum((h(thetal,thetal,x)-y)"2)/(2*n)
J(,1D

Se debe obtener J(1,1) = 1/6 = 0.1666667. La recta de regresién y los célculos se pueden ver
el la Figura El cédigo es el siguiente:

abline(1,1,col="red’)
yhat<-h(1,1,x%)
error<-(h(1,1,x)-y)"2
d<-data.frame(x,y,yhat,error)
View(d)

2/ (2*n)

En esa figura vemos que el ajuste es baste bueno pero queremos estar seguros de que esos
pardametros son los que optimizan J. Si probamos con otras opciones obtenemos J(0,2) = 1.916667,
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0 : Filter
< - o “ x y yhat error
- o 10 1 1 0
> 21 2 0
~ 4
31 3 2 1
4 2 3 3 0
e T T T T T 5 3 4 4 0
0 1 2 3 4 6 4 4 5 1
X Showing 1 to 6 of 6 entries, 4 total columns

Figura 2.4: Nube de puntos con la recta y = 1 + = (izquierda) y tabla de datos para calcular el
error cuadratico J (derecha) para la muestra en (2.2)).

J(2,0) = 0.9166667, J(2,2) = 5.583333 y J(2,1/2) = 0.1458333. Observamos que este ultimo
resultado mejora el obtenido con J(1,1).
Para obtener la solucién exacta debemos diferenciar J con respecto a los parametros obteniendo

B n . .
%J(Goﬁl) = %Z <h9(9ﬂ'(l)) - y(l))

i=1

D10, = jlzzj( OES

Igualando a cero obtenemos las ecuaciones normales empiricas. De la primera obtenemos

7z<h0 (i) _yo) i(awmo (z’))ZO
1

1=

es decir,
o+ 612 —y=0
donde
IR
= _ = 7
P=13
=1

y

N
i
S0
]
Q&?.
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son las medias muestrales de X e Y, respectivamente. Esta ecuacién nos dice que la solucién éptima
pasa por el punto medio (Z,y) (individuo promedio). De la segunda ecuacién obtenemos

le; (hoa) =) 2 = 2 > (e + 0129y — 29y D) =0,

1=

es decir,
0oz + bha(z,z) — a(z,y) =0
donde
1 n
S (4)y2
ofo.a) = 1 3 )
y

es decir, la solucién éptima es

A s
6, = v
1 2
y A A
b =y — 017,
donde
N, L0 LNy )
sx,y:a(x,y)—xy:ﬁ "y xy:ﬁ (" —z)(y\" —7)
=1 =1
es la covarianza muestral y
~ 1<~ - 1=, i -
sz =a(z,z) — (2)* = - > (@) - (2)? = - > (2 —z)?
i=1 i=1

es la varianza muestral de x. Aqui necesitamos suponer que esta varianza no es cero, es decir, que x
toma mas de un valor. Si no, el sistema tendria infinitas soluciones (la covarianza también seria cero
y la segunda ecuacién siempre seria cierta) y la méas sencilla seria 6, =0 y b0 = y. Si la varianza
no es cero, el punto es tnico.

Puede comprobarse que J es convexa y que por lo tanto ese punto es donde se alcanza el valor
minimo de J. Las segundas derivadas parciales son

32
Dy = o J(00,01) = 21_1
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0? -
D272 = WJ(HQ,QQ = %Z (1'(2))2 = a(x,x)

verificindose D13 = 1> 0y si D = (D; ;) es la matriz con esas derivadas, tenemos

[u—

a(x, )

Kl

—\2 2
|D| = =a(z,x) — (2)*=s5;>0
por lo que el punto sera un minimo local de J. Como es el tinico minimo local en R y J es continua,
serd el inico minimo global.
En nuestro ejemplo la varianza no es cero y obtenemos la tinica solucién es

6y = 228 — 0.7230769
S.’E

y
0o =y — 61z = 2.833333 — 0.7230769 - 1.833333 = 1.507692

con J (ég, él) = 0.0974359. El cédigo en R para obtener esta solucién es

mx<-mean(x)
my<-mean (y)
b<-cov(x,y)/var(x)
a<-my-b*mx

J(a,b)

Note que la solucion éptima empirica coincide con la que obtendriamos sustituyendo en solucién
tedrica (ver seccién anterior) medias, varianzas y covarianzas por sus estimaciones. Los comandos
var y cov calculan las cuasivarianzas (es decir dividen por n — 1 y no por n) pero al calcular 0 esos
denominadores se cancelan y el resultado es correcto. Ocurre lo mismo al calcular el coeficiente de
correlaciéon. Puede comprobarse ejecutando este cédigo:

var (x)

sum( (x-mx) "2) /n

sum( (x-mx) ~2)/(n-1)
cov(x,y)

sum( (x-mx) * (y-my)) /n

sum ( (x-mx) * (y-my) ) / (n-1)
cor(x,y)

obteniéndose r,, = 0.9104356 y d;, = rfﬂ,y = 0.8288931. Los parametros pueden calcularse de
forma automdtica en R con: 1Im(y~x).
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o
< Filter
X y yhat error
™
> 10 1 1.507692 0.257751479
o 21 2 2.230769 0.053254438
— —0° 31 3 2.230769 0.591715976
o 4 2 3 2.953846 0.002130178
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0 1 > 3 4 5 3 4 3.676923 0.104378698
6 4 4 4.400000 0.160000000

Showing 1 to 6 of 6 entries, 4 total columns

Figura 2.5: Nube de puntos con la recta de regresion y = 0o+ 012 (izquierda) y tabla de datos para
predecir y y calcular el error cuadratico J (derecha) para la muestra en ([2.2)).

Ahora podemos volver a dibujar la nube de puntos anadiéndole la recta de regresién (6ptima)
para predecir y a partir de x (ver Figura [2.5). Podemos usar esa recta para precedir los valores de
y v compararlos con sus verdaderos valores calculando los errores cuadraticos en cada casoy J. El
cédigo es:

plot(x,y,ylim=c(0,5))
abline(a,b,col=’blue’)
p<-function(x) a+b*x
yhat<-p(x)

error<-(yhat-y) 2
d<-data.frame(x,y,yhat,error)
View(d)

sum(error) / (2*n)

J(a,b)

Los errores en esos puntos siempre serdn menores que los errores reales cuando estimemos y
a partir de x en otros valores. Estas estimaciones no se deben aplicar fuera del rango de valores
determinado pr la nube de puntos. Las posiciones relativas de los puntos con respecto a sus estima-
ciones (recta) si se pueden utilizar para analizarlos. Por ejemplo, en el primer punto (0, 1) el valor
de y es un poquito menor del valor esperado § = 1.507692. Si un punto (o varios) estdn muy lejos
de la recta podria ser un valor atipico (es decir, no perteneciente a esa poblacién). Si hay muchos
puntos lejos de la recta, el ajuste no seria bueno y deberiamos buscar otra funcién h. Veremos
diversas opciones en las secciones siguientes pero aqui también podriamos probar a cambiar las va-
riable originales por sus logaritmos, exponenciales, etc. estudiando las nubes de puntos (z,log(y)),
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(log(z),log(y)),(log(x),log(y)),(x, exp(y)),(z, 1/y), etc. En nuestro ejemplo no es necesario porque
el ajuste es bueno y tenemos un coeficiente de determinaciéon de d,, = rgyy = 0.8288931 que nos
indica que la recta de regresién explica un 82.88931 % de la variabilidad de y.

Para calcular los errores de estimacién reales debemos guardar una parte de la muestra (20 —
30 %) para probar nuestra funcién de prediccién h. Para ello necesitamos un tamano muestral

mayor. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 2.1. Vamos a analizar los datos iris de R. Para verlos haremos

d<-17ris
View(d)

Podemos observar que tenemos distintas mediciones en 150 flores de tres especies distintas de
flores iris (se pueden ver mds detalles con help (iris)).

Vamos a analizar las dos primeras variables para la primera especie (no es conveniente mezclar
grupos). Los datos estan en las 50 primeras filas. Usaremos los 40 primeros para calcular la recta
(training sample) y los 10 dltimos para medir su error (cross validation sample). Lo primero que
haremos es dibujar la nube de puntos (ver Figura izquierda) para comprobar la aleatoriedad
de esta eleccion distinguiendo los puntos que vamos a usar (circulos negros) de los valores que
usaremos para medir su efectividad (cruces rojas). El cddigo usado es:

z<-d$Sepal.Length[1:40]

y<-d$Sepal.Width[1:40]

plot(z,y,ylim=c(2,5))

text (d$Sepal.Length[41:50],d$Sepal.Width[41:50], °z’,col="red’)

A continuacion calculamos la recta de regresion con los 40 primeros datos y la incluimos en el
grafico con:

lm(y~z)
abline(lm(y~z),col="blue’)

obteniendo h(x) = —0.2822+40.7414x con r = cor(z,y) = 0.7438605 y d = r? = 0.5533285, es decir
la recta solo explica el 55.33285 % de la variabilidad de y.

A continuacion predecimos los valores de y para todos los individuos calculando los errores
cuadrdticos medios en los primeros 40 datos y en los 10 ultimos obteniendo M SErg = 0.0567245
y MSEcy = 0.09096423, respectivamente, con:

h<-function(z) -0.2822+0.7414*z
z<-d$Sepal.Length[1:50]
y<-d$Sepal.Width[1:50]
yhat<-h(z)

error<-(y-h(z)) "2
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e<-data. frame(z,y,yhat, error)
View(e)

mean (error[1:40])

mean (error[41:50])

Los errores y los residuos los podemos ver en la Figura[2.7 y se obtienen con:

plot(error,ylab="Errores cuadrdticos’)
plot( y-h(xz),ylab="Residuos y-h(z)’)
abline (h=0)

Como esperdbamos el error cuadrdtico medio es mayor en la muestra CV que en la muestra
usada para construir la recta. Sin embargo, en las grdficas de errores podemos observar que gran
parte de ese error proviene de la observacion de la linea 42 que es un poco atipica. Si la eliminamos
(haciendo mean (error[c(41,43:50)]1)) el error cuadrdtico medio es MSEcy = 0.03788617.

Si (X,Y) tienen una distribucion normal bivariante, los residuos R; = Y@ — hyy . (X®) son
i.i.d. con una N(0,0). Esto nos permite dar intervalos de confianza para nuestras predicciones
estimando o con

& = MSEXY = 0.09096423%° = 0.3016028

(usamos la varianza muestral porque en este caso sabemos que la media es cero). Un intervalo de
confianza para nuestras predicciones del 99.73002 se obtendria con

h(z) +3 -6 = h(z) £ 0.9048083.

En la Figura pueden verse las bandas de confianza que, en este caso, contienen a todos los
puntos y residuos (aunque no sabemos si la distribucion conjunta es normal).

Si n no es muy grande, mediante programacion el método de validacién cruzada (CV) se puede
aplicar de la forma siguiente. Usamos todos los puntos para calcular la recta de regresién pero para
aproximar los errores, cuando vamos a predecir el valor de y para el individuo 7ésimo, calcularemos
la recta que se obtiene sin ese dato y la usaremos para esa prediccién. Haciendo esto con los n
datos obtenemos n estimaciones del error y haciendo su media estimaremos el funcionamiento en
la practica de nuestras predicciones.

Sin es grande, ese procedimiento no es necesario (ademés tardaria bastante). Si n es muy grande
y los célculos se relentizan (o no se computan bien), podemos usar solo unos pocos datos (al azar)
para obtener la recta de regresion. Por ejemplo, para estimar medias, varianzas y covarianzas es
suficiente con tener n = 1000 datos. El resto se puede usar para simular nuestro procedimiento de
estimacién y comprobar sus errores. En datos que dependan del tiempo se deberan usar los tltimos
n datos para detectar cambios temporales. Las predicciones lineales no se deben usar en valores
muy lejanos de series temporales (porque siempre daran valores o muy grandes o muy pequenos).
Por ejemplo, si queremos precedir la temperatura de manana podemos usar los datos de los ltimos
dias pero si queremos predecir la temperatura que hara el mismo dia del afio préoximo deberemos
usar los datos en registros historicos para ese dia y ese lugar.
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Figura 2.6: Nube de puntos para los 50 primeros datos del fichero iris de R (izquierda) y con la
recta de regresion (derecha) obtenida con los 40 primeros datos (circulos negros).
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Figura 2.7: Errores cuadraticos (izquierda) y residuos para los 50 primeros datos del fichero iris
de R con la recta de regresion obtenida con los 40 primeros datos.
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Figura 2.8: Errores cuadraticos (izquierda) y residuos para los 50 primeros datos del fichero iris
de R con la recta de regresiéon obtenida con los 40 primeros datos.

2.2.3. Algoritmo del gradiente descendiente

El valor éptimo exacto de J obtenido en la seccion anterior puede aproximarse de forma sencilla
mediante el algoritmo del gradiente descendiente. En la regresién lineal simple no es necesario pero
en otros casos veremos que este algoritmo es muy 1til para calcular (aproximar) las soluciones
6ptimas. Lo mostramos aqui porque es més sencillo de ver (al ser J bivariante) y podremos com-
parar las soluciones aproximadas con las exactas. En procedimientos posteriores solo tendremos las
soluciones aproximadas.

Para mostrar el algoritmo consideraremos primero una funcién coste univariante. Por ejemplo,
supongamos que queremos minimizar J(z) = 22 4+ x + 1 en R. El algoritmo es el siguiente:

Algoritmo 1.1: Gradiente descendiente univariante:
Paso 0: Sean 71 e Ry a € RT.
Paso 1: Hacer z;41 := x; — aJ'(z;).
Paso 2: Repetir paso 1 para i =1,...,m.

Note que si la derivada es positiva (negativa), es decir si J es creciente (decreciente) en ese
punto, el algoritmo mueve el punto hacia la izquierda (derecha) para que J disminuya. El salto es
proporcional a « y a la derivada. De esta forma, aunque « sea constante, el salto ird disminuyendo
cuando nos acerquemos a la solucién (que tiene derivada cero).

El valor inicial 21 se puede fijar por el usuario o tomar de forma aleatoria (cuanto més cerca
esté de la solucién, més rapido ird el algoritmo). El paso o salto o > 0 (learning rate) debe tener un
valor intermedio (pequenio). Si es muy pequeno el algoritmo ird muy lento pero si es muy grande el
algoritmo puede divergir. Si hay un tnico minimo local de J, este algoritmo nos conducira a él si
tomamos un « adecuado. Si hay varios el algoritmo puede llevarnos a un minimo local que no sea
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el minimo global.
Veamos como se aplica a esa funcién J (que tiene un tnico minimo local en x = —1/2). Primero

calculamos su derivada
J(z) =2z + 1.

Tomamos 1 =2y o = 1 (paso 1). El paso 2, haria
ro=121—al(r1)=2—-1-5=-3

y el segundo
13 =x9 —aJ (v9) = -3—-1-(=5) =2

con lo que la sucesién es 2, —3,2,—3,... (divergente). El c6digo en R podria ser:

J<-function(x) x"2+x+1

Jp<-function(x) 2*x+1

m<-10

x<-1: (m+1)

x[1]1<-2

alfa<-1

for (i in 1:m) x[i+1]1<- x[i]-alfa*Jp(x[i])
X

En una primera iteracién conviene usar m pequenio (m = 10) para probar el algoritmo. Clara-
mente, en este caso, debemos disminuir a. Con z1 =2, & = 1/3 y m = 10 obtenemos la sucesién:

i 2 3 4 5 6
Z; 0.3333333  -0.2222222 -0.4074074 -0.4691358 -0.4897119
J(x;) | 1.4444444  0.8271605 0.7585734  0.7509526  0.7501058

i 7 8 9 10 11
Zi -0.4965706 -0.4988569 -0.4996190 -0.4998730 -0.4999577
J(x;) | 0.7500118  0.7500013  0.7500001  0.7500000  0.7500000

Vemos que con solo m = 10 iteraciones conseguimos alcanzar una buena aproximacion del valor
minimo que se alcanza en v = —1/2 con J(—1/2) =1/4—-1/2+ 1 = 3/4 = 0.75. La convergencia
se puede ver en la Figura El c6digo para obtener estos graficos es:

plot (J(x),ylim=c(0,7),cex=0.5)
abline(h=0.75,col="blue’)
curve (J(x),-2,2,ylim=c(0,7))
text(x,J(x),’x’,col="red’)

Sin embargo, si tomamos « = 0.1 la convergencia es mucho més lenta y el minimo se alcanza
en la iteracién ¢ = 81 aunque con i = 43 ya se obtiene una buena aproximacién (ver Figura 77).
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Figura 2.9: Convergencia del algoritmo gradiente descendiente para J(z) = 22 + 2 4+ 1 con z1 = 2,
a=1/3ym=10.
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Figura 2.10: Convergencia del algoritmo gradiente descendiente para J(z) = 2+ + 1 con z1 = 2,
a=0.1ym=100.
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Siempre es preferible que el algoritmo converja més lento a que no lo haga (ya que basta con
aumentar m). Pruebe con distintos valores de a y distintas funciones J.

Una vez que tenemos claro el funcionamiento del algoritmo, podemos ver cémo aplicarlo a
nuestro problema de regresién lineal que trata de minimizar la funcién costo J. En la mayoria
de los problemas (datos) esta funcién tendrd un tinico minimo. Ademéds, podemos comprobar el
funcionamiento del algoritmo comparando la solucién aproximada con la exacta. La idea es la
misma pero ahora la funcién J es bivariante con lo que el algoritmo sera el siguiente:

Algoritmo 1.2: Gradiente Descendiente (GD) Bivariante:
Paso 0: Sean (9(()1), 051) ERyacR.
Paso 1: Hacer (simultaneamente):

05 =0y — a0, 01),

oY = gl — aafgl{]wg),eﬁ)).

Paso 2: Repetir paso 1 parai=1,...,m.

En nuestro caso, las derivadas parciales valen

B n . .
a0 (0. 01) = %Z <h0(ﬂf(z)) - y(l))

=1

0 1 <& . . .
-~ i @y _ @)\ (9
gy 0 0) = 2 3 () = 5%) «

y el algoritmo se puede programar como sigue:

# Linear Regression with GD:

x<-c(0,1,1,2,3,4) #training sample

y<-c(1,2,3,3,4,4)

n<-length(x) # Tamaflo muestral
h<-function(thetaOl,thetal,z) thetaO+thetalx*z
J<-function(thetal,thetal) sum((h(thetal,thetal,x)-y)"2)/(2*n)
JO<-function(thetaO,thetal) sum((h(thetal,thetal,x)-y))/n
Ji<-function(thetal,thetal) sum((h(thetal,thetal,x)-y)*x)/n
m<-10 # Nimero de interaciones

thetaO<-1: (m+1)

thetal<-1:(m+1)

Js<-1: (m+1)

thetaO[1]<-2 # valores iniciales

thetal[1]<-2
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Js[1]<-J(thetaO[1] ,thetal[1])

alfa<-0.1 # learning rate

for (i in 1:m) {
thetaO[i+1]<-thetalO[i]-alfa*xJO(thetalO[i],thetal[i])
thetal[i+1]<-thetal[i]-alfa*xJ1(thetalO[i],thetal[i])
Js[i+1]<-J(thetaO[i+1] ,thetal[i+1])

print (Js[i+1])

}

a<-data.frame(thetaO,thetal,Js)

View(a)

plot(Js,ylim=c(0,7),cex=0.5)

Im(y~x)

min<-J(1.5077,0.7231)

abline(h=min,col=’blue’)

Js [m+1]

min

El resultado puede verse en la Figura El valor minimo en la secuencia es J(1.514462,0.7207397) =
0.09744391 mientras que el minimo con la solucién exacta es J(1.5077,0.7231) = 0.0974359. Au-
mentando m podemos obtener un mejor resultado aunque este ya es bastante bueno. Note que el
hecho de que los valores J permanezcan casi constantes nos indica que estamos cerca del minimo
(este podria ser otro criterio para parar el algoritmo). Lo mismo ocurre con la secuencia de puntos.

Con m = 100 se obtiene J(1.508093,0.7229259) = 0.09743593. La secuencia de rectas de regresion
puede verse en la Figura[2.12] izquierda. También podemos ver la secuencia de puntos en la grafica
de curvas de nivel de J (Figura derecha). El c6digo para obtener este grafico es:

z<-matrix(NA,1000,1000)

x1<-seq(0,2,length=1000)

x2<-seq(0,2,1length=1000)

for (i in 1:1000)

for (j in 1:1000) z[i,jl<-J(x1[i],x2[j])

contour (x1,x2,z,x1lab="thetal’ ,ylab="thetal’)
points(thetaO[1:m],thetal[1l:m],col="red’,cex=0.5)

Obviamente, si punto inicial esta cerca del éptimo la convergencia es mas rapida. Si no tenemos
una idea de donde estd el minimo una buena opcién inicial es g = § y 61 = 0 (es decir una recta
horizontal que pasa por (z,y). El algoritmo GD funciona mejor si z e y tienen escalas similares.
En este caso el punto inicial puede ser 63 = 61 = 0. Para conseguir esto podemos dividir por las
respectivas desviaciones estandar o (mejor) estandarizar ambas variables considerando
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(o las que se obtienen con las respectivas cuasidesviaciones estdndar). La solucién dptima nos
permitird predecir y* a partir de * mediante

Yyt =05+ 07z".
Si queremos predecir y a partir de x deberemos usar:

r—x

Sx Sx Sx

S S
y=s =7 =, (04070 ) — =55 - oo+ Lo,

es decir, y = 0y + 612 con
s

0o = s,00 —y — —L0iz
S
Y s
6, = Lo},
S

Las correlaciones coinciden. Las variables (muestras) estandarizadas se pueden obtener en R con
el comando scale(x) pero tenga en cuenta que R usa las cuasidesviaciones estandar. Si queremos
usar las desviaciones estdndar debemos hacer:

n<-length(x) sx<-(sum((x-mean(x))~2)/n)"0.5
xa<-(x-mean(x))/sx

Otra opcién es definir una nueva funcién como
escala<-function(x) (x-mean(x))/(sum((x-mean(x))"2)/length(x))"0.5

escala(x)
escala(y)

2.3. Regresion lineal miiltiple

2.3.1. Modelo tedrico

En el caso general queremos predecir Y (o Xj11) a partir de k variables X,..., X} (sobre el
mismo espacio de probabilidad). En el modelo lineal queremos construir una funcién

hg(xl,...,l‘k) =0¢g+ 011+ -+ Oz

de forma que hy(X1, ..., Xi) esté lo mas cerca posible de Y. Para medir el error usaremos de nuevo
el error cuadrético medio
MSE(0) = E((ho(X1,. .., Xi) = Y)?).
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Filter

~ 4 “ thetal thetal Js
© - 1 2.000000 2.0000000 5.58333333
o 2 1.716667 1.2500000 1.03840278
3 1.599167 0.9394444 0.25884366
3 N 4 1.550352 0.8108843 0.12513099
7 5 1.529988 0.7576962 0.10219563
N 6 1.521411 0.7357221 0.09826113
-7 7 1.517721 0.7266736 0.09758573
S 8 1.516059 0.7229767 0.09746939
| ‘ ‘ | | 9 1.515241 0.7214946 0.09744896

=
(=]

1.514776  0.7209282 0.09744501
Index

=
[

1.514462 0.7207397 0.09744391

Figura 2.11: Convergencia del algoritmo gradiente descendiente para regresién lineal con valores
iniciales 0y = 01 = 2, a = 0.1 y m = 10 iteraciones.

Si consideramos una nueva variable constante (degenerada) Xy = 1, podemos escribir ese error
como

MSE(9) = E((0'X —Y)?)

donde X = (X1,...,X};) (A’ es la traspuesta de A) y 8 = (6y,01,...,0;) € RFFL. Como en el
caso k = 1 se puede comprobar que esta funcién es convexa por lo que tendrd un tinico minimo
0" € RFtL. Para detectarlo hacemos las derivadas parciales iguales a cero

0 /
a—ejMSE(e) —EQE'X -Y)X;)=0

obteniendo
H'E(XXj) = E(Y X))

para j =0,...,k, es decir,
OVE(XX')=E(YX')

E(XX")0 = E(XY)
con lo que la solucion es

0= (E(XX")'E(XY) (2.3)

siempre que exista la inversa de la matriz simétrica A = E(XX') = (E(X;X;))i; y donde (por
convenio) E(XY) = (E(XoY),..., E(XxY)).
Para medir el ajuste podemos usar el coeficiente de correlaciéon multiple definido como sigue.
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Figura 2.12: Convergencia de las rectas de regresién del algoritmo gradiente descendiente con valores
iniciales 8y = 61 = 2, @ = 0.1 (recta verde) y m = 10 iteraciones. La recta roja representa la solucién
exacta.

Definicién 2.1. Si Z = (Xy,..., Xk, Y)' es un vector aleatorio se llama coeficiente de correla-
cion maltiple al cuadrado de Y respecto de X = (X1,...,X) a

/ -1
v] 5V, V1.2
2 ) 127X s
Corr“(X,Y) = Pr1(1, k) = o
Y

donde ,
Cov(Z) = ( Vx U12’2 ) ;

/1)]_,2 UY

Vx =Cov(X), 0% =Var(Y) y
V12 = (OLk+15 - Ok ket1) = (Cov(X1,Y), ..., Cov(Xp, Y)).

Noétese que si k = 2, entonces pg(l) = 01,2017&01,2/02’2 = ,032. La interpretacién de este coefi-
ciente se obtiene del resultado siguiente.

Proposicién 2.1. El coeficiente de correlacion mailtiple es el mdximo de las correlaciones lineales
al cuadrado de Y con combinaciones lineales de X = (X, ..., X)', es decir

méx Corr? (Y, d'X) = P%(Q,...,k)

(67

y ese mdximo se obtiene con o = )\V);lvl,g para A # 0.
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Demostracion. De la definicion se tiene
(Cov(Y,a'X))?

ol Var(a'X)
(Cov(Y, X)a)?
o2 Cov(a/ X,/ X)

. (O/ULQ)Q
N a%o/VXa
_ (O/V;(NV)ZI/QULQP

U%/O/an

Corr*(Y,d/ X) =

y, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz (CS) (que dice que (2'y)? < (z'7)(y'y)) para 2’ =

/ 1/2 _ —1 .
o'Vi'" ey = V5 v, se tiene

/ / -1 / -1

C’orr2(Y o/X) - o VXowLQVX vi2 ULQVX U1,2
) — 2 - 2
oy Vya oy

)

es decir, p%k H1(1,. ) ©8 UNa cota superior. Ademas, la igualdad en CS se obtiene si y solo si los
vectores x e y tienen la misma direccién

1/2 —-1/2
T = VX/ a=\y=AVy / U1 2,
es decir, si a = )\V)glvm para A # 0. O
Como consecuencia obtenemos el resultado siguiente para variables aleatorias independientes.

Proposicién 2.2. Si las variables de X = (X1, ..., Xy)" son independientes (o incorreladas) entre
st, entonces

k
Corr?(X,Y) = Z Corr*(X;,Y).

Demostracion. La demostracién es inmediata ya que si 0;; = 0 para ¢ # j, i,j € {1,...,n}, Vx es
diagonal, y se tiene

o2 k
U1 2V V1,2 k+1
Corr*(X,Y) = Z Ok Zp?7k+1.
=1 YU]7] —1

O

Observacion 2.1. Otra forma de obtener la solucion optima 0 en (2.3) es aplicar una regresion
lineal simple a Y y o/ X = vLQV)ElX (una solucion de la Proposicion . Reciprocamente, el
coeficiente de correlacion maltiple también se puede obtener como

Corr}(X,Y) = Corr?(0'X,Y).
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Note que si sustituimos X; e Y por X; — p; e Y — py en (2.3), podemos eliminar Xy (como la
solucion pasa por el vector de medias, en este caso 6y =0), la correlacion no varia y tenemos

0= (E((X — px)(X = px)") T E(X = px)(Y = py)) = Vx'ora,
es decir, ambas soluciones coinciden. Asi, podemos predecir Y usando
Y — py = Cov(Y, X)Vi (X — ux)

es decir,
hy(x) = py + Cov(Y, X))V (2 — px)

donde Cov(Y,X) = (Cov(Y, X1),...,Cou(Y, Xk)). Obviamente, si k = 1 obtenemos la expresion
para el caso k =1 dada en (2.1).

Observacién 2.2 (Residuos y seleccién de variables). En algunos casos podemos querer de-
tectar las variables del conjunto X1, ..., Xy que mejor predicen Y. Podemos proceder de diversas
formas.

Una opcidn es seleccionar en primer lugar la variable Z1 = Xj, que mazximice la correlacion al
cuadrado con'Y, es decir, solucionamos

j1: méx Corr?(X;,Y).
j=1,....k
A continuacion calculariamos la recta de regresion hy basada en Zy y el residuo Ry = h1(Z1) =Y.
En sequndo lugar, seleccionamos la variable Zo = X, con jo # j1 que mds informacion tenga sobre
ese residuo, es decir:
jo:  mix  Corr*(X;, Ry).
=1, k3#51

Calculariamos el sequndo residuo Ry = ha(Z2) — Ry y continuariamos asi hasta obtener el nimero
de variables deseado o hasta que la correlacion miltiple sea tan grande como se desee.

Una segunda opcidn es fijar de antemano el numero de variables deseadas p < k y calcular las
correlaciones multiples de todos los subconjuntos con p variables seleccionando al que tenga una
mayor correlacion multiple.

Una solucion mds sencilla seria considerar desde el inicio variables estandarizadas, calcular
6 para estas variables, y seleccionar primero a las que tengan un mayor coeficiente 9; en valor
absoluto (son las que mds influyen en el valor de Y ya que todas las variables tienen magnitudes
similares). Veremos algunos ejemplos en la seccion siguiente.

2.3.2. Inferencia y prediccién

Como en el caso univariante, los valores tedricos deben ser estimados en la practica. Una primera
opcién es estimar las medias, varianzas y cuasivarianzas y usarlas para estimar sus respectivos
valores tedricos en las expresiones obtenidas en la seccién anterior (asumiendo que tenemos una
muestra aleatoria simple).
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Otra opcion es considerar el problema empirico. Partiremos de una muestra (:pgz), e ,3:,(;), y(i))7
i =1,...,n (training sample) donde conocemos los valores de y para esos valores de z (son n puntos
de RF*1). Los datos se colocardn como k + 1 columnas (variables) y n filas (objetos o individuos).
Cada variable (sus datos) también se puede ver como un punto de R™.
Como en el caso tedrico, para simplificar la notacién es conveniente anadir una variable (colum-
na) xo con n unos. De esta forma la funcién de prediccién lineal serd

hg(x) =0z = Oy + 0121 +...0Lxp,

donde 6 = (y,...,0k) vy * = (x0,...,2)". La matriz de datos para = se representard como
M = (m;;) = (acy)) parai=1,...,n (fila) y j =0,...,k (columna).
El objetivo serd minimizar la funcién coste (proporcional al error cuadrético medio)

n n

1 . . 1 ‘ ‘
f) = — holz®) — ()2 — — 9/ (D — 4,(0)2
I0) = 57 3 0a(a) =y = 53 0~y
donde z( = (x(()i),...,x,(f)) e y(i) representan las medidas del individuo ¢-ésimo. Esta funcién

también se puede escribir en forma matricial como

n

1 . . - ~ 1
J(O) = 5= > (02— y ) (@0 —yV) = (M0 — y)' (M0 — y)
n 2n
siendo y = (y(l), ... ,y(”)). En muchos programas, esta expresion es mas facil (rdpida) de computar.

Alternativamente, tenemos

_1
o

1
J(0) OM —y (MO —y) = Q—(H’M’MH —20'M'y + y'y).
n
De nuevo tenemos una funcién J convexa y para detectar su valor minimo haremos las derivadas
parciales y trataremos de resolver

n

0 1

aToj‘](Q) = S (@' —y @) =0
i=1
para 3 =0,1,...,k lo que es equivalente a
1 / ! /
5(9 M —y )M =0

MM —My=0

(ecuaciones normales), siendo 0 un vector de ceros (con la dimensién adecuada). Por lo tanto la
solucion es
6= (MM My (2.4)
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siempre que exista la inversa de M'M. Esta inversa puede no existir por que haya pocos datos
(n < k) o porque algunas variables sean dependientes (por ejemplo si Xo = AX7). En esos caso la
solucion no es unica. Para evitarlos debemos tomar mas datos en el primer caso y eliminar variables
redundantes.

Como la matriz de datos M es una matriz n x k, M’'M es una matriz k x k. Si el niimero de
variables k es muy grande (mayor que 10000), podemos tener problemas al calcular su inversa (el
tiempo de célculo es O(k3)).

En esos casos usaremos el algoritmo gradiente descendiente para J visto en la seccién anterior.
El algoritmo seria el siguiente:

Algoritmo 1.3: Gradiente Descendiente (GD) Multivariante:
Paso 0: Sea 00 ¢ RFt1 y o € RT.
Paso 1: Hacer: 5
(+1) . _ @) _ Y g9
0; =0, aaejJ(H ),
para j = 0,...,k (simultdneamente).
Paso 2: Repetir paso 1 para i = 1,...,m (o hasta que la diferencia de J en cada paso sea menor
que € = 0.001).

En este caso, las derivadas parciales valen

55,70 = 5 3 (hoe®) =) )

con lo que la iteracion es

=1
para j = 0,1,...,k (simultdneamente). Recordemos que $(()i) = 1 y que es importante que las va-
riables X7, ..., X} tengan escalas similares (si no, deberemos estandarizarlas). Veamos un ejemplo.

2.3.3. Ejemplo

Supongamos que queremos predecir la variable Y a partir de las variables X; y Xs. Para ello
disponemos de la muestra siguiente:

1| Xo X1 Xo|Y
1] 1 0 2 |1
211 1 2 12
31 1 1 4 13
411 2 4 13
51 1 3 2 | 4
6| 1 4 3 | 4
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donde ya hemos incorporado la variable artificial Xy que siempre vale 1. Note que tenemos n = 6
individuos y k£ = 2 variables para predecir Y mediante

ho(z) = 0'x = O + 0121 + Oo25.

Con la notacién anterior tendrfamos () = (1,1,2)", y = (1,2,3,3,4,4)’ con mgg) =2ey® =2
Para introducir los datos en R haremos:

x0<-c(1,1,1,1,1,1) #training sample
x1<-¢(0,1,1,2,3,4)
x2<-c(2,2,4,4,2,3)
y<-c(1,2,3,3,4,4)

n<-length(x1) # Tamafio muestral
d<-data.frame(x0,x1,x2,y)

#Marco (tabla) de datos

View(d)

Para crear la matriz de datos de X podemos hacer:

k<-2
M<-matrix(1l,n,k+1)
M[,2]<-x1
M[,3]<-x2

Tecleando M podemos ver que efectivamente es una matriz 6 x 3. Los datos también se pueden
introducir directamente en M.
Para calcular la solucién éptima usando ([2.4)) haremos:

#Solucidén 6ptima

A<-t (M) % *x% M
B<-solve(A)

A%*%B
theta<-BY%*x %t (M) %*7% y
theta

obteniendo 6 = (0.8129032, 0.7032258, 0.2580645)". De esta forma, la funcién éptima para predecir
Y seria

hy(x1,72) = 0.8129032 + 0.7032258z7 + 0.2580645x>.

En R se puede definir con

h<-function(z,x) sum(z*x)
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donde x serda un vector de longitud 3. Por ejemplo, si queremos predecir Y para X; = X9 = 1,
haremos

x<-c(1,1,1)
h(theta,x)

obteniendo Y = 1.774194.
Para comprobar como funcionan estas predicciones en la muestra haremos:

ya<-1:n
error<-1:n
for (i in 1:n) {

yalil<-h(M[1,1)

error[i]<- yal[il-y[i]
t
d<-data.frame(x0,x1,x2,y,ya,error)
View(d)

obteniendo la tabla siguiente:

1| Xo X1 Xo|Y Y ErrorY — Y
111 0 2 1 | 1.329032 0.32903226
211 1 2 | 2 | 2.032258 0.03225806
3] 1 1 4 | 3 | 2.548387 | —0.45161290
41 1 2 4 | 3 | 3.251613 0.25161290
5| 1 3 2 | 4 ] 3.438710 | —0.56129032
6| 1 4 3 | 4 | 4.400000 0.40000000

Las relaciones entre Y e Y y los errores pueden verse en las gréficas de la Figura En la
primera se incluye su recta de regresién (y = x, rojo) y la estimacién para X1 =1y Xy =1 (azul).
En el segundo podemos estudiar si estos errores son pequenios y aleatorios, determinando los indivi-
duos donde la aproximacion funciona peor y se podrian usar para detectar posibles valores atipicos
(outliers). En este caso, el error mayor se obtiene en el individuo 5 pero son valores similares. El
codigo para obtenerlas es:

#Graficas

plot(ya,y,xlab="h(x)’,ylim=c(0,5) ,x1lim=c(0,5))
abline(0,1,col="red’)

s<-seq(0,1.5,0.1)
text(1.774194,s,’|’,col="blue’)
s<-seq(-0.1,1.7,0.1)

text(s,1.774194,°-’ ,col="blue’)
text(yal[5]+0.3,y[5]+0.1,°5° ,cex=0.9,col="blue’)
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Figura 2.13: Relaciones entre las estimaciones Y = hg(X) y los valores exactos de Y (izquierda) y
errores hg(X) — Y (derecha).

plot(error)
abline(0,0,col="red’)

El error cuadrético medio (MSE) se calcula con mean(error~2), obteniendo: MSE=0.1419355.
Este error serd menor del que obtendremos cuando apliquemos este procedimiento a otros datos (ya
que se basa en minimizar este error precisamente en esos datos). Para obtener una mejor estimacién
(no sesgada) podemos usar técnicas de validacién cruzada eliminando el individuo en el que se quiere
obtener una estimacién del calculo de los coeficientes (muestras pequenas) o guardando una parte
de la muestra para chequear su funcionamiento (muestras grandes). Debe coincidir con el doble de
la funcién J en 6 que se puede calcular como:

J<-function(z) sum((M%*%z-y)~2)/(2*n)
J(theta)
2% J(theta)

Para obtener la superficie de regresién (plano en este caso) de forma automatica en R haremos

data<-data.frame(y,x1,x2)
Im(data)

Note que se obtiene la misma solucién que antes y que R toma de forma automaética la primera
variable como variable respuesta (por eso creamos ese nuevo marco de datos con 7' en la primera
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columna). Alternativamente podemos teclear: 1m(y~x1+x2). Para predecir nuevos valores de Y
para, por ejemplo X1 =1 y Xo = 2, haremos:

nuevos<-data.frame(x1=1,x2=2)
reg<-lm(data)
predict(reg,nuevos)

obteniendo

Y = 0.8129 + 1 % 0.7032 + 2 % 0.2581 = 2.032258.

Se procedera de forma similar para obtener predicciones sobre un conjunto (marco) de datos.
Si queremos dar las predicciones sobre los valores de la muestra de entrenamiento basta teclear
predict(reg). Estas estimaciones no son necesarias (ya que tenemos los valores de Y') y serdn més
precisas que las que obtendremos con valores nuevos (ya que h se ha calculado minimizando esos
errores). Si que se pueden usar para analizar cémo seran esos datos (si estan por encima o debajo
de lo esperado) y calcular los errores (residuos) utilizados en la grafica de la Figura

Para medir el ajuste podemos usar el coeficiente de correlacién multiple que, por la Proposicién
coincidiré con la correlacién entre Y e Y. Con corr (y,ya) "2 obtenemos

Papro = 0.8753737

es decir, h(x) explica un 87.53% de la variabilidad de Y. Obviamente, esta correlacién siempre

serd mayor que si solo usamos X; o Xs. En estos casos obtendriamos 0.8288931 y 0.1017662,

respectivamente. Claramente, si tenemos que quedarnos solo con una variable, la mejor es la primera.
Para obtener las correlaciones y los residuos Y — Y de forma automética podemos hacer:

LM<-1m(data)
summary . 1m (LM)

obteniendo Multiple R-squared: 0.8754, lo que coincide con el valor obtenido anteriormente (hay
otro valor denominado ajustado que incluye una penalizacién por usar més variables).

La matrices de cuasi-covarianzas y correlaciones muestrales entre las variables originales se pue-
den calcular con:

cov(data.frame(x1l,x2,y))
cor(data.frame(x1,x2,y))

obteniendo:

|4 X3 Xy Y

X | 2.1666667 0.1666667 1.5666667
X9 | 0.1666667 0.9666667 0.3666667
Y | 1.5666667 0.3666667 1.3666667
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R Xi Xo Y

X1 | 1.0000000 0.1151634 0.9104356
Xy | 0.1151634 1.0000000 0.3190081
Y 10.9104356 0.3190081 1.0000000

Recordemos que el coeficiente de correlacion también se podia obtener como

! -1
vV v
2 2 2 12V x M12
p” = Corr(X,Y) = Pry1(l,. k) = — 3
9y
Sustituyendo esos valores por sus estimaciones en estos datos obtenemos:

i,V 'o
— 120X 12 0.8753737.
%

7,2

El c6digo en R para este cdlculo es el siguiente (note que da igual si utilizamos varianzas-covarianzas
o cuasivarianzas-covarianzas):

V<-cov(data.frame(x1,x2,y))
VX<-cov(data.frame(x1,x2))
VXI<-solve(VX)
v12<-matrix(NA,1,2)
v12[1,1<-V[3,1:2]

v12 %% SVXI %% %t (v12) /var (y)

El plano de regresién también se puede calcular de este moda usando esa correlacion maxima
se obtiene con /X siendo o = AVy 1111,2 con A # 0. Tomando A = 1 y sustituyendo los valores
tedricos por sus estimaciones con

v12 %% KVXI %% %t (v12)

obtenemos & = (0.7032258,0.2580645) que son pAroporcionales (iguales en este ejemplo) a 0 =
(0.7032258, 0.2580645). El término independiente #; = 0.8129 se puede obtener usando regresién
lineal univariante con

a<-VXI%* %t (v12)
Z<-a[1]*x1+a[2] *x2
1lm(data.frame(y,Z))

Por 1ltimo mostramos cémo se puede programar en R el algoritmo GD (con los datos anteriores).
# Multivariate Linear Regression with GD:

k<-2
M<-matrix(1l,n,k+1)
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M[,2]<-x1

M[,3]<-x2

n<-length(x1)

h<-function(theta,x) sum(theta*x)

J<-function(theta,M) 0.5%sum((M%*%theta- y)~2)/n

m<-10 # Nuimero de interaciomnes

alfa<-0.1 # learning rate

Z<-matrix(NA,m,k+1)

s<-matrix(NA,n,k+1)

Z[1,]1<-c(1,1,1) #valores iniciales

c<-k+1

for (j in 1:m) {
for (i in 1:n) {s[i,]<-((Z[j,],M[1,]1)-y[i])*M[i,]}
for (i in 1:c) {Z[j+1,i1<-Z[j,il-alfax(1/n)*sum(s[,i])}

Se puede programar de forma mads sencilla (y més eficiente en cuanto a tiempo de ejecucién) en
forma matricial con

z<-c(1,1,1)

alpha<-0.1

m<-9

J2<-1: (m+1)

hv<-1:n

Z2<-matrix(NA,m+1,k+1)

J2[1]1<-J3(=z,M)

Z2[1,1<-z

for (i in 1:m) {
hv<-M%* %z
z<-z-(alpha/n)*t (M) %* % (hv-y)
J2[i+1]<-J(z,M)
Z2[i+1,]1<-z

}

View(data.frame(Z2,J2))

Se puede simplificar mds no guardando los valores de z y J(z). Después de m = 10 iteraciones
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con o = 0.1 y valor inicial # = (1,1, 1) se obtienen los valores siguientes:

to

01

02

J(0)

—t
o © 00NN Uk wN B

1.0000000
0.7166667
0.8141667
0.7770972
0.7881402
0.7824670
0.7830161
0.7816132
0.7811212
0.7804946

1.0000000
0.4166667
0.6488889
0.5884398
0.6287448
0.6307229
0.6440466
0.6514127
0.6592228
0.6654369

1.0000000
0.1333333
0.4236111
0.3060000
0.3350212
0.3137822
0.3118567
0.3043705
0.2999661
0.2954262

4.41666667
0.63164352
0.15212943
0.08912125
0.07917442
0.07641776
0.07495118
0.07393387
0.07318649
0.07263175

61

Con m = 50 iteraciones obtenemos § = (0.7852326,0.7047374,0.2661078). Recordemos que la solu-
cién exacta era 6 = (0.8129,0.7032,0.2581), con J(0) = 0.07096774. La convergencia se puede ver
en la Figura Observamos que la convergencia es muy rapida aunque se ralentiza cuando nos
aceramos al 6ptimo. El cédigo para obtener este gréafico es el siguiente:

Jm<-1:m

for (i in 1:m) Jm[il<-J(Z[i,],M)

min<-J(c(0.8129, 0.7032,0.2581) ,M)
plot(Jm[1:10],col="blue’,xlab="m’,ylab="Jm’)

abline (h=min)
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Figura 2.14: Convergencia del algoritmo gradiente descendiente para regresiéon lineal multivariante
con valores iniciales 6y = 01 = 0 =1, a = 0.1 y m = 10 iteraciones.

2.4. Extensiones del modelo de regresiéon miultiple

2.4.1. Planteamiento

El modelo estudiado en la seccién anterior se puede usar para anadir variables a nuestro modelo
inicial (univariante o multivariante). El modelo ma&s tipico es el modelo polinémico que transforma
el modelos univariante (X,Y") considerando

he(x) = 6o + 01z + - - - + G429

donde el entero g representa el grado del polinomio que consideremos més adecuado (posteriormente
veremos como se puede determinar el mejor g). Para hacer esto basta considerar el modelo de
regresién lineal multivariante con X; = X, Xy = X2, ..., Xy = X9. Por ejemplo, con los datos
de la Figura podemos considerar g = 2 para intentar mejorar el modelo lineal ajustado
anteriormente.

Usaremos este modelo para mostrar el procedimiento pero se puede trabajar con otros modelos
(que consideremos adecuados) de forma similar. Por ejemplo, si tenemos un modelo para predecir
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Figura 2.15: Nube de puntos con posible dependencia cuadritica (izquierda) y tabla de datos
(derecha) para la muestra en (2.2)).

Y a partir de X, Xo, y X3, y no funciona muy bien podemos considerar
he(x) = g + 0121 + Oow + O323 + Os2122 + O52123 + OsxoT3.

Las graficas bidimensionales (nubes de puntos) nos pueden dar una idea de las relaciones que
pueden mejorar nuestras estimaciones. De esta forma podemos considerar también /z, In z, exp(x),
etc. o cambiar y por expresiones similares basadas en y.

Volviendo a la regresién polinémica, es evidente que aumentando el grado, disminuiré el valor
de J. Si los datos no estan alineados (es decir no hay més de un dadto para cada z) y llegamos
hasta ¢ = n podemos conseguir un ajuste prefecto (interpolacién polinémica). Sin embargo, este
ajuste perfecto para los datos de la muestra de entrenamiento, no tiene por qué funcionar mejor
cuando lo usemos en otros datos. De hecho, casi siempre funciona peor. Este problema se conoce
como sobreajuste (overfitting), ver Figura derecha, curva roja. Note que no podemos tener
un ajuste perfecto porque para z01 tenemos dos datos distintos.

También se nos puede dar el caso contrario, denominado infraajuste (underfitting). Por ejem-
plo, con g = 0 obtenemos la linea azul en ese grafico que claramente dard malos resultados para
predecir Y.

Si tenemos una muestra de entrenamiento grande, para evitar estos problemas y elegir el niimero
6ptimo de variables (y cuéles son las més adecuadas) podemos aplicar el procedimiento siguiente.
Separaremos nuestra muestra (de forma aleatoria) en dos grupos. El primer grupo se usard para
estimar los coeficientes éptimos para cada g. El segundo grupo se utilizara para calcular los errores
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cuadraticos medios para cada g. Obviamente, escogeremos el grado (o grupo de variables) con
menor error. De nuevo ese error nos dara una estimacion menor del error real que se obtendra con
ese g 6ptimo. Para hacernos una idea del error real deberemos guardar un tercer grupo de datos
para calcular el error en ellos.

El niimero de datos en cada grupo dependen de muchos factores: tamafio muestral n, nimero
de variables consideradas k, tiempo de programacion, etc. Por ejemplo, si tenemos n = 100 datos,
podriamos dedicar 60 al célculo de h, 20 para determinar el g 6ptimo y los otros 20 para estimar
el error real en las predicciones futuras. Si nuestra muestra tienen pocos datos, para aplicar este
procedimiento deberemos aplicarlo a cada dato elimindndolo del procedimiento para estimar h.
Veamos un ejemplo.

2.4.2. Regresién polinémica

Consideramos los datos de la Figura Se introducen en R con:

# Training sample
x<-c(0,1,1,2,3,4)
y<-c(1,2,3,3,4,4)
n<-length(x) #tamafio muestral

Lo primero que debemos hacer es dibujar la nube de puntos con plot(y,x) para estudiar sus
relaciones. Claramente se observa que un modelo lineal o cuadratico nos puede dar un resultado
bueno.

Aplicamos regresion polinémica con g = 0,1,2, 3,4 obteniendo las funciones siguientes:

ho(z) = 2.833333,

hi(x) = 1.5077 + 0.7231x,
ho(x) = 1.0750 + 1.4875x — 0.1875x2,
h(x) = 1.04839 + 1.62097z — 0.28226x* + 0.016132,
hy(x) = 1.000 + 3.250z — 2.6252% 4+ 1.000z> — 0.125z%.

Por ejemplo, los coeficientes para g = 2 se pueden obtener con

d<-data.frame(y,x,x"2)
1m(d)

La graficas de hs, ho y hy pueden verse en la Figura (izquierda, derecha azul, derecha roja).
Obviamente, los errores cuadraticos medios en estas funciones son decrecientes en g obteniéndose:

1.13888889, 0.19487180, 0.10833333, 0.10752688, 0.08333333,
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respectivamente. Para tener una mejor aproximacion del error real, al calcular el error para el dato
1, lo eliminaremos del cédlculo de coeficientes. De esta forma, para el primer dato obtenemos los
errores siguientes:

4.84,0.94204152,0.21301775,9,9

y los MSE siguientes (con los 6 datos):
1.64,0.54059, 0.2588195, 3.406709, 3.46875

para g = 0,1,2, 3,4, respectivamente. La grafica con estos errores puede verse en la Figura [2.16
Claramente, el mejor resultado se obtiene con g = 2, aunque el resultado para g = 1 es similar.
Por lo tanto, es mejor utilizar ho para predecir futuros valores de Y. Su gréafica puede verse en la
Figura izquierda.

MSE
2
|

Figura 2.16: MSE para una regresion polinémica con de grado g.

2.5. Regresion cuantilica

2.5.1. Modelo tedrico

Mostraremos nuestro modelo en el caso bivariante aunque se puede extender facilmente al caso
multivariante. Asi, supondremo que tenmos dos v.a. X e Y y que se quiere predecir Y cuando se
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conoce el valor de X. Para ello usaremos la mediana de la distribucién condicionada de (Y| X = z).
Los cuantiles de esa distribucién nos daran intervalos (bandas) de confianza para esas predicciones.
Supondremos que (X,Y’) tiene una distribucién absolutamente continua

F(z,y) =Pr(X <z,Y <y).
Su funcién de densidad se obtendra como
f($7y) = al,QF(xa y)

y la de X como
fi@) = [ vy

Entonces la densidad condicionada de (Y|X = x) se obtiene como

fanlyle) = L2

para x tales que f(x) > 0. Finalmente, la funcién de distribucién condicionada se obtiene como

[ e — Y 012F (x,2) Z:alF(x’y)— m 0l (z,2)
F2|1(y|x)—/oof2|1( |z)d /oo o) d e i e

En muchos modelos este limite es cero y, en ese caso, la distribucién condicionada vale:

81F($7y)
filz)

Para estimar Y usaremos la mediana de esta distribucién que se puede obtener resolviendo

F2|1(Z/|9U) =

Fy1(ylr) = 0.5

para cada z dado. Si esa funcién es estrictamente creciente y FQ_‘ 11 es su funcién inversa en (0, 1),
la curva de regresién cuantilica o mediana sera:

m(z) = F2_|11(05\x) (2.5)

Se puede demostrar que esta curva es la que minimiza el error absoluto medio (MAE en inglés)
MAE = E(Im(z) = Y)).

De forma andloga, las curva cuantilicas se pueden usar para dar intervalos de confianza para
estas predicciones. Se definen como en ([2.5) como

my(x) = Fy ! (alo) (2.6)
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para 0 < ¢ < 1. Por ejemplo, podemos obtener un intervalo (banda) centrado con un 50 % de
confianza como

Isg = [mo.25(x), mo.75(x)]

y uno con un 90 % de confianza como

Igo = [mo.05(x), mo.95(2)].

Note que Pr(Y € I5) = 0.5y Pr(Y € Iyo) = 0.9.
Si (X,Y) tiene una distribucién normal, como comentamos anteriormente, la distribucién con-
dicionada también es normal (Y|X = z) ~ Ny(ji,5%), con

g
p=EY|X =)= py + 2z — pux)

)

2
012

o1,1

72 =Var(Y|X =) = 099 —
Como ademas en el modelo normal la media y la mediana coinciden se tendra

m(x) = B(Y]X =) = py + (2 - pux),
es decir, la recta de regresién, la curva de regresién y la curva de regresion mediana coinciden y
podemos usar para dar bandas de confianza para esas predicciones.

La funcién condicionada inversa también sirve para obtener (simular) muestras de (X,Y’) con
el método de la transformada inversa.Se basa en la siguiente propiedad: Si U es un v.a. uniforme
en (0,1) y F es una funcién de distribucién, entonces F'~1(U) tienen distribuciéon F. Este método
es el que usa R para generar datos de una distribuciéon dada. El algoritmo para obtener muestras
bivariantes seria el siguiente:

Método de la tranformada inversa bivariante
Paso 1: Generar U uniforme en (0, 1).

Paso 2: Calcular X = F; *(U).

Paso 3: Generar V uniforme en (0,1).

Paso 4: Calcular Y = F2_|11(V]X)

Paso 5: Repetir pasos 1-4 n veces.

Veamos un ejemplo.

Ejemplo 2.2. Supongamos que el peso de los hombres en un pais Y (en Kg.) y su altura X (en
cm.) siguen una distribucion normal bivariante (X,Y) ~ No(u, V) de media pn = (178,77) y matriz

de covarianzas
64 32
V= ( 32 25 ) ’

32
m(z) = py + Q(m —px) =77+ —(x—178)
01,1 64

)

FEntonces
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2 2

~2 01,2 32
=099 — 2 =25—""_ =9

7 722 01,1 64

El codigo en R para generar 100 datos de este modelo es el siguiente:

#Método de la transformada inversa

s<-3

m<-function(z) 77+32%(x-178)/64

FI<-function(q,z) gnorm(q,m(z),s)

n<-100

z<-1:n

y<-1:n

set.seed(201)

for (i in 1:n) {
z[i1]<-rnorm(1,178,8)
y[i]<-FI(runif(1),z[i])

}

mean (z) #178.3829

mean (y) #77.21136

plot(z,y,zlab="X",ylab="Y", pch=20)

J. Navarro

Para obtener otras muestras basta cambiar (o borrar) la orden set.seed(201). Los puntos
pueden verse en la Fz'gumjunto con las densidades condicionadas para x = 174,178,182 (rojo,

negro azul).
Para anadir la grifica de m en la nube de puntos hacemos:

curve(m(z),add=T,col="red’)

y para anadir los limites de la region de confianza hacemos:
curve(FI(0.25,z),add=T,col="blue’)
curve(FI(0.75,x),add=T,col="blue’)

curve (FI(0.05,z),add=T,col="blue’, Lty=2)
curve (FI(0.95,z),add=T,col="blue’, Lty=2)

La grdfica puede verse en la Figura[2.17, derecha. Podemos calcular cuantos puntos de nuestra

muestras simulada caen en esas regiones con

sum( (y>FI(0.25,z))*(y<FI(0.75,z)))
sum( (y>FI(0.05,z))*(y<FI(0.95,z)))
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obteniéndose 54 puntos en Isy y 93 en Igg (mds o menos como esperdbamos). Con otras muestras
se obtendran otros valores (similares).

Estas bandas sirven para predecir el peso de una persona a partir de su altura. Por ejem-
plo, para el primer individuo que tiene una altura de z[1] = 180.2885 cm. predecimos un peso de
m(180.2885) = 78.14424 Kg. con unos mdrgenes de [73.20968, 83.0788] para el 90 % de la poblacion.
El peso real de esa persona (simulada) es y[1] = 77.1106, valor muy cercano a nuestra prediccion
y dentro de esos limites. En temas posteriores veremos como se pueden obtener otras regiones de
confianza para (X.Y) usando las curvas de nivel de la funcion de densidad f.

o
o | 8
_ 8 8
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Figura 2.17: Densidades condiciondas (izquierda) y regresién cuantilica (derecha) para la normal

del Ejemplo

Sin embargo, en la mayoria de los casos, la curva de regresion, la recta de regresion y la curva
de regresién mediana no coinciden. Vemos un ejemplo.

Ejemplo 2.3. Supongamos que (X,Y') tienen funcion de distribucion conjunta

xy
Clz,y) = Tty —1y

para z,y € (0,1) (copula de Clayton). Sus distribuciones marginales son
Fi(z) = F(z) =C(z,1) =C(lL,z) ==

para x € (0,1), es decir son uniformes en el intervalo (0,1) (por eso es una cdpula). Por lo tanto
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E(X)=E(Y)=0.5y su distribucion condicionada vale

yQ

(z+y—zy)?
para y € (0,1) ya que fi(z) =1 para x € (0,1). Su densidad condicionada (y la conjunta) es

Fz\l(y|$) =

2zy
(z +y—ay)?
para x,y € (0,1). Sus grdficas para x = 0.25,0.5,0.75 (roja,negra,azul) se pueden ver en la Figura
izquierda. La curva de regresion cuantilica es

m(z) = Fjll(05|m)

fop(ylz) = Féu(ylx) =

Para calcular la inversa de Fy);(y|w) para 0 < g <1 hacemos

2

Yy _
@ty—ay)? !
lo que da
rT+y—xy e
Yy
es decir
r=(¢"*+z-1)y
con lo que
x
! =
2|1 (Q|x) q,1/2 +x— 1
Y T
(S S Vo S

para x € (0,1). Su grdfica puede verse en la Figura derecha, junto con los intervalos de
confianza al 50 % vy al 90 % y 100 datos generados al azar mediante el método de la transformada
inversa. Si contamos los datos en esos intervalos obtenemos 59 y 94 (un poquito por encima de lo
esperado). Nuestra prediccion para el valor'Y del primer dato seria

m(z[1]) = m(0.6125842) = 0.5965967

con intervalo de confianza al 90 % de [0.1499697,0.9593175]. El valor real es y[1] = 0.2972452 que
estd dentro de ese intervalo pero lejos de la prediccion (porque la variabilidad es muy grande). Esta
es una de las ventajas de la regresion cuantilica ya que nos permite medir (y ver) las fiabilidades
(o mdrgenes) de nuestras predicciones.

FEvidentemente, la curva de regresion cuantilica no coincidird con la recta de regresion (porque
no es una recta). Tampoco coincide con la curva de regresion se obtiene como

1 1 22
h(l’):/o yf21(y|$)dy=/o Mdy

para x € (0,1).
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Figura 2.18: Densidades condiciondas (izquierda) y regresién cuantilica (derecha) para la distribu-
cién (cépula) de Clayton del Ejemplo

2.5.2. Inferencia y prediccién

En la préctica las curvas tedricas tendran que ser estimadas. Para ello dispondremos de una
muestra (training sample) en la que conocemos los valores de X y de Y, que representaremos como
(X1,Y1),...,(Xp,Y,). En este caso la funcién a minimizar serd el MAE empirico:

* 1 -
J= D m(X;) - Yil.
i=1

Para resolver este problema tenemos que suponer una forma especifica para m (por ejemplo,
una recta) o asumir un modelo paramétrico para la distribucién conjunta de (X,Y") (e.g. podemos
asumir que son normales), estimar los pardmetros y aplicar las férmulas obtenidas en la seccién
anterior con esas estimaciones. Existen modelos no paramétricos que, por ejemplo, estiman las
medianas de (Y|X = z) tomando los valores més cercanos a x (si n es muy grande).

Comenzaremos viendo el modelo paramétrico suponiendo que (X,Y’) tienen una distribucién
normal Np(u, V). Obviamente, las medias se estimardn mediante las medias muestrales X =
% Yo Xie Y = % > i, Y;. Para estimar las varianzas y covarianzas usaremos
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Veamos un ejemplo.

Ejemplo 2.4. Consideraremos la muestra obtenida en el Ejemplo[2.9 a partir de un modelo normal
pero supondremos que sus pardmetros son desconocidos. Por lo tanto, los estimaremos obteniendo:
X =178.3829 e Y = 77.21136, Sy = 58.31341, Sz 2 = 19.97837 y Sy 2 = 26.24986. Los comandos
en R para obtener y guardar esos datos son

zb<-mean (z)
yb<-mean (y)
Sz<-var(z)
Sy<-var(y)
Szy<-cov (z,y)

La matriz de covarianzas también se puede calcular con cov(data. frame(z,y)). La funcion
deregresion cuantilica y la distribucion condicionada inversa se definen como en el FEjemplo
pero usando esas estimaciones:

me<-function(z) yb+Szy*(z-zb)/Sz
se<-(Sy-Szy~2/Sz) 0.5
FIe<-function(q,z) gqnorm(q,me(x),se)

La estimacion que se obtiene para la desviacion tipica residual & es se = 2.856915 (su valor real
es 3). Con esas funciones obtenemos las curvas de la Figura[2.19, derecha (lineas continuas) en
la que también mostramos las curvas ezactas (lineas discontinuas) y las densidades condicionadas
(izquierda). Las rectas verdes y azules determinan los intervalos de confianza muestrales (o esti-
madas) del 90 % y el 50 %, respectivamente. Podemos observar que las estimaciones obtenidas con
100 datos son bastante buenas. La curva (recta) roja es la curva de regresion cuantilica estimada
(que en este caso coincide con la curva y la recta de regresion empiricas). Estas curvas también se
pueden usar para estimar los valores de'Y en un individuo donde conocemos X . Por ejemplo, para
el primer individuo obtenemos la estimacion

N

Y = m(z[1]) = 78.06917.

La estimacion obtenida con el modelo exacto era 78.14424 y el valor exacto es y[1] = 77.1106.
Los intervalos de confianza empiricos para esa estimacion son Iso = [76.14221,79.99613] y Igo =
[73.36997, 82.76838]. Ambos contienen al valor exacto. Como ocurre en este caso, estas estimaciones
seran mejores sobre los elementos de la muestra (ya que los pardmetros del modelo se han ajustado
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para ellos). Como en las secciones anteriores, si queremos conocer el valor real de los errores de-
beremos testar esas funciones sobre otra muestra (o eliminar el dato a estimar de la estimacion de
los pardmetros). Andlogamente, el nimero de observaciones de la muestra dentro de las bandas de
confianza puede ser un poco superior a lo esperado. En este caso se obtienen 48 datos en Isy y 94
en fgo. El error absoluto medio en esa muestra se calcula con mean(abs (me(z)-y)) obteniéndose
MAE = 2.293638 (también puede ser un poco mayor del real). También podemos calcular la media-
na del error absoluto con median (abs(me(x)-y)) obteniendo: 1.952542. Estos errores (residuos)
se pueden analizar como en las secciones anteriores.

[Te]
- (]
o
o
o
=
>
)
w0
Q —
o
o
S S
°© T T T T T T T T T T T T
70 75 80 85 160 165 170 175 180 185 190 195
X X

Figura 2.19: Densidades condiciondas (izquierda) y regresién cuantilica (derecha) estimadas para
la distribucién normal del Ejemplo

Como comentamos anteriormente, otra opcién es asumir una forma paramétrica para m y tratar
de minimizar el MAE. Por ejemplo, en la regresién cuantilica lineal suponemos que mg(x) = 6y+61x
con 6 = (6p, 6,) y trataremos de minimizar

n

THO) = Im(Xi) =il = |60+ 61 X; — Yil.
=1 ]

=1

Esta regresion (denominada quantile regression o QR) fue propuesta en por Koenker and Basset
(1978) (ver también Koenker, 2005). El planteamiento es similar si X se reemplaza por X1, ..., Xj.
Analogamente, la ¢ recta cuantilitica my(z) = a4 + byz se define como la que minimiza

Jolab)=q > (Yi—a-bX)+(l—q) > (a+bX;-Y)).
1:Y;>a+bX; :Y;<a+bX;
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Las soluciones a esos problemas se pueden obtener en R con el paquete quantreg. Para cargarlo
haremos:

install.packages(’quantreg’) para posteriormente marcarlo en la ventana Pakages. Si no
se dispone de ese paquete tendra que descargarlo usando Tools>Install Packages (indicando un
repositiorio CRAN). Este paquete funciona de forma similar al paquete de regresién lineal. Por
ejemplo si consideramos la muestra (1,1), (2,2) y (3,1) el problema a resolver es

minJ(8) = [mg(1) — 1] + mg(2) — 2| + [mo(3) — 1].

La solucién éptima es m(z) =1 con J(1,0) = 1. Se puede ver en la Figura (linea roja) junto
con la recta de regresién (verde) y la recta cuantilica con ¢ = 0.75 (azul). la recta cuantilica con
q = 0.25 coincide con m. El cédigo para obtener estas curvas es:

# Regresidén quantilica
x<-c(1,2,3)

y<-c(1,2,1)

rq(y~x)
plot(x,y,xlab="X",ylab="Y",pch=20,x1lim=c(0,4) ,ylim=c(0,3))
abline(rq(y~x),col="red’)
Im(y~x)
abline(1m(y~x),col=’green’)
rq(y~x,1/4)

rq(y~x,3/4)
abline(rq(y~x,3/4),col="blue’)

En algunos casos, si hay pocos puntos, estos problemas pueden tener diferentes 6ptimos. Sin
embargo, si tenemos muchos puntos de una distribucién bivariante continua (diferentes) entonces
estas soluciones son unicas. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 2.5. Consideramos de nuevo la muestra del modelo normal obtenida en el Ejemplo 2.9
La recta de regresion mediana estimada es

m(x) = 1.2983842 + 0.4251036.

Recordemos que la exacta era

— 178
m(z) = 77 + 32:”674 — —12+ 0.5z.
Las grdficas se pueden ver en la Figura derecha, junto con la de las rectas cuantilicas para

q=0.25,0.75 (azul) y g = 0.05,0.95 (verde). El cddgo para obtener ese rectas es:

plot(z,y,zlab="X’,ylab="Y’,pch=20)
d<-data. frame(y,z)
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Figura 2.20: Regresién cuantilica lineal con tres puntos (izquierda) y con 100 puntos de la normal
considerada en el Ejemplo [2.5]

abline(rq(d),col="red’)
abline(rq(d,1/4),col="blue’)
abline(rq(d,3/4),col="blue’)
abline(rq(d,0.95),col="green’)
abline(rq(d,0.05),col="green’)

La estimacion que se obtiene para el primer dato es m(z[1]) = 77.93967 siendo el valor exacto
y[1] = 77.1106. Los intervalos de confianza para esta estimacion son Yso = [76.06201,79.92128]
y Yoo = [73.89545,82.80867]. La recta de regresion es h(z) = —3.0879 + 0.4502z vy la estimacion
h(z[1]) = 78.07798 (peor en este caso). El valor éptimo de J es

J(1.2983842,0.4251036) = 228.6394

con un error absoluto medio (en la muestra) MAE = 2.286394 Kg. Recordemos que el error real en
futuras predicciones puede ser un poco mayor. Como en los ejemplos anteriores también podemos
contar cudantos individuos de la muestra estin dentro de las bandas de confianza obteniendo 50 y
88, respectivamente. En la distribucion normal, el modelo lineal debe ser el que mejor soluciones
de (ya que la curva exacta m es una recta). En otros (Clayton), otras curvas podrian dar mejores
soluciones. Como en la regresion, para estudiar estos modelos basta anadir otras variables. Por
ejemplo, en este caso, si queremos anadir x> y x> en m haremos:
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d<-data. frame(y,z,z"2,2"3)
rq(d,3/4)

obteniendo

m(z) = —528.9478 + 9.007978z — 0.046214522% + 0.000083126062°.

Los bajos coeficientes en 22 y en x3 nos indican que estas variables no son necesarias y pueden dar

perores estimaciones en otros datos (por sobreajuste).

2.6. Problemas

1. Calcular la curva de regresién en una normal con medias 1 y 2, varianzas 2 y correlacién

~1/2.

2. Calcular la curva de regresién en un vector (X, Y') con densidad f(z,y) = cpara0 <z <y <1
(cero en otro caso). Dibujarla y predecir el valor de Y para X = 2/3.

3. Encontrar una densidad bivariante en la que la curva de regresién no sea una recta.
4. Encontrar la recta de regresién para los datos:
(1,4),(2,2),(1,5),(5,3),(6,2).
Estimar y para x = 3. jSerd fiable esa aproximacién?
5. Programar y aplicar el algoritmo del gradiente descendiente a J(z) = 2%(z + 5)2.

6. Programar y aplicar el algoritmo del gradiente descendiente a una funcién J(z) con un tnico
minimo local.

7. Programar y aplicar el algoritmo del gradiente descendiente a los datos del problema 4.

8. Encontrar la recta de regresion para 10 datos inventados por ti. Estimar y para un valor de .
;Seré fiable esa aproximacién? Programar y aplicar el algoritmo del gradiente descendiente a
€s0s.

9. Programar y aplicar el algoritmo del gradiente descendiente a una funcién J(x,y) con un
Unico minimo local.

10. Usar los datos de R en el objeto USArrests para predecir el nimero de arrestados por asesi-
natos por cada 100.000 habitantes (Murder) en un estado a partir de la variable porcentaje de
poblacién urbana (UrbanPop). Estimar ese niimero para un estado con un 85 % de poblacién
urbana. ;Sera fiable esta estimacién? (razone la respuesta).
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Usar los datos de R en el objeto USArrests para predecir el niimero de arrestados por asesi-
natos por cada 100.000 habitantes (Murder) en un estado a partir de las variables: X7 arrestos
por asaltos por cada 100.000 habitantes (Assault), X5 porcentaje de poblacién urbana (Ur-
banPop) y X3 arrestos por violacién por cada 100.000 habitantes (Rape). Estimar ese ntimero
para un estado con 200 asaltos, un 85 % de poblacién urbana y 40 violaciones. ;Sera fiable
esta estimacién? (razone la respuesta). Comprobar como funcionan las estimaciones en cada
elemento de la muestra. ;Qué variable es la que mejor predice? ;Qué pareja de variables es
la que mejor predice? Calcular las estimaciones en cada caso.

Usar los datos de R en el objeto iris para predecir la variable longitud del sépalo (Sepal.Length)
a partir de las otras variables con todas las especies juntas y con las especies por separado.
1, Qué procedimiento funciona mejor?

Aplicar el algoritmo GD para regresion lineal multivariante para 4 variables inventadas por
ti.

Mejorar el algoritmo GD para regresién lineal multivariante usando notacién matricial. Apli-
carlo a los datos usados en la seccién 1.3 y comprobar que se obtienen los mismos resultados.

Usar los datos de R en el objeto iris para predecir la variable longitud del sépalo (Sepal.Length)
a partir de la variable anchura del sépalo (Sepal.Width) usando regresién polinémica con to-
das las especies juntas y con las especies por separado. ;Qué procedimiento funciona mejor?
;,Cual es el grado éptimo para el polinomio?

Comprobar los valores y graficas del Ejemplo y realizar un estudio similar para otra
copula.

(Tarea 1) Aplicar regresion lineal y/o cuadratica a un conjunto de datos reales aplicando
todas las técnicas que consideres oportunas.
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Regresion logistica

La regresion logistica es un procedimiento de clasificacién supervisado para dos grupos que
es la base de las redes neuronales. Para clasificar se usa una funcién lineal de las variables y se
necesitan los valores de estas variables en muestras de individuos de cada grupo. Las técnicas son
similares a las usadas en regresion lineal y se pueden usar con muchos datos por medio del algoritmo
gradiente-descendiente.

3.1. Modelo tedrico

El planteamiento es similar al de regresién lineal miltiple con la Unica diferencia de que ahora
nuestra variable respuesta Y solo toma los valores 0 y 1. Ademds, estos valores numéricos solo
indicaran la pertenencia o no a un determinado grupo (es decir, en realidad no son nimeros). El
ejemplo tipico es el de determinar si un paciente tiene o no una determinada enfermedad. En este
caso el valor 1 suele indicar que si la tiene y 0 que no.

Como en el tema anterior, para “predecir” Y dispondremos de diversas variables numéricas
X1, ..., Xk que resumiremos en una tnica funcién

ho(z) = g(0'z) = g(0o + @1 + - - + Opxyr),

donde el vector columna 6 = (6, ..., 0;)" contiene todos los pardmetros del modelo (que deberemos
determinar para obtener los mejores valores posibles) y = = (g, ..., zx) contiene las variables que
podemos medir en nuestros individuos para predecir y. Como en el capitulo anterior, para mejorar
la notacién hemos incluido una variable artificial Xy que siempre vale 1. Ademds, si queremos
considerar modelos no lineales basta anadir variables como ac%, T1x2, ete.

La funcién g debe transformar esos valores numéricos (lineales) en nimeros entre 0 y 1 que
nos indiquen cémo de cerca estara el individuo con medidas = de cada grupo, es decir, es como la
“probabilidad” de que el individuo pertenezca al grupo 1. Por lo tanto

g:R —10,1]

79
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y hg(z) =~ Pr(Y = 1|X = z), donde X = (Xj,...,Xx)". De esta forma, la regla de decisién seré:
ho(z) > 0.5 —gy=1;
ho(z) < 0.5 —= g =0;

donde ¢ representa el valor que predecimos para Y cuando X = x.

Existen diversas opciones para determinar g pero la mds popular es la funcién logistica (o
sigmoide)
o(2) = 1 1 _ exp(z)

+exp(—z) 14 exp(z)

cuya grafica puede verse en la Figura [3.1] izquierda. Por eso este modelo se denomina Regresion
Logistica (RL o logit model). Podemos observar que es continua, estrictamente creciente y que va
de 0 a1 (es una funcién de distribucién). Por lo tanto transformard nuestro valor lineal 8’z € R en
un valor hg(z) € [0, 1]. Ademds, g(0) = 0.5 con lo que la regla de decisién sera:

r>0—79=1;
Ox<0—g=0.

Si la distribucion logistica se reemplaza por al distribucién normal estandar el modelo se denomina
regresion probit.
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Figura 3.1: Funcién logistica (o sigmoide) g(z) (izquierda) y funcién de costo c¢(z,y) asociada
(derecha) para y = 1 (azul) e y = 0 (roja).

El siguiente paso consiste en determinar una funcién “costo” ¢ que penalice las decisiones
erréneas. Para ello, si z = hg(z) usaremos

(2, y) = —log(2)
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siy=1y
c(z,y) = —log(1l — 2)
si y = 0, es decir,
c(z,y) = —ylog(z) — (1 —y)log(1 — 2),

donde y € {0,1} (y los logaritmos son neperianos). Las graficas pueden verse en la Figura
derecha (y = 1 azul, y = 0 roja). Note que ¢ > 0 y que vale cero en ¢(1,1) y en ¢(0, 0). Estos valores
no se dardn nunca ya que z = hy(x) = g(0'z) € (0,1), pero si #'z es muy grande e y = 1, el costo
serd pequeno. Ocurrird lo mismo si 6’z es muy pequeno e y = 0. Por contra, si 6’z es muy grande
ey =0, el costo serd muy alto. Ocurrird lo mismo si 'z es muy pequeno e y = 1.

Una vez determinada la funcién costo trataremos de minimizar su valor esperado

m@in J(0) = E(c(hg(X),Y)).

Como en el tema anterior, para determinar los valores 6ptimos de los pardmetros, necesitaremos
disponer de una muestra (denominada “training sample”) de individuos en los que se conozcan
tanto los valores de x como los valores de y (aprendizaje supervisado). Calcularemos los costos en
los valores muestrales y determinaremos los pardmetros que minimizan estos costos (ver seccién
siguiente).

Si p = Pr(Y = 1), este modelo es equivalente a suponer que existe una relacién lineal entre las
variables X1,..., X} y la funcién log-odd de p, es decir,

log (p) =0'X.
L—p

_ oy _exp(e'X)
p_Pr(Y_l)_l—i-eXp(G’X)

Esto es equivalente a suponer que
=g(0'X))

como hemos establecido arriba. Si esto es cierto, podremos hablar de “probabilidades” de per-
tenencia al grupo 1 (o 0 con 1 — p). Si no lo es, podremos considerar que lo que obtenemos es
una aproximacién de estas probabilidades (la mejor aproximacién posible con nuestros datos y con
esas variables). Como hemos mencionado arriba podremos tratar de mejorar estas aproximaciones
anadiendo variables pero, como solo las medimos en los valores muestrales, también podemos caer
en problemas de sobreajuste obteniendo un ajuste perfecto en los puntos de la muestra pero malas
predicciones en otros valores. Para evitar ésto, deberemos usar el método de validacion cruzada
para testar nuestro modelo en datos que no se han usado para determinar 6.

Cuando haya mas de dos grupos (es decir Y = 1,2,...,g, podemos testar cada grupo frente
al resto para, paso a paso llegar a una solucién final. Existen distintos érdenes para esos test y
deberemos estudiar cudl proporciona mejores resultados en la practica.
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3.2. Inferencia y prediccién

3.2.1. Anadlisis inicial de los datos

Como en técnicas anteriores usaremos un ejemplo sencillo para comprobar cémo funciona nues-
tro modelo. Supongamos que tenemos dos variables predictoras X; y Xo (k = 2) y los datos
siguientes:

i1 Xy Xo Y
1 1 2 0
21 2 1 0
3] 3 1 0
4 | 2 2 0
5 1 5 1 1
6 | 5 3 1
7T 3 2 0
8 | 4 3 1
9| 4 4 4
10| 5 4 1

Lo primero que tenemos que hacer (si es posible) es dibujar estos puntos anadiendo una etique-
ta para distinguir los de cada grupo. Existen diversas formas para hacer esto en R. Por ejemplo,
podemos anadir una etiqueta en cada dato para indicar el valor de Y. El resultado puede verse el
la Figura izquierda. El c6digo para hacer esta gréafica es el siguiente:

X1<-c(1,2,3,2,5,5,3,4,4,5)
X2<-c(2,1,1,2,1,3,2,3,4,4)
Y<-¢(0,0,0,0,1,1,0,1,1,1)
plot (X1,X2,xlab="X1",ylab="X2",pch=20,x1im=c(0,6) ,ylim=c(0,5))
text (X1+0.2,X2,Y,cex=0.5)

Otra opcién es usar simbolos diferentes (o colores) para cada grupo. Por ejemplo, tecleando:

plot(X1,X2,xlab="X1",ylab="X2",pch=as.integer (Y) ,x1im=c(0,6) ,ylim=c(0,5),cex=0.7)
legend(’topleft’,legend=c(’Y=0’,’Y=1’) ,pch=0:1,cex=0.7)

obtenemos la grafica de la Figura derecha. Hay que tener cuidado de que la caja con las
etiquetas no tape ningin dato.

3.2.2. Modelo lineal

En ambas graficas podemos observar que los dos grupos se pueden separar muy bien con rectas.
Por lo tanto nuestro modelo serd

hg(x) = g(0g + 0121 + O222).
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Figura 3.2: Valores muestrales paray =1 e y = 0.

Otra forma de analizar los grupos es calcular medidas descriptivas en cada uno de ellos. Por
ejemplo podemos calcular las medias en cada grupo con

tapply(X1,Y,mean)
tapply (X2,Y,mean)

obteniendo X; =22y Xo =16 enelgrupoY =0y X; =46y Xy =3 enel Y = 1. Estas
diferencias también se pueden ver representado X; frente a Y con

plot(X1,Y,ylim=c(-0.5,1.5))
plot(X2,Y,ylim=c(-0.5,1.5))

obteniendo la graficas de la Figura Podemos observar cémo la primera variable separa mejor
a los grupos que la segunda (en los valores muestrales). De forma similar se pueden represen-
tar histogramas o diagramas caja-bigote para comparar las variables en cada grupo (ver seccién
siguiente).

De esta forma, la funciéon de costo empirica serd

n

ZC(he(w(i)),y(i))

=1

J(0) :=
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Figura 3.3: Valores muestrales para X; (izquierda) y Xo (derecha).

donde (x(l),y(l)), R (x("), y(")), representan los valores muestrales. Desarrollando ¢ obtenemos

=
2
|
!
Sim
-

y10g(he(2™)) + (1 = y?) log(1 — hy(a))]

_ _l [y(i) logg(ﬁla?(i)) +(1— y(i)) log (1 — g(e/x(i)))] .
=1

3

Esta funcién también se puede escribir en forma matricial. Asi, si M = (azy)) representa la
matriz de datos, y es el vector columna con los valores en Y y h := g(M#) es el vector columna

con los ajustes en cada individuo, entonces

1

n

J(0) = — [y'log(h) + (1 — y)"log (1, — h)]
donde 1,, representa un vector columna de dimension n. Para calcular esta funcion en R con los
datos anteriores podemos hacer:

n<-length(Y)

k<-2

M<-matrix(1l,n,k+1)

M[,2]<-X1

M[,3]<-X2

J<-function(theta) -sum(Y*log(g(M%x*%theta))+(1-Y)*log(1l-g(M%* %theta)))/n
z<-c(0,0,1)

J(z) #0.9454044
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Ademas, la hemos calculado para 6 = (0,0, 1) (es decir, usando solo la variable X2) obteniendo
J(0) = 0.9454044. Con esta eleccién todos los puntos se clasifican como § = 1 (la frontera es la
recta g = 0). Podemos probar con otros valores y mejorar este resultado con z<-c(-3.5,1,0) que
da J(z) = 0.2982264. Esta eleccién se representaria con la recta vertical z1 = 3.5 que separa mejor

los grupos (ver Figura .

3.2.3. Algoritmo GD

Como en el capitulo anterior, deberemos “ajustar” el parametro 6 para que J tome el menor
valor posible. Para ello podemos usar de nuevo el método del gradiente descendiente (GD). Para
ello, usaremos un valor inicial (9) y la siguiente férmula recursiva para obtener los nuevos valores:

GH) . o) _ O )
0 =07 —ags I (69),

simultaneamente para ¢ = 0, ..., k. La derivada parcial se puede calcular a partir de
0 1<~ 0 : , , :
il —— i PN OR | fe @Y (1 — )] 1— g(0zN) | .
80{](9) - ;:1 a0, [ ylogg(0'z™) — (1 —y™) og( g(0'x ))]

Como g(z) = (1 + exp(—z))~1, tenemos —log(g(z)) = log(1 + exp(—2)) ¥

(—log(g(2)) = —— =22 _ o = e e L

“1+exp(—z) l4exp(z

Anidlogamente

con lo que

De esta forma, obtenemos

9 L~ i i i i
S (0) = =7 [y Vg(~0a) + (1= yD)g(0'a )| o)
00; n 1
1St . 4 . . ;
= =3 [y -1+ 90 ) + (1= yD)g(0'a)] )
i=1
IR i i) .0
= ngl _g(gfx( )y =y z

que es una expresion similar a la obtenida en regresion lineal.
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De esta forma, el algoritmo GD quedaria como
. ‘ 1 & . . ) ;
QZ(JH) — GZ(J) —a Z [g((g(J))/$(Z)) — y(l)] xg?)’
i=1
simultdneamente para ¢ = 0, ..., k. Como antes, en forma matricial se puede escribir como
U+ .— (i) _ gM(h —y).
n

Por ejemplo, si tomamos 60 — (—=3.5,1,0) y @ = 0.1, el primer paso para este algoritmo se
puede programar como

z<-c(-3.5,1,0)

alpha<-0.1

h<-g(M%x* %z)
z<-z-(alpha/n)*t (M) %* % (h-Y)
z

J(z)

De esta forma, obtenemos (1) = (—3.49893433, 1.02685904, 0.02270574) con J (M) = 0.2879659
que mejora un poco el valor anterior. Tras 500 iteraciones obtenemos 6(°%0) = (—5.7435809, 1.3657064, 0.5798428)
con J(60)) = 0.1639105. La recta que marca la frontera de esta solucién serfa

—5.7435809 + 1.3657064x1 + 0.5798428x9 = 0

es decir
T = 9.90541 — 2.355305%1.

Para anadir esta recta en la Figura3.2) basta hacer
abline(9.90541,-2.355305,col="red’)

El resultado puede verse en la Figura izquierda.

Si queremos predecir el grupo para un nuevo individuo con valores X1 = 3.5 y Xo = 2, podemos
definir la funciéon
hd<-function(x1,x2) -5.7435809+1.3657064*x1+0.5798428*x2
obteniendo h4(3.5,2) = 0.1960771 > 0 por lo que se clasifica en el grupo y = 1. Para afiadir este
punto a la grafica usaremos text(3.5,2,°x’).

Para comprobar si la convergencia es buena podemos representar J (G(j) frente a J, ver Figura
derecha. En esa grafica usamos 1000 iteraciones y a = 0.1 (como antes) y a = 1/3 (para
acelerar el algoritmo). Para calcular estas iteraciones podemos aplicar el cédigo siguiente:

z<-c(-3.5,1,0)
alpha<-0.1
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Figura 3.4: Valores muestrales para y = 1 e y = 0 junto con la recta (rojo) que separa los grupos
tras 500 iteraciones del algoritmo GD (izquierda). Costo promedio J (G(j) para 1000 iteraciones con
a =0.1,0.333 (negra,roja). Las lineas azules representan los valores éptimos.

m<-1000

Ji<-1:m

for (i in 1:m) {
h<-g(M%* %z)
z<-z-(alpha/n)*t (M) %* % (h-Y)
J2[1]1<-J(=z)

Cambiando m y alpha podemos ver como converge el algoritmo. Observamos que J disminuye
mas en el segundo caso obteniéndose

6110, = (~10.750545, 2.459372,1.028702)

con J(H(IBOO)) = 0.05965094. En este caso
a=1/3

hg(w1, 22) = —10.750545 + 2.4593721 + 1.028702x9

y obtenemos h(3.5,2) = —0.085339 con lo que se clasificarfa en el grupo y = 0. La frontera
de clasificacién serfa la recta zo = 10.45059 — 2.390753z1 (ver linea discontinua en Figura
izquierda).

Para medir como de fiable es esta clasificacién podemos mirar esa gréfica (cuando sea posible)
o calcular la “probabilidades a posteriori”

Pr(Y = 1|X; = 3.5, Xy = 2) = g(h4(3.5,2)) = 0.4786782
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Pr(Y = 0|X; = 3.5, Xs = 2) ~ 1 — g(hy(3.5,2)) = 0.5213218.

Recordemos que en realidad no estamos seguros de que esos valores sean realmente esas probabili-
dades. De esta forma observamos que esta clasificacién no es muy fiable ya que ese punto estd muy
cerca de la frontera.

3.2.4. Paquete rms

Las técnicas de regresién logistica se pueden calcular de forma automaética con el comando lrm
del paquete rms. Para instalarlo en Rstudio, pinchamos en la pestana Packages de la ventana
inferior derecha. En la “lupa” ponemos “rms” y buscamos ese paquete. Si estd basta “tiquearlo”
para que se instale. Si no tendremos que pinchar en “install” para que lo busque en un repositorio
(una vez instalado hay que tiquearlo para que se carge).

Un vez cargado el paquete (y los datos), para hacer una regresion logistica basta con teclear:

lrm(Y~X1+X2) De esta forma vemos que la soluciéon 6ptima es

A~

obteniendo J(#) = 0.0001226743 (lo que mejora un poco nuestras aproximaciones con el algoritmo
GD). La frontera que se obtiene con este valor aparece en la F igura izquierda (lineas discontinuas
azules). Observamos que hay pequenas diferencias.

Para predecir Y en nuevos valores haremos:

LRM<-1rm(Y~X1+X2)
predict (LRM,c(3.5,2))

En este caso obtenemos
hé(3.5, 2) = —2.089962

con probabilidades a posteriori

Pr(Y = 1|X; = 3.5, Xy = 2) = g(h4(3.5,2)) = 0.1100763

Pr(Y =0|X1 = 3.5, X5 =2) = 1 — g(hy(3.5,2)) = 0.8899237.
Con esta solucion si que podemos afirmar con una mayor confianza que ese individuo debe estar en
el grupo Y = 0.
Si son muchos datos en los que queremos predecir el grupo podemos usar

d<-data.frame(X1,X2)
predict (LRM,d)

Asi observamos que todos los individuos de la muestra se clasificarfan bien (tal y como esperdba-
mos).
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3.2.5. Modelo cuadratico

En otros casos, un modelo lineal puede no ser suficiente para separar los grupos. Por ejemplo
con los datos:

i 11Xy Xeo Y
1| 4 2 1
21 2 1 0
3] 3 1 1
4 | 2 2 0
5 1 5 1 0
6 | 5 3 0
7! 3 2 1
8 | 4 3 1
91| 4 4 0
10| 5 4 0

obtenemos la grafica de la Figura Claramente, un modelo lineal no es suficiente para separar
estos grupos. Esta situacién es bastante comin cuando los valores centrales representan unidades
bien fabricadas (de un modelo multivariante F') mientras que las periféricas representan unidades
con algin tipo de defecto (no pertenecientes a F'). También se puede utilizar para detectar valores
atipicos (outliers).

O —ov=0 O —ov=0
° Y=1 Y=1
—20~
<t o o < 1~ Q
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N N
X x
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- - o o - o
o o —
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0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6

X1 X1

Figura 3.5: Valores muestrales para y = 1 e y = 0 junto con la frontera (linea continua roja) en
una regresion logistica cuadratica.
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Para separar estos grupos debemos tomar un modelo cuadratico
hg(wl,xg)::904—91x14—92m24—93x%%—94x%-+-+95x1x}

Para hacer esto, basta considerar el modelo lineal afiadiendo las variables z3 = 22, 74 = z3,
T5 = x1T9. Asi, tecleando:

X1<-c(4,2,3,2,5,5,3,4,4,5)
X2<-c(2,1,1,2,1,3,2,3,4,4)
Y<-c(1,0,1,0,0,0,1,1,0,0)
X3<-X1%X1

X4<-X2%X2

X5<-X1%X2
LRM<-1rm(Y~X1+X2+X3+X4+X5)
LRM

obtenemos
hy(x1,22) = —109.92 + 64.58z1 + 10.40z2 — 9.5627 — 4.8623 + 2.0521 2.

De esta forma, si queremos predecir el grupo para un objeto con medidas X; = Xy = 3, usaremos
predict(LRM,c(3,3,9,9,9))

obteniendo hy(3,3) = 3.640506 con lo que se clasificarfa como Y = 1 con probabilidades a posteriori

Pr(Y = 1|X1 = 3, Xs = 3) ~ g(hy(3,3)) = 0.9744318

Pr(Y = 0|X; = 3, X2 = 3) ~ 1 — g(hy(3,3)) = 0.02556818.

Para representar este punto y la frontera debemos “correr” el cédigo siguiente:

hc<-function(x1,x2) -109.92 +64.58%x1+10.40%x2-9.56%x1*x1 -4.86%x2*x2+ 2.05%x1*x2
x<-seq(0,6,length=1000)

y<-seq(0,6,length=1000)

z<-outer(x,y,hc)

plot (X1,X2,pch=as.integer (Y),xlim=c(0,6),ylim=c(0,5),cex=0.7)
legend(’topleft’,legend=c(’Y=0’,’Y=1’) ,pch=0:1,cex=0.7)

contour (x,y,z,levels=0,add=TRUE,col="red’)
contour(x,y,z,levels=c(-10,-20) ,add=TRUE, col="red’ ,1ty=2)

text(3,3,7%)

El resultado puede verse en la Figura derecha. En ella también hemos incluido las curvas
de nivel h = —10 y h = —20 (lineas rojas discontinuas) que nos indicarén cémo de lejos estaran
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los puntos en esas regiones del grupo central. Las probabilidades de pertenencia al grupo 1 en esas
curvas son g(—10) = 0.00004539787 y g(—20) = 0.000000002061154, respectivamente.

3.3. Ejemplo

Por ltimo mostramos céomo aplicar esta técnica a un conjunto de datos reales con tres grupos.
Para ello usaremos los datos en el objeto iris que contienen cuatro medidas de 150 flores iris en
tres especies diferentes (50 de cada especie).

Para ver los datos y calcular las medias y otras medidas en la primira variable por grupos
haremos:

d<-iris

View(d)
tapply(d$Sepal.Length,d$Species,mean)
tapply(d$Sepal.Length,d$Species, summary)

Haciendo lo mismo con las otras variable obtenemos las medias siguientes:

Medias setosa versicolor virginica
Sepal.Length | 5.006 5.936 6.588
Sepal. Width | 3.428 2.770 2.974
Petal.Length | 1.462 4.260 5.552
Petal. Width | 0.246 1.326 2.026

Para representarlas por parejas y por grupos haremos:

plot(d$Sepal.Length,d$Sepal.Width,pch=as.integer (d$Specie),cex=0.5)
legend (’topleft’,legend=c(’setosa’,’versicolor’,’virginica’),
pch=1:3,cex=0.3)

Haciendo lo mismo con las otras dos variables obtenemos las graficas de las Figura En la
primera podemos observar que el grupo ’setosa’ se separa bien de los otros grupos teniendo una
media mas baja en la primera variable y més grande en la segunda. Los otros grupos aparecen mas
mezclados en esa grafica. Sin embargo, en la segunda, las especies aparecen mucho mas separadas
con medias claramente ordenadas (los pétalos mas pequenos corresponden a ‘setosa’, y los més
grandes a ‘virginica’).

Otra forma sencilla de analizar los datos es realizar los graficos caja-bigote por especies. Pueden
verse en las Figuras y 3.8 El primero se obtiene con:

boxplot (d$Sepal.Length~d$Species)
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En los dos primeros graficos (sépalos) observamos que los “bigotes’ se solapan lo que nos per-
mitird separar bien al menos a un 75 % de los valores muestrales (usando solo una variable). En
las dos tltimas (pétalos) podemos ver que las flores de la primera especie (setosa) tiene los pétalos
mucho més pequenos y menos dispersos por lo que se separa perfectamente de las otras dos que
también se pueden separar bastante bien aunque los “bigotes” se solapan un poco.

En capitulos posteriores veremos cémo realizar una grafico conjunto para estas variables usando

las componentes principales.

Como hay tres grupos, para separarlos tenemos que analizarlos por parejas. Por ejemplo, para
separar las dos primeras especies haremos:

X1<-d$Sepal.Length[1:100]
X2<-d$Sepal.Width[1:100]
X3<-d$Petal.Length[1:100]
X4<-d$Petal .Width[1:100]
Y<-d$Species[1:100]
LRM12<-1rm (Y~X1+X2+X3+X4)
LRM12

El indice (funcién) que separa estas especies es

Lio(x1, 22,23, x4) = 1.6445 — 2.5292 % x1 — 3.6365 * £2 4+ 5.8680 * x3 + 9.3695 * x4.

Si este indice es menor que cero, la flor se clasificard como de la especie “setosa” y si es positivo en
la “versicolor”. Para calcularlo en la muestra y dibujarlo podemos hacer:



Regresion logistica

—_

d$Sepal.Length
45 50 55 6.0 65 7.0 75 80

T T
setosa versicolor

d$Species

Figura 3.7: Gréficos caja-bigote para los datos

1
virginica

~ -
I
'
.
© - '
£ v o T T
S .
j=2) ' '
c —_—
§ ——
i < "
& .
k) '
o —_—
8 o o
~ 4
-
'
I————
;
— - )
T T T
setosa versicolor virginica
d$Species

d$Sepal.Width

d$Petal.Width

25 3.0 35 4.0

2.0

15 2.0 25

1.0

0.5

93

'
—_

_

I
setosa

T 1
versicolor virginica

d$Species

de iris separados por especies.

setosa

T T
versicolor virginica

d$Species

Figura 3.8: Gréficos caja-bigote para los datos de iris separados por especies.

F12<-function(x1,x2,x3,x4)

I12<-Fi1(d[,1],d[,2],d[,3],d[,4]1)
plot(I12,pch=as.integer (d$Specie),cex=0.5)
legend(’topleft’,legend=c(’setosa’,’versicolor’,’virginica’),pch=1:3,cex=0.3)

1.6445 -2.5292%x1-3.6365*x2+5.8680*x3+9.3695*x4
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abline(h=0,col="red’)
boxplot (I12~d$Species)
abline(h=0,col="red’)

El resultado puede verse en la Figura Observamos que la separacién es perfecta en los
puntos de la muestra. También vemos que si aplicamos este indice a la tercera especie, todos sus
individuos se clasificarian como de la especie segunda.

Si queremos predecir el grupo para una flor con medidas 5, 3, 3,1 haremos

predict (LRM12,c(5,3,3,1))

Se obtiene I1 2 = 5.062433 > 0 por lo que, entre estas dos especies, el punto esta mas cerca de las
de la especie “vericolor”. Nos faltaria calcular el indice para estas dos especies y comprobar en cual
se clasifica. Hemos incluido este dato en esas figuras (punto azul) y observamos que efectivamente
esta mas cerca de las de la segunda especie, cerca de la frontera con la especie primera. No parece
que pertenezca a la tercera.
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Figura 3.9: Indice para separar las dos primeras especies para los datos de iris.

Como estos datos se han usado para calcular el indice, este porcentaje de acierto podria ser un
poquito mayor del que se obtendra para una flor que no esté en esa muestra. Para estimar este
porcentaje de acierto podemos guardar una parte de la muestra que no se usard en el cédlculo del
indice y usar esa muestra para testar su funcionamiento. Como los datos parecen obtenidos al azar
(no se han ordenado), por ejemplo, podemos hacer:

X1<-d$Sepal.Length[11:90]
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X2<-d$Sepal.Width[11:90]
X3<-d$Petal.Length[11:90]
X4<-d$Petal .Width[11:90]
Y<-d$Species[11:90]
LRM12XV<-1rm(Y~X1+X2+X3+X4)
LRM12XV
I12XV<-function(x1,x2,x3,x4) -3.1610-1.5998%*x1-3.6784*x2+7.0801*x3+4.7190*x4
Z1<-d$Sepal.Length[c(1:10,91:100)]
Z2<-d$Sepal.Width[c(1:10,91:100)]
Z3<-d$Petal.Length[c(1:10,91:100)]
Z4<-d$Petal .Width[c(1:10,91:100)]
T12XV(Z1,22,23,Z4)

plot (I112XV(Z1,72,23,Z4))

abline (h=0)

Observamos que aunque el indice es distinto, todos los elementos de la muestra para validacién
cruzada (XV) se clasifican bien. Obviamente, esperamos que el primer indice dé mejores resultados
(ya que se calcula con mds valores muestrales).

Completamos este estudio calculando los indices que servirdn para separar las especies 1 y 3 y
las 2 y 3 obteniendo

1173(1'1, o, X3, (L‘4) = —4.9285 — 1.7473%1 — 1.67751‘2 + 4.6475%3 + 3.97671‘4
12,3(331, x9,X3, $4) = —42.6356 — 2.4652x1 — 6.6806x2 + 9.4290x3 + 18.2854x4.

El resultado en los valores de la muestra puede verse en la Figura donde también podemos
ver los valores que se obtienen para esa flor que queremos clasificar que, de forma clara, se clasifica
como de la especie “versicolor” ya que Ip3 = —28.431. También podemos observar que los grupos
2 y 3 estan mas mezclados y que dos flores de la muestra de esas especies se clasificarian mal. Para
detectarlas y contarlas podemos usar

I123<0
sum(I23[101:150]<0)
sum(I23[51:100]>0)

observando que las flores mal clasificadas son la 84 y la 134. El porcentaje de acierto estimado seria
98/100 = 0.98 pero, como antes, advertimos que el resultado en los valores muestrales puede ser
un poco mejor que el que obtendremos en otras flores.

Si queremos representar estos indices en una solo gréfica, observamos que en este ejemplo,
la primera especie se para muy bien de las otras dos, siendo la especie tercera la mas lejana de
la primera. teniendo esto en cuenta bastaria representar de forma conjunta los indices 112 e I33
representados en la Figura izquierda. En la parte derecha representamos /13 e I3 que, en
este caso, creemos que no serd necesario. De hecho, si observamos la flor que queremos clasificar
(punto azul) observamos que si primero comparamos los grupos 1 y 3, se clasificaria en el 1, y para
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de iris.

poder clasificarla bien deberfamos usar la grafica de la izquierda (con la derecha se clasificaria en

1).

El cédigo para la primera grafica es

especies<-c(’setosa’,’versicolor’,’virginica’)
plot(I12,I23,pch=as.integer (d$Specie),cex=0.5)
legend(’topleft’,legend=especies,pch=1:3,cex=0.3)
abline(h=0,col="red’)

abline(v=0,col="red’)

text (F12(5,3,3,1),F23(5,3,3,1),’*’ ,col="blue’)
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3.4.

1.

Problemas

Aplicar regresion logistica lineal a una muestra de tamano 10 con dos variables y dos grupos.
Calcular el indice de separacién y realizar las gréficas pertinentes. Comprobar los resultados
usando al algoritmo GD.

. Aplicar regresion logistica cuadréticas a una muestra de tamano 10 con dos variables y dos

grupos. Calcular el indice de separacién y realizar las graficas pertinentes. Comprobar los
resultados usando al algoritmo GD.

. Aplicar regresién logistica lineal a una muestra de tamano 10 con dos variables y tres grupos.

Calcular el indice de separacion y realizar las graficas pertinentes.

. Estudiar la fiabilidad de los procedimientos de clasificacién para separar las especies 2 y 3 de

los datos iris.

. Estudiar la fiabilidad del ejercicio anterior se puede mejorar usando regresion logistica cuadrati-

ca para separar las especies 2 y 3 de los datos iris.

(Tarea 2) Aplicar regresion logistica a un conjunto de datos reales aplicando todas las
técnicas que consideres oportunas.
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4

Analisis de componentes principales

En este capitulo mostramos como calcular las componentes principales asociadas a un conjunto de
variables aleatorias tanto desde el punto de vista tedrico como empiricamente. El Anélisis de las
Componentes Principales (ACP o PCA en inglés) permitird resumir la informacién contenida en
las variables, mostrar sus principales relaciones y analizar las caracteristicas de los individuos de la
poblacién usando sus valores (puntuaciones) en las componentes principales.

4.1. Introduccion

El primer investigador que se percaté de la necesidad de eliminar la informacién redundante
en un conjunto de variables aleatorias fue Galton (Francis, Inglaterra, 1822-1911) quién critic
un intento de identificar criminales a partir de 12 medidas corporales alegando que varias de las
medidas tomadas estarian altamente correlacionadas. Posteriormente, en 1901, un colaborador de
Pearson (Karl, Inglaterra 1857-1936), McDonald hizo un estudio similar sobre 7 variables y 3000
criminales, publicando los resultados en una matriz de correlaciones, con la idea de encontrar algin
indice que resumiera la informacién contenida en los datos. Pearson estaba convencido que los
“Indices” ideales coincidirian con los ejes del elipsoide de concentracion. Pearson probd que el plano
formado por estos ejes y que pasaba por la media era el que minimizaba la suma de las distancias
al cuadrado con cada punto original. Finalmente, en 1933, fue Hotelling (Harold, USA 1895-1973)
el que encontré un algoritmo para calcular dichos ejes lo que, en esencia, requeria la obtencién
de los valores propios de una matriz simétrica y definida positiva. También debemos destacar las
aportaciones de Rao (Calyampudi Radhakrishna, India, 1920). Con la llegada de los ordenadores la
resolucién de este problema para muchas variables (matrices de gran dimensién) ha supuesto uno
de los principales problemas de la Programacion Matematica y del Big Data.

Para presentar el problema usaremos varios ejemplos.

Ejemplo 4.1. En el primer ejemplo consideramos un conjunto de datos denominado Lt feCycleSavings
incluido en el programa R. Los ficheros de datos incluidos en R se pueden ver con data(). Para
ver los datos de ese fichero haremos:

99
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LifeCycleSavings
y para guardarlos en d
d<-LifeCycleSavings

El fichero contiene 5 variables medidas en 50 paises diferentes. Los primeros datos se pueden

ver en la Tabla[{.1]

Tabla 4.1: Primeros datos del fichero LifeCycleSavings.

ST popld pop75 dpi ddpi
Australia | 11.43 29.35  2.87  2329.68 2.87
Austria | 12.07 23.32  4.41 1507.99 3.93
Belgium | 13.17 23.80 4.43 2108.47 3.82
Bolivia | 5.75 41.89 1.67 189.13 0.22
Brazil 12.88  42.19  0.83 728.47  4.56

La informacion proporcionada en R sobre datos se puede ver con:
help (LifeCycleSavings)

donde se indica que:
sr: incremento de los ahorros personales 1960-1970.
popl5: % poblacidn menor de 15 anos.
pop75: % poblacion mayor de 75.
dpi: ingresos per-capita.
ddpi: crecimiento del dpi 1960-1970.

Para estudiar las relaciones entre las variables podemos hacer
plot(d)

La grifica se puede ver en la Figura[].1}

Podemos calcular las matrices de covarianza y correlacion con cov(d) y cor(d), respectivamen-
te. Las correlaciones se pueden ver la Tabla[{.3 Se aprecia que existen variables con correlaciones
(lineales) positivas, negativas y casi nulas. Estas relaciones se verdn reflejadas en las componentes
principales que calcularemos posteriormente.
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Figura 4.1: Gréficos bidimensionales para todas las variables del fichero de R LifeCycleSavings.

Tabla 4.2: Correlaciones entre las 5 variables del fichero LifeCycleSavings.

ST poplb pop75 dpi ddpi
ST 1.0000000 -0.45553809  0.31652112  0.2203589  0.30478716
poplb | -0.4555381  1.00000000 -0.90847871 -0.7561881 -0.04782569
pop75 | 0.3165211 -0.90847871 1.00000000  0.7869995  0.02532138
dpi 0.2203589 -0.75618810 0.78699951  1.0000000 -0.12948552
ddpi | 0.3047872 -0.04782569 0.02532138 -0.1294855 1.00000000
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Ejemplo 4.2. En este ejemplo analizaremos el objeto d del fichero nota.rda (Aula m’rtuaﬂ) que
contiene las notas (sobre 100) de 88 alumnos de matemdticas en una universidad americana (Fuen-
te: Rencher, 1995). Los primeros datos se pueden ver en la Tabla .

Tabla 4.3: Primeros datos del fichero nota.rda.

Mecanica Vectores Algebra Analisis Estadist
1 7 82 67 67 81
2 63 78 80 70 81
3 75 73 71 66 81
4 55 72 63 70 68
5 63 63 65 70 63
6 53 61 72 64 73
7 51 67 65 65 68
8 59 70 68 62 56
9 62 60 58 62 70
10 64 72 60 62 45

Para estudiar las relaciones entre las variables podemos hacer plot(d). La grdfica se puede ver
en la Figura[{.3

Podemos calcular las matrices de covarianza y correlacion con cov(d) y cor(d), respectivamen-
te. Las correlaciones se pueden ver la Tabla[{.4 Se aprecia que todas las variables tienen correla-
ciones (lineales) positivas. En la matriz de covarianzas se aprecia que aunque las cinco variables se
miden en las mismas unidades (notas sobre 100), las cuasivarianzas son bastante diferentes. Estas
relaciones se verdan reflejadas en las componentes principales.

Tabla 4.4: Correlaciones entre las 5 variables del fichero nota.rda.

Mecanica  Vectores Algebra Analisis Estadist
Mecanica | 1.0000000 0.5534052 0.5467511 0.4093920 0.3890993
Vectores | 0.5534052 1.0000000 0.6096447 0.4850813 0.4364487
Algebra | 0.5467511 0.6096447 1.0000000 0.7108059 0.6647357
Analisis | 0.4093920 0.4850813 0.7108059 1.0000000 0.6071743
Estadist | 0.3890993 0.4364487 0.6647357 0.6071743 1.0000000

1Para leer este tipo de archivos teclear load(’f:/.../name.rda’) indicando la ruta completa en donde se encuen-
tra el archivo y reemplazando name por el nombre del archivo. Alternativamente, se puede cambiar el directorio de
trabajo en Session>Set working directory y teclear load (’name.rda’). Obviamente b orrard el contenido anterior de
d.
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Figura 4.2: Gréaficos bidimensionales para las 5 variables del fichero nota.rda.

Ejemplo 4.3. En el tercer ejemplo analizamos los datos del fichero heptathlon del paquete de
R MWE] correspondientes a los resultados en la prueba femenina de heptatlon en las olimpiadas de
Seul 1988 (ver Tabla . Las variables corresponden a las pruebas: hurdles (110 m. vallas, en
sequndos), highjump (salto de altura, en metros), shot (lanzamiento de peso, en metros), run200m
(carrera de 200m., en sequndos), longjump (salto de longitud, en metros), javelin (lanzamiento de
jabalina, en metros), run800m (carrera de 800m., en sequndos) y score (puntuacion final).

2Para leer este conjunto de datos hay que instalar el paquete MVA pinchando en el ment: Paquetes >Instalar
Paquetes seleccionando MVA o tecleando en R: library (’MVA’).
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Tabla 4.5: Resultados de Heptatlon en la Olimpiada de Seul 1988.

hurd.

HJ

shot

200m

LJ

jav.

800m

score

12.69
12.85
13.20
13.61
13.51
13.75
13.38
13.55
13.63
13.25
13.75
13.24
13.85
13.71
13.79
13.93
13.47
14.07
14.39
14.04
14.31
14.23
14.85
14.53
16.42

© 00 O Ui W N

NN DN DN NN P /= e s = =
U W N~ O OO Ut W —=O

1.86
1.80
1.83
1.80
1.74
1.83
1.80
1.80
1.83
1.77
1.86
1.80
1.86
1.83
1.80
1.86
1.80
1.83
1.71
1.77
1.77
1.71
1.68
1.71
1.50

15.80
16.23
14.20
15.23
14.76
13.50
12.88
14.13
14.28
12.62
13.01
12.88
11.58
13.16
12.32
14.21
12.75
12.69
12.68
11.81
11.66
12.95
10.00
10.83
11.78

22.56
23.65
23.10
23.92
23.93
24.65
23.59
24.48
24.86
23.59
25.03
23.59
24.87
24.78
24.61
25.00
25.47
24.83
24.92
25.61
25.69
25.50
25.23
26.61
26.16

7.27
6.71
6.68
6.25
6.32
6.33
6.37
6.47
6.11
6.28
6.34
6.37
6.05
6.12
6.08
6.40
6.34
6.13
6.10
5.99
5.75
5.50
5.47
5.50
4.88

45.66
42.56
44.54
42.78
47.46
42.82
40.28
38.00
42.20
39.06
37.86
40.28
47.50
44.58
45.44
38.60
35.76
44.34
37.76
35.68
39.48
39.64
39.14
39.26
46.38

128.51
126.12
124.20
132.24
127.90
125.79
132.54
133.65
136.05
134.74
131.49
132.54
134.93
142.82
137.06
146.67
138.48
146.43
138.02
133.90
133.35
144.02
137.30
139.17
163.43

7291
6897
6858
6540
6540
6411
6351
6297
6252
6252
6205
6171
6137
6109
6101
6087
5975
5972
5746
0734
5686
5508
5290
5289
4566

Para estudiar las relaciones entre las variables podemos hacer

plot (heptathlon)

La grdfica se puede ver en la Figura[].3

Podemos calcular las matrices de covarianza y correlacion con cov(d) y cor(d), respectiva-
mente. Las correlaciones se pueden ver la Tabla[{.0, Se aprecia que algunas variables tienen corre-
laciones (lineales) positivas y otras negativas. Note que en algunas variables (las carreras) es mejor
tener valores bajos (poco tiempo) mientras que en otras es mejor tener valores altos (lanzamientos
y saltos). Estas relaciones se verdn reflejadas en las componentes principales.

J. Navarro
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Figura 4.3: Gréaficos bidimensionales para las variables del fichero heptathlon.

Pueden pensarse ejemplos similares. Por ejemplo: ; Como construir unos indices que midan los
cambios de precios en un pais? ;Qué relacion hay entre las variables de un recién nacido, una
persona o una animal? ;Cémo resumir los indicadores econémicos de diversos paises?

Otras veces simplemente se querra disminuir el nimero de variables porque son muchas perdien-
do la menor informacién posible (comprimiendo los datos). De hecho, esta es una de las técnicas
mas usadas en el Big Data para este propdsito. En particular, este procedimiento se puede usar
para representar nuestros datos en un unico grafico bidimensional (en cualquiera de las técnicas
vistas en este libro).
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Tabla 4.6: Correlaciones entre las variables del fichero heptathlon.

hurd. HJ shot 200m
hurd. | 1.000000000 -0.811402536 -0.6513347  0.7737205
HJ | -0.811402536 1.000000000  0.4407861  -0.4876637
shot | -0.651334688 0.440786140 1.0000000  -0.6826704
200m | 0.773720543 -0.487663685 -0.6826704  1.0000000
LJ | -0.912133617 0.782442273  0.7430730  -0.8172053
jav. | -0.007762549 0.002153016  0.2689888  -0.3330427
800m | 0.779257110 -0.591162823 -0.4196196 0.6168101
score | -0.923198458 0.767358719  0.7996987  -0.8648825

LJ jav. 800m score
hurd. | -0.91213362 -0.007762549 0.77925711 -0.9231985
HJ 0.78244227  0.002153016 -0.59116282 0.7673587
shot 0.74307300  0.268988837 -0.41961957  0.7996987
200m | -0.81720530 -0.333042722 0.61681006 -0.8648825
LJ 1.00000000  0.067108409 -0.69951116 0.9504368
jav. 0.06710841 1.000000000  0.02004909  0.2531466
800m | -0.69951116  0.020049088  1.00000000 -0.7727757
score | 0.95043678  0.253146604 -0.77277571  1.0000000

4.2.

Componentes principales

Desde el punto de vista teérico la idea es resumir la informacién de un vector aleatorio (v.a.)

k—dimensional X = (X7y,.

.., Xk)" (recuerde que A’ denota la traspuesta de A, es decir, X es un

vector columna) en unas “pocas” variables que proporcionen la informacién més relevante. Se puede
dar una aproximacién geométrica mediante el concepto de elipsoide de concentracion.

Definicion 4.1. Si X es un vector aleatorio de dimension k, media u y matriz de covarianzas
V = (o) definida positiva, se define el elipsotide de concentracion de X como

Ep={zcRF: (z—p)V iz —p) <k+2}.

Puede probarse que existe un v.a. uniforme sobre Ej, con media p y matriz de covarianzas V' (ver
Zoroa 'y Zoroa 2008, p. 206). En la definicién del elipsoide interviene la distancia de Mahalanobis
basada en la matriz V entre x y la media u dada por

dy (z, 1) = /(& — p)' V=" (x — p).

Esta distancia al cuadrado se puede calcular en R con mahalanobis(x,mu,V). Por ejemplo, si que-
remos calcular las distancias al cuadrado de las 10 primeras atletas de hepthatlon a la media
teclearemos:
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mu<- colMeans(d)
mahalanobis(d[1:10,] ,mu,cov(d))

Ademds, si X es normal, el elipsoide se puede definir a partir de las curvas de nivel de la funcién
de densidad (f(z) = cte) ya que

fx) = wlm)k exp (—;u Ve - m) |

La mayor parte de los individuos (puntos) estardn dentro de este elipsoide y, si queremos dis-
tinguirlos con una unica variable, parece claro que lo mejor seria proyectarlos sobre el eje mayor.
Por ejemplo, para una Normal bivariante

(o= (o) v=(0s 7))

-1
1 1/2 z\ 4, 4 4 9
(= y)(l/Z 1) (y>_3$_3xy+3y

por lo que el elipsoide de concentracion seria

se tiene

4 4 4

Para calcular la inversa de V en R podemos hacer

V<-matrix(NA,2,2)
V[1,]<-c(1,1/2)
v[2,1<-c(1/2,1)
solve (V)

Para representar el elipsoide como en la Figura [4.4] podemos hacer

hc<-function(x1,x2) (4/3)*x1°2-(4/3)*x1*x2+(4/3)*x2"2
x<-seq(-3,3,1length=1000)

y<-seq(-3,3,length=1000)

z<-outer(x,y,hc)

contour (x,y,z,levels=4)

contour(x,y,z,levels=c(1:6))

La funcién de densidad puede calcularse en (1,1) con

mu<-c(0,0)
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Figura 4.4: Elipsoide de concentracién para una normal bidimensional con medias 0, varianzas 1 y
correlacién 1/2 (izquierda) y elipsoides obtenidos con otros niveles (circunferencias de Mahalanobis).

x<-c(1,1)
dmvnorm (x,mu, V)

Se debe obtener 0.0943539. Para simular 50 datos de este modelo usaremos rmvnorm(50,mu, V).
Su grafica puede verse en la Figura (derecha) junto con el elipsoide de concentracién y los
puntos simulados de ese modelo (izquierda). Las curvas de nivel son similares a las de la Figura
derecha. Para hacer graficas 3D en R hay diversas opciones. Esa grafica de la distribucién normal
se obtiene con:

f<-function(x1,x2)

dmvnorm(data.frame(x1,x2) ,mu,V)

x<-seq(-3,3,length=50)

y<-seq(-3,3,length=50)

z<-outer (x,y,f)

persp(x,y,z,xlab="x1’,ylab="x2’,zlab="f (x1,x2)’,col="red’)

Para realizar el gréfico de la izquierda podemos hacer:
set.seed(123)
d<-rmvnorm(50,mu,V)
plot(d,xlab="X1",ylab="X2",pch=20,xlim=c(-3,3),1im=c(-3,3))

contour (x,y,z,levels=4,add=T,col="red’)

donde el comando set.seed(123) sirve para que siempre se genere la misma muestra (si queremos



Analisis de componentes principales 109

otra basta borrarlo). La gréfica de la derecha también se puede obtener con:

f<-function(x1,x2)

exp (- (4/6) *x1xx1+(4/6) *x1*x2-(4/6) *x2*x2)
x<-seq(-3,3,length=50)

y<-seq(-3,3,length=50)

z<-outer (x,y,f)
persp(x,y,z,xlab="x1’,ylab="x2’,zlab="f (x1,x2) ’,col="red’)

X2
(TN

Figura 4.5: Elisoide de concentracién (izquierda) y funcién de densidad para una normal bidimen-
sional con medias cero, varianzas 1 y correlacién 1/2.

Teniendo en cuenta esos graficos, si queremos reducir las dos variables a solo una, la mejor
“proyeccién”, es decir la que mejor separa los puntos (varianza méaxima), es la proporcionada por
el eje principal del elipsoide (o curvas de nivel de la normal) que en este ejemplo viene dado por la
recta o2 — 21 = 0. Lo mismo ocurre en dimensién k£ y en un modelo general como veremos en la
seccion siguiente.

4.3. Definicién y calculo tedrico

Supongamos que X = (X7i,...,Xx)" es un v.a. k dimensional con vector de medias p y matriz
de covarianzas V semidefinida positiva. Entonces la primera componente principal serd la v.a.
unidimensional Y7 = a1 X7 + -+ 4+ ap X} con a% + -4 az = 1 cuya varianza es méaxima. Notese

que si no se normaliza la combinacion lineal, la variable Y; puede tener varianza tan grande como
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queramos. Geométricamente, hacemos un cambio de variable (primer eje) para que la dispersién
sea maxima y la normalizacién equivale a mantener la escala original (proyectar).
El problema puede expresarse de la forma siguiente:

méx Var(a'X)
s.a.:da=1 }
donde a = (ay,...,a;)" € RF.

Una vez calculada una primera componente principal Y7, la segunda componente principal Ys
debe verificar Cov(Y7,Y2) = 0 (no debe contener informacién ya incluida en Y;) y debe tener
varianza méaxima, es decir

méx Var(a'X)
s.a.: da=1

Cov(Y1,d/X) =0

Asi, sucesivamente, por induccién, se definen las siguientes componentes principales como la
(una) solucién de
méx Var(a'X)
s.a.: da=1
Cov(Y;,dX)=0,i=1,...,5—1

La solucién general viene dada en el teorema siguiente que prueba la existencia de las (unas)
componentes principales y muestra como calcularlas. Ademds, se demuestra que las componentes
principales no son unicas (puede haber més soluciones).

Teorema 4.1. Si X es un v.a. k dimensional con matriz de covarianzas V definida positiva, las
(unas) componentes principales valen

tl,l ... th X1
Y=Y, V) =T'X =
tig oo teg X
donde T es una matriz ortogonal (T'T = TT' = I) tal que T'VT = D = diag(A1,..., ;) con
AL > A2 > 2 A > 0.

Demostracion. Como V' es una matriz simétrica y definida positiva, existe una matriz T' = (t; ;)
ortogonal (T"T =TT' = I)talque T'VT = D = diag(\1, ..., \;) con los valores propios verificando
A1 > A2 > > A > 0 (ver Burgos 1994, pdg. 630). De esta forma, si

Y t11 .. tga X1
Y=| ... | =TX-=
Y: tieg ootk X
entonces Y7,...,Y} verifican

Cov(Y)=Covo(T'X)=E(T'(X —pu)(X —p)'T)=T'VT =D
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lo que implica que Cov(Y;,Y;) = 0 para i # j y Var(Y;) = A;. Los vectores columnas de T (filas de
T') tj = (t1,-..,tk ), serdn una base ortonormal de vectores propios de V' verificindose Y; = t;X
y Vt; = Ntjparaj=1,... k.

Para comprobar que Y7 es una primera componente principal, supongamos que a’X es una
combinacién lineal con a’a = 1. Entonces, como los vectores propios son una base, existirdn cy, ..., ¢
nimeros reales tales que

a=city + -+ cpty, conc= (cy,...,cx)
con lo que
Var(a'X) = B(d/(X — p)(X — p)'a)
=dVa
k k
= (Z Cﬂfé) |4 <Z Citl>
i=1 i=1
k k
= (Z Cﬂf%) (Z Cini)
i=1 i=1
k k
= (Z cﬂfg) ch)\Jt]
i=1 j=1
= Z CiCj/\jt;tj
ihj
k
S
i=1
y, COMOo
k k k
ada= (Z cﬁé) Z citi | = Zcicjt;tj = Zcf =cdc=1
=1 Jj=1 0J i=1
la varianza serd méxima si ¢ = 1,¢c0 =0,...,c; = 0 ya que

k k
Var(£t) X) =\ = ZC?M > Zcf)\i = Var(d'X),
i=1 i=1
para todo a tal que a’a = 1, es decir, Y7 = +t]X es una primera componente principal (puede
haber otras soluciones si A\ = \2).
Por induccién, supongamos que Y; = 1 X,...,Y;_1 = t;-_lX son las primeras (j — 1) compo-
nentes principales y veamos que Y; = t;-X es la (una) solucién de

méx Var(a'X)
s.a.: da=1
Cov(dX,Y;)=0,i=1,...,5—1
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Como se debe verificar

Cov(d'X,Y;) = Cov(d' X, ;X)) = E(d'(X — p)(X — p)t;) = d'Vt;
= )\Z‘alti = )\i (Z CJ;) ti = )\ici =0

parai=1,...,7 — 1,y A; > 0, se tiene ¢c; = --- = ¢j_1 = 0. Entonces, la varianza serd maxima si
cj =1y c¢; =0 parai> j, ya que

k k
Var(£t;X) = \j =de)j = Zcf)\j > ch)\i = Var(d'X),
i=j i=j

para todo a tal que d'a = 1y Cov(a’X,Y;) = 0,4 = 1,...,j — 1, es decir, Y; = £t/ X, es una
componente principal j-ésima (no necesariamente la tinica). O

Como consecuencia inmediata de la demostracién anterior se tiene el corolario siguiente.

Corolario 4.1. Si Ay > X2 > ... > X, entonces las componentes principales son unicas salvo
s1gno.

Observacion 4.1. Ndtese que la componente principal j-ésima se obtiene multiplicando la fila j-
ésima de T' (la columna j-ésima de T') por X, es decir, Y; = t:X donde t; = (t1,...,tk;) es un
vector propio unitario correspondiente al j-ésimo valor propio (vectores columna de T'). Ademds,
Var(Y;) = Aj y

k k k
traza(V) = ZUM = Z Var(X;) = g Var(Y;) = Z Aj
j=1 j=1 j=1 :

j=1

(las matrices semejantes tienen las trazas iguales), es decir, la variabilidad (informacion) de las
variables originales es igual a la suma de las variabilidades de las componentes principales. La
cantidad de informacion (%) contenida en cada componente serd I; = IOOAj/(Zle i) %.
Por esto, la traza se usa como una medida unidimensional de la dispersion de una variable k-
dimensional. La otra medida es el determinante de V' para el que también se verifica:

V] = Ao\ = [Cou(Y)]

(es decir, la variabilidad se mide calculando el drea encerrada en el paralelogramo de lados iguales
a los valores propios).

Observacién 4.2. Otros autores llaman componentes principales a Y = T'(X — ) con lo que,
ademds, se consigue que sean centradas (E(Y;) = 0). También se pueden definir las componentes
principales estandarizadas Zj = (X—,u))\j_l/2 (Z = DY2T"(X — 1)) que ademds de ser centradas
tendrdn varianza 1.
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Observacion 4.3. Cuando hay valores propios iguales a cero (V' es semidefinida positiva) no suelen
considerarse sus correspondientes componentes principales (degeneradas) y se puede conservar toda
la informacidn en las componentes principales de valores propios distintos de cero. En este caso
hay variables que pueden obtenerse como combinacion lineal de las restantes (aunque no siempre
pueden eliminarse del andlisis).

Observacion 4.4. Como comentamos al inicio, geométricamente, las componentes principales se
corresponden con los ejes principales del elipsoide de concentracion. Como Y = T'X, podemos
interpretar las componentes en funcion de los pesos que tengan en ellas las variables originales. Si
ponemos X en funcion de'Y como X =TY , entonces las variables originales se pueden interpretar
en funcion de las componentes principales e incluso, podemos representar aproximadamente, las
variables originales usando las dos (tres) primeras componentes.

Sila poblaciéon X es normal, entonces las componentes principales son normales e independientes
entre si, ya que en éstas poblaciones equivalen independencia e incorrelacién (independencia lineal)
y Z serd una normal estandar multivariante (Ng(0,1)).

Proposicion 4.1. Si Y son las componentes principales obtenidas a partir de X, entonces X es
normal multivariante si, y solo si Y1,...,Y; son independientes y normales univariantes para todo
ji=1,...,k.

La demostracion es inmediata. Esta propiedad puede ser utilizada para estudiar la normalidad
multivariante a partir de un test de normalidad univariante sobre las componentes principales.
Incluso si la normal multivariante no es de rango completo (V' no es definida positiva), puede
utilizarse con las m primeras componentes con valores propios distintos de cero (las otras seran
degeneradas) coincidiendo m con el rango de V.

Ejemplo 4.4. Para la v.a. normal de media pn = (0,0) y matriz de covarianzas

1 0.5
V= ( 0.5 1 )
(ver Figura , sus componentes principales se calculardn diagonalizando V' mediante

=1-22+X-1/4=0

V—Aﬂzll_A 0.5

0.5 1—-AX

que tiene soluciones

2++/4—4(1-1/4
A= 5 ( /4) =1+£0.5,
y la primera componente se obtendrd resolviendo

(s ) (5)=0e0(5)
(Com s )=(0)
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lo que da x =y, es decir, sus vectores propios son v = \(1,1)". Como usamos vectores normalizados
(de norma 1), una primera componente valdrd

vi = (1v2.1/v2) ( o ) (X4 X) V3

y su varianza es \; = 1.5. Andlogamente, la sequnda valdrd Yo = (X1 — X2)/V2 (ya que tiene que
ser perpendicular a la primera) y tendrd varianza Ay = 0.5. Es decir, tenemos

Y= (X1 + X2)/V2
Yo = (X1 — X2)/V2

por lo que

verx=(12 ) (%)

La primera componente explicard un Iy = 100A1 /(A1 + A2) % = 75% de la varianza total y la
seqgunda un Iz = 1002 /(A1 + X2) % = 25%. Como las varianzas iniciales son iguales, ambas tienen
igual peso en las componentes con distinto signo en el caso de la sequnda de ellas. Nétese que
aunque las varianzas iniciales sean todas iguales (1) las componentes principales tienen varianzas
(en general) distintas. Si X1 fuese el peso de una persona y Xo su altura (estandarizadas), la
primera componente se podria interpretar como lo “grande” que es dicha persona, mientras que la
sequnda estaria relacionada con su “constitucion” (Yo grande significaria gran peso y poca altura,
es decir, complexion fuerte). Despejando, se tiene

Xi=MWM+ YQ)/\@
Xo = (Y1 - Ya)/V2,

lo que nos permite representar las variables X1, Xo en funcion de las componentes Y1,Ya (ver
Figura @) Notese que Y1 aumenta si lo hacen X1 y Xo mientras que Yo aumenta si aumenta
X1 y disminuye Xo. Estas relaciones serviran para interpretar (dar significado) a las componentes
principales.

Para realizar estos calculos en R introduciremos los comandos siguientes. El primer lugar defi-
nimos e introducimos V- con:

V<-matriz(nrow=2,ncol=2)
V[1,1]<-1

v[2,2]<-1

Vi2,1]<-1/2

v[1,2]<-1/2

Tecleando V podemos comprobar que hemos introducido los datos bien. Para calcular los valores y
vectores propios haremos: eigen (V). Si queremos guardar la matriz T de vectores propios haremos
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eigen (V) $vectors->T

Recuerde que los vectores normalizados aparecen en las columnas de T'. Para comprobar que T es
una matriz ortogonal haremos t (T) J* T donde t (4) es la traspuesta de A y AJ* B es el producto
de las matrices A y B en R. De esta forma, si queremos comprobar que T' diagonaliza a V' haremos

t(T) 7% RV * 5T

lo que nos dard (aprozimadamente) la matriz diagonal con los valores 1.5 y 0.5 en la diagonal.
Como Y = T'X, la primera componente principal serd Y1 = 0.7071068X; + 0.7071068X5 y la
seqgunda Y1 = —0.7071068.X1 + 0.7071068 X>. Para calcular las informaciones contenidas en cada
una (en tanto por 100) haremos:

100*eigen (V) $values/sum(eigen (V) $values)

obteniendo 75 y 25.

04 0.6

Y2
-02 0.0 0.2
1
o

-0.6
I

Figura 4.6: Variables del Ejemplo en funcién de las componentes principales.

La desigualdad de Chebyshev para variables aleatorias da una cota inferior en funcién de la
varianza para el porcentaje de valores a una distancia dada de la media. Se puede obtener de la
desigualdad de Markov siguiente. Si Z es una variable aleatoria no negativa con media finita F(Z)
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y € > 0, entonces

5Pr(225):5/

[e,00)

dFy(x) < /

[e,00)

xdFz(z) < /[0 ):EdFZ(x) =FE(Z)

(donde Fz(z) = Pr(Z < z) es su funcién de distribucién), es decir

E(Z)

Pr(Z >¢) <
€

(4.1)

La desigualdad de Chebyshev se obtiene como sigue. Si X es una variable aleatoria con media finita
p = E(X) y varianza 02 = Var(X) > 0, entonces tomando Z = (X — p)?/0? > 0 en (4.1]), tenemos

Pr <(X;2“)2 > 5) < % (4.2)

para todo € > 0. También se puede escribir como

1
Pr((X —p)? <eo?)>1— R

O como
02
Pr(| X —pul<r) <1l ——
(X —pl<r)<1-%

para todo r > 0. De forma andaloga, la desigualdad de Chebyshev multivariante se obtiene usando
las componentes principales como sigue.

Teorema 4.2. Sea X = (X1,...,Xy)" un vector aleatorio con vector de medias finito p = E(X) y
maltriz de covarianzas definida positiva V', entonces

Pr((X —p)VHX —p) > ¢) <

(L=l

(4.3)

para todo € > 0.

Demostracién. Como V es definida positiva y simétrica existe T tal que TT' =T'T =1 y T'VT =
D, donde D = diag(A1, ..., Ax) es la matriz diagonal con los valores propios ordenados A\ > -+ >
A; > 0. Entonces V =TDT" y V~! = TD~'T’. Entonces la variable aleatoria no negativa

Z=(X—-p)V X —p)
se puede escribir como
Z=(X = p)TD'T'(X - p) = [D"'°T'(X — )] [D-°T'(X — )] = 2'Z,

donde
Z =D V2T(X - p)
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y D712 = diag()\flﬂ,...,)\;lﬂ). El vector aleatorio Z = (Zi,...,Zk) (con las componentes
principales estandarizadas) verifica

E(Z)=EMDY?T(X — p)) = D"V2T'E(X — 1) = 0

Cov(Z) = Cov(D™YV2T'(X — p)) = D~V21'vTD~Y2 = p~Y2DD~1/2 = |,..

Por lo tanto
k k k
E(Z)=E(Z'Z)=E (Z ZE) => E(Z})=> Var(Z) =k
=1 =1 =1

Entonces, usando la desigualdad de Markov (4.1]), tenemos

E(Z k
PrZ2 ) = Pr(X ~ )V (X -z < DD K
para todo € > 0, lo que finaliza la demostracién. O
La desigualdad (4.3) también se puede escribir como
-1 k
Pr((X —p)'V (X—,u)<5)21—g (4.4)

para todo € > 0. En particular, para el elipsoide de concentracion
Ep={zeRF: (z—pn)V iz —-p) <k+2},

obtenemos

k 2

PrX e E)>1— 2
MY EE) 21 = 103

Para obtener regiones con més datos podemos tomar ¢ = ck, resultando

k 1 -1
Pr((X =)V X =) <ch) 21— - =1~ = E— (4.5)
c c
Si X es normal, entonces Z1,...,Z, son normales independientes y Z = Zle Zf sigue una

distribucién chi-cuadrado con k grados de libertad (ya que es la suma de k normales N(0,1)
independientes).




118 J. Navarro

4.4. Propiedades

En primer lugar estudiaremos las relaciones entre la nuevas variables y las componentes princi-
pales obtenidas mediante la matriz de covarianzas V.

Proposicion 4.2. §i Y son las componentes principales obtenidas a partir de X, entonces
Cov(X,Y)=TD (4.6)
Corr(X,Y) = diag(V)~/*TD/?
donde diag(V') = diag(o?,...,0%).
Demostracion. En primer lugar senalaremos que
Cov(X,Y)=Cov(X,T'X)=VT

y, como T"VT = D y T es ortogonal, entonces VI =TD y Cov(X,Y) =TD.
Por otro lado se tiene que como

Cov(X;,Y))
2

Uij

Corr(X;,Y;) =

entonces Corr(X,Y) = diag(V)~?Cov(X,Y)D1/? y

Corr(X,Y) = diag(V)"Y?>TDD~Y? = diag(V)~'/>*TD/?.

Corolario 4.2. En las condiciones de la proposicion anterior se tiene:

COU(Xi, }/]) = ti,j)\j

t. .
Corr(X;,Y;) = b )\;/2
o}
para todo 1, 7.

Definicién 4.2. Liamaremos matriz de saturaciones a A = Corr(X,Y).

Ejemplo 4.5. Para el vector aleatorio (X1, X2)" con normal de media p = (0,0) y matriz de

covarianzas
1 0.5
V= < 0.5 1 > ’

T:<1/\/§ 1/v/2 >7D2<1.5 0 )

se obtiene

1/vV2 —1/V2 0 0.5
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por lo que la matriz de saturaciones valdrad:

1/vV3 1 0.86603 0.5
A=TD 2 < V3 -1 ) ( 0.86603 —0.5 )

Nétese que la primera componente explica un 75 % (0.866032100) de las variables X1 y X, mientras
que la sequnda solo un 25 %. Las saturaciones y sus cuadrados suelen representarse en tablas de la
forma siguiente:

a; Y; Y, a?j Y1 Y5 | total

X1 | 0.866 | 0.5 X1 10751025 | 1
Xo | 0.866 | -0.5 Xo | 075 0.25| 1

lo que nos puede ayudar a “interpretar” las componentes principales. Las saturaciones también se
pueden representar grdficamente igual que haciamos con los coeficientes en la Figura[{.6 Aunque
en este ejemplo, las saturaciones con las distintas variables coincidan, esto no siempre es asi, y
tendremos variables mejor explicadas por las componentes elegidas que otras.

Proposicién 4.3. Si A es la matriz de saturaciones, entonces
AA" = Corr(X)
Demostracion. Si multiplicamos se obtiene

= diag(V)"V*TDY?*(diag(V)~ V2T D'/?Y
= diag(V)~ 2T D2 D'\ diag(V)~"/?
= diag(V)"Y2TDT"diag(V)~/?
= diag(V) "2V diag(V)~'/?
= Corr(X).

O

También se pueden obtener las correlaciones multiples entre cada variable original y el grupo
de componentes principales elegidas lo que nos dara una idea de lo bueno que es el modelo formado
por las componentes principales (y los correspondientes coeficientes) para predecir cada variable
original. Recordaremos la definicién de coeficiente de correlacién miltiple.

Definicién 4.3. Si X = (X1,...,Xg)' es un vector aleatorio se llama coeficiente de correlacion
maltiple(al cuadrado) de X1 respecto de Z = (Xo,..., Xy) a

, Ul 2V22’U12
Corr® (X1, 7) —91(2, k) T T
/
donde Cov(X) = < oL1 V12 )’ Cov(Z) = Voo, 011 = Var(X1) y Ull’2 = (12,0, 01) =

vig Voo
Cov(X1,2).
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Noétese que si kK = 2, entonces p%@) = 017202_501,2/01,1 = p% 5. La interpretacion de este coefi-
ciente se obtiene del resultado siguiente.

Proposicién 4.4. El coeficiente de correlacion multiple es el mdximo de las correlaciones (al
cuadrado) de Xy con combinaciones lineales de Z = (Xo, ..., Xy), es decir

mg’x Corr?(X1,0'Z) = P%(z,...,k)

Demostracion. De la definicién se tiene

Cov(X1,d/'Z))?  (Cov(Xy, Z)a)?
o1 Var(dZ) — o11Cov(d/Z, 0/ Z)
(0/711,2)2 . (O‘IV21,é2V2T21/2U1,2)2

0'1710/V2’204 0'1710/‘/2,204

Corr*(Xy,d'Z) = (

y, usando la desigualdad de Cauchy-Schwarz ((z'y)? < (2'x)(y'y)) para 2’ = 0/1/'21742 ey = VQTQIULQ,

se tiene
/ / —1 / —1
aVopavyoVosv12 vy oVoov12

Corr*(Xy,d'Z) <

o1,10'Va s o1

es decir p%@ ) €5 una cota superior. Ademds, la igualdad se obtiene si x e y tienen la misma
direccién
1/2 —-1/2

es decir, si a = )\VQ_zleg. O

Proposicién 4.5. Si las variables de Z = (Xa,...,Xk)" son independientes (incorreladas) entre
st, entonces

k
Corr*(X1,7) = ZCOTTz(Xl, X;).
j=2

Demostracion. La demostracién es inmediata ya que al ser V5o diagonal, se tiene

/ —1 k 2 k
V) 9V5 5 01,2 01,
Corr*(X1,Z) = ’07’ = E . ;A - = E :p%,j'
1,1 j=2 1,105, j=2

O

Por lo tanto, es interesante calcular las correlaciones multiples de cada variable original con
el grupo de las p primeras componentes principales elegidas (p < k) para medir el maximo que
podemos explicar de cada variable original a partir de combinaciones lineales esas componentes
principales.
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Proposicion 4.6. Si Y son las componentes principales obtenidas a partir de X, entonces
P
Corr®*(X;,(V1,...,Y) ZCOT"F (X5,Y;) ZtQ A _Zaij'
=1

La demostracion es inmediata ya que las componentes son incorreladas entre si. A estas corre-
laciones se las suele denominar comunalidades

ci = Corr*(X;, (Y1,...,Yp))

y se suelen representar en la tabla de las saturaciones al cuadrado (como totales de las filas).

Ademas, el maximo de la correlacién se obtiene con la combinacién lineal o (Y7,...,Y,) con
-1
)\1 e 0 ti71A1 ti71
Odi:)\VQ_QIULQZA =A
; o ' '
0 ... A tipAp tip

Es decir, si tenemos que obtener X en funcién de las p primeras componentes principales, lo haremos
a partir de la relacién X = T'Y eliminando el resto de las componentes. Légicamente, si p = k, se
obtiene o/(Y1,...,Y) = AX; y Corr?(X;, (Y,...,Y))) = 1 y la igualdad

Corr* (X, (Yi,..., Y ZCOT‘T (X5,Y5) th Aj = 1.

Reciprocamente, la informacién contenida en la componente principal j-ésima vale:

k k
)\j = )\j Zt? ZU“ ‘ t2 )\ = ZUi,iCO’I“TQ(Xi,Y}),
=1

04,0
’ =1

vaque 1 = ZZ 1 t? j s el médulo al cuadrado del vector propio t; (columnas de T') y la informacién
(variacién) total contenida en las p primeras componentes prlnClpales vale:

p p

k k k
Z)\] — ZZU’L’LCOTT Xz,Y e ZO’iinOT’)"2(X,L"(Y1,...,)/p)) = ZC@O’Q
i=1 =1

j=1 j=11i=1

Si todas las varianzas son 1, la informacién total Z?zl Aj serd la suma de la comunalidades, es
decir, la suma de la informacién que se tiene de cada variable original. Si p = k, entonces ¢; =1y
se tiene Sum 1A =YF o2

= 2.i=19; -

En el ejemplo anterior tenemos

a%j Y1 Y, | Total
X 0.75 | 0.25 1
X9 | 0.75] 0.25 1

Total | 1.5 0.5 2
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donde si p = 1 se tiene \y = 3/2 = 0.754+0.75 y si p = 2, se tiene \j + A2 = 3/2+1/2 =2 =
1+1=0}+03

4.5. Calculo a partir de la matriz de correlaciones

Cuando se estudian variables en las que se usan unidades diferentes o queremos que éstas no
sean significativas (todas las variables sean iguales a priori), las componentes principales suelen
calcularse a partir de la matriz de correlaciones II = (p; ;) con p; j = 0 ;/(0;05), lo que equivale a
considerar desde el principio las variables estandarizadas Z; = (X; — u;)/0; (se igualan las varianzas
a 1). De esta forma, usando el teorema principal, se obtienen las componentes

Y =T'Z = T'diag(V) (X — p)

N k FoX
Yi=02=) tijZi=) ti;——,
=1 i=1

)

donde T es la matriz ortogonal que diagonaliza IT = Corr(X) = Cov(Z)

TIT = diag(xl, . ,Xk) =D
Hfj = )\jt~j y Z =(Zy,...,Z) . De esta forma, se obtiene
Cov(Y)=Cov(T'Z) =T'IIT = D.

Es decir, las componentes principales obtenidas a partir de la matriz de correlaciones seran
las variables incorreladas con varianza méxima que se pueden obtener a partir de combinaciones
lineales de las variables estandarizadas Z = diag(V)~"?(X — p). Sin embargo, los resultados que
se obtienen son (en general) diferentes de los que se obtienen a partir de V.

Proposicién 4.7. Si Y son las componentes principales obtenidas a partir de la matriz de corre-
laciones de X, entonces B e
Corr(X,Y) =TD"2.

En efecto, si Y = T'Z = T'diag(V)~Y/2(X — p), entonces
Cov(Z,Y) = Cov(Z,T'Z) =TT = TD.
Corr(X,Y) = Corr(Z,Y) = Cov(Z,Y)D™'/? = TDD~'/? = TD'/2.

Observacién 4.5. Nétese que las correlaciones con la componente Y; son proporcionales al vector

propio %VJ (columnas de f) con constante de proporcionalidad X;/z (Corr(Xi,f/j) = t~2-7jX]1./2) Y que

k
ZCOT‘T2(X1',?J‘) == ZE’J‘X]' = Xj.

i=1 =1
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De forma similar, se define la matriz de saturaciones A= Corr(X, }7), que verifica
AA = TD'V?D'V?T' = Cov(Z) = Corr(X)
(como vimos en la seccién anterior) y
A'A = D'V2T'TDYV? = D,

es decir, la matriz de saturacidon es una matriz que factoriza Il junto a su traspuesta de forma que
si las multiplicamos al revés nos da una matriz diagonal.

4.6. Calculo practico de las componentes principales

Si estudiamos k variables (numeéricas) en una determinada poblacién usando una muestra de n
individuos, tendremos una tabla de datos de la forma siguiente:

Datos | X1 | ... | X
O/l X1’1 A Xl,k:
O, | Xn1 | ... | Xnk
Esta tabla serd unam.a.s. Oy, ..., O, (formada por n vectores aleatorios columna independientes
e idénticamente distribuidos) de la variable aleatoria k dimensional X = (X1,...,X) que, en

muchas ocasiones, podremos suponer normal. Sin embargo, otras veces prescindiremos de estas
hipétesis y dnicamente analizaremos una tabla de datos, tratando de condensar la informacién
contenida en la misma y de analizar (de forma descriptiva) las relaciones entre las variables y los
individuos.

Asi, en la préactica, tendremos que la matriz de covarianzas V es desconocida, por lo que ten-
dremos que estimarla y, una vez estimada, procederemos al calculo de las componentes principales.
De esta forma, las componentes principales (y los valores de la matriz T') dependerédn de los valores
muestrales y, por lo tanto serdn v.a. (con individuos distintos, obtendremos componentes distintas)
y lo mismo les ocurrird a los valores propios (serdn estimaciones de los verdaderos valores propios).
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Para estimar V' podemos utilizar la matriz de cuasicovarianzas muestrales S calculada como:

Or= (X1, Xup)

= 1
Xj=-> X,

= 30~ 0)(01 - 0) = (51))
=1
i, — n i 1 Z(Xl,i - yi)()(lJ - Y.7)

También podemos usar la matriz de covarianzas muestrales

n—1

V= S.

n

Ambas tendran los mismos vectores propios y, si n es grande, casi los mismos valores propios.

4.6.1. Calculo a partir de una muestra

Como no conocemos V, la aproximaremos mediante S o V, las diagonalizaremos (calcularemos
los ejes de sus elipsoides) y podremos calcular las componentes principales definidas como sigue.

Definicion 4.4. Llamaremos componentes principales muestrales a las variables Y =TX ,
donde T es la matriz ortogonal que diagonaliza S (17) y llamaremos valores propios muestrales
Xj a los valores propios de S (‘7) Los valores de T' serdn las cargas (“loadings”) o coeficientes
muestrales. Llamaremos puntuaciones muestrales (“scores”) a los valores que obtendriamos
para cada individuo en la componentes muestrales P j = Y;(O;) = ?jOl.

Si optamos por calcular las componentes principales a partir de la matriz de correlaciones, como
también es desconocida, en su lugar se usard la matriz de correlaciones (de Pearson) muestrales

R = diag(S)fUQSdiag(S)il/2 = (Rij)

Rij = 8i;(Si:S;;) M = Vij(ViaV; )~ V/2

Esto equivaldria a estandarizar las variables iniciales restandoles sus medias muestrales y divi-
diéndolas por sus cuasivarianzas (es decir, hacer que todas tengan la misma variabilidad). En este
caso, las puntuaciones se calcularan como:

P; =Y;(0) =05
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donde tA] es el vector propio j-ésimo de R y los datos estandarizados se obtienen (estiman) como

OF — X1 — X1 Xip — X
1 = Sl gee ey Sk

siendo §; = /9;; la cuasidesviacién tipica de la variable X;. La cuasidesviacién tipica S; puede

ser reemplazada por la desviacién tipica muestra ‘A/J = \/Vj,j (como hace el programa R).

Sin es grande, ambas matrices (‘7 y S) son préacticamente iguales. Si X es normal, V es méximo
verosimil y S es insesgado para V, teniendo (n — 1)S una distribucién (en el muestreo) Wishart
Wi(n—1,V). A partir de este resultado, se puede obtener la distribucién exacta de los estimadores
de los valores propios, pero ésta es bastante complicada. Si usamos v y todos sus valores propios son
distintos, se obtendrdn estimadores maximo verosimiles para t; ; y A; ya que se verifica el resultado
siguiente:

Proposicién 4.8. Si 0 es mdximo verosimil para 0, entonces g(6) es mdzimo verosimil para g(6).

Si X es normal, puede probarse que asintéticamente, la distribucién conjunta de los estimadores
de los valores propios es normal multivariante y que la de los estimadores de los valores ¢; ;, también
lo es, siendo ambas independientes entre si.

Los valores asintéticos que se obtienen son los siguientes:

Teorema 4.3 (Anderson, 1974). Si X es normal con matriz de covarianzas con valores propios
distintos y O1,...,0, es una m.a.s., entonces:

1) EQ) =N+ 230, Ay — X)L+ 0(n 2

2) Var(X) = 12)\2(1 — LS RO = )T+ 0P
3) Cov(Ai, Aj) = O(n2) sii # j

4) X 2o Ni(A, 2D2/n)

5) E(t;) =t + Ouln™ D)

6) COU(tj) = Zz;éj )\ A ()\ )\i)72tjt;- + Ok’k(TL*Q)

) &5 =nosoo Niltss 5 2iy Aidi(Aj — Ai) 72t5t))

8) Cov (ti,tj) = _5>\J>\i()\j — )\i)_Qtit; + Ok7k(n_2)

9) Cov(A ti) = n—so00 0
Las convergencias de variables aleatorias son convergencias en ley,

lim O(ay)/an = cte
n—oo
y Ok(an) vy O i(an) representan a un vector de dimensién k y a una matriz de dimensién & x k
cuyos términos son O(ay,), respectivamente.
Noétese que todos los estimadores son asintéticamente centrados y sus varianzas tienden a cero,
siendo ademés A; y Xj asintoticamente independientes (incorrelados). No ocurrird esto si hay dos
valores propios iguales ya que, entonces (\; — i) — oo
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4.6.2. Calculo maximizando la varianza muestral

El célculo de las componentes principales muestrales se puede enfocar de otra forma buscando
la variable a’X (combinacién lineal de las originales) con a’a = 1 que aplicada a los individuos de
la muestra nos de una variable con varianza (o cuasivarianza) muestral maxima. La puntuacién
o contador (“scores”) del individuo j en esta nueva variable seria a’O;, su media muestral serfa

1 & 1 & _
gZa’Oj:a'gsz:a'O
j=1 j=1

y su cuasivarianza seria

3

1
n—1

J

— 1
0. _ 4 0O)2 =
(a'Oj —a'0) —

1 j=1

n

d'(0; —0)(0; — 0)'a=dSa (4.7)
cuyo maximo se alcanza si a es un vector propio del mayor de los valores propios de S. De forma
andloga, se procederia para el cilculo de las restantes componentes principales muestrales. Si,
por induccién, suponemos que los primeros ¢ — 1 vectores propios fj de S nos dan las variables

incorreladas con mayor varianza y buscamos maximizar la varianza muestral de a’O; (es decir
a’Sa) para a’a = 0 haciendo que la covarianza muestral

R . Y A,
n—1 (a'Oj — a’O)(t;-Oj — t;O) = a’Stj = /\ja’tj
=1

J

sea cero para j = 1,...,7— 1. Escribiendo a en funcién de la base de vectores propios y procediendo
como en el teorema principal se obtiene que el éptimo es a = ;.

De esta forma, podemos representar a los individuos mediante sus puntuaciones en las dos o
tres primeras componentes manteniendo de ellos la mayor informacién (variabilidad o dispersién)
posible (aunque =y, ..., 0, no sea una m.a.s.).

4.6.3. Calculo minimizando las distancias cuadraticas

Geométricamente, el espacio formado por las m primeras componentes y que pasa por el punto
O serfa el espacio de dimensién m que minimiza la suma de las distancias al cuadrado de los
individuos a dicho espacio (regresién perpendicular). De esta forma, el ACP seria como realizar
una regresién minimo cuadratica usando las distancias minimas (regresién ortogonal) en lugar de
las distancias “verticales” de la regresién clasica (para predecir Y en funcién de X).

Veamos que es cierto para m = 1. Para la primera componente, la suma de las distancias al
cuadrado de los puntos O; a la recta O + Aa vale

n n

D_di =3 d(0;,0) = p} =3 (0;-0)(0; - 0) = 3_d'(0; - 0)(0; - O)’a,
j=1 j=1

Jj=1 Jj=1
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donde p; es la proyeccién del vector O; — O sobre la recta O + Aa. El minimo para a’a = 1 coincide
con el méximo de (4.7)), es decir, se alcanza haciendo que a sea el primer vector propio muestral.
Si consideramos cualquier otra recta paralela P + Aa, se tendré

> &= Zd2 0j,P)=p; = (0j = P)(0; = P) = Y _d'(0; = 0)(0; - O)'a,
j= j=1 j=1
ya que eligiendo P de forma adecuada podemos conseguir que las proyecciones sean las mismas.

Entonces, de nuevo su minimo para a’a = 1 coincide con el méximo de (4.7)). Por tltimo, si queremos
minimizar
n
/
> (0;—P)'(0; - P)
j=1
en P tenemos que

n

Z d3 =Y (0;— PY(0O; - P)

j=1
—Z - P)(O; —O+0~-P)
=n(0 — P) (O +z;o 0)(0; — 0) + Zn;(o P)(0; — 0)
=n(0 — +Z '(0; —0) +2(0 — P Zn:(oj—é)
j=1
@ 0 P+Z( - 0),
j=1

donde el segundo sumando es constante y el minimo del primer sumando se alcanza con P = O (ya
que es positivo).

4.7. Analisis de componentes principales en R

Veamos como realizar una ACP (PCA en inglés) en R sobre un conjunto de datos. Los conjuntos
de datos disponibles en R en el “paquete” Datasets se pueden ver mediante: data()

Otros “paquetes” incluyen otros ficheros de datos. Consideraremos los datos del Ejemplo
denominados LifeCycleSavings. Recordemos que para ver estos datos en R debemos hacer:

LifeCycleSavings
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y para guardarlos en d
d<-LifeCycleSavings

Como ya hemos comentado el fichero contiene 5 variables medidas en 50 paises diferentes (ver

Tabla .

Tabla 4.7: Primeros datos del fichero LifeCycleSavings.

ST popld pop7h dpi ddpi
Australia | 11.43 29.35  2.87 2329.68 2.87
Austria | 12.07 23.32  4.41 1507.99 3.93
Belgium | 13.17 23.80 4.43 2108.47 3.82
Bolivia 5.75 41.89 1.67 189.13  0.22
Brazil 12.88 42.19  0.83 728.47  4.56

Los detalles sobre estos datos se pueden ver tecleando:
help(LifeCycleSavings)
donde se indica que:

sr: incremento de los ahorros personales 1960-1970 (crecimiento ahorros dividido por ingresos)
popl5: % poblacién menor de 15 anos.

pop75: % poblacién mayor de 75.

dpi: ingresos per-capita.

ddpi: crecimiento del dpi 1960-1970.

4.7.1. Anadlisis inicial de los datos

Antes de aplicar cualquier técnica estadistica es conveniente hacer un estudio preliminar de los
datos. Podemos empezar estudiando las variables por separado para detectar valores atipicos, falta
de simetria o normalidad, etc. En realidad podemos usar las técnicas que consideremos oportunas.
Para resumir estas variables podemos hacer:

summary (d)
obteniendo medias, medianas, cuartiles, minimos y maximos (ver Tabla [4.8]).

Para obtener los valores de la primera variable sr podemos hacer: d$sr o d[,1]. Podemos
dibujarlos con:
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Tabla 4.8: Principales caracteristicas (media, mediana, etc.) de todas las variables del fichero de R
LifeCycleSavings.

ST poplb pop75 dpi ddpi

Min. 0.600 21.44 0.560 88.94 0.220
1st Qu. | 6.970 26.21 1.125 288.21  2.002
Median | 10.510 32.58 2.175  695.66  3.000
Mean 9.671 35.09 2.293 1106.76 3.758
3rd Qu. | 12.617 44.06 3.325 1795.62 4.478
Max. | 21.100 47.64 4.700 4001.89 16.710

plot(dl[,1])
O con:

boxplot(d[,1])

(ver Figura [4.7). En este caso no se observan ni datos

(falta de aleatoriedad).
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Figura 4.7: Datos y gréfico caja-bigote de la primera variable del fichero LifeCycleSavings.
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Otra opcién interesante son los histogramas que se pueden realizar con hist(d$sr) o con
hist(d[,1]) (ver Figura [4.8]). Estos graficos nos permiten estudiar simetrias y normalidad. En
este caso se observa asimetria y falta de normalidad (el grafico no se parece a la campana de
Gauss).

Histogram of d[, 1]

15
|

Frequency
10

dl. 1]

Figura 4.8: Histograma de la primera variable del fichero LifeCycleSavings.

Para estudiar las relaciones entre las variables podemos hacer todos los graficos por parejas
mediante

boxplot (d)
plot(d)

Las graficas se pueden ver en las Figura En la primera se observa que una variable (dpi) tiene
mucha mas dispersién que las demés (esto es muy importante para decidir si hacemos un PCA con
la matriz de covarianzas o la de correlaciones). En la segunda se aprecia que hay variables poco
relacionadas con las demés (por ejemplo, sr) y que en algunas variables hay valores atipicos. Por
ejemplo, en ddpi hay dos paises con un valores muy altos (Jamaica 10.23 y Libya 16.71). Podemos
usar los comandos which.max(d[,5]), sort(d[,5]) o order(d[,5]) para detectar los valores
extremos.

Podemos calcular las matrices de covarianzas y correlaciones con cov(d) y cor(d), respectiva-
mente. Las correlaciones se pueden ver con View(cor(d)) (ver Tabla . Se aprecia que existen
variables con correlaciones (lineales) positivas, negativas y casi nulas. Estas relaciones se verdn
reflejadas en las componentes principales.
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Figura 4.9: Gréficos caja-bigote (izquierda) y bidimensionales (derecha) de los datos de todas las
variables del fichero de R LifeCycleSavings.

Tabla 4.9: Correlaciones entre las 5 variables del fichero LifeCycleSavings.

ST poplb pop75 dpi ddpi
ST 1.0000000 -0.45553809 0.31652112  0.2203589  0.30478716
poplb | -0.4555381  1.00000000 -0.90847871 -0.7561881 -0.04782569
pop75 | 0.3165211 -0.90847871 1.00000000  0.7869995  0.02532138
dpi 0.2203589 -0.75618810 0.78699951  1.0000000 -0.12948552
ddpi | 0.3047872 -0.04782569 0.02532138 -0.1294855  1.00000000

En las graficas anteriores y en la matriz de covarianzas se aprecia que las variables se miden
en unidades muy diferentes (recuerde que en la diagonal aparecen las cuasivarianzas) por lo que el
ACP se deberd realizar sobre la matriz de correlaciones (es decir, el programa lo hard sobre las v.a.
estandarizadas).

4.7.2. Calculo de las componentes principales

En el programa R disponemos de dos comandos diferentes para calcular las componentes prin-
cipales: princomp y prcomp. Como las componentes son tunicas (salvo cambio de signo) cuando
los valores propios estimados son distintos, los resultados seran muy similares, pero puede haber
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pequenas diferencias debidas a los métodos numéricos usados para su célculo.
Para hacer un PCA con princomp usando la matriz de correlaciones de los datos guardados en
d basta teclear:
PCA<-princomp(d, cor=TRUE)
Para ver las caracteristicas principales haremos:

summary (PCA,loadings=TRUE)

obteniendo:

Importance: | Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5
Stan. dev. | 1.6799041 1.1207437 0.777512 0.4895354 0.278721
Prop. Var. | 0.5644156 0.2512133 0.120905 0.0479299 0.015537
Cum. Prop. | 0.5644156 0.8156289 0.936534  0.984463 1

Loadings: | Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5
ST 0.308 0.554 0.750 -0.130 -0.134
popl5 -0.571 -0.416 -0.707
pop75 0.560 -0.101 -0.212 0.390 -0.692
dpi 0.514 -0.266 -0.145 -0.801
ddpi 0.782 -0.609 -0.123

La importancia de las componentes se mide con sus desviaciones estdndar (raices cuadradas
de los valores propios de la matriz de correlaciones ordenados de mayor a menor) estimadas, la
proporcién en tanto por uno de sus varianzas estimadas y las proporciones acumuladas. En este
caso, las varianzas iniciales suman 5 (la traza de la matriz de correlaciones muestral) por lo que el
primer valor de las proporciones 0.5644156, se calcula como:

(1.679904172)/5

Las proporciones acumuladas se calculan sumando las de las componentes anteriores. Por ejem-
plo, 0.8156289 = 0.5644156 + 0.2512133. Estos valores nos indican que la primera componente
mantiene un 56.44156 % de la informacién inicial, la segunda un 25.12133 % y las dos juntas un
81.56289 %.

Las cargas (loadings) son los vectores propios unitarios de los valores propios anteriores. Los
valores ausentes son numeros pequenos (pero no necesariamente cero). Si queremos guardarlos
podemos hacer:
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PCA$loadings->T

De esta forma, tecleando T[,1] obtenemos el primer vector propio que se utiliza para calcular
la primera componente principal. Su ltimo coeficiente es 0.03787232 (pequeno pero no cero). Se
puede comprobar que este vector tiene norma 1. Por lo tanto la primera componente principal
(muestral) se calcularfa como:

Y1 = 0.308  XF — 0.571 X3 + 0.560 % X3 + 0.514 % X + 0.0379 * X2 (4.8)

(los coeficientes se han redondeado), donde X = (X; — mean(X;))/sd(X;) es la variable i-ésima
estandarizada (muestral). Si usamos la matriz de covarianzas para el PCA, en esta férmula se
usaran las variables originales.

Andlogamente, las puntuaciones (scores), es decir, los valores que obtendrian los individuos de
la muestra (paises en este caso) en las componentes principales (usando esas férmulas), se pueden
calcular mediante:

PCA$scores->S

Tecleando S comprobamos que, por ejemplo, la puntuacién en la primera componente de Aus-
tralia es 1.36528994. El significado de estos valores se vera posteriormente.

Para comprobar que los valores obtenidos con princomp son los correctos podemos hacer:
eigen(cor(d)) con lo que obtenemos los valores propios ordenados (varianzas de las componentes)
y los vectores propios (cargas o coeficientes). Para calcular las puntuaciones debemos primero es-
tandarizar (por columnas) los datos iniciales (este paso no sera necesario cuando usemos la matriz
de covarianzas). Para ello usaremos:

z<-scale(d)
y para calcular las puntuaciones de la primera componente haremos:

y1<-0.30846174*z[,1]-0.57065322*z[,2]+0.56043119*z[,3]+0.51350640%z[,4]
+0.03787232*z[, 5]

De esta forma, para Australia obtenemos 1.35156808, que es similar al valor obtenido antes.
Las componentes principales se pueden calcular aunque no se dispongan de los datos completos
usando unicamente la matriz de correlaciones (o covarianza). Para ello haremos:

princomp (covmat=cor(d))
sustituyendo cor(d) por la matriz de correlacién (o covarianzas) de los datos. Las cargas se calcu-

lardn como antes pero, en este caso, no podremos calcular las puntuaciones y no podremos hacer
los gréaficos de las componentes principales (objetos).
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Para calcular las componentes principales con prcomp usando la matriz de correlaciones debemos
hacer:

PCAbis<-prcomp(d,scale=TRUE)

Haciendo summary (PCAbis) se obtiene la importancia de las componentes, con PCAbis las cargas
y con PCAbis$x las puntuaciones (usa las cuasivarianzas). Nétese que los valores son similares pero
que se han cambiado de signo las dos primeras componentes (su interpretacién serd opuesta).
Compruebe que se obtienen resultados totalmente diferentes (erréneos en este caso) si usamos la
matriz de covarianzas tecleando princomp(d) (procure no alterar los objetos usados anteriormente
ya que se usaran en las secciones siguientes).

4.7.3. Analisis de las componentes principales

Para analizar las componentes principales calculadas en la seccion anterior primero debemos
fijarnos en la importancia de cada una. Hablaremos posteriormente sobre el niimero adecuado de
componentes pero, antes de analizarlas, debemos tener en cuenta que la primera tiene un 56.44156 %
de la informacién inicial, la segunda un 25.12133 % y las dos juntas un 81.56289 %. Por lo tanto, en
este caso, la informacién proporcionada por la primera serd en general el doble de importante que
la que proporciona la segunda, etc. Esto es un computo global por lo que puede haber variables
que estén mejor representadas en Ys que en Y; (por ejemplo ddpi).

En segundo lugar miraremos las cargas (loadings) o coeficientes de las componentes que que-
remos analizar para poder dar un significado a estas variables nuevas denominadas componentes
principales. Si miramos las cargas de Y7 dadas en y guardadas en T[,1], teniendo en cuenta
que las variables estdn estandarizadas (y tendran valores similares), podemos afirmar que las va-
riables que més influyen en Y1 son (por orden de influencia): popl5 (negativa), pop75 (positiva),
dpi (positiva) y sr (positiva). Por lo tanto, Y tomara valores grandes en los paises con valores
pequenos en poplb y grandes en las otras tres. Por lo tanto, Y1 nos indicara los paises que tienen
poblaciones envejecidas (alta pop75 y baja popl5) y ricos (altos valores en dpi y sr). Estas suelen
ser caracteristicas de paises muy desarrollados.

Una vez que ya hemos interpretado una componente, podemos analizar sus puntuaciones para
decir cémo seran (aproximadamente) los individuos de la muestra segin los valores que toman en
esa componente. Usando summary(S[,1]) y/o plot(S[,1]) (ver Figura observamos que los
valores de la muestra en Y] estdn entre —2.258755 y 2.787708 (su media es cero ya que hemos
usado variables estandarizadas). Haciendo which.max(S[,1]) comprobamos que el valor mayor en
Y} corresponde a Suecia (2.787708) y el menor a Malasia (—2.258755). Por lo tanto, Australia con
1.36528994 seria, en aquella época, un pais bastante desarrollado y Espana con 0.69294913 estaria
un poco por encima de la media (ver Figura. En esta grafica se observa que casi no hay valores
entre 0 y -1, por lo que la mayoria de los paises se podrian clasificar como del tercer o del primer
mundo (en esa época). Analice la segunda componente y estudie las puntuaciones de estos paises
en esa componente.

Como las componentes son incorreladas (independientes si las variables iniciales son normales),
las podemos estudiar por separado. Sin embargo, muchas veces resulta conveniente representarlas
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Figura 4.10: Gréfico de puntuaciones para la primera componente principal.

por parejas en graficos bidimensionales. Para representar las cargas y las puntuaciones de las dos
primeras componentes haremos:

biplot (PCA,pc.biplot=TRUE)

El resultado puede verse en la Figura Las cargas aparecen como vectores en rojo con las
escalas en la derecha y arriba y las puntuaciones en negro con las etiquetas de los datos (nombres
de los paises) con las escalas abajo (Y1) y en la izquierda (Y2). Las puntuaciones en el gréfico se
reescalan para tener varianza 1 (componentes principales estandarizadas).

Este gréfico es la (‘mejor’) proyeccién bidimensional (‘foto’) de los ejes iniciales de las cinco
variables estandarizadas y de las puntuaciones de los individuos (paises) de la muestra. Las cargas
de este grafico se pueden usar (igual que antes) para interpretar las componentes. Las variables con
vectores largos (norma cercana a 1) estardn bien representadas por las dos primeras componentes,
mientras que las que tengan vectores cortos estardn mal representadas (se pierden al proyectar
por ser casi perpendiculares). En este ejemplo todas las variables estdn bien representadas en
este grafico. Ademads, se aprecia que pop75, dpi y, en menor medida, sr, hacen crecer la primera
componente, mientras que popl5 la hace disminuir y ddpi no influye en ella. Loégicamente, la
interpretacion de Y7 es la misma que antes. También podemos observar que la segunda componente
crece cuando crece ddpi (incremento ingresos per-capita) y en menor medida sr (incremento de los
ahorros personales), decrece un poco si crece dpi y casi no se ve afectada por el envejecimiento de
la poblacién. Por lo tanto se puede interpretar como un indice del crecimiento de los paises en esa
década (los valores grandes corresponderédn a los paises que méas han crecido).
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Figura 4.11: Grafico de las dos primeras componentes principales estandarizadas.

Las puntuaciones se usaran para decir cémo seran (aproximadamente) los individuos de la
muestra (paises) en esas caracteristicas. A la derecha tendremos a los paises més desarrollados y
con poblaciones envejecidas (Suecia, US, etc.) a la izquierda lo contrario (Honduras, Guatemala,
etc. ), arriba a los paises que mds se desarrollaron durante esa época (Libia, Japon, etc.) y debajo
los que menos (Islandia, US, Paraguay, etc.). También nos podemos fijar en una variable concreta.
Por ejemplo, con respecto a sr podriamos decir que los paises con mayores incrementos de los
ahorros personales (valores sr) deberian ser Japén, Malta y Holanda. Si vemos los datos de sr (con
d y sort(d[,1])) podemos comprobar que efectivamente Japén es el que tienen un valor mayor
(21.10) pero que el segundo es Zambia (18.56). Es l6gico que al proyectar las variables originales,
se pierda algo de la informacién contenida en ellas.

Como las etiquetas de los datos (nombres de los paises) son muy grandes, algunos de ellos no
se aprecian bien en el grafico. Para sustituirlos por sus nimeros de linea podemos hacer:

biplot (PCA,pc.biplot=TRUE,x1labs=1:50)
Si queremos hacer un grafico de las componentes tercera y cuarta haremos:
biplot (PCA,pc.biplot=TRUE, choices=c(3,4) ,xlabs=1:50)

También podemos hacer un grafico solo de las puntuaciones de las dos primeras componentes
(sin estandarizar) con:
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plot(S[,1]1,S[,2],x1lab="Y1’,ylab="Y2’)

Para encontrar un individuo (pais) bastar mirar sus puntuaciones. La mayor dispersién (va-
rianza) de la primera componente indica que ésta es més importante (tiene més informacién) a la
hora de distinguir los datos. Ademas podemos localizar cualquier pais usando sus puntuaciones.
Por ejemplo, encuentre Espana y diga como serdn sus medidas segin su posicién en el grafico. Para
poner una etiqueta al dato ¢ = 38 haremos:

text (S[38,1]1,S[38,2],1labels="Esp’)
Las cargas se pueden representar de forma similar. Aunque no son muy habituales, las tres

primeras componentes se podrian representar en graficos 3D. Es mucho mejor realizar el gréafico
siguiente que contiene las tres primeras componentes (sin estandarizar):

pairs(PCA$scores[,1:3])

4.7.4. Saturaciones

Para medir las relaciones lineales entre las variables iniciales y las componentes principales, se
puede calcular la matriz de correlaciones conocida como matriz de saturaciones mediante:

Corr(X;,Y)) = i )\;/2.
0

En la practica trabajaremos con sus estimaciones. Si el PCA se ha realizado con la matriz de
correlaciones (o si todas las varianzas son 1) bastard con multiplicar la columna de los coeficientes
(cargas) de cada componente principal por la raiz cuadrada de su valor propio (su desviacién
estandar). Las saturaciones al cuadrado nos indicardn cudnta informacién (en tanto por 1) tendra
cada componente de cada variable. En nuestro ejemplo, las saturaciones de la primera componente
principal se calcularan con:

S1<-T[,1]1%1.6799041

y las saturaciones al cuadrado con S1°2 obteniendo los valores de la Tabla

Tabla 4.10: Saturaciones de la primera componente principal.

ST popld pop75 dpi ddpi
Sat. | 0.5181861 -0.9586427  0.9414706  0.8626415  0.0636219
Inf. | 0.26851688 0.91899580 0.88636698 0.74415038 0.00404774
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De esta forma comprobamos que la variable mejor representada en Y7 es pop15 con un 91.89958 %
y que de la ultima variable Y7 practicamente no tiene informacién.
Para calcular todas las saturaciones (usemos o no la matriz de correlaciones) podemos hacer:

SAT<-cor(d,S)

obteniendo:
Sat. Comp.1 Comp.2 Comp.3 Comp.4 Comp.5
ST 0.5181861  0.6211673  0.5832461 -0.0637125 -0.03740324
popl5 | -0.9586427 0.0142035 0.0206425 -0.2037487 -0.19713655
pop75 | 0.9414706 -0.1131882 -0.1647000 0.1911276 -0.19278378
dpi 0.8626415 -0.2984564 -0.1127514 -0.3922864 0.01310945
ddpi | 0.0636219 0.8764293 -0.4733754 -0.0604464 0.00927110

Como las componentes son incorreladas, las correlaciones multiples al cuadrado o comunalidades
seran la suma de las correlaciones al cuadrado:

P
Corr*(X;, (Y1,...,Yp)) = Z Corr?(X;,Y;).
j=1

Estos valores nos indicaran la informacién (en tanto por 1) que matienen las p primeras componentes
sobre cada variable. Por ejemplo, si decidimos usar las dos primeras componentes, las correlaciones

multiples se calcularan mediante:

SAT[,1]1°2+ SAT[,2]"2

obteniendo:
Inf. Comp.1 Comp.2 Comunalidad
ST 0.268516885 0.38584877 0.6543657
poplb | 0.918995810 0.00020174 0.9191976
pop75 | 0.886366987 0.01281156 0.8991785
dpi | 0.744150387 0.08907624 0.8332266
ddpi | 0.004047742 0.76812824 0.7721760

Se observa que la variable mejor representada por las dos primeras componentes (gréafico biplot)
es pop15 de la que se mantiene un 91.91976 % de su informacion y la peor representada es sr con un
65.43657 % (no es necesario usar tantos decimales). Se puede comprobar que la media de los valores
de la dltima columna es 0.8156289 que coincide con la informacién que (en promedio) mantienen
Y7 y Y2 (calculada anteriormente con summary(PCA)). Compruebe que ocurre lo mismo con las
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informaciones individuales de cada componente. También se puede comprobar que la suma de los
valores de cada columna nos dan los valores propios (informaciones) de cada componente principal
(solo si usamos la matriz de correlaciones). Por ejemplo, compruebe que sumando los valores de la
primera obtenemos 2.822078, es decir, el mayor valor propio de la matriz de correlaciones.

La correlacién miiltiple al cuadrado Corr?(X;, (Y1, .. .,Y,)) es el maximo de las correlaciones que
se pueden obtener con combinaciones lineales de las componentes Y7,...,Y,. Ademds, el mdximo
de esas correlaciones se obtiene con los coeficientes incluidos en la matriz T'. Por ejemplo, la mejor
combinacién lineal de las dos primeras componentes para aproximar sr es la que se obtiene cortando
el vector fila T[1,], es decir, Z; = 0.3084617 * Y7 + 0.5542456 * Y5. De esta forma, si calculamos Z;
con:

Z1<-0.3084617*S[,1]+ 0.5542456*S[,2]
y calculamos cor (d [, 1] ,Z1) "2, se obtiene 0.6543657 que coincide con la informacién que mantienen

esas dos componentes sobre sr (correlacién al cuadrado méxima). La variable Z; se podria usar
para predecir sr usando las técnicas de regresién lineal vistas en las practicas anteriores.

4.8. Numero de componentes

Una vez realizado un PCA podemos preguntarnos con cuantas componentes principales debemos
quedarnos. Las respuesta no es tinica y puede depender de factores subjetivos. Todas las soluciones
seran correctas ya que lo que estamos haciendo es perder algo de informacién (la menor posible) a
cambio de reducir la dimensién (nimero de variables) inicial. A continuacién comentamos algunas
de las técnicas mas usadas. En todos ellas el nimero de componentes elegidas se representara por
m y, légicamente, se tomaran siempre las m primeras componentes principales (ya que son las que
més informacién tienen).

4.8.1. Fijar un nimero concreto de componentes

Una opcién vélida es fijar un nimero de componentes concreto. Por ejemplo, si queremos hacer
una unica grafica bidimensional, evidentemente debemos tomar m = 2, con lo que tnicamente
analizaremos Y7 e Ys. En esta opcién es fundamental informar de la informacién total mantenida
por las componentes elegidas y advertir si ese niimero es bajo. Se suelen tomar ntimeros pares de
componentes para poder realizar graficas bidimensionales y el valor més usual es m = 2.

Tecleando summary(PCA) comprobamos que, en nuestro ejemplo, si tomamos m = 2, man-
tendrifamos p = 81.56 % de la informacién inicial lo que podemos considerar como aceptable al
reducir la dimension de 5 a 2. También podriamos informar sobre las comunalidades, es decir, sobre
la informacién mantenida por esas componentes de cada variable (ver seccién anterior). En nuestro
ejemplo, para m = 2, la variable peor representada es sr de la que mantienen un 65.44 %. Por lo
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tanto, todas las variables estan bien representadas. En otros ejemplos nos podremos encontrar con
variables que no estan representadas en las componentes elegidas. En estos casos es importante
senialarlo.

4.8.2. Fijar un porcentaje minimo de informacion mantenida

Si queremos mantener un porcentaje p de la variabilidad inicial deberemos quedarnos con las
primeras m componentes que verifiquen

MA4dn  p

Mt 100
donde Xz representan las estimaciones de los valores propios. En nuestro ejemplo, si queremos
mantener més de un p = 90 %, debemos tomar m = 3 con lo que mantendriamos un 93.65 %.

Otra regla (diferente) podria ser el fijar un porcentaje minimo para las comunalidades. De

esta forma nos aseguramos de que todas las variables originales (sean importantes o no), estén
representadas en las componentes. En nuestro ejemplo, si queremos que las comunalidades sean
mayores que 0.5 (es decir queremos mantener al menos un 50 % de todas las variables), debemos
tomar m = 2. Nétese que con esta regla, en nuestro ejemplo, nunca obtendriamos m = 1 a pesar
de que Y] tiene un 56 % de la informacién total.

4.8.3. Regla de Rao

Esta regla establece que solo serdn relevantes las componentes que tengan una variabilidad
(varianza o valor propio) mayor que la variabilidad minima de las variables originales. De esta
forma, se tiene

maxm : Xm > ml'n{SJ?},

donde S]2 representan a las cuasivarianzas muestrales de las variables originales. Si las componentes
se calculan usando la matriz de correlaciones, como esto es equivalente a usar las variables estan-
darizadas, se entiende que las varianzas son 1 y, por lo tanto, se toman solo las componentes con
valores propios (varianzas o desviaciones tipicas) mayores que uno. En nuestro ejemplo, esta regla
nos conduce a m = 2 ya que

A2 = 1.256066 > 1 > A3 = 0.6045255.

Si calculdsemos las componentes con la matriz de covarianzas (aunque ya hemos comentado que
esto no seria correcto), el minimo de las cuasivarianzas muestrales corresponde a la variable pop75
y vale 1.66609082 (hacer var (d$pop75) o cov(d)) y los valores propios de la matriz de covarianzas
valen: 981871.2, 43.14338, 13.68328, 6.629537 y 0.2351568 por lo que con este criterio tomariamos
m = 4.
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4.8.4. Regla de Kaiser

Esta regla es similar a la anterior y establece que solo seran relevantes las componentes que
tengan una variabilidad mayor que la variabilidad media de las variables originales. De esta forma,
se tiene

>

k
~ 1
maxm : Ay > 25]2
=1

Si usamos la matriz de correlaciones para calcular las componentes, como las varianzas iniciales son
1, su media es 1 y este criterio coincide con el de Rao, por lo que, en nuestro ejemplo, obtenemos
el mismo resultado m = 2. Si calculdsemos las componentes con la matriz de covarianzas (aunque
ya hemos comentado que esto no serfa correcto con estos datos), la media de las cuasivarianzas
muestrales es 196387 y los valores propios de la matriz de covarianzas valen: 981871.2, 43.14338,
13.68328, 6.629537 y 0.2351568 por lo que con este criterio tomariamos m = 1.

4.8.5. Regla del codo o del grafico de sedimentacion

Es uno de los métodos mas usados y suele ir incluido en casi todos los programas de estadistica.
El método consiste en representar j (eje x) frente a los valores propios estimados A; obteniéndose
el denominado gréfico de sedimentacién o desmoronamiento (scree graph). El grafico serd similar a
la acumulacién de sedimentos en la ladera de una montana (cono de desmoronamiento). Se trataria
de separar “la montana” de los “sedimentos”. La regla establece que seran representativas las
componentes hasta el primer “codo” (sin incluirlo) de la gréfica o hasta que comience la linea recta
aproximada final. Para realizar este grafico en R haremos:

screeplot (PCA)
con lo que se obtiene el gréifico de la Figura Se puede obtener un grafico similar mediante:
plot(eigen(cor(d))$values,type=’1’,ylab="valores propios’)

En estos grificos, aunque no estd muy claro, parece que el codo (los sedimentos) se encuentra
en j = 3, por lo que tomariamos las dos primeras componentes (m = 2). Las soluciones m = 1 y
m = 3 también serian aceptables. En otras ocasiones el “codo” aparece mas claro y solo hay una
opcién para m con esta regla.

4.8.6. Test de esfericidad

Esta regla se basa en la contrastacién de la hipdtesis Hyg : A1 = - -+ = Ag, cuyo significado es
que para un m dado, las componentes restantes tienen igual variabilidad tedrica (las diferencias en
las varianzas muestrales se deben al azar) y, por lo tanto, no debemos dar preferencia a una sobre
otra (también se dice que hay “esfericidad” en Yy, 11,...,Y%). El test de esfericidad de Bartlett se
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Figura 4.12: Grafico de sedimentacién (screeplot).

basa en el test de razén de verosimilitudes que da el estadistico:

o2 ).

donde m, = = Zf:mﬂ Ny mg = (l_[f:m_H Xi)l/(k_m) (medias aritmética y geométrica de los

ultimos valores propios). En condiciones de normalidad de los datos iniciales y cuando Hj es cierta,
T sigue una distribucién chi-cuadrado Xgl con gl = 0.5(k —m —1)(k—m+2) grados de libertad. Si
Hy no es cierta, T tiende a tomar valores mayores por lo que la regién de rechazo seria de la forma
T> X%, gl donde Xi a,gl € el cuantil 1 — « de esa distribucién chi-cuadrado.

Para aplicar este test a nuestro ejemplo con m = 2 calcularemos
eigen(cor(d))

(0.60452546+0.23964496+0.07768522) /3->ma
(0.60452546%0 . 23964496%0.07768522) ~ (1/3) ->mg
(560-(2%5+11)/6) *(5-2) *1log (ma/mg) ->T
0.5%(5-2-1)*(5-2+2) ->gl

1-pchisq(T,gl)
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obteniendo:
1 LR
Ma= = Z \; = 0.3072852
1=m-+1
. 1/(k—m)
my = ( IT » = 0.2240993
1=m-+1
2% + 11 a
T— <n _ 2kt ) (k —m)In <m) — 44.03837
6 My

gl=05k—-—m-—-1)(k—m+2)=5
P — valor = Pr(x? > 44.03837) = 2.27505 - 1078
y, como el P-valor obtenido es muy pequenio (menor que 0.05), rechazaremos la esfericidad de las
tres ultimas componentes (Hy) por lo que, si queremos, podemos calcular mas componentes (y éstas
no seran al azar). La regién critica (de rechazo) para este test con a = 0.05 es (11.0705, co) donde

11.0705 = X3,95,5 se calcula en R mediante qchisq(0.95,gl). La grafica de la funcién de densidad
de una X% se puede obtener con:

curve (dchisq(x,5),0,50)

obteniéndose la grafica de la Figura
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Figura 4.13: Gréfico de la funcién de densidad Chi-cuadrado con 5 grados de libertad y regién
critica para el test de esfericidad.
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Note que es muy posible que no haya esfericidad para ningin m (m = 1,2, 3) (los valores propios
tedricos son todos diferentes), pero esto no implica que tengamos que tomar todas las componentes
principales. Si para algun m se acepta la esfericidad, no serfa conveniente aumentar las componentes
(ya que estds podrian obtenerse por azar) y si podriamos intentar disminuir m.

4.9.

1.

Problemas

Calcular las componentes principales para una variable bidimensional con matriz de covarian-

1 08
V_<08 1>'

Calcular la informacion que tiene cada componente.

zas

. Calcular las componentes principales para una variable bidimensional con matriz de correla-

ciones

n:(;g)

;,Qué condiciones debe verificar r? Calcular la informaciéon que tiene cada componente.

Calcular las componentes principales para una variable bidimensional con matriz de covarian-

(573)

Calcular la primera componente principal para una variable tridimensional con media cero y

zas

matriz de correlaciones
1 0.8 0.8

I=1 08 1 0.8
08 08 1

Calcular las componentes principales para una variable tridimensional con media cero y matriz
de covarianzas

B*+6 B B
5= B 146 1
i 1 1496

(Indicacién: ¥ — 61 = (8,1,1)(8,1,1)).

. Demostrar que si las varianzas iniciales son iguales entonces las componentes principales que

se obtienen con la matriz de covarianzas son iguales a las que se obtienen con la matriz de
correlaciones.
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7. Calcular las componentes principales de k variables con media cero, varianza uno y correla-
ciones iguales a r. ;Qué condiciones debe verificar 7?7 Calcular la informacién que tiene cada
componente.

8. Demostrar que las componentes principales no son invariantes por cambio de escala.

9. (Teorema Perron-Frobenius). Si A es una matriz simétrica con todos sus elementos positivos,
entonces todos los coeficientes del vector propio del mayor valor propio de A se pueden tomar
todos positivos.

10. Aplicar un PCA a los datos del fichero: USArrests que contiene datos sobre los arrestos por
cada 100000 residentes por asesinato, asalto o violacién en cada uno de los 50 estados de USA
en 1973. También se incluye el porcentaje de poblacién que vive en las dreas urbanas. Fuente:
help(USArrests).

11. Aplicar un PCA alos datos del fichero de R: USJudgeRatings. Fuente: help (USJudgeRatings).

12. Aplicar un PCA a la matriz de covarianza incluida en el fichero: ability.cov sobre diversos
tests de inteligencia. Fuente: help(ability.cov).

13. Aplicar un PCA a los datos de las columnas 5-10 del objeto d del fichero bears.rda @
Esas columnas contienen diversas medidas de 143 osos (Head.L= longitud de la cabeza
(pulgadas), Head. W=anchura de la cabeza (pulgadas), Neck.G=perimetro cuello (pulgadas),
Length=altura (pulgadas), Chest.G=perimetro pecho (pulgadas), Weight=peso (libras)). Fuen-
te: Minitab15. (Indicacién: Para aplicar un PCA a las columnas 5-10 del objeto d debemos
teclear: PCA<-princomp(d[,5:10])).

14. Aplicar un PCA a los datos del fichero heptathlon del paquete MVAE] correspondientes a los
resultados en la prueba femenina de heptatlon en las olimpiadas de Seul 1988.

15. Aplicar un PCA a los datos del fichero pottery del paquete MVA* que contiene resultados
de andlisis quimicos de ceramica britdnica de la época romana de diversas regiones y hornos
(kiln). La regién 1 corresponde al horno 1, la regién 2 a los hornos 2 y 3, y la regién 3 a los
hornos 4 y 5. jPodemos usar estas medidas para determinar el origen de la ceramica?

16. Aplicar un PCA a los datos del objeto d del fichero nota.rda® que contiene las notas (so-
bre 100) de alumnos de mateméticas en una universidad americana. Fuente: Rencher (1995,
Methods of Multivariate Analysis, Wiley).

17. Aplicar un PCA a los datos del objeto d del fichero madres.rda® que contiene las medidas
de madres y sus bebés recién nacidos. Las variables son: PESOM (peso madre), TALLAM
(altura de la madre), SEM (semanas de gestacién), PASM (presién sanguinea sistolica de la

3Para este tipo de archivos teclear load(’f:/name.rda’) indicando la ruta completa en donde se encuentra el
archivo y reemplazando name por el nombre del archivo.

4Para leer este conjunto de datos hay que instalar el paquete MVA pinchando en el ment: Paquete >Instalar
Paquete seleccionando MVA y tecleando en R: library(’MVA’) (o indicando en el meni que se carge este paquete).
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madre), PADM (presién sanguinea diastdlica de la madre), PESOR (peso del recién naci-
do), TALLAR (altura recién del nacido), PTR (perimetro toracico del recién nacido), PCR
(perimetro craneal del recién nacido).

Aplicar un PCA a los datos del objeto d del fichero decatlon.rda® que contiene los resultados
obtenidos por 24 atletas en las 10 pruebas de décatlon en los Juegos Olimpicos de Seul 1988.
Las variables corresponden a las pruebas siguientes: X1 100 metros lisos (en segundos), X2
salto de longitud (metros), X3 lanzamiento de peso (metros), X4 salto de altura (metros),
X5 400 metros lisos (segundos), X6 110 metros vallas (segundos), X7 lanzamiento de disco
(metros), X8 salto con pértiga (metros), X9 lanzamiento de jabalina (metros), X10 1500
metros lisos (segundos) y X11 puntuacion.
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Analisis discriminante

En este capitulo mostramos cémo clasificar individuos entre varios grupos a partir de sus medidas
en diversas variables aleatorias. Para ello necesitaremos disponer de una muestra de las variables
en estudio en individuos de cada grupo (al menos dos individuos por cada grupo) y de las medidas
de los elementos a clasificar en esas variables.

5.1. Introduccion

El anélisis discriminante trata de decidir si uno (o varios) “individuos” sobre el que se han
medido una serie de caracteristicas (variables) pertenece a una de las poblaciones existentes “a
priori”. Para ello construiremos funciones discriminantes que serviran para decidir en qué poblacion
incluimos a cada sujeto. Los ejemplo tipicos son la diagnosis de enfermedades, las clasificacién de
individuos de diferentes especies, diagnosis de autoria en obras de arte, clasificacién de perfiles de
clientes (por ejemplo en la concesién de créditos), disefio de maquinas de clasificacién automatica
en ingenieria, etc., aunque esta técnica se puede aplicar a muy diferentes situaciones (Economia,
Psicologia, Meteorologia, Genética, etc.). Las variables estudiadas sobre los individuos deben ser
numéricas (en muchos casos normales multivariantes) y, légicamente, cuando no se conozcan las
caracteristicas de las poblaciones en las que se pueden clasificar los individuos, necesitaremos una
muestra de individuos de cada una de ellas. El ACP (ver capitulo anterior) y otras técnicas de
estadistica descriptiva pueden servir de ayuda a la hora de visualizar las diferencias entre los
individuos de distintas poblaciones, asi como de los que estdn por clasificar, aunque veremos que
pueden existir otras direcciones de proyeccién que permitan separar mejor a los grupos. Usaremos
la técnica denominada wvalidacion cruzada para dar una estimacién de las probabilidades de cada
uno de los errores posibles (clasificar a un individuo de la poblacién 1 en la poblacién 2, etc...).
La principal diferencia del Andlisis Discriminante con el Anélisis Cluster (de grupos) es que, en
el primer caso, las poblaciones estan establecidas de antemano, mientras que en el segundo la
clasificacion se realiza a posteriori (pudiéndose elegir el nimero de grupos deseados o el indice de
“afinidad” deseada para los individuos de un determinado grupo). Cuando algunas de las variables
de clasificacién sean de tipo discreto es preferible utilizar otras técnicas de clasificacién como la

147
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regresién logistica (ver Pena 2002).

El primero que claramente estudié un problema de Andlisis Discriminante (AD o DA) fue
Fisher (Ronald Aylmer, Inglaterra 1890-1962) quién fue consultado por Barnard en 1935 para
clasificar restos de esqueletos. En 1936 Fisher introdujo la funcién discriminante para clasificar a
un individuo en una de dos poblaciones normales con una matriz de covarianzas comun. Basicamente
veremos que esta clasificacién se basa en la distancia de Mahalanobis del individuo a cada una de
las poblaciones (sus medias). La utilizaciéon de esta distancia es equivalente bajo normalidad a la
utilizacién del criterio de maxima verosimilitud que clasificard a un individuo en donde sus medidas
sean “méas probables” (verosimiles), es decir, donde la funcién de densidad sea més grande. Este
segundo criterio permitira la extension de dicha clasificacién a més de dos poblaciones con diferentes
matrices de covarianzas incluso sin la necesidad de la normalidad de las mismas. Esta extension fue
llevada a cabo entre otros, por Welch (1939), Anderson (1951) y Okamoto (1963).

Recordemos que si X es una v.a. de dimensién k, media p y matriz de covarianzas V = (o; ;)
definida positiva, se define la distancia de Mahalanobis (Prasanta Chandra Mahalanobis, India
1893-1972) de z,y € R* como

Az,y) = (@ —y)V-1{z —y).

Obviamente, si V es la matriz identidad, obtenemos la distancia Euclidea. En la Figura [5.1] pueden
verse “circunferencias” para la distancia de Mahalanobis con centro en la media para una Normal

w(o=(0)v=(0 7))

bivariante

Figura 5.1: Circunferencias para la distancia de Mahalanobis en una poblacién normal bidimensional
con medias 0, varianzas 1 y correlacién 1/2.
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Como la funcién de densidad de la normal es

fx) = MI(W exp (—;@c Ve m)

las circunferencias para la distancia de Mahalanobis con centro en u coincidiran con las curvas de
nivel de la funcién de densidad (f(z) = cte).

5.2. Clasificacion teorica

5.2.1. Dos poblaciones normales con la misma matriz de covarianza

Supongamos que X = (X1,...,X;) eY = (Y1,...,Y;) son dos v.a. normales k dimensionales
con vectores de medias pux y py y matriz de covarianzas comun V definida positiva. Supongamos
que Z = (Zy,...,Zy) representa las medidas obtenidas para el individuo que se quiere clasificar y
que Z proviene de X o de Y. Es decir, Z serd una v.a. normal k£ dimensional con media igual a px
o py y matriz de covarianzas V. En la préctica z serd un punto de R¥ que debemos clasificar en X
oenY.

La idea de Fisher es usar una funcién discriminante D unidimensional lineal basada en Z. De
esta forma,

DZG/Z=a1Z1+"'+CLka

donde a € R* y si Z = Nj.(u, V), entonces
D=dZ=N, (a/u, \/(TVCL)
vaque E(d’Z)=dE(Z)y
Var(a'Z) = Cov(d'Z) = d'Cov(Z)a = a'Va,

donde = E(Z) = ux 6 py.
Esta funcién debe elegirse de forma que discrimine (aleje) a los individuos de X de los de Y, es
decir, debemos resolver el problema siguiente:

,(dpx —adpy)?
S .
ma x aVa

(5.1)

Nétese que el objetivo es alejar las “proyecciones” de las medias a’ux y o’py y disminuir la
varianza comin o2 = a’Va (ver Figura [5.2)). La solucién se obtiene en el teorema siguiente.

Teorema 5.1. Si V es definida positiva, la solucion general de es
a= AV (ux — )

para X # 0, y el mdzimo vale AN%(px, py ).
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0.4

0.1

Figura 5.2: Funciones de densidad de las proyecciones en cada grupo.

Demostracion. La demostracién se basa en la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

(a'y)* < (2'2)(y'y),

donde se da la igualdad si, y solo si, x = Ay. Como V es definida positiva, existe su inversa V! y
a'Va > 0 para todo vector a # 0. Entonces, tenemos

(dpx —dpy)*  (@VVPV2(ux — py))?

a'Va a'Va
< a'Va(ux — py)' V" (ux — py)
- a'Va
= (ux — py)'V  (px — py)
= N (ux, py),

donde 2/ = a'VV2 e y = V_I/Q(MX — py). Ademds, se verifica la igualdad si, y solo si x = Ay, es
decir, si

V2 = AV 2 — py),

lo que implica
a=AV"(ux — py).

Definicion 5.1. Llamaremos funcion discriminante de Fisher a la v.a.

D=LZ)=dZ = (ux —py)V'Z.
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Noétese que en la proposicién anterior no es necesario que las variables sean normales. Si las
variables X e Y son normales, entonces la nueva variable D serd normal

D ~ Ni((px — py)' V" i, Apx, py)),

donde p = E(Z) es igual a ux o uy (ver Figura . Noétese que hemos tomado A = 1, pero que
esto no influye en la clasificacién ya que podemos tomar cualquier otro A no nulo. Por ejemplo, si
tomamos A = 1/ | a | obtenemos una proyeccién en la direccién de a.

Con la funcién discriminante de Fisher, la regla de discriminacion sera:

o Si L(Z) > K, entonces Z es clasificado en X;
o Si L(Z) < K, entonces Z es clasificado en Y;

donde K = L((ux + py)/2). En realidad clasificamos a un individuo con caracteristicas z segun
a'z esté mds cerca de a’ux o de a’py, ya que, como

(kx — py)'V Hpux — py) >0,

entonces

dpx = (ux —py)V ' ux > (ux — py)'V iy = d'py,
es decir, con esta funcién discriminante, la proyeccién de la media de X sera siempre mayor que la
proyeccion de la media de Y. Ocurrird lo mismo si tomamos A > 0 y lo contrario si tomamos A < 0.

De esta forma, se crean dos regiones en el conjunto de posibles valores de Z, la region de
individuos que serdn clasificados en X y la de los que lo serdn en Y:

Rx ={zeR*: L(z) > K},
Ry = {2 € R*: L(2) < K}.
Logicamente, debemos dar una medida de lo “buena” que es la funcién discriminante obtenida.

Est4 claro que serd mejor cuanto més alejadas estén las medias o’ x y a'py, y cuanto més pequena
sea la varianza a'Va. Asi, el cociente

(d'px —d'py)®
a'Va

= (ux — py)'V " (px — py) = A% (ux, py)

(que no depende de A) puede servir para comparar una funcién de discriminacién con otra. Notese
que la discriminacién serd buena si las medias poblacionales (las poblaciones) estan alejadas segun
la distancia de Mahalanobis asociada a V.

Otra forma de medir la bondad de un criterio de clasificacion es la que calcula las probabilidades
de malas (buenas) clasificaciones. Si llamamos error tipo 1, ej, al que clasifica a un individuo de la
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poblaciéon X en la poblacién Y, entonces

Pr(e;) = Pr (ZGRy|Z=X)
=Pr(L(X) < K)

/ux+uy)

=Pr(dX <

o' X —dpx _ (MY—MX)>
aVa 2vVa'Va

(
- (®
<U< (hx — py)'V " (py — px) >
(

2v/(ux — py)'V—"ux — py)

1
U< —5 A (,UX7HY)> ,

donde U = N1(0, 1). De forma anéloga, puede comprobarse que
1
Pr(es) =Pr(Z e Rx | Z=Y)=Pr (U >3 A (,uX,,uy)) = Pr(eq).

Por lo tanto, las probabilidades de clasificaciones erréneas son iguales y solo dependen de la distancia
de Mahalanobis entre las poblaciones. Logicamente las probabilidades de clasificaciones correctas

vienen dadas por:
Pr(ci) =Pr(Z € Rx | Z=X)=1—Pr(e),

Pr(cs) =Pr(Z € Ry | Z=Y)=1—Pr(ea),
y también son iguales.

Ejemplo 5.1. Supongamos que tenemos que decidir si un individuo con medidas z = (21,22) =
(2,0.9)" se clasifica en una poblacion normal bivariante de media px = (0,0)" o en una de media
py = (1,2) siendo la matriz de covarianzas comin

1 0.5
V= < 05 1 > '
Sus grdficas pueden verse en la Figura[5.3 y se obtienen con:

V<-matriz (N4, 2, 2)
V[1,]<-c(1,1/2)

Vi2,]1<-c(1/2,1)

muX<-c(0,0)

fX<-function(z1,z2)
dmunorm(data. frame(z1,z2),muX, V)
muY<-c(1,2)

fY<-function(zl,z2)
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dmunorm(data. frame(z1,z2),muY, V)

f<-function(zl,z2) pmaz(fX(z1,z2),fY(z1,z2))

z<-seq(-3,4,length=50)

y<-seq(-3,6,length=50)

z<-outer(z,y, f)
persp(z,y,z,zlab="zl’,ylab="z2’,zlab="f(z1,22)’,col="red’, theta=60)

donde para usar dmvnorm debemos cargar el paquete mvtnorm.
La funcion discriminante serd:

D = L(2Z)=dZ=(ux —uy)V 12

- _(1’2)<0%5 Oi5 )IZ

_ _(172)< 4/3  —2/3 )Z

—2/3 4/3
= —(0,2)7
= _2227
es decir, L(z1,22) = —z2. La distancia de Mahalanobis entre las dos poblaciones vale
N px,py) = (pux —py)'V - px — py)

= (0,2)(1,2) = 4.
Un individuo Z serd clasificado en la primera poblacion si

Jx T+ py

—27Z5>K=a 5

= —(0,2)(0.5,1) = -2,

es decir, si Zy < 1. En este caso, z = (1,0.9) serd clasificado en X, con una probabilidad de error
global

Pr(ez) = Pr(Z€Rx|Z=Y)

= Pr(U> L A (uxopy))
= Pr(U>1)

= 1-Fy(1)

= 1-0.8413 = 0.1587,

donde la funcién de distribucién normal estdndar Fyy(1) se calcula en la Tabla[7.5 0 en R haciendo:
pnorm(1).
Note que otra funcion discriminate equivalente seria

L*(Zl, 22) = Zz2,
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(proyeccion sobre el eje y) con la que obtendriamos
L*(ux) = L*(0,0) = 0,
Li(py) = L7(1,2) = 2,
K" = (L*(px) + L*(px)) /2 =1

L*(z) = L*(1,0.9) = 0.9,

con lo que z se clasificaria en X . Las proyecciones con esta funcion serdn N(0,1) (L*(X)) y N(2,1)
(L*(Y)). Las densidades de las proyecciones (sobre el eje y) pueden verse en la Figura[5.4), izquierda.
La probabilidad de error 0.1587 corresponde a las dreas menores determinadas por la recta vertical
en el punto de corte de las densidades en K = 1. Para dibujarlas en R podemos hacer:

curve(dnorm(z,0,1),-3,7,ylab="f(z)’)
curve(dnorm(z,2,1),add=TRUE, col="blue’)

Si hacemos cualquier otra proyeccion, los grupos aparecerdn mds mezclados. Por ejemplo, st
proyectamos sobre el eje x, obtendremos las densidades de la Figura derecha. ;Cudl seria la
probabilidad de error si usdramos estas proyecciones sobre el eje x?

Welch (1939) probé que, si las poblaciones son normales, el procedimiento de clasificacién me-
diante la funcion discriminante de Fisher es maximo verosimil, es decir, que se clasifica a un indi-
viduo con caracteristicas z en X siy solo si fx(z) > fy(z). Ademds, se comprueba que también es
equivalente al criterio de clasificacién basado en la distancia de Mahalanovis minima.

Teorema 5.2. Si las variables X e Y son mormales multivariantes con matriz de covarianzas
comun V' y funcion discriminante de Fisher L, entonces equivalen:

1) L(z) > K.

2) Av(z,,u,x) < Av(z,uy).

3) fx(z) > fr(2).

Demostracion. La primera condicién L(z) > K es

dr > “'w’

con a’ = (px — py)' V=1, es decir,

_ 1 _
(nx —py) V2> 5 lux = py)'V "ux + py)
1 _ 1 _
= SHxV " ux = Sy VT py

lo que equivale a

V2 =28 Ve > VT e — iy V.
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Figura 5.3: Funciones de densidad bivariantes para las poblaciones del Ejemplo con medias
<O7 0) y (17 2)'

0.4

0.3

= o = o
= ©o = ©
5 5
o | o |
o o
T T T T T T T T T T
-2 0 2 4 6 -2 0 2 4 6

Figura 5.4: Funciones de densidad de las proyecciones sobre el eje y (izquierda) y el eje x (derecha)
en cada grupo para las poblaciones del Ejemplo
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La segunda condicion es equivalente a
(z = ux) V7 z = px) < (2= py)'V 7z = py) (5.2)
y, desarrollando, se obtiene
2V iy — 2//XV_1z + ,LL'XV_lux <2ZV7lz— QMS/V_lz + MS/V_luy,

es decir,
2V = 28 VT2 > iV ux — iy Vo iy
y, por tanto, las dos primeras condiciones son equivalentes.
Si las poblaciones son normales, la tercera condicién es

cexp <—;(z —pux)'V iz - HX)) > cexp (_;(2 —uy) V7 (z - NY)> )
es decir,
(2= nx) V72 = px) < (2= py) V7 (z = py)

lo que es equivalente a la condicién segunda. O

Observacioén 5.1. Note que en la demostracion anterior la hipdtesis de normalidad no es necesaria
para demostrar la equivalencia entre las dos primeras condiciones.

Observacién 5.2. En ocasiones no es conveniente dar la misma importancia a los dos tipos de
errores. Ast, por ejemplo, podemos usar el criterio utilizado en los contrastes de hipdtesis (Neyman-
Pearson) que fija un mdzimo para uno de los errores Pr(e1) < « e intenta reducir la probabilidad
del otro error. Usando este criterio sobre la funcion discriminate de Fisher, cambiaria la constante
K, que ahora se calcularia a partir de la relacion

Pr(e1) =Pr(Z € Ry|Z = X) =Pr(L(X) < K,) = «,
donde L(X) = Ni((px — py)'V ' ux,0) y
o = N (ux, py) = (ux — py)'V " (px — py).
De esta forma, la probabilidad del otro error valdrd
Pr(eg) = Pr(L(Y) > K,)
donde L(Y) = N1((ux — py)'V Ly, o).

Observacién 5.3. Criterio de minimo coste (probabilidad de error) Otras veces se da un
coste a cada uno de los posibles errores (c1,co > 0) y, si se conocen las probabilidades “a priori”
de pertenencia a cada una de las poblaciones 1 = Pr(Z = X) y o = Pr(Z =Y), entonces usando
el teorema de la probabilidad total, se tiene

Pr(error)=Pr(Z € Ry | Z=X)Pr(Z=X)+Pr(Z€Rx | Z=Y)Pr(Z=Y)
= Pr(e1)q1 + Pr(e2)g2
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y el coste esperado asociado para una constante k serd
c(k) = c1 Pr(e1)q1 + c2 Pr(e2)qo,

donde
Pr(e1) = Pr(L(X) < k) =G <’f—L(ﬂx)>

g

Pr(e2) =Pr(L(Y)>k)=1-G (k_L(MY)> .

g

Por lo tanto,

(k) = aqnG <k_i(”X)> 4 gy — oG ("C_i(W)>

y, derivando, tenemos

(k) = A0 (k —L(MX)) _on (k— L(MY))

o o g o

donde g(u) = cexp(—u?/2) es la funcion de densidad normal estdndar. Igualando a cero, obtenemos

crng () = g (L)Y,

Despejando, se obtiene

(k= Lpy))® _ (k= L) ) <C2Q2> 7

o o c1q1

(L(uy))? = (L(ix))? = 2k(L(uy) — L(px)) = 20% log (q)
C1q1

Y, finalmente,

L(py) + L(px) o? <02qz>
k= + lo ,
2 L(ux) — Lipy) * \cra
donde
L(px) — L(py) = d'(px — py) = (ux — py)'V  (ux — py) = o*

por lo que, para minimizar el coste esperado, debe tomarse

o M ;Luy 4 log (cm) _
c1q1

Cuando ¢1 = ¢y lo que se hace es minimizar la probabilidad total de error (mala clasificacion). Si
c1q1 = 292, la constante k coincide con la del criterio de Fisher K = (L(ux) + L(uy))/2. Asi
demostramos que este criterio es el que minimiza la suma de las probabilidades de error.
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Observacién 5.4. Criterio de maxima probabilidad a posteriori. Cuando se conozcan las
probabilidades “a priori” q1 y q2, también se pueden calcular las probabilidades “a posteriori” (es
decir, cuando conocemos sus los valores de Z ) para un individuo con medidas z mediante el Teorema
de Bayes como:
Pr(Z=2|Z=X)Pr(Z =X)

Pr(Z = 2) ’

Pr(Z=X|Z=2)=

con

Pr(Z=2)=Pr(Z=z2|Z=X)Pr(Z=X)+Pr(Z=2|Z=Y)Pr(Z=Y).

Si las variables son discretas, podremos calcular esas probabilidades. Si son continuas, reempla-
zaremos las probabilidades puntuales por las respectivas funciones de densidad obteniendo:

a1 fx(2)
a1 fx(z) + @fy(z)

PriZ=X|Z=2)=

B _ = afy(2)
PrZ=Y|Z=2)= fx(2)a + qafy(2)

clasificandose a un individuo con caracteristicas z en la poblacion en la que tenga mayor “probabili-
dad a posteriori” (pero note que esos valores no son probabilidades sino verosimilitudes ponderadas
para que sumen 1). En cualquier caso, esos valores nos indicardn la fiabilidad de la clasificacion de
un individuo z con esas medidas.

En la prdctica, las probabilidades “a priori” q1 y qo suelen ser desconocidas por lo que se tendrdn
que estimar (si es posible) o suponer iguales (si es razonable). Obviamente, si q1 = q2, entonces el
criterio coincide con el de mdzima verosimilitud. En general, se puede probar el resultado siguiente.

Proposicion 5.1. Los criterios de minima probabilidad de error y de mdxzima probabilidad a pos-
teriori son equivalentes.

Demostracion. Un individuo con medidas z se clasifica en X usando el criterio de méxima proba-
bilidad a posteriori si y solo si

a1 fx(2) > qfy(2).

Esta condicién es equivalente a
2 a2 2
exp(—A%(z, ux)/2) > qflexp(—A (2, 1) /2),
es decir, a

A%(z, py) — A%z, pix) > 2log§.
1

Operando se obtiene que esta condicién es equivalente a
9 o lv—]_ 21 qj / V—]_ ) V—l
(nx —py)' V72 > 2log " +puxV  px — py Vo py (5.3)

donde
pxV  ux =y Vo py = (px — py)'V x4 (ux — py)' Vo
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Finalmente, si a’ = (ux — py)'V ™!, la condicién (5.3) puede escribirse como

/ !/
a +a
a’z>logq—2+7’ux Hy

q 2
donde la expresién de la derecha coincide con la constante k obtenida en el criterio de minimo coste

cuando ¢; = ¢ = 1 (es decir, en el criterio de minima probabilidad de error total). O

Observacion 5.5. Cuando el andlisis discriminante se aplica a datos biomédicos (tests) siendo X
la poblacion de los individuos que tienen una determinada enfermedad e Y los que no la tienen,
suelen utilizarse los términos “sensibilidad” (o Recall) y “especificidad” siendo

TP
1bile =5=1001—-P =100Pr(Z Z=X)~n ———1
sensibilidad = S = 100( r(e1)) = 100Pr(Z € Rx | ) TP+ FN 00
ficidad = E = 100(1 — Pr(es)) = 100Pr(Z € Ry | Z=Y) ~ — 100
especificidad = E = r(ez)) = r v Z2=Y)~ 5100,

donde TP=wverdaderos positivos, FN=falsos negativos, TN=verdaderos de negativos y FP=falsos
positivos. Es decir, la sensibilidad es el porcentaje de individuos con la enfermedad detectados y
la especificidad es el porcentaje de individuos sin la enfermedad descartados. Los resultados suelen
resumirse con la denominada matriz de confusidn, ver Tabla[5.1]

Resumen Prediction Positive (PP) Prediction Negative (PN) Total
Real value Positive True Positive (TP) False Negative (FN) P
Real value Negative False Positive (FP) True Negative (TN) N
Total PP PN Total Population

Tabla 5.1: Matriz de confusion.

También se habla del “valor predictivo” del test como el porcentaje de individuos bien clasificados
entre los que han sido clasificados dentro de una de las poblaciones:

TP
valor predictivo positivos = 100Pr(Z =X | Z € Rx) = 1OOW

I dicti Livos = 100Pr(Z = Y | Z € Ry) ~ 100—2
valor predictivo negativos = r(Z = v) & 1005

es decir, nos dice cudntos de los positivos (negativos) son realmente positivos (negativos). El valor
predictivo de los positivos también se conoce como “precision” (P). Se puede usar, junto con la
sensibilidad, para obtener la puntuacion Fy (F score) como

1 1\ ' 2pPs
R=2(=24+-) =22
! (P+S> P+

es decir, es la media armédninca de la precision y la sensibilidad. Este indice estd entre 0 y 1. Vale
cero si P=00S8S=0ywvalel si P=5=1. En general, el indice F-beta se define como

PS

Fﬂ:(1+52)m
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para > 0. Si 8 =0 solo se tiene en cuenta la precision P y si 5 = oo solo la sensibilidad S.Con
B = 1 hacemos un tratamiento simétrico de los dos errores. La “eficiencia” (accuracy) de una
prueba indica el porcentaje de individuos bien clasificados

TP+TN

eficiencia = q1(1 — Pr(e1)) + ¢2(1 — Pr(e2)) = total

Los resultados pueden ser muy diferentes cuando q1 y qo sean desconocidas. Por dltimo, la “pre-
valencia” de una enfermedad es el porcentaje de enfermos en la poblacion total. En la prdctica
todas estas cantidades se pueden aprorimar a partir de una muestra test diferente de la usada para
ajustar los pardmetros.

5.2.2. Varias poblaciones con la misma matriz de covarianza

Cuando tengamos mas de dos poblaciones con matriz de covarianzas comin V', podemos usar
el criterio de minima distancia de Mahalanobis a las medias de los grupos. Para ello, si queremos
clasificar a Z entre diversos grupos con variables XV = (Z | G = i) de medias u(?) = E(X®), para
1 =1,...,m, calcularemos

A2z, 1) = (5 = )V = )

Como la parte cuadrética 2’V "'z es comiin, podemos quedarnos solo con la parte lineal (en
realidad, su opuesta) dada por

Li(z) = (uD)YV =tz — (@Y v=1u® /2

conocida como funcién discriminante lineal (FDL), clasificindose un individuo con caracteristi-
cas z en el grupo en el que tenga un valor maximo dicha funcién discriminante. Como consecuencia
se obtiene el teorema siguiente.

Teorema 5.3. Si X tienen medias p) = E(X%) y matriz de covarianzas comin V para i =
1,...,m, entonces equivalen:

1) Li(z) > Lj(z) para todo j.

2) A?(z, ) < A2(2, V) para todo j.

Corolario 5.1. Si solo hay dos grupos, este criterio de clasificacion es equivalente a usar la funcion
discriminante de Fisher.

La demostracién del corolario es inmediata ya que demostramos en la seccién anterior que el
criterio de minima distancia de Mahalanobis era equivalente a usar la funcién discriminante de
Fisher.

En este caso también podemos aplicar el criterio de maxima verosimilitud clasificando a Z en el
grupo para el que f;(z) sea méxima, donde f; representa la densidad del grupo i. Bajo normalidad,
tenemos el resultado siguiente.
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Teorema 5.4. Si XU) ~ N(,u(j), V) para j =1,...,m, entonces equivalen:
1) Li(z) > Lj(z) para todo j.
2) A2(z, i) < A2%(z, i) para todo j.
3) fi(2) 2 f,(2) para todo j.

La demostracion es inmediata ya que la densidad normal multivariante del grupo ¢ vale
1

VIV (@2m)k

y serd maxima cuando la distancia de Mahalanobis al cuadrado

ilz) = exp{—5(z — YV (z — D))

A2z, qD) = (@ = DYV — p?)

sea minima.
Noétese que esto no serd, en general, cierto si las poblaciones no son normales o si tienen distintas
matrices de covarianzas. Como consecuencia inmediata, se obtiene el resultado siguiente.

Proposicién 5.2. Si todas las poblaciones son normales con matriz de covarianzas comun V.,
entonces los criterios de clasificacion de mdxzima verosimilitud y de minima distancia de Mahala-
nobis son equivalentes a aplicar el criterio de discriminacion de Fisher paso a paso tomando las
poblaciones de dos en dos.

De esta forma, podriamos estudiar primero si z se clasifica en la poblacién 1 o en la 2. En el
segundo paso discriminariamos entre la 3 y la ganadora del primer paso y asi, sucesivamente. Sin
embargo, este método no se puede aplicar en la practica ya que al discriminar entre las poblaciones
1y 2 solo se utilizarian los individuos de estas poblaciones para estimar V' (ver siguiente seccién).

El método de proyeccién de Fisher puede generalizarse para mas de dos grupos obteniéndose
las denominadas proyecciones candnicas que permiten separar (discriminar) mejor a los grupos
iy j. La idea se basa en la representacién de la funcién discriminante de Fisher siguiente:

L(Z) = (nx = uy)' V12 (54)
= (NX — MY)/V71/2V71/2Z (55)
= (V" Pux =V Py vz, (5.6)

donde Z* = V127 es una variable con Cov(V~=Y22) = V-12vv-12 =, v-12 =17' DTy
donde T es la matriz ortonormal que diagonaliza a V (T'VT = D, T'T = TT' = I). Es decir, el
criterio basado en la funcion discriminante de Fisher equivale a, primero estandarizar las variables
haciendo que tengan covarianza I y medias p% = V12 Wy py = vy Zu’y, y luego proyectarlas
en la direccién de la recta que une ambas medias ;1 — p3-. Esto corresponde con la solucién 6ptima
para la distancia de Mahalanobis cuando V' = I, es decir, cuando usamos la distancia Euclidea. Asi,
una vez proyectados el punto z y las medias sobre el espacio candnico (Euclideo), z se clasificard
en el grupo cuya proyeccion de la media esté mas cercana a su proyeccién en la distancia euclidea
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(unimos las medias y trazamos la mediatriz para separar los grupos). Este criterio también es
equivalente al criterio de minima distancia de Mahalanobis ya que las distancias euclideas de la
proyeccién de z a los grupos verificaran:

d2(z) = (V122 v 20) = (2 = D) Y12y 12z ) = A2(z, 1)

para todo i.

Si solo hay dos grupos, podemos representar los puntos proyectados usando la funcién discri-
minante de Fisher, es decir, las proyecciones de los puntos transformados z* = V124 sobre la
recta que une las dos medias transformadas p% = V125 y py = V1245 Si hay tres grupos,
podemos representar las proyecciones de los puntos transformados z* = V122 sobre el plano que
forman las tres medias transformadas p% = V12, Hy = VY24 y Wy = V=124, Si estos
puntos forman un tridngulo, sus mediatrices y su circuncentro determinaran las regiones de clasifi-
caciéon (ya que, en este espacio, podemos usar la distancia Euclidea). Si los puntos estén alineados,
las regiones de clasificacién vendran dadas por las dos mediatrices obtenidas con el punto central y
los dos extremos. En este tltimo caso, en realidad bastaria con proyectar sobre la recta formada por
estos puntos. Se procede de forma andloga si hay mas grupos. Finalmente mencionar que la matriz
V~1/2 se puede reemplazar por cualquier matriz U’ no singular (invertible) tal que UU’ = V~! ya
que entonces V = (UU')~! = (U)"'U 1y

Cow(U'Z2)=U'VU=U'U)U U =1
Ejemplo 5.2. Supongamos que tenemos que decidir si un individuo con medidas z = (z,y) =
(

(1,0.9) se clasifica en una poblacion normal bivariante de media (0,0), en una de media (1,2)" o
en una de media (—1/2,1) siendo la matriz de covarianzas comin

V:<1}2 1{2>‘

Entonces las funciones discriminantes lineales (LDF) para z = (z,y)" serdn:

Li(z,y) = (uM)YV L — (uWyv=10 /2 = 0,

La(z,y) = (uP)V e = (u@)yv—1u® /2
_ (1,2)< 1}2 2 >_1 < ) ) —;(1,2)< 1}2 12 >_1<

1
2
~an( 5 W8 (5) a0 () (

=2y—2

)
:)
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Lg(x, y) = (M(?)))/Vflz _ %(u(s))/vfl,u(?’)
_ 4/3  —-2/3 x
= (s ) ()

v () (1)
4 5 7

En particular, para z = (1,0.9)" obtenemos

Li(1,0.9) =0
L2(1,0.9) = 2(0.9) —2=-0.2
4 5 7
L3(1,09)=——=+-09—-=-1
3( s ) 3 + 3 6 s

por lo que z se clasificard en la primera poblacion (donde L; es mdzima).
Para calcular las regiones de clasificacion para los grupos 1 y 2 haremos L1 = Lo, es decir,

0=2y—2

obteniendo y = 1 (como ya vimos anteriormente usando la funcion discriminante de Fisher). Para
los grupos 1 y 3, obtenemos

0= —éx + §y — Z,
3 3 6
es decir, y = %x + 1—70 y para los grupos 2 y 3, obtenemos
2y—2:—§m+§y—g,
es decir, y = —4x + g Las regiones de clasificacion se pueden ver en la Figura . Las tres rectas

se cortan en el punto (3/8,1). Para representarlas en R haremos:

curve (4*z/5+7/10,-3,5,ylab="y’, azes=TRUE)
curve (1+z-z, add=TRUE)

curve (—4*z+5/2, add=TRUE)

text (0,0, labels="mul’)
text(1,2,labels="mu2’)

text (-0.5,1,labels="mu3’)
text(1,0.9,labels="2")
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Figura 5.5: Regiones de clasificacién para las poblaciones del Ejemplo

Para calcular las proyecciones candnicas z* = VY23 al espacio Euclideo, debemos calcular la

matriz ortogonal T tal que T'VT = D, donde D es diagonal con lo que
y-12 = p-127.
Las matrices T y D se calcularon en el Ejemplo[].4], obteniéndose

r=(iva 1ie )

_(3/2 0
=% i)
con lo que

V—1/2 — TD_1/2T/

(V2 1V2 2/3 0 1/vV2 1/V2
(e 1) (07 ) (G e
_((VEHIVE (Vo 4E

(060 e i)
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De esta forma, se tiene:

v, Ve+1ive LVe-3v2 1\ _ [ 0.846382
We-1va Le+1v2 0.9 0.704961
,1/2 _ 0
14 H1 < 0 >
L [ A6+ 3V2 V6 -4V2 1Y [ 0517638
v /Hz— 6 2 6 2 —
We-1v2 LWe+1lv2 2 1.938516
Y112y, < %\/EJF%\@ %\/6_ %\/i > ( —1/2 ) _ < —0.856536 )
We-1va Le+1v2 1 1.264784

Por altimo, calculamos las distancias euclideas entre la proyeccion de z y las proyecciones de
las medias obteniendo

dy = /0.8463822 + 0.7049612 ~ 1.101514
dy = /(0.846382 — 0.517638)2 + (0.704961 — 1.938516)2 ~ 1.276609
ds = 1/(0.846382 + 0.856536)2 + (0.704961 — 1.264784)2 ~ 1.792577,

con lo que (como ya sabiamos) z se clasifica (por poco) en el grupo 1

5.2.3. Varias poblaciones con distintas matrices de covarianza

Los criterios de clasificacién por maxima verosimilitud o por minima distancia de Mahalanobis
a las medias de los grupos pueden utilizarse aunque las poblaciones no tengan la misma matriz de
covarianzas. De hecho, tampoco es necesario que las poblaciones sean normales, pudiéndose aplicar
incluso a poblaciones de tipo discreto (siempre que se conozcan las densidades o las funciones
puntuales de probabilidad). Cuando las poblaciones sean normales suele hablarse de Andlisis
Discriminante Cuadréatico (ADC o QDA) ya que las funciones que determinan las regiones de
clasificacién son polinomios de grado 2. Sin embargo, en este caso, las funciones discriminantes
para minima distancia o méaxima verosimilitud no coinciden. El criterio de méxima verosimilitud
buscaria el maximo de

1

VIVil 2m)F

0, equivalentemente, el minimo de

i) = exp (= =YV =)

Qi(2) = ¢ = 2log fi(z) = (z — p)V; "' (z = p¥) +log | Vi |,
conocida como funcién discriminante cuadréatica (QDF') para i = 1,...,m. Un individuo con

medidas z se clasificard en el grupo donde la funcién discriminante cuadratica sea minima (méxima
verosimilitud).
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Sin embargo, el criterio basado en la distancia de Mahalanobis, usara la funciéon discriminante

cuadratica

Qi (2) = A%(z, ") = (z = )V, (z — ).
Por lo tanto, los resultados pueden ser diferentes (cuando los determinantes de las matrices de
covarianzas sean diferentes).

En general, las funciones discriminantes cuadraticas son muy “sensibles” cuando las poblaciones
no son normales, por lo que no es muy recomendable su uso en este caso, siendo preferible usar
funciones discriminantes lineales. Como veremos posteriormente, en la practica podemos usar las
técnicas de wvalidacion cruzada para elegir el mejor método posible con los datos disponibles.

Veamos un ejemplo.

Ejemplo 5.3. Sean dos poblaciones normales bidimensionales con medias p1 = (2,0)" y po = (0,0)’
y matrices de covarianzas
2 -1
a=(4)

o= (4 )

Se pide: Calcular las funciones discriminates cuadrdticas, dar el criterio de clasificacion, dibujar
las regiones de clasificacion en R? y clasificar a z = (1,1)".
).

Como )
(2 1N\ (1
vi=(2 ) -5

Qzy)=(z-2 y )Vl1<m—2)

N

la primera QDF es

Yy
=@—-2+y)(x—2)+(zr—2+2y)y
= 2% — 4o+ 4+ 2yz — 4y + 24>,

Andlogamente, para el sequndo grupo tenemos:
2 0 \' (120
0 1/2 - 0 2

ng(x y)‘/21<§>:0.5x2+2y2,

con lo que la sequnda QDF serd

es decir,
Qa(,y) = 0.52% + 2y,
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Entonces z = (z,y) se clasifica en 1 si y solo si Q1 < Q2, es decir, si
(2 — 4)y < 4o — 4 — 2%/2.

Como:

Q:1(1,1) =1

Q2(1,1)=5/2,

se clasifica en 1.
Para calcular las regiones de clasificacion notamos que, en la ecuacion anterior, tenemos tres
€asos:
1) Sixz>2, Q1< Qo siysolosi,y < (4r —4 —22/2)/(2x — 4).
2) Siz <2, Q1< Q2 siysolosi, y < (4x —4—22/2)/(2x — 4).
3)Six=2,0<8—-4—-4/2=2, porlo que Q1 < Q2 y se clasifica en 1.
Las regiones de clasificacion se pueden ver en la Figura[5.6. El cddigo para realizarla es:

D<=function(z) (4*zc—4-z*x/2)/(2*T-4)

z<-seq(-1,5,by=0.01)

f<-D(=z)

min<- z-z-6

max<- T-xT+6

plot(z, f,type="1’,ylim=c(-5,5),zlim=c(-1,5),ylab="y’,zlab="x’)

1<-1:301

polygon(c(z[i],rev(z[i])),c(min[i],rev(f[i])), col="#00009920",border=NA)
points(0,0,pch=20)

text (0.35,0, ’mu2’,col="red’, cex=0.8)

points(2,0,pch=20)

text(2.35,0, ’mul’,col="red’, cex=0.8)

1<-315:601
polygon(c(z[i],rev(z[i])),c(maz[i],rev(f[i])),col="#00009920",border=NA)
points(1,1,pch=20)

text(1.2,1,°2°,col="red’, cex=0.8)

Observacién 5.6 (Detectando anomalias). En otras ocasiones lo que tenemos es un conjunto
de unidades de la poblacion correcta (por ejemplo unidades bien fabricadas) y otras (pocas) que
no pertenecen a dicha poblacion (unidades defectuosas). El objetivo es detectar esas unidades. La
principal diferencia es que, en este caso, las unidades defectuosas no forman un grupo homogéneo
que provengan de una determinada poblacion. Es mds, puede que las unidades defectuosas futuras



168 J. Navarro

ez

> o — emu?2 emu

Figura 5.6: Regiones de clasificacién Ejemplo
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sean completamente diferentes de las que tenemos en la muestra. En este caso, la regla de decision
bajo normalidad para una unidad con medidas z = (z1,...,2x), serd:

Regla Y Grupo
fzp,V)y<el|ly=1 Unidad defectuosa
f(z; 1, V) >€ | y=0| Unidad no defectuosa

donde f es la funcion de densidad normal multivariante Ni(u, V) y € > 0 es un pardmetro a
determinar a partir de la muestra optimizando la deteccion de errores y la deteccion de unidades
bien fabricadas (usando, por ejemplo, Fy). Claramente, ésto es equivalente a usar la distancia de
Mahalanobis (o la desigualdad de Tchebychev) para detectar esas unidades mal fabricadas (outliers).
En la prdactica, el vector de medias y la matriz de covarianzas se reemplazardn por sus estimaciones
a partir de unidades bien fabricadas. La region de aceptacion de las unidades bien fabricadas serd
un elipsoide de concentracion con centro en u y la de las defectuosas su parte exterior. En este caso,
lo tipico es que en la muestra (donde conocemos los grupos de cada unidad), haya pocos datos del
grupo de las unidades defectuosas. Todos esos datos de unidades defectuosas se pueden usar junto
con un numero similar de unidades bien fabricadas (no usadas para estimar p y V') para estimar
el € optimo (muestra de validacion cruzada, CV) y para estimar la fiabilidad de nuestro test (e.g.
Fy). Como € se toma para mazimizar la eficacia en la muestra de CV, los datos de esa muestra no
se pueden usar para determinar la eficacia del test (no se deben incluir en la muestra test). Si las
variables son muy numerosas (k muy grande) el cdlculo de la inversa de V' puede ser lento. En este
caso se puede asumir que las variables son independientes (usando el productor de las marginales
normales) o usar un PCA para reducir el nimero de variables manteniendo una gran cantidad de la
informacion inicial (e.g. un 99 %). Si no estamos segquros de la normalidad de la poblacidon inicial,
la funcion de densidad f se puede sustituir por su estimador tipo nicleo (Kernel estimator)

f&) == 37 f(ea®, i),
=1

donde z(M = (xgl), .. ,x,(;)), i=1,...,n, son los elementos de la muestra (de entrenamiento) bien
fabricadas, n es el tamano de esa muestra, I es la matriz identidad de tamano k, y h, > 0 es
el ancho de banda (que depende de n). Este estimador es equivalente a sustituir cada punto de la
muestra por una miztura (combinacion lineal convexa) uniforme de distribuciones normales con
variables independientes, media en los puntos de la muestra y varianza comun h,. La regla de
decision es similar (en este caso no nos saldrdn elipsoides) y donde los parametros € y h se pueden
determinar usando la muestra CV. De nuevo usaremos una muestra nueva (test) para estimar la
eficacia de nuestro procedimiento. Por ejemplo, si tenemos 40 unidades defectuosas, podemos usar
20 para determinar los pardmetros (junto con otras 20 bien fabricadas) y las otras 20 para estimar
la eficacia del test (junto con otras 20 bien fabricadas, no usadas anteriormente).
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5.3. Clasificacién a partir de una muestra

En la préctica, los valores de las medias y las matrices de covarianzas tedricos usados en los
criterios de clasificaciéon dados en la seccién anterior seréan desconocidos, por lo que tendran que
ser estimados. Estas estimaciones dependeran de las hipétesis de partida (normalidad, igualdad de
matrices de covarianzas, etc...), hipdtesis que en muchos casos deberdn ser corroboradas mediante
algin procedimiento cuando no se esté muy seguro de su validez.

En general, si estudiamos k variables numéricas (Z1,..., Zx) en m distintas poblaciones indi-
cadas por una variable discreta G (grupo) para una muestra de n individuos (muestra de entrena-
miento), tendremos una tabla de datos de la forma

Zy | | Zr | G
Wi | 211 | - | ALk |91
Wn, Zn,1 ka dn

donde g; € {1,...,m} para todo i.
Para cada valor de G = j, esta tabla proporcionard una m.a.s. de la variable aleatoria k di-

mensional Z = (Z1, ..., Z;)" condicionada por G = j que, en muchas ocasiones, podremos suponer
normal. Es decir, en realidad tendremos m muestras de m poblaciones normales k£ dimensionales
N(/‘Lja V})

Asi, en la practica, tendremos m medias muestrales tedricas y m matrices de covarianzas des-
conocidas, por lo que tendremos que estimarlas. Para dichas estimaciones usaremos:

A9 = =3 " wl(Gw) = j)

~ 1 . )
Vi= 3> UGw) = f)wi — V) (wi — pVY
Wy = (Zliv"',Zk;i),

nj =Y 1(G(w;) = j)

=1
n=mni+-+nm,

donde 1(G(w;) = j) indica si el individuo ¢ pertenece (1) o no (0) a la poblacién j-ésima y, por
lo tanto, n; es el nimero de individuos de la muestra pertenecientes a la poblacién j-ésima. Note
que necesitamos n; > 1 para todo j. Si (Z|G = j) es normal, 171 es insesgado para V}, teniendo
(n; — 1)17] una distribucién (en el muestreo) Wishart Wi (n; — 1,V;).

Si suponemos que las matrices de covarianzas tedricas son todas iguales (V4 = --- = V,;, =
V'), entonces la matriz de covarianzas comin V' se aproximara mediante la matriz de covarianzas
ponderada (pooled)

. 1 .
V= > (= 1)V

m
n—m =<

Jj=1
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que serd un estimador insesgado para V.

A partir de estos estimadores se pueden obtener estimaciones de las distintas funciones discrimi-
nantes y con ellas, obtener clasificaciones (empiricas) para nuevos individuos. Como los estimadores
se aproximan a los verdaderos valores de los pardmetros, las clasificaciones “se parecerdn” (si n es
grande) a las que se obtendrian usando los verdaderos pardmetros. Por ejemplo, para el caso de
dos poblaciones con la misma matriz de covarianzas, la funcién discriminante de Fisher se estimara
mediante

D=L(2)=dZ = (ix —fiy) V' Z

De esta forma, la probabilidad del error tipo 1 se estimara mediante
1~
Pr(e;) = Pr (U < —2A> ,

donde U = N1(0,1) y

A = \/Gix — vy 7 ix - fiv)
es la distancia de Mahalanobis muestral entre la medias (muestrales) de los grupos.
Bajo la hip6tesis de normalidad, estos estimadores son asintéticamente insesgados. En Srivastava
y Carter (1983, pag. 238) pueden verse otros estimadores basados en las distribuciones obtenidas
para los distintos errores a partir de la hipdtesis de normalidad.
Se procedera de forma similar en los otros casos. Por ejemplo, las Funciones Discriminantes
Lineales (FDL) muestrales serdn

Fi(e) = O)T 2 — GOYT 502,
clasificindose z en Gj : Ez(z) > E](z) para todo j. Andlogamente, las proyecciones candnicas
muestrales seran Z* = V~1/27 y las funciones discriminantes cuadraticas (FDC o QDF) muestrales

seran

Qi(z) = ¢ —2log fi(2) = (z — AV, 1z — D) + log | Vi |,

clasificandose z en G; : Qi(z) < @](z) para todo j.
Veamos otra forma de aproximar los errores de clasificacién que no precisa de la hipdtesis de
normalidad.

5.3.1. Validacién cruzada

Una forma de estimar las probabilidades de los posibles errores consiste en clasificar a los indi-
viduos de la muestra (de los que se conoce su verdadero grupo) usando las funciones discriminantes
obtenidas y hacer un recuento de los individuos mal (o bien) clasificados segin el grupo al que
pertenecen y/o el grupo en el que son clasificados por error.

Cuando se clasifica a los individuos de los que se conoce su grupo se estd usando la propia
informacién que ellos han proporcionado a la funcién discriminante. Esto puede influir en las pro-
porciones de individuos bien clasificados ya que si en la muestra hay un individuo con las mismas
caracteristicas que las del que se quiere clasificar, es bastante probable que coincidan los grupos.
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Para evitar esto suele utilizarse la técnica denominada validacién cruzada (CV=cross validation,
también llamada leave-one-out o jackknife) que deja fuera del andlisis (se tacha) al individuo que
se quiere clasificar.

Es decir, para aplicar esta técnica a un individuo deberemos recalcular las funciones discriminan-
tes excluyéndolo de la muestra y aplicarselas, observando si se clasifica o no en su verdadero grupo.
Repitiendo esto con cada individuo (o con un niimero suficiente de ellos) obtendremos estimaciones
de las probabilidades de clasificacién errénea (o correcta).

Logicamente este proceso conlleva numerosos calculos por lo que solo se puede realizar ayudéando-
nos de un ordenador e incluso, si la muestra es muy grande, reduciendo el nimero de individuos
a los que se le aplica (o haciendo grupos). Los errores de estimacion de las distintas proporciones
(probabilidades) son faciles de calcular ya que se trata de variables Binomiales y, por lo tanto,
incluso podemos calcular los intervalos de confianza para las distintas proporciones. La ventaja de
usar validacion cruzada es que al ser una prueba empirica, no es necesaria ninguna comprobacién
estadistica (no se necesitan hipdtesis iniciales).

También se puede utilizar esta técnica para ver qué variables son las que mas influyen a la
hora de clasificar correctamente a los individuos. Para ello podemos eliminar variables y comprobar
como afecta esta eliminacion al porcentaje de correctos. También se puede realizar una analisis
discriminante lineal con las variables estandarizadas (X; — p;)/0; (sustituyendo las medias y las
varianzas por sus estimaciones) y, en este caso, la variable que mas influya serd aquella que tenga un
coeficiente mayor en valor absoluto en la funcién discriminante lineal de Fisher. La estandarizacién
no influird en la clasificacién (se obtienen los mismos resultados) pero si nos permitird el poder
comparar los coeficientes al tener las variables el mismo rango de variacién. Si no estandarizamos,
los coeficientes dependeran de las unidades usadas en cada variable.

5.4. Ejemplos

5.4.1. Ejemplo con dos grupos

En el primer ejemplo consideramos el objeto d del fichero escarabajos.rda (Aula virtual)
que contiene una muestra de 40 escarabajos de dos especies diferentes (Haltica oleracea y Haltica
carduorum) a los que se les han medido 4 variables. Para leer este archivo debemos teclear

load(’f:/escarabajos.rda’)

indicando la ruta completa en donde se encuentra el archivo. Para ver los datos basta teclear d
(o View(d)). Las variables son: distancia desde el térax al surco transversal X (micras), longitud
X (0.0lmm.), longitud de la base de las antenas secundarias X3 y terciarias X4 (en micras). La
variable c6digo (Xg) indica la especie a la que pertenece cada individuo (HO=1, HC=2). Puede
observarse que hay un individuo (40) del que se desconoce la especie lo que en R se escribe como
NA.
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Podemos comenzar estudiando las variables por separado. Si queremos ver solo los datos de
la variable surco, haremos: d$surco o d[,1]. Por ejemplo, para estudiar esta variable podemos
comenzar calculando sus estadisticos bédsicos (medias, cuartiles y valores extremos) en cada grupo
haciendo:

tapply(d$surco,d$especie, summary)

De esta forma observamos que la media de la variable surco es més grande en la especie HO (194.5)
que en la HC (179.6) y que su valor en el escarabajo 40 (182.2) estd méds cerca de la media de la
especie HC. También podemos representarla graficamente tecleando:

plot(d$surco,d$codigo)
Si queremos que aparezca el escarabajo 40 podemos hacer:
text (d$surco[40],1.5,1labels="e40’)

obteniendo el grafico de la Figura (izquierda). En esta grafica podemos observar que la variable
surco parece un poco mayor en el grupo 1 (HO) pero que no discrimina (separa) bien a los
grupos. Con esta variable no es sencillo clasificar al escarabajo 40 pero, si tenemos que elegir un
grupo, lo incluirfamos en el grupo 2 (HC) ya que estd més cerca de su media. Se obtiene una
grafica similar haciendo plot(d$surco,d$especie). En este caso, R etiqueta los datos por orden
alfabético (ASCII) con *=1, HC=2 y HO=3. Estudie las restantes variables.
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Figura 5.7: Gréficos de la variable surco por grupos.
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También se pueden hacer los graficos caja-bigote por grupos con:
boxplot (d$surco~d$especie)

(el stmbolo ~ se puede escribir pulsando simultdneamente Alt y 126) obteniendo el grafico de la
Figura (derecha). Las cajas contienen al 50 % de los datos, los “bigotes” al 25 % y los puntos
sefialan valores atipicos (para una distribucién normal). En este gréfico apreciamos que si usdramos
solo la variable surco para clasificar, como las cajas no se solapan, mas del 75% de los individuos
se clasificarian bien. También observamos que el escarabajo 40 estaria en la caja de la especie HC
(por poco) pero que no serfa un valor atipico en la HO. Estudie las restantes variables.

En segundo lugar podemos estudiar las variables por parejas. Por ejemplo, para analizar surco
y long, podemos hacer:

plot(d$surco,d$long,pch=as.integer (d$especie))
legend (’topright’,legend=c(’e40’,’HC’,’H0’) ,pch=1:3)

obteniendo el gréifico de la Figura [5.8 en el que se observa que, con estas dos variables, los dos
grupos estan bastante separados, pero que el escarabajo 40 estaria entre ambos grupos por lo que
no es sencillo clasificarlo. Estudie las otras dos variables. Se obtiene un grafico similar haciendo

plot(d$surco, d$long)
text (d$surco,d$long,d$especie, cex=0.7,pos=4,col="red’)

(cex indica el tamano y pos la posicién de la etiqueta).

Finalmente podemos hacer un grafico similar al de la Figura[5.8] izquierda, pero usando las dos
primeras componentes principales (ver tema anterior) que contienen informacién sobre todas las
variables. Recordemos que las componentes principales se calculan con:

pca<-princomp(d[,1:4],cor=TRUE)
y que se pueden representar las dos primeras componentes por grupos haciendo:
biplot(pca,pc.biplot=TRUE, xlabs=d$especie)

El resultado puede verse en la Figura (derecha). En este grafico también se aprecia que los
grupos se pueden separar bastante bien. Senalar no obstante que las dos primeras componentes
principales no son necesariamente las mejores variables para clasificar a estos individuos.

Comenzaremos realizando un Andlisis Discriminante Lineal (LDA). Para calcular la funcién
discriminate lineal (FDL) de Fisher para distinguir entre dos grupos debemos suponer que sus
matrices de covarianzas (tedricas) son iguales. Entonces, la FDL valdrda L = L(Z) = a’Z donde
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Figura 5.8: Grafico conjunto de las variables surco y long (izquierda) y gréafico de las dos primeras
componentes principales (derecha) por grupos.

(Z1,...,7Z) son las medidas del individuo a clasificar y los coeficientes tedricos se calculan como
a' = Aux — py)'VH, (5.7)

donde A es un niimero real cualquiera distinto de cero, V' es la matriz de covarianzas comin y px y
Wy son los vectores de medias en cada grupo de las variables usadas para clasificar. En la practica
estas medias tedricas se sustituyen por sus estimaciones X e Y y V se estima mediante:
S L (= DSy + (12— 1)S5)
ny+ng —2 ! ! 2 2
siendo n1 y ng los tamanos muestrales de cada grupo y S1 y S2 las matrices de cuasicovarianzas
muestrales de cada grupo.
Para calcular (estimar) a en R debemos cargar primero el “paquete” denominado MLASS. Una
vez cargado, debemos hacer:

LDA<-1da(d[1:39,1:4],d[1:39,6] ,prior=c(0.5,0.5))

Tecleando LDA comprobamos que las probabilidades de pertenencia a priori asignadas a cada grupo
valen 0.5 (si no se especifica nada se computan como si los individuos fuesen una muestra, es decir,
como 19/39 = 0.4871795 (HO) y 20/39 = 0.5128205 (HC) en este ejemplo), los vectores de medias
de los grupos son:

X = (194.4737,267.0526, 137.3684, 185.9474)
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Y = (179.5500, 290.8000, 157.2000, 209.2500)

y que los (unos) coeficientes estimados de la FDL son
a = (—0.09327642,0.03522706, 0.02875538, 0.03872998).

Si queremos guardar estos coeficientes en el objeto a haremos:
a<-LDA$scaling

Para clasificar a un individuo con medidas z calcularemos su proyecciéon L(z) = a’z y las
proyecciones de las medias de los grupos L(X) y L(Y), clasificindolo en el grupo que tenga la
media mas cerca a su proyeccion. La frontera de las regiones de clasificacién vendra dada por la

media de las proyecciones de las medias: K = (L(X) + L(Y))/2. Para calcular L podemos definir
la funcién:

L<-function(z) sum(a*z)

De esta forma, podemos calcular la proyeccién de la media L(X) de la especie HO haciendo:
mHO<-L(LDA$means[1,])

obteniendo L(X) = 2.419488. Anélogamente, podemos calcular mHC obteniendo L(Y) = 6.120841.
De esta forma, haciendo K<-(mHC+mHO) /2, obtenemos K = 4.270164. Por lo tanto, la regla de
decisién 6ptima segun este criterio seria: Si L(z) > K, se clasifica como HC (grupo 2) y si no como
HO (grupo 1). Podemos calcular las proyecciones de los 40 escarabajos haciendo:

z<-d[,1:4]
D<-1:40
for (i in 1:40) D[il<-L(zI[i,])

Tecleando D comprobamos que para el escarabajo 1 se obtiene D[1] = 1.253859 que, como
es menor que K = 4.270164, nos conduciria a clasificarlo como del grupo HO (correctamente).
Anélogamente, para el escarabajo 40, obtenemos D[40] = 3.968782 que, como es menor que K, nos
conduciria a clasificarlo como del grupo HO (con un margen pequeno). Podemos representar estas
“puntuaciones discriminates” haciendo:

plot(D,d$codigo)
text (D,d$codigo,cex=0.7,pos=3,col="red’)

Podemos incluir la puntuacién del escarabajo 40 y la constante K en el grafico haciendo:

text(D[40],1.5,1labels="%")
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text (D[40],1.5,1labels="e40’,cex=0.7, pos=3,col="red’)
text(K,1.5,1labels="]")
text(K,1.5,1labels="K’,cex=0.7,pos=3,col="red’)

De esta forma se obtiene el grafico de la Figura [5.9] En este grafico se observa que el escarabajo
27 se clasificaria erréneamente y que el 40 se clasificaria en el grupo 1 (HO) pero con un margen
pequeno (cerca de K).
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Figura 5.9: Grafico de las puntuaciones discriminantes.

Otros autores prefieren calcular las puntuaciones como D — K con lo que la regla de decision
dependerd de si las puntuaciones son positivas o negativas. La puntuacién D — K se puede obtener
de forma automatica haciendo:

predict (LDA,d[,1:4])->P

Las puntuaciones se obtienen haciendo P o P$x. Compruebe que coinciden con los valores de D-K.
Estos valores se pueden representar como en la Figura[5.9] o en forma de histograma haciendo:

ldahist (P$x,g=d$especie)
Haciendo P$class podemos ver en qué grupo se clasifican los 40 escarabajos. Tecleando

P$class==d[,6]->Resumen
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podemos ver cuando la clasificacion es correcta (para los 39 escarabajos de los que se conoce su
grupo). Podemos hacer un recuento de estos resultados con:

table(d[,6],P$class)

Estos valores se pueden resumir con los valores de la Tabla[5.2] (matriz de confusién). Esta tabla sirve
para comprobar si este procedimiento de clasificacién es adecuado. En este caso, obtenemos buenos
resultados ya que todos los individuos del primer grupo se clasifican correctamente y solo uno del
grupo 2 (el escarabajo 27) se clasifica erréneamente como del grupo 1. Andlogamente, comprobamos
que todos los individuos clasificados como del grupo 2 se han clasificado correctamente pero que
uno clasificado como del grupo 1, en realidad pertenecia al grupo 2 (de nuevo el 27).

Tabla 5.2: Resumen de los resultados de clasificacién usando LDA sin validacion cruzada.

Resumen Clasificados en 1 (HO) Clasificados en 2 (HC) | Total
Grupo verdadero: 1 (HO) 19 0 19
Grupo verdadero: 2 (HC) 1 19 20
Total 20 19 39

Finalmente, haciendo: P$posterior podemos ver las “probabilidades” a posteriori (verosimili-
tudes normalizadas) de pertenencia a cada grupo bajo normalidad dadas por:

N i fi(2)
Prilz) = T1f1(2) + mafa(z)’

donde 71 y 79 son las probabilidades a priori (0.5 en este caso) y f1 y f2 son las funciones de densidad
normales estimadas de cada grupo. Aqui podemos ver que las probabilidades de pertenencia para el
escarabajo 40 valen Pr(1]|z = e40) = 0.7531572 y Pr(2|z = €40) = 0.2468428, que nos muestran que
para un individuo de estas medidas la clasificacién no es muy fiable. Evidentemente, los individuos
se clasifican usando LDA en el grupo en el que resultan més verosimiles (ambos métodos son
equivalentes).

La funcién predict también se puede usar para clasificar a nuevos individuos. Por ejemplo,
para clasificar a un escarabajo con las medidas siguientes z = (185, 280, 150, 200), haremos:

z<-c(185,280,150,200)
predict(LDA,z)

con lo que z se obtiene que se clasifica en el grupo 2, con una puntuacién 0.3965766 y una probabi-
lidad a posteriori de pertenencia al grupo 2 de 0.8127334. Compruebe que la puntuacién coincide
con L(z) — K.

Los valores de la Tabla se pueden usar para estimar las proporciones de acierto en cada caso.
Por ejemplo, la probabilidad de acierto global estimada es 38/39 = 0.974359. Estas estimaciones
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suelen dar valores ligeramente mayores que los reales ya que al clasificar a un individuo, se ha
usado la informacién proporcionada por el propio individuo. Sin embargo, cuando se clasifica a
un individuo nuevo (e40), éste no se usa en el procedimiento de clasificacién. Para evitar esto,
podemos usar la técnica denominada validacion cruzada (cross validation o CV) que consiste en
que, al clasificar a los individuos de los que se conoce su grupo, el individuo a clasificar no se usa
en el procedimiento de clasificacién (se tacha). Para hacer esto en R debemos teclear:

LDACV<-1da(d[1:39,1:4],d[1:39,6] ,prior=c(0.5,0.5),CV=TRUE)
table(LDACV$class,d[1:39,6])

De esta forma, podemos comprobar que hay 3 escarabajos del grupo 2 que se clasifican mal (21, 27
y 36) con validacién cruzada y el resumen correcto de clasificacién seria el dado en la Tabla En
ella comprobamos, por ejemplo, que la verdadera (no sesgada) estimacién de la probabilidad global
de acierto es: prpa = (194 17)/39 = 0.9230769 (ligeramente menor que la calculada anteriormente
sin CV). Al usar validacién cruzada las probabilidades a posteriori de los individuos con grupos
conocidos también cambian (ya que no se usan). Por ejemplo, para el escarabajo 21 obtenemos
0.5291374 y 0.4708626, mientras que antes eran 0.1606631 y 0.8393369. La validacién cruzada no
afecta a la clasificacion de los individuos de los que se desconoce el grupo.

Tabla 5.3: Resumen de los resultados de clasificacién usando LDA y validacién cruzada.

Resumen Clasificados en 1 (HO) Clasificados en 2 (HC) | Total
Grupo verdadero: 1 (HO) 19 0 19
Grupo verdadero: 2 (HC) 3 17 20
Total 22 17 39

Tanto las probabilidades de pertenencia, como las puntuaciones (la constante K) y las clasifi-
caciones finales se veran influenciadas por las probabilidades a priori. Por ejemplo, si no indicamos
las probabilidades a priori (es decir, asumimos que éstas se calculen a partir de la muestra), para
el escarabajo 40 se obtiene una puntuacion en D — K de —0.34883551 y probabilidades a posteriori
de Pr(1|e40) = 0.7434978 y Pr(2]|e40) = 0.2565022, por lo que se sigue clasificando en el grupo
1. Los aciertos con estas probabilidades a priori son los mismos. Sin embargo, compruebe que con
las probabilidades a priori 0.2 y 0.8, existe un escarabajo (19) del grupo 1 que se clasifica en el 2
y que el escarabajo 40 se clasifica en el grupo 2. La clasificacién serda 6ptima cuando se usen las
probabilidades de pertenencia reales en cada grupo (que suelen ser desconocidas).

Cuando las variables usadas para clasificar sean normales (multivariantes) en cada grupo pero
sus matrices de covarianzas (tedricas) no sean iguales, el procedimiento éptimo de clasificacién serd
el proporcionado por el Andlisis Discriminante Cuadratico (QDA) que consiste en comparar
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sus funciones de densidad (verosimilitudes o probabilidades a posteriori) estimadas mediante:
A = el 81 2 oxp (=5~ XS~ )
fo(z) = c| Sy |7/% exp <—;(z ~Y)'S; (2 —Y)) .

En el LDA estas funciones se estimaban usando la estimacion de la matriz de varianzas comun S.
Ahora note que las matrices de covarianzas de cada grupo se estiman usando solo los datos de ese
grupo. Esto es equivalente a comparar las funciones discriminantes cuadraticas:

QDFi(2) = (z — X)'S{ (2 — X) +log | Sy | (5.8)
1

QDFy(2) = (

Y)Sy (2 =Y) +1log | S |,

Z‘ —
L —
clasificando a un individuo en donde QDF sea minima. Note que las funciones QDF son iguales a
las distancias de Mahalanobis al cuadrado de cada grupo mas una constante que depende del grupo.
Cuando los determinantes sean iguales, el método serd equivalente al de distancia de Mahalanobis
minima.

Para realizar un QDA en R con los datos de los escarabajos incluidos en el objeto d debemos
hacer:

QDA<-qda(d[1:39, 1:4], d[1:39, 6],prior=c(0.5,0.5))

Tecleando QDA comprobamos que en este procedimiento no aparecen los coeficientes de las QDF.
Para obtener los coeficientes que convierten a los datos en esféricos y las constantes debemos teclear:

QDA$scaling
QDA$ldet

respectivamente. Compruebe que con la segunda opcién se obtiene log | S; |= 19.41635. La primera
opcién nos proporciona matrices triangulares U; tales que U;U] = S, ! De esta forma, las funciones
discriminantes cuadraticas se pueden calcular como:

QDF(z) = (Ujz — U X)'(Ujz — Ui X) + log | S1 | (5.10)
QDFy(2) = (Usz — UYY) (Ujyz — USY) +log | Sa |, (5.11)

es decir, la transformacién U]z convierte a los datos del grupo i en esféricos ya que Cov(Ulz) =
U/S;U; y como U;U! = S{l, entonces S; = (Ui’)_lUif1 y

Cov(U/Z) =U!SiU; = U;(U) U U = 1

cuando Z pertenece al grupo i.
Para obtener las predicciones basadas en las probabilidades a posteriori podemos hacer:
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predict(QDA,d[,1:4]1)->P
Tecleando P comprobamos que solo hay un escarabajo mal clasificado (el 27) y que el escarabajo 40
se clasifica en el grupo 1 (como en el LDA). En este caso, las probabilidades de pertenencia valen
0.5817418 y 0.4182582 por lo que esta clasificacién no es fiable.

De nuevo podemos obtener una tabla resumen de las clasificaciones con:
table(d$codigo,P$class)

Para que esta tabla sea mas realista debemos usar validacién cruzada haciendo:

QDACV<-qda(d[1:39,1:4],d[1:39,6] ,prior=c(0.5,0.5) ,CV=TRUE)
table(d[1:39,6] ,QDACV$class)

obteniendo los resultados de la Tabla [5.4] Los resultados son similares a los obtenidos con el LDA
con una probabilidad global de acierto estimada de pgpa = 35/39 = 0.8974359.

Tabla 5.4: Resumen de los resultados de clasificacién usando QDA y validacién cruzada.

Resumen Clasificados en 1 (HO) Clasificados en 2 (HC) | Total
Grupo verdadero: 1 (HO) 17 2 19
Grupo verdadero: 2 (HC) 2 18 20
Total 19 20 39

La funciéon predict también se puede usar para clasificar a nuevos individuos. Por ejemplo,
para clasificar a un escarabajo con medidas

z = (185,280, 150, 200),

haremos:

z<-c(185,280,150,200)
predict (QDA,z)

con lo que se obtiene que se clasifica en el grupo 2, con probabilidad a posteriori de pertenencia al
grupo 2 de 0.9636754 con lo que esta clasificacién si es fiable (bajo la hipdtesis de normalidad). En
este ejemplo, los dos procedimientos dan buenos resultados y proporcionan las mismas clasificaciones
para e40 y este z.

Finalmente, podemos realizar algunas comprobaciones sobre los modelos usados. En primer
lugar, podemos tener la duda de si es mejor aplicar LDA o QDA. El primer método funciona bien si
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las matrices de covarianzas tedricas son iguales y el segundo si los datos son normales en cada grupo.
Se cumplan o no esas hipdtesis, el método de validacion cruzada nos proporciona estimaciones de
las probabilidades de acierto en cada caso y nos permite la comparacién de las técnicas LDA y
QDA. También tenemos la opcién de usar ambas técnicas y comprobar si los resultados coinciden.

Si queremos estudiar las hipdtesis del LDA, la matriz de cuasicovarianzas del primer grupo se
puede calcular con: S1<-cov(d[1:19,1:4]). También se pueden separar los datos del grupo 1 con:

di<-d[d$especie=="HO’,1:4]

y asi, su matriz de cuasicovarianzas se calcula con cov(d1). Andlogamente, se calcula la del segundo
grupo obteniéndose:

187.596 176.863 48.371 113.582 101.839 128.063 36.989  32.592
S; = 176.863 345.386 75.980 118.781 y Sy = 128.063 389.011 165.358 94.368
48.371 75980 66.357 16.243 36.989 165.358 167.537 66.526
113.582 118.781 16.243 239.942 32.592  94.368 66.526 177.882

De esta forma, comprobamos que las matrices de covarianzas de los grupos son bastante dife-
rentes y no parecen una estimacién de una misma matriz de covarianzas V.
Para comprobar que las computaciones de R para los coeficientes del LDA dados en ([5.7)) son
correctas podemos calcular la estimacion de la matriz de covarianzas comin V con
1

S = m[(n —1)S1 + (m —1)S,].

Haciendo: S<-(18*S1+19%S2) /37 obtenemos

143.559 151.803  42.527 71.993
151.803 367.788 121.877 106.245
42.527 121.877 118.314  42.064
71.993 106.245 42.064 208.073

S =

Su inversa se calcula con: solve(S)->In. Las medias de los grupos se calculan con:

LDA$means[1,]->ml
LDA$means[2,]->m2

(o con mean(dl)) y los coeficientes como (m1-m2) %*%In->a (donde%* % denota el producto de
matrices en R) obteniendo

a = (0.345249, —0.1303878, —0.1064338, —0.1433533).

Para comprobar que son proporcionales a los obtenidos por R haremos: LDA$scaling/t (a) donde
t(a) denota el vector traspuesto de a. Note que la constante de proporcionalidad es negativa
(—0.2701715) y, por eso, la media del grupo 2 es mayor que la del 1.
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Si queremos estudiar qué variables influyen mas en los procedimientos de clasificacién LDA,
como las variables originales pueden tener escalas diferentes (como ocurre en nuestro ejemplo), no
podemos comparar los coeficientes obtenidos con ellas. Sin embargo, si estandarizamos las variables
originales, como éstas tendran valores similares, los coeficientes obtenidos con ellas en el LDA si
se podran usar estudiar la influencia de las variables en la clasificacién. Al contrario de lo que
ocurria en el PCA, los procedimientos de clasificacién LDA y QDA dan el mismo resultado si se
usan las variables estandarizadas (no se ven afectados por cambios de escala y/o localizacién). Para
estandarizar los datos haremos:

ds<-scale(d[,1:4])
y calculando los coeficientes con:
lda(ds([1:39,1:4],d[1:39,6],prior=c(0.5,0.5))

obtenemos: —1.2937164 (surco), 0.7809833 (long), 0.4182667 (base2) y 0.7084167 (base3). Por lo
tanto, la variable que més influye (mejor discrimina) es surco (con un peso negativo) y la que menos
base2.

También nos podemos plantear si queremos eliminar alguna variable cudl serfa la més adecuada.
Para esto podemos usar los procedimientos de validacion cruzada y estudiar qué opcién proporciona
los mejores resultados teniendo claro que la mejor opcién es siempre usarlas todas. Por ejemplo, si
eliminamos surco haciendo:

1da(d[1:39,2:4],d[1:39,6] ,prior=c(0.5,0.5),CV=TRUE)

comprobamos que hay 7 escarabajos que se clasifican mal. Eliminado las otras variables comproba-
mos que las mejores opciones son eliminar la variable long o la variable base2 (en ambos casos solo
hay 2 escarabajos que se clasifiquen mal). Andlogamente, podemos estudiar cudl es la mejor pareja
de variables (o la variable individual) que mejor discriminan. Se puede aplicar un procedimiento
similar en el QDA.

También podemos comprobar como se calculan las probabilidades a posteriori. Para ello debe-
mos cargar el “paquete” mvtnorm y teclear:

dmvnorm(d[40,1:4] ,m1,S)->f1
dmvnorm(d[40,1:4] ,m2,8)->f2
f1/(£1+£2)

De esta forma se obtiene que la probabilidad a posteriori de pertenencia del escarabajo 40 en el
grupo 1 es Pr(1|z = e40) = 0.7531572 en el caso de probabilidades a priori iguales. Para obtener
la que se obtiene con las probabilidades a priori proporcionadas por los grupos debemos hacer:
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19x£1/ (19%£1+20%£2) obteniendo Pr(1|e40) = 0.743497 (como anteriormente). Compruebe usan-
do un procedimiento andlogo (pero sustituyendo S por S1 y S2) las probabilidades a posteriori
calculadas en el QDA.

Por dltimo, senalar que para que estas “probabilidades” (verosimilitudes) sean correctas, las
variables deben ser normales en cada grupo. Esta hipotesis también se usa en el QDA. Para hacer
un test de normalidad multivariante (Shapiro-Wilk) debemos cargar el paquete: mvnormtest y
hacer:

mshapiro.test(t(d[1:19,1:4]1))

obteniendo un p-valor de 0.2013 por lo que el primer grupo pasaria el test de normalidad. Analoga-
mente, para el segundo se obtiene un p-valor de 0.05769 que nos conduciria a aceptar la normalidad
con a = 0.05 por muy poco. Esto se puede deber al escarabajo 27 que, como hemos visto durante
toda la practica tiene unas medidas raras para ser del grupo 2. Los datos para este grupo se pueden
ver haciendo plot(d[20:39,1:4]).

Cuando en un LDA hay més de dos grupos, algunos autores prefieren calcular las funciones
discriminantes lineales por grupos dadas por:

Li(z) = 2'S7'm; — mlS™ m; /2,
donde S es la matriz de covarianzas ponderada (calculada anteriormente) y m; son las medias

muestrales de los grupos. Para calcularlas en R haremos:

solve(8S) %* %m1
solve(8S) %* %m2
-0.5%t (m1) %* %solve(S) %* J%mil
-0.5%t (m2) %* %solve(S) %* %m2

obteniendo:
Li(z) = 0.9557217z; — 0.0208622z5 + 0.6842504 23 + 0.435312524 — 177.6155,

Ly(z) = 0.610472821 + 0.109525522 + 0.790684223 + 0.578665824 — 193.4209.

Los individuos se clasificaran en el grupo con valor maximo de estas funciones. Este método es equi-
valente al de maxima verosimilitud (probabilidad a posteriori) con matrices de covarianzas iguales
por lo que se obtendran los mismos resultados de clasificacién que antes. También es equivalente a
usar las funciones discriminantes de Fisher paso a paso. De hecho, éstas se obtienen restando las
funciones discriminates de los grupos, es decir: Lq(2) — La(2) = @’z — K (aunque en la estimacién
de V se usan los individuos de todos los grupos). Por ejemplo, para el escarabajo 40 obtenemos:

L1(182.22,271.01, 140.99, 190.15) = 170.1294,

L5(182.22,271.01, 140.99, 190.15) = 169.0138,
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por lo que se clasificaria en el grupo 1 (HO) por un pequenio margen.

De forma andloga, en el QDA se pueden calcular las funciones cuadraticas definidas por .
En este caso, los individuos se incluyen en el grupo con el valor minimo para esas funciones. Esto
es equivalente a usar el método se méxima verosimilitud (probabilidad a posteriori) con matrices
de covarianzas distintas por lo que se obtendran las mismas clasificaciones que en la secciéon 3. Para
el escarabajo 40 se obtiene:

QDF;(z) = 22.76789,

QDFy(z) = 23.42774,

por lo que se clasificaria (de nuevo) en el grupo 1.

De forma similar se pueden calcular las distancias de Mahalanobis (al cuadrado) dadas en el
QDA por:

Di(2) = (= = X)'S7 (2 = X)),
Di(2) = (= = Y)Sy; (2 = Y),

obteniendo para el escarabajo 40: D?(z) = 3.351539 y D2(z) = 3.860477, por lo que se clasificarfa en
el grupo 1 (en el méds cercano). En este caso, los métodos solo son equivalentes si los determinantes
de las matrices de covarianzas de los grupos son iguales. Por lo tanto, se pueden obtener resultados
diferentes de los obtenidos con las QDF. Estas distancias también se pueden calcular usando las
transformaciones proporcionadas por las matrices U; incluidas en QDA$scaling. Por ejemplo, los
transformados en el grupo 2 de la media del grupo 2 y el escarabajo 40 son

ULY = (—17.792105, 4.306052, —6.051622, 9.862908)

Uz = (—18.056683, 2.772973, —5.519009, 8.787518),

respectivamente, y su distancia Euclidea al cuadrado es 3.860477.

Para calcular estas distancias en el LDA debemos reemplazar S y So por S obteniendo para
el escarabajo 40: D?(z) = 2.801345 y D3(z) = 5.03239 por lo que se clasificarfa en el grupo
1 (en el més cercano). En este caso, los métodos son equivalentes por lo que se obtendran los
mismos resultados de antes (con probabilidades a priori iguales). Cuando hay més de dos grupos,
LDA$scaling proporciona la matriz U tal que UU’ = S~1, es decir, la transformacién U’z es esférica
en todos los grupos. Con predict(LDA) podemos ver los transformados de los individuos que se
pueden representar con plot. Si solo hay dos grupos, los transformados esféricos se proyectan sobre
la recta formada por los transformados de las dos medias (funcién de Fisher). Veamos un ejemplo
con tres grupos.

5.4.2. Ejemplo con tres grupos

Vamos a aplicar un DA a los datos del fichero wine.R (Aula virtual) que se pueden leer en R
con: source(’F:/Ruta/wine.R’) o con
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wine<-read.table(’http://archive.ics.uci.edu/ml/machine-learning-databases
/wine/wine.data’,sep=’,’)

Los datos contienen resultados de 13 diferentes andlisis quimicos en vinos de la misma regién de
Italia producidos tres cultivos diferentes (indicadas en la primera columna). Fuente:
http://little-book-of-r-for-multivariate-analysis.readthedocs.org.

Como en el ejemplo anterior comenzaremos haciendo un estudio por separado de cada variable.
Por ejemplo, para calcular las principales caracteristica de la segunda variable por grupos haremos:

tapply (wine$V2, wine$Vl, summary)

Estos datos se pueden representar con

plot (wine$V2,wine$V1)

obteniéndose la gréfica de la Figura En la gréfica se observa que esta variable discrimina bien

a los grupos 1 y 2 pero que los grupos 1 y 3 aparecerian muy mezclados. Estudiando las otras

variables observamos que para separar a estos dos ultimos grupos podemos usar la variable V8 o
V13.
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Figura 5.10: Graficos de la segunda variable del fichero wine por grupos.

Otra opcion seria realizar los graficos caja-bigote por grupos. Por ejemplo, los de la Figura



Andélisis discriminante 187

derecha, se obtienen haciendo:
boxplot (wine$V2~wine$Vil)

Para estudiar las variables por parejas en los grupos podemos hacer los graficos bidimensionales
con

plot (wine$V2,wine$V8,pch=as.integer (wine$Vv1))
legend(’topright’,legend=c(’1’,°2’,°3’) ,pch=1:3)

obteniendo el grafico de la Figura En este gréfico se aprecia que, con estas dos variables,
se pueden separar bastante bien a los tres grupos (aunque hay algunos elementos mezclados). Se
obtiene un grafico similar haciendo:

plot(wine$V2,wine$Vvs)
text (wine$V2,wine$V8,wine$Vl, cex=0.7,pos=4,col="red’)
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Figura 5.11: Graficos bidimensionales de las variables V2 y V8 (izquierda) y de las dos primeras
componentes principales (derecha) para los datos del fichero wine por grupos.

Otra opcidn es calcular las componentes principales (ver tema anterior) y representar los puntos
de cada grupo. Para realizar el grafico de las dos primeras componentes haremos:
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pca<-princomp(wine[,2:14], cor=TRUE)
biplot(pca,pc.biplot=TRUE,xlabs=wine$V1)

obteniendo el grafico de la Figura derecha.

Tecleando summary (pca) podemos ver que estas dos primeras componentes mantienen un 55.4 %
de la informacion de las 13 variables numéricas. La primera componente destaca a los vinos que
tienen puntuaciones altas en V3, V5 y V9 y bajas en V7, V8, V10 y V13 (derecha del grafico). Esta
primera componente distingue perfectamente a los grupos 3 (con puntuaciones altas en Y7) y 1 (con
puntuaciones bajas en Y7). La segunda componente destaca a los vinos que tienen puntuaciones
altas en V12 y bajas en V2, V4, V6, V11 y V14 (arriba en el grifico). Esta segunda componente
distingue perfectamente a los grupos 2 (con puntuaciones altas en Y2) y 1 y 3 (con puntuaciones
bajas en Y3). Algunos elementos del grupo 2 aparecen mezclados con los otros grupos. Para detectar
estos elementos podemos ver las puntuaciones en Y, con pca$scores[,2] o representarlas con:

plot(pca$scores[,2])
text (pca$scores[,2],cex=0.7,pos=4,col="red’)

obteniendo el grafico de la Figura
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Figura 5.12: Grafico de la segunda componente principal para los datos del fichero wine.

Para hacer una Andlisis Discriminante (DA) debemos cargar primero el paquete M ASS pin-
chando en el menu superior del programa R en Paquetes-Cargar paquetes. Una vez cargado, para
hacer un LDA con probabilidades a priori iguales para todos los grupos debemos teclear:
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LDA<-1da(wine[,2:14] ,wine[,1],prior=c(1/3,1/3,1/3))

Tecleando LDA podemos ver las medias de los grupos en las variables y los coeficientes para
las proyecciones canodnicas sobre el plano formado por las tres medias. Para guardar estos coefi-
cientes podemos hacer a<-LDA$scaling. Podemos calcular las puntuaciones de los vinos con estos
coeficientes haciendo

predict(LDA,wine[,2:14])->P
Tecleando P podemos ver los grupos donde se clasificarian los 178 casos, las probabilidades
de pertenencia a cada grupo (bajo normalidad) y las puntuaciones canénicas proyectadas. Para

representar estas proyecciones por grupos podemos hacer:

plot (P$x, pch = as.integer(wine$Vi))
legend(’bottomright’,legend=c(’1’,’2’,°3’) ,pch=1:3)

obteniendo el grifico de la Figura donde apreciamos que los grupos se pueden separar perfec-
tamente con estas proyecciones (mucho mejor que con las componentes principales).
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Figura 5.13: Grafico de las puntuaciones canodnicas para los datos del fichero wine por grupos
incluyendo al proyectado del punto z en la derecha.

Podemos comprobar que todas las observaciones de la muestra se clasificarian correctamente
haciendo
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P$class==winel,1]
0
table(P$class,winel,1])

Como comentamos en la seccién anterior estas estimaciones de las proporciones de acierto son
ligeramente superiores a las reales porque al clasificar a un individuo se estan usando sus propias
medidas. Para evitar esto y dar estimaciones mejores (no sesgadas) podemos usar las técnicas de

validacién cruzada (que eliminan al individuo a clasificar) haciendo:

LDACV<-1lda(wine[,2:14] ,wine[, 1] ,prior=c(1/3,1/3,1/3) ,CV=TRUE)
table(LDACV$class,winel,1])

observando que hay dos elementos del grupo 2 que se clasifican erréneamente en los grupos 1 y 3.
Los resultados se pueden ver en la Tabla

Tabla 5.5: Resumen de los resultados de clasificaciéon usando LDA y validacién cruzada.

Clasificados en el grupo 1 2 3 | Total
Grupo verdadero grupo1 [ 59 0 0 59
Grupo verdadero grupo2 | 1 69 1 71
Grupo verdadero grupo3 | 0 0 48 | 48
Total 60 69 49| 178

Para determinar qué individuos se clasifican mal podemos hacer: LDACV$class observando que
corresponden a las filas 122 (se clasifica en el grupo 1 siendo del 2) y 97 (se clasifica en el grupo
3 siendo del 2). En todo caso, las proporciones de acierto (estimadas) son grandes en todos los
casos. Por ejemplo, la proporcién global de clasificacién correcta es 176/178 = 0.988764, la de
clasificacion correcta para individuos del grupo 2 es 69/71 = 0.971831 y la de clasificacién correcta
para individuos clasificados en el primer grupo es 59/60 = 0.9833333.

Si queremos predecir la forma de cultivo de un vino con medidas

z = (13,2,2,19,100,2,2,0.3,1.6,5, 1, 3, 750)
teclearemos:

z<-c(13,2,2,19,100,2, 2, 0.3,1.6,5,1,3,750)
predict(LDA,z)
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obteniendo que z se clasifica en el grupo 2 con una probabilidad de pertenencia a este grupo (bajo
normalidad) de 0.996975. También proporciona las coordenadas para incluirlo en la Figura
haciendo

text(-0.8813738, -1.039406, labels =’z’,col=’red’)

obteniéndose la Figura derecha.

Andlogamente, para hacer un andlisis discriminante cuadrético (QDA) con probabilidades a
priori iguales, debemos hacer:

QDA<-qda(wine[,2:14] ,wine[, 1] ,prior=c(1/3,1/3,1/3))
Para obtener las predicciones para el punto z haremos:
predict (QDA,z)

obteniendo que, de nuevo, se clasifica en el grupo 2 con una probabilidad de pertenencia estimada
(bajo normalidad) de 0.8616003. Para aplicar validacién cruzada hacemos:

QDA<-qda(wine[,2:14] ,wine[,1] ,prior=c(1/3,1/3,1/3),CV=TRUE)
Para contar los aciertos y fallos haremos:
table (QDA$class,wine$Vi)

obteniendo que solo un individuo del grupo 2 se clasifica mal en el grupo 1. Para ver cudl es
podemos hacer: QDA$class==wine$V1 obteniendo que el vino mal clasificado es el 82. De esta
forma, concluimos que ambas formas de clasificacién dan muy buenos resultados y que el vino a
clasificar debe pertenecer al cultivo tipo 2 (o es muy parecido a los de ese tipo) con una probabilidad
de acierto alta.

5.5. Problemas

1. Dadas tres poblaciones normales bidimensionales con medias u1 = (1,0), pe = (0,1)" y
us = (0,0)" y matrices de covarianzas iguales a

(1)

se pide:
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(i) Obtener las funciones discriminantes lineales.
(ii) Clasificar a z = (2,2)".

(iii) Dibujar las regiones de clasificacién para cada grupo.

. Dadas tres poblaciones normales bidimensionales con medias p3 = (0,0), p2 = (1,1)" y

ps = (2,0) y matrices de covarianzas iguales a
5 2
2 1)’

(i) Obtener las funciones discriminantes lineales.

(ii) Clasificar a z = (1,1/2)".

se pide:

(iii) Obtener la funcién discriminante de Fisher, la constante K y el criterio de clasificacién
para distinguir entre las poblaciones 2 y 3.

(iv) Dibujar las regiones de clasificacién para cada grupo.

Dadas tres poblaciones normales bivariantes con matriz de covarianzas comin

~(31)

y medias (—1,2),(0,—2) y (3,5), respectivamente.
a) Obtener las funciones discriminantes.

b) Si z =(2,1), jen qué poblacién se clasificaria?

Dadas tres poblaciones normales bivariantes con matriz de covarianzas comin

~(31)

y medias (1,2),(0,2) y (3,0), respectivamente.
a) Obtener las funciones discriminantes.

b) Si z = (2,1), jen qué poblacién se clasificaria?

Dadas tres poblaciones normales bidimensionales con medias p1 = (0,1), po = (1,0)" y
w3 = (2,2) y matriz de covarianzas comin

(1)

obtener las funciones discriminantes y clasificar a z = (1,3/2)".
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6. Dadas tres poblaciones normales con matriz de covarianzas comun

~(51)

y medias (0,1),(1,0) y (1,1), respectivamente, obtener las funciones discriminantes y el cri-
terio de clasificacién.

7. Dados dos vectores aleatorios bidimensionales con medias (0,0) y (3,0) y matrices de cova-
rianzas
1 -1 1 2

a) Calcular las funciones discriminantes cuadraticas.

se pide:
b) Clasificar a z = (1, —4) usando dichas funciones.

c¢) Representar graficamente las regiones de clasificacion.

Dados dos vectores aleatorios bidimensionales con medias (0,0) y (1,1) y matrices de cova-
rianzas
1 1 1 2

a) Calcular las funciones discriminantes cuadréaticas.

respectivamente, se pide:

b) Clasificar a z = (1,0) usando dichas funciones.

c) Representar gréaficamente las regiones de clasificacién para un punto cualquiera del plano
z=(z,y)

8. Dadas dos poblaciones normales bidimensionales con medias u1 = (1,0)" y u2 = (0,0) y

matrices de covarianzas
1 0 2 1
= (o ) ve=(3 1)

(i) Obtener las funciones discriminantes cuadraticas y clasificar a z = (1,1)".

se pide:

(ii) Clasificar a z usando el criterio de minima distancia de Mahalanobis y representar las
regiones de clasificacién con este criterio para cada grupo.

9. Obtener un criterio de clasificaciéon para dos poblaciones Exponenciales unidimensionales
con medias distintas usando méaxima verosimilitud. Calcular las probabilidades de error.
;,Cudl debera ser el criterio de clasificacién para que las probabilidades de ambos errores
sean iguales?. Clasificar a z = 1.5 entre dos poblaciones exponenciales con medias 2 y 1
usando ambos criterios. (Indicacién: La funcién de densidad de la distribucién exponencial es

F(x) = (1/) exp(—z/p) para > 0).
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10. Aplicar un DA a los datos de las columnas 5-10 del objeto d del fichero bears.rda[l) para
estudiar si esas medidas sirven para determinar el sexo del oso. Las variables son: Head.L= lon-
gitud de la cabeza (pulgadas), Head.W=anchura de la cabeza (pulgadas), Neck.G=perimetro
cuello (pulgadas), Length=altura (pulgadas), Chest.G=perimetro pecho (pulgadas), Weight=peso
(libras). Fuente: Minitab15.

11. Aplicar un DA a los datos del objeto d del fichero pulgas.rda'.

!Para leer este tipo de archivos en R teclear load(’f:/name.rda’) indicando la ruta completa en donde se
encuentra el archivo y reemplazando name por el nombre del archivo.
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Analisis cluster

En este capitulo mostramos cémo agrupar observaciones estableciendo grupos (o clusters) con las
mas similares. A diferencia de la Regresion Logistica o del Anélisis Discriminante estudiados en los
capitulos 3|y [5| (aprendizaje supervisado), en este caso no tenemos una muestra inicial donde se nos
diga a qué grupo pertenece cada observacién (aprendizaje no supervisado o automético). De hecho,
en algunas ocasiones podemos decidir cuantos grupos queremos establecer. Segin la Wikipedia:
“El Analisis Cluster (CA) es la tarea principal de la mineria de datos exploratoria y es una técnica
comun en el andlisis de datos estadisticos”.

6.1. Introduccion

Como en los capitulos anteriores dispondremos de una muestra (o poblacién) de n individuos
(objetos) en los que hemos medido k variables numéricas (X1, ..., Xy). Sin embargo, en este caso,
no dispondremos de una variable Y que nos diga a qué grupo (poblacién) pertenece cada obser-
vacion. Incluso, en algunos casos, no sabremos ni siquiera el nimero de grupos. De hecho, lo que
haremos serd determinar los valores de Y que nos asigne los grupos que minimicen una funcién
costo adecuada.

Para ello tendremos que utilizar una funciéon “distancia” que nos mida cémo de similares son
dos observaciones (individuos). La eleccién de esta distancia es muy importante y la solucién final
dependerd de la distancia elegida. La mas popular es la distancia Euclidea definida como

dp(xz,c) =/ (x —¢)(zr —c) =

para todo z,c € R¥ (vectores columna). Aqui, habitualmente x = (z1,...,z,) representard un
“individuo” y ¢ = (¢1,...,¢,) el “centroide” de un grupo. En R se puede computar como:

dE<-function(x,C) sqrt(sum((x-C)*(x-C)))

195
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dE(x,C)
donde los valores se deben incluir antes en los vectores columna x y C|[I]
Otra opcién es la distancia de Mahalanobis que usa la métrica de los datos. Se define como

dy(z,c) = \/(x —o)V-Hx —¢),

donde V' = Cov(Xy,...,X,). El principal problema es que si hay grupos, esta matriz puede ser
distinta en cada grupo. Incluso, aunque supongamos que todos los grupos tienen la misma matriz de
covarianzas, éstos tendrdn medias distintas y, como desconocemos los grupos, no podemos estimar
V' (como haciamos en el Analisis Discriminante). Una solucién es suponer inicialmete que todos los
individuos estdn en un mismo grupo (poblacién) y calcular (estimar) la media y la covarianza en
ella. En R se puede calcular con

dM<-function(x,C,V) sqrt(sum(t(x-C) %* %solve (V) %x*%(x-C)))

También se puede calcular con el comando mahalanobis(x,C,V) que proporciona el cuadrado
de esta distancia. Obviamente, si V' = I (matriz identidad), se obtiene la distancia Euclidea que,
por lo tanto, representara a v.a. independientes con varianza uno. En otros casos, la distancia
de Mahalanobis tendra en cuenta las varianzas de las variables y sus covarianzas (correlaciones o
dependencia).

Las circunferencias (elipsoides) obtenidas con dps(z, u, V') = cte coincidirdan con las curvas de
nivel de la distribucién normal multivariante Ny (u, V') cuya funcién de densidad es

—;ex —193— Wz -
)= e (e )V e ).

De esta forma, bajo este modelo y si conocemos V', el individuo con medidas z se asignard al grupo
en dénde sea mds verosimil, es decir, donde f;(x) sea méxima, siendo f; la densidad N (p;, V') (tal
y como hacfamos en AD). Ahora el problema es que no sabemos como estimar yp; y V' y tampoco
sabemos si hay una V' comun.

Otras distancias interesantes son la distancia absoluta (Manhattan, de ciudad o geometria del

taxista)
k

da(z,C) =) |z; — Cj|

Jj=1
(que usa las cuadriculas como caminos), la distancia L
1
k /s

do(m,0) = | Y (x5 —¢)°

J=1

'En R no se puede usar la letra “c” ya que es la que se usa para definir los vectores columna. Lo mismo ocurre

con la letra “q” (se usa para cerrar R o “T” y “F” que se usan para verdadero y falso).
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para s > 0, o la distancia de Pearson

dp(x,c) = Ek: <33JU—163>2

J=1

donde o; es la desviacién tipica de X;. Este ultimo caso es equivalente a estandarizar los datos
usando Z; = X;/0; 0 Z; = (X; — pi)/o; lo que nos asegura que las variables tendran magnitudes
similares aunque se usen unidades diferentes en ellas (ésto no ocurre en la distancia Euclidea). El
principal problema es que desconocemos o; y u; que tendran que ser estimados usando todos los
datos (sin grupos). A pesar de este héndicap, es preferible cometer este error a usar variables con
escalas o unidades muy diferentes. Obviamente, es equivalente a usar la distancia Euclidea con
los datos estandarizados. La distancia no dependera de las unidades usadas en cada variable (es
invariante por cambio de escala).

Ademads de definir las distancias entre individuos, también tendremos que definir distancias de
individuos a grupos o distancias entre grupos, lo que nos llevara a definir diversas funciones “coste”
que determinaran diferentes soluciones finales. Estas vendran determinadas por el problema que
queremos resolver. Por ejemplo, si queremos calcular la distancia de un individuo x a un grupo
{zi : i € G} formado por m = |G| individuos podemos definir las distancias siguientes:

di(z,G) :=d(z,C), \G! ZZZ

i€G

da(z,G) = Iféléld(x i),

ds(z,G) := méxd(z, z;),

i€G

= Zd(x,z,-),

i€G
_ Z 2
- d (*737 Zi)7
1€G
donde d es una distancia entre individuos. Otra opcién interesante es calcular (o estimar) una
funcién de densidad para los individuos de un mismo grupo y calcular las distancias como

B fi(z)
fl@)+ -+ flx)

Andlogamente, para las distancias entre grupos se pueden usar:

d(z,Gj) =1

D1(G1,Ga) = d(C1,Co), C; = ]G|Zz“ =1,2
1€G;

Dy(G1,G2) = min _ d(z, zj),

1€G1,7€G2
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D3(G1,G2) = max d(zi,zj)

1€G1,j€G2
1
Dy(G1,Gs) = ——— d(zi, z;
4( 1 2) |G1HG2|Z.€G§€G2 ( J)
(0]
1
D5(G1,Ga) = ——— d?(zi, z).
5( 1 2) |G1||G2|i€Glz7j:€G2 ( J)

En d; o en D; podemos utilizar otros “centroides” C7 y Cs distintos de la media de cada grupo.
Estas distancias entre grupos nos permitiran representar sus distancias y, posteriormente esta-
blecer a partir de qué nivel uniremos los grupos formando los gréaficos denominados “dendogramas”.
Finalmente debemos definir una funcién costo que trataremos de minimizar para obtener la
solucion optima de ese problema. Por ejemplo, una vez asignados los n individuos a un grupo
mediante una variable Y que nos indicard con y; = j que el individuo ¢ se asigna al grupo j,
podemos definir el costo
Jy) = Y di,Gy), (6.1)
J J

1Y =]

donde Zj:yi: ;1 =1 para todo ¢ (cada elemento se asigna a un dnico grupo). También se pueden
usar distancias al cuadrado. En este caso, tenemos que fijar un niimero maximo de grupos ya que
si no, la solucién 6ptima serd tener n grupos (uno para cada elemento). Otra opcién podria ser
maximizar
J(y) =) d(Gi, G)).
1<)

Todas estas opciones nos llevardn a problemas diferentes que tendran que resolverse (cuando
sea posible) usando sus técnicas especificas (la mayoria de Investigaciéon Operativa). Estos métodos
se pueden dividir en dos grandes grupos: los métodos jerarquicos y los no jerarquicos. Los primeros
parten de la idea de juntar las unidades (individuos o grupos) méds similares (cercanas). En los no
jerarquicos estableceremos un determinado niimero de grupos e iremos asignando cada individuo
al grupo mas cercano. Veamos dos ejemplos que coinciden con los més utilizados en la practica.

6.2. Meétodo no jerarquico de las K-medias

El método de las K-medias (K-means) es sin duda el método no jerarquico més popular. Habi-
tualmente usa la distancia Euclidea con los datos sin estandarizar (cuando tienen escalas similares)
o estandarizados (distancia de Pearson, cuando tienen escalas diferentes) pero se puede aplicar a
otras distancias.

En este caso tenemos que fijar un nimero de grupos predeterminado K con 1 < K < n/2 (note
que K es el nimero de grupos, k es el nimero de variables, n es el nimero de observaciones y que
estos nimeros pueden ser diferentes). Posteriormente podremos si debemos aumentar o disminuir
K segin la solucién obtenida. El algoritmo se puede establecer como sigue.
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Algoritmo 3.1: Analisis Cluster con K-medias

Paso 0: Determinar K centroides CY, ... ,C’?{ € R* al azar.

Pasol: Formar el grupo G7* con las observaciones que estén mds cercanas al centroide C’;nfl para
j=1,....K.

Paso 2: Calcular el centroide C7" del grupo G7* definido como el punto que minimiza ZieG;_n d(z;, C7")
o ZZEG?@ d?(z;, C7") para j=1,..., K.

Paso 3: Repetir pasos 1 y 2 hasta que no se produzcan cambios en los grupos del paso 1 o un
nimero determinado de veces.

Si usamos la distancia Euclidea y el error cuadratico los centroides del paso 2 serdn las medias
aritméticas de los datos de cada grupo. De esta forma este paso es inmediato y en el paso 1
simplemente calculamos las distancias a estos K centroides (medias) asignando cada individuo
al grupo del centroide més cercano (distancia dj). Ademds, si usamos como funcién de coste la
dada en y hay cambios en los grupos, esta funcién es estrictamente decreciente en el paso
2. Como las opciones del paso 1 son finitas (VRE = K™), este algoritmo conducird hasta una
solucién 6ptima local en un ntmero finito de pasos, que puede ser muy grande. Para evitar este
problema podemos aplicar el algoritmo varias veces con centroides iniciales diferentes y comparar las
soluciones 6ptimas finales de cada algoritmo. Veremos que con unos pocos pasos podemos obtener
soluciones muy buenas.

Como en capitulos anteriores usaremos unos datos inventados para mostrar el funcionamiento
del algoritmo. Para ello usaremos los datos analizados previamente con regresién logistica pero
ahora supondremos que no conocemos los grupos de esa muestra. Los datos son los siguientes y
pueden verse en la Figura|6.1]

i Xy Xe|Y
1 1 2
21 2 1
31 3 1
4 | 2 2
51 o 1
6 | 5 3
71 3 2
8 | 4 3
91| 4 4
10| 5 4

Observamos que tienen unidades similares (por lo que podremos usar la distancia Euclidea) y
que parecen formar dos grupos diferentes. El objetivo es determinar la variable Y que nos asigne
cada individuo a un grupo. La dejamos en blanco para senalar que en este caso no tenemos una
muestra de entrenamiento y, por lo tanto, no podremos saber cudl es la solucién éptima (que mejor
clasifique a los individuos). Esto es lo que se denomina “andlisis no supervisado” (o automaético).

Para aplicar el algoritmo con K = 2 medias (grupos) elegimos dos centroides al azar (dentro de
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Figura 6.1: Individuos sin agrupamiento inicial (izquierda) y agrupados en el primer paso del algo-
ritmo K-means con los centroides iniciales (negro) y los nuevos (rojo).

la zona donde estén los individuos). Para ello usamos runif (2,0,6) obteniendo

CY = (2.482099, 2.270985)

C9 = (3.851084, 5.344700).

Otra opcién seria usar dos de esos puntos al azar. Con estos centroides obtenemos las distancias y

agrupaciones siguientes:

i X7 Xo dy da Y
1 1 2 1.5066686 4.394963 | 1
21 2 1 1.3593463 4.722598 | 1
31 3 1 1.3724519 4.427275 | 1
4 | 2 2 0.5530392 3.822765 | 1
5 | 5 1 2.8205014 4.494043 | 1
6 | 5 3 26213142 2.611058 | 2
7! 3 2 0.5845120 3.451284 | 1
8 | 4 3 1.6838902 2.349424 | 1
9| 4 4 23007643 1.352921 | 2
10| 5 4 3.0543933 1.768679 | 1

Légicamente cada individuo se asigna al grupo maés cercano (midiendo su distancia a cada

centroide). El resultado puede verse en la Figura derecha, donde ademé&s hemos incluido los
centroides iniciales (negro) y los nuevos (rojo) que son las medias de los individuos de cada grupo.
Estos centroides son

Cl = (2.857143,1.714286)
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C3 = (4.666667,3.666667).

201

Repetimos los célculos con los nuevos centroides obteniendo la gréfica de la Figura[6.2]izquierda,

y los nuevos centroides (medias)

C? = (2.666667, 1.500000)

o9

o8

o010

2 @b

o5

2
C2 = (4.5,3.5).
2 )
© —ovy=2 © —ov=2
Y=1 Y=1
w 0
< - o9 10 < -
e
c?
SIS o8 o6 IR c
~ 1 4 07 ~ 1 4
jCI c1
— — 2 3 o5 - - 2
o - o -
T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2

X1

Figura 6.2: Individuos agrupados en el segundo paso (izquierda) y los obtenidos con otros centroides

iniciales (derecha).

En la siguiente iteracién los grupos no varian por lo que los centroides son los mismos y el

algoritmo se detiene.

Este algoritmo puede depender de los valores iniciales. Por ejemplo, si tomamos los valores

iniciales

Y =(2,3)

Cg = (57 3)7
obtenemos los grupos de la Figura derecha con centroides finales

C) = (22,1.6)

Cy = (4.6,3.0).
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En este caso obtenemos los mismos grupos que se suponian inicialmente en Regresion Logistica.
Para comparar ambas soluciones podemos utilizar diversas medidas. Por ejemplo podiamos usar

(6.1) obteniendo
S (Ysonn) = 9-823299 > J (yso12) = 9-521839

con distancias Euclideas y
J* (Ysor1) = 12.83333 > J*(ysor2) = 11.2

con distancias Euclideas al cuadrado. En ambos casos la soluciéon segunda parece dar mejores
resultados.

Tarea 6.1: Programe este algoritmo y compruebe esos resultados. Pruebe con otros valores
iniciales y con K = 3 grupos.

El algoritmo K-means se puede ejecutar de forma automatica en R con el comando Kmean.
Por defecto, usa el algoritmo de Hartigan and Wong (1979). Para ejecutarlo en este ejemplo basta
teclear:

X1<-c(1,2,3,2,5,5,3,4,4,5)
X2<-c(2,1,1,2,1,3,2,3,4,4)
d<-data.frame(X1,X2)
CA<-kmeans(d,2)

Tecleando CA podemos ver los grupos que coinciden con los obtenidos en la segunda solucién
anterior (6ptima). También se pueden obtener y guardar con

CA$centers
CA1<-CA$centers[1,]
CA2<-CA$centers[2,]
Andlogamente, los grupos se obtienen con

CA$cluster

La solucién coincide con la representada en la Figura derecha.
Las sumas de las distancias al cuadrado en los grupos se obtienen con

CA$withinss
obteniendo 7.2 + 4.0 = 11.2 (como antes). El comando

CA$totss
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proporciona la suma de las distancias al cuadrado sin grupos (o con un dnico grupo) obteniéndose
30.5 por lo que al agruparlos se ha producido una disminucién del

1 1.2 0.6327869
30.5

por uno, es decir, con dos grupos la “variabilidad” se reduce un 63.28 %.

Los graficos con 2 y 3 grupos pueden verse en la Figura [6.3] El cédigo para generar el grafico
con tres grupos es el siguiente (note que el grupo dos solo tiene un dato que, por lo tanto, serd su
centroide):

K<-3

CA<-kmeans(d,K)

plot(X1,X2,xlab="X1",ylab="X2",pch=as.integer (CA$cluster),
x1im=c(0,6),ylim=c(0,6),cex=0.7)

legend(’topleft’,legend=c(’Y=1’,’Y=2’,’Y=3") ,pch=1:K,cex=0.7)

text (CA$centers[1,1]+0.15,CA$centers[1,2],°C1’,cex=0.5,col="red’)

text (CA$centers[2,1]-0.20,CA$centers[2,2],°C2’,cex=0.5,col="red’)

text (CA$centers[3,1]1+0.15,CA$centers[3,2],°C3’ ,cex=0.5,col="red’)

text (CA$centers([1,1] ,CA$centers[1,2],’*’,cex=1)

text (CA$centers[3,1],CA$centers([3,2], %’ ,cex=1)

text (X1+40.15,X2,1:n,cex=0.7,col="red’)

© o y=1 © o y=1
A v=2 A v=2
+v=3
0 0
< 09 010 < +9 +0
xcs
NI 8 #Cl106 NI +8 +6
N Al A4 a7 N 1 4 7
c2
- — A2 A3 o5 - - 2 3 A5
o - o -
T T T T T T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 0 1 2 3 4 5 6
X1 X1

Figura 6.3: Individuos agrupados con Kmeans en 2 y 3 grupos.
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6.3. Meétodo jerarquico

En este caso no fijamos de antemano un nimero de grupos. Lo que haremos es, dada una
distancia, definir un indice de similaridad entre dos observaciones con

d(x@ 20
méx, s d(z("), ()

I(z® 20y =1 - € [0,1].
Se puede dar una definicién andloga para grupos. La idea es establecer clasificaciones calculando
los indices de similitud (o distancias) que se van obteniendo. Finalmente, dependiendo del indice de
similitud elegido, obtendremos un nimero determinado de grupos (uniendo los que tienen similitud
menor que ese indice).

Consideraremos dos algoritmos. En el primero partiremos de n grupos formados por un individuo
cada uno. En el primer paso uniremos las dos observaciones més cercanas (distancia minima) que
seran las que tengan un indice de similitud mayor. Recalculamos las distancias para estos grupos y
unimos los dos grupos més cercanos, continuamos asi hasta conseguir un tinico grupo.

En el segundo, procederemos de forma inversa, es decir partiremos de un Unico grupo que
separaremos en dos de forma que las distancias entre estos dos grupos sea méxima (o las distancias
a esos dos grupos de sus individuos sea minima). En el siguiente paso formaremos un tercer grupo
tomando individuos de los grupos 1 y 2 con un criterio similar. Procederemos asi hasta conseguir
n grupos. Claramente, este método es més lento que el anterior.

Para ver un ejemplo analizaremos los datos de la seccién anterior usando el primer método. En
primer lugar calculamos las distancias Euclideas entre todos los individuos:

D O O3 O3 Os4 Os 0O O7 0Oz Oy Oqp
O 0 141 224 1 412 4.12 2 3.16 3.61 4.47
Oy | 141 0 1 1 3 3.61 141 283 3.61 424
O3 | 2.24 1 0 1.41 2 2.83 1 224 316 3.61
Oy 1 1 1.41 0 3.16 3.16 1 224 283 361
O5 | 4.12 3 2 3.16 0 2 224 224 3.16 3
Og | 412 3.61 283 3.16 2 0 2.24 1 1.41 1
Oy 2 1.41 1 1 224 224 0 141 224 283
Os | 3.16 283 224 224 224 1 1.41 0 1 1.41
Og | 3.61 3.61 3.16 283 3.16 1.41 224 1 0 1
Ojp | 447 424 361 3.61 3 1 2.83 1.41 1 0

El cédigo para calcularlas es el siguiente:

n<-length(X1)
D<-matrix(NA,n,n)
for (i in 1:n) {
for (j in 1:n) D[i,jl<-dE(d[i,],d[j,]1)
}
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Observamos que el maximo se alcanza en Dp 19 = 4.47 y el minimo eliminando los ceros es 1 y
se alcanza en varios puntos (esto se debe a que los puntos son discretos). El primero que detecta el
programa es Dq 4 = 1 por lo que seria el primer grupo G = {1,4}. El indice de similaridad serd

d(z™, )

1
T 2@y — 1 _ —1- = 0.7763032.
@) max,,, d(z™), 20)) 4472136

El siguiente paso dependerd de la distancia entre grupos elegida. Si queremos mantener esas
distancias y detectar esos empates debemos elegir la distancia del “vecino mas préximo” (Ds).
Todas las deméds nos darén valores mayores. Con esta distancia (tras varias iteraciones) uniriamos
todos los puntos que estén a distancia 1 de alguno del grupo obteniendo:

G1={1,2,3,4,7}, Gy = {5},G3 = {6,8,9,10}.

El resultado puede verse en la Figura [6.4] izquierda.

Dendograma
© —ovy=1
o Y=2
o v=3
o -
< + +
K]
2
Lo o + + IS 2
[%)
'5 141
N 1
12 s 4 71 5 s 9 1 s
o -
T T T T T T I
0 1 2 3 4 5 6
X1 x1

Figura 6.4: Individuos agrupados en el primer paso usando el método jerarquico con la distancia
del vecino més préoximo (izquierda) y dendograma (derecha).

La matriz de distancias Do para estos tres grupos sera

Dy | Gi Gy G3
G4 0 2 1.41
Go 2 0 2
Gs | 1.41 2 0

El minimo se alcanza en d(G1,G3) = d(z(7,2®)) = 1.41 por lo que en el segundo paso unirfamos
los grupos (G1 y G3 que tendrian un indice de similaridad
d(z(™, 2®) 1.41

I 2®) _ 1 _ - (.6847144.
(@7, max,,, d(z™), 20)) 1.472136
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En el dltimo paso unirfamos el grupo Go con G U G a distancia 2 y similaridad

0 oy @D 2
) = = e d@® o) '~ Zazzige 05027804

El dendograma debe mostrar estas uniones usando las distancias o los indices de similaridad. El
grafico con distancias (vecino més préximo) puede verse en la Figura derecha. Observamos que
a distancia cero (similaridad 1) tenemos diez grupos, a distancia uno (similaridad 0.7763932), tres,
a distancia 1.41 (similaridad 0.6847144), dos y por ultimo, a distancia dos (similaridad 0.5527864)
un dnico grupo (con el vecino mas préximo) siendo 4.47 la distancia maxima entre individuos
(similaridad cero).

Obviamente, con otras distancias y/o usando el segundo método (que parte de un tinico grupo
que se separa en dos) podemos obtener resultados diferentes. También observamos que los resultados
no tienen por qué coincidir con los obtenidos con el algoritmo K-medias. La eleccién de un método
u otro dependerd de los datos que tengamos y del problema que se quiera resolver (“costo”). Por
ejemplo si lo que queremos es agrupar a los usuarios para ser atendidos por centros deberemos
usar distancias basadas en centroides que representaran dénde se situaran (aproximadamente) esos
centroides. Por contra, si lo que queremos es simplemente clasificar empresas o paises segiin sus
caracteristicas, estos centroides no seran tan importantes.

Para realizar este agrupamiento de forma automatica en R podemos usar el comando hclust.
En primer lugar calcularemos las distancias con

D <- dist(d, method = ’euclidean’)

representadas en forma de vector. Para verlo en forma de matriz usaremos el comando
as.matrix(D) [1:10, 1:10]. Ahora, para hacer un CA basta teclear

CA2<- hclust(D, method=’complete’)

Existen diversos métodos que pueden verse con help(hclust). Nosotros hemos usado “com-
plete”. Si queremos obtener K = 4 grupos podemos hacer

grupos<- cutree(CA2, k=4)
Para representar esos grupos y el dendograma como en la Figura [6.5] podemos hacer:

plot(X1,X2,pch=as.integer (grupos) ,xlim=c(0,6) ,ylim=c(0,6),cex=0.7)
legend(’topleft’,legend=c(’Y=1’,°Y=2’,’Y=3",°Y=4") ,pch=1:4,cex=0.7)

text (X1+40.15,X2,1:n,cex=0.7,col="red’)
plot(CA2,cex=0.8,main="Dendograma’,ylab=’Distancia’,xlab=’0Observaciones’,sub="")
abline(h=2,col="red’)

Note que en el dendograma primero se unen los puntos que estan a distancia uno y, posterior-
mente se calculan las distancias entre grupos usando la distancia al vecino mas lejano (Ds3). Por



Andélisis cluster 207
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Figura 6.5: Cluster andlisis con cuatro grupos (izquierda) y dendograma (derecha). La linea roja
en el dendograma representa la distancia que nos da 4 grupos.

ejemplo, la distancia de la observacién 7 al grupo {2,3} es
dE(d[7,],d[2,]1)

es decir, 1.414214. Lo mismo ocurre con la distancia entre los grupos {6, 8} y {9,10}. La distancia
mayor es la de la observacién 5 al grupo {6, 8,9, 10} obtenida con

dE(d[5,]1,d[9,]1)

y que vale 3.162278.

6.4. Ejemplo

Como en capitulos anteriores usaremos los datos del archivo iris de R. Para cargarlo y calcular
las distancias Euclideas haremos

d<-iris[,1:4]

D <- dist(d, method = ‘euclidean’)
D[1]

dE(d[1,],d[2,1)

Con la ultima orden comprobamos que el primer dato de D es la distancia Fuclidea entre las
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dos primeras flores. Asi, comprobamos que D es un vector de longitud

n(n—1) 150 % 149

= 11175
2 2

donde se han omitido las distancias de un individuo consigo mismo y las distancias simétricas. Por
lo tanto, D[2] contendra la distancia entre las flores 1 y 3, etc. Las distintas distancias incluidas
pueden verse con help(dist). Si queremos tener una matriz con los tres primeros datos haremos

as.matrix(D) [1:3, 1:3]
Los méximos y minimos pueden calcularse con

max (D)
min (D)
which.max (D)
which.min (D)

El maximo es 7.085196 y el minimo 0 (es decir, hay dos flores distintas con las mismas medidas).
Estos valores se alcanzan con las flores 14 y 119 (el maximo) y las flores 102 y 143. Para detectarlas
podemos hacer:

which.max (D)

sum(149:136)

150-136
150+which.max (D) -sum(149:136)
dE(d[14,]1,d[119,1)

max (D)

Las flores con sus distintas especies pueden representarse con dos graficos como en el Capitulo
El resultado puede verse en la Figura También se pueden representar en un tnico grafico

usando PCA.
Para aplicar un analisis cluster (CA en inglés) con K-means y tres grupos teclearemos:

CA<-kmeans(d,3)

Tecleando CA podemos ver los centroides de los tres grupos
C1 = (5.006000, 3.428000, 1.462000, 0.246000),

Cy = (6.850000, 3.073684, 5.742105, 2.071053)

C3 = (5.901613,2.748387,4.393548, 1.433871)
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Figura 6.6: Flores del archivo iris clasificadas por especies.

y las asignaciones para cada flor. Si queremos guardar estas asignaciones haremos
y<-CA$cluster
Para realizar los graficos con estos grupos haremos:

plot(d$Sepal.Length,d$Sepal.Width,pch=as.integer(y),cex=0.5)
legend(’topleft’,legend=c(’1’,°2’,°3?),pch=1:3,cex=0.3)

text (5.006000,3.428000,°C1’ ,cex=0.5,col="red’)

text (6.850000,3.073684,°C2’ ,cex=0.5,col="red’)

text (5.901613,2.748387,°C3’ ,cex=0.5,col="red’)
plot(d$Petal.Length,d$Petal.Width,pch=as.integer(y),cex=0.5)
legend (’topleft’,legend=c(’1’,°2’,°3’) ,pch=1:3,cex=0.3)

text (1.462000,0.246000,°C1’ ,cex=0.5,col="red’)

text( 5.742105,2.071053,°C2’ ,cex=0.5,col="red’)

text( 4.393548,1.433871,°C3’,cex=0.5,col="red’)

El resultado puede verse en la Figura Alli observamos que los grupos se establecen princi-
palmente en las dos ultimas variables.

Para aplicar un método jerarquico podemos usar

CA2<-hclust (D, method=’complete’)
plot (CA2,cex=0.2)

La segunda orden sirve para representar el dendograma que puede verse en la Figura
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Figura 6.7: Flores del archivo iris clasificadas por usando K-means en tres grupos.

Observamos que las dos primeras flores que se unen son la 102 y la 143 cuya distancia es cero como
podemos comprobar con dE(d[102,],d[143,]).

Height

Cluster Dendrogram

D
hclust (*, "complete”)

Figura 6.8: Flores del archivo iris clasificadas jerarquicamente en tres grupos.

Existen diversos métodos que pueden verse con help(hclust). Nosotros hemos usado “com-
plete”. Si queremos obtener un niimero determinado de grupos podemos hacer

grupos<- cutree(CA2, k=3)
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En este caso obtenemos tres grupos que se han representado en la Figura Haciendo

sum (y==grupos)

comprobamos que 116 flores se clasifican en los mismos grupos del algoritmo K-means.
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Figura 6.9: Flores del archivo iris clasificadas jerarquicamente en tres grupos.

Tarea 6.2: Aplicar un CA con tres grupos usando los datos de iris estandarizados. Comparar
con los resultados sin estandarizar. Repetir esta comparacion usando cinco grupos.

6.5.

Problemas

Aplicar un anélisis cluster usando K-means a una muestra de tamafio 10 con dos variables
y dos grupos. Calcular el indice de coste y realizar las graficas pertinentes. Comprobar los
resultados usando el comando kmeans de R.

Aplicar un analisis cluster jerarquico a una muestra de tamano 10 con dos variables. Calcular
el indice de coste y realizar el dendograma. Comprobar los resultados usando el comando
hclust de R.

Aplicar un anélisis cluster al fichero USArrests clasificando a los estados seguin sus indices
de delitos (usar help para ver las descripciones de las variables).

Aplicar un andlisis cluster al fichero heptathlon clasificando a los atletas en dos grupos (usar
help para ver las descripciones de las variables).

Aplicar un analisis cluster al fichero decatlon.rda clasificando a los atletas en dos grupos.
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6. Aplicar un andlisis cluster al fichero madres.rda clasificando a los atletas en dos grupos.

7. Aplicar un CA a un conjunto de datos reales aplicando todas las técnicas que consideres
oportunas.
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7.1. Formulario
Algebra:
T a1 12 ... Qi
T = : € Myx1,A=(ai;) = € M, xm
Tn Gn,1  Qn2 Qn,m
1. Traspuesta: &’ = (z1,...,2n), A" = (a;,)
2. Norma euclidea: || z |= \/(z/z) = /22 + -+ + 22
3. Desigualdad de Cauchy-Schwarz: (2'y)? < (2'z)(y'y), es decir,
2y <l =y |-
Ademsds se da la igualdad si y solo si y = Ax.
4. Inversa generalizada A~ tal que AA—A=A
5. Determinante |A|, si A € Myxp
6. Matriz no singular si |A| # 0. Si A es no singular, existe A~!
10 0 1
7.1,=| %1 O 1,1, = !
0 .. 0 1 i
d 0 0
8. Matriz diagonal diag(dy,...,d,) = 0 d 0
0 . 0 d
9. Una matriz cuadrada es semidefinida positiva (4 > 0) si 2’Ax > 0, para todo x.
10. Todos los valores propios de una matriz simétrica (real) son niimeros reales.
11. Una matriz cuadrada es semidefinida positiva si todos sus valores propios son mayores o
iguales que cero.
12. Teorema espectral: Si A es una matriz (real) simétrica, entonces existe una matriz ortogonal
T tal que T'AT es diagonal.
13. A< Bsi B—A>0 (si B— A es semidefinida positiva).
14. Rango de una matriz R(A) es la dimensién del espacio vectorial generado por sus vectores

columnas.
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15.
16.
17.
18.

19.

Ntcleo de una matriz N(A) es el espacio vectorial {z : Az = 0}
Matriz idempotente A2 = A

Traza traza(ABC) = traza(BCA) = > valores propios

A simétrica e idempotente, entonces sus valores propios son cero o uno y rango = traza.

Producto de Kroneker (directo), A ® B = (a;jB) € Mpmxnm, A € Mpxm ¥ B € Myxn.

Esperanza y covarianza:

X,Y, Z vectores (columna) aleatorios. A y B matrices reales.

1.

10. V
11.
12.
13.
14.
15.

16.

17.

E(a191(X) + a292(X)) = a1E(g1(X)) + a2 E(g2(X)); a1,a2 € R

- X=Y,2),Ex(g(Y)) = Ey(9(Y))

. Si (X,Y) independientes, entonces E(g1(X)g2(Y)) = E(g1(X))E(g2(Y))

E(AX +b) = ABE(X) +b; A € My, 1., b/ € RF

. Cov(X;, X;) = B(X;X;) — E(X;)E(X;)

ov(X;, X;) =0si Xy,..., X} son independientes

ar(X; + X;) = Var(X;) + 2Cov(X;, X;) + Var(X;)

(

(

(

Cov(aX; + b,cX; + d) = acCov(X;, X;)
Coo(X) = (X — p)(X — ) = B(XX') -
ar(ad’X) = d'Cov(X)a =3 ajajo; j

Cov(AX +b) = ACou(X)A’

Corr(X;, X;) =0si Xy,..., X} son independientes

Corr(aX; +b,cX; + d) = Corr(X;, X;)

-1 < Corr(X;,X;) <1

Corr(X;,aX; +b) = £1 (segun el signo de a)

215

Corr(X) = A7'Cov(X)A~!, donde A es la matriz diagonal formada por las desviaciones

tipicas (A = diag(o1,...,0%)).
Cov(X,Y) = (Cov(X;,Y;)) = Cov(Y, X)
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18. Cov(X +Z,Y) =Cou(X,Y)+ Cov(Z,Y)
19. Si X e Y tienen la misma dimensién, entonces

Cov(X+Y)=Cov(X)+ Cov(X,Y)+ Cov(Y,X) + Couv(Y)
20. Cov(AX,BY) = ACov(X,Y)B’

21. Si X,Y independientes, entonces Cov(X,Y) =0

Modelos:
1. Distribucién multinomial My(n,p1,...,pk)
_ n! T Ty
p(ﬂﬁl,---»xk) = m]ﬁ - P
2. Normal Ng(u, V)
7(@) 1 (-5t -V ie-n)
)= ————exp| —=(v— T — )
VIV @ P 8

3. Distribucién Wishart Wy(m, V) =371, Y;Y/, con Y; = Ni(0,V) indep.
f(w117 o 7wkk) _ 2fmk/2 | 1% ‘7m/2 Flzl(%) | 1% ‘(mfkfl)/Q etr(7V—1W/2)

siendo W = (wy;), Ty(%) = mkk—1)/4 H§:1 F(%l_]) y I(a) = [;5y* e vdy.

4. Distribucién T? de Hotelling T,im =mZ'W=1Z, con Z = Np(0,1) y W = Wy(m, I) indepen-
m+1

dientes. Verifica W_le?m = Frm—k+t1-

5. Distribuciéon F de Snedecord Fj, ,,:

nmm Jjm—2 )
flz)= B(n/2,m/2)\| (m + na)rrm siz >0

Inferencia:

1. Media muestral: X = O = (X LS 104, con X = 1577 | X;;. Propiedades E(X) =
E(X), Cov(X) = 2Cov(X) y X = Ni(u,V/n) si X = Ny(u, V)

~—

J. Navarro
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2. Cuasivarianza muestral:

con
1

n—1

Sz'j =

D (X - X0 (X - X,
=1

ES)=Vyn-1)8S=Wi(n—-1,V).
3. Correlacién: R = (Tij) = D_ISD_I, D= diag(Sj),con Tij = SZJ/(SZS])

4. Distancia de Mahalanobis:

Az,y) = (z —y)VI{z —y)
con A(X, ) = x2 para X = Ni(u, V).

5. Distancia de Mahalanobis muestral:

D(z,y) =/ (z —y)'S~ 1z —y)

con
HDQ(Y, :U‘) = n(Y - M)lsil(y - ,U,) = /3771—1

de Hotelling para X = N (u, V).
Anilisis de Componentes Principales (PCA).
PCA1) Definicién Yi:

sa.: da=1

méx Var(a'X) }

PCAZ2) Definicién Y;:

méx Var(a'X)
s.a.: da=1
Cov(Y;,dX)=0,i=1,...,5—1.

PCA3) Calculo tedrico: Y = T'X, donde TT' =T'T =1y T'VT = D = diag(\y,. ..

AL > A2 > = A > 0.
PCA4) V; =t X, Var(Y;) = \j ¥

k

k k
traza(V) = Z Var(X;) = Z Var(Y;) = Z)\j.
j=1 J=1

Jj=1

217

, Ak) con
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PCAS5) Informacién en Yj: I; = 100);/(32F_ \i) %.
PCAG) [V]| = A1... A\ = |Cov(Y)).
PCAY7) Relaciones entre X e Y = T"X:

Cov(X,Y)=TD
Corr(X,Y) = diag(V)~/*TD'?

donde diag(V') = diag(o3,...,0%).
PCAS) Matriz de saturaciones A = Corr(X,Y’) con

Q5 = COT‘T(Xi,Y}) = ti,j\/ )\j/ai-
PCA9) Informacién en Y; sobre X;:

100Corr?(X;,Y;) % = 100?512,]‘)\1'/01‘2 %.

Andlisis Discriminante (DA)

DA1) Funcién discriminante de Fisher a la v.a.
D=LZ)=dZ = (ux — py)' V2

DA2) Si X e Y son normales con Cov(X) =Cov(Y) =V,

D~ Ni((px — )V ", Apx, py))

donde = E(Z) es igual a ux o py.
DA3) Regla de discriminacién:

Si L(Z) > K, entonces Z es clasificado en X
Si L(Z) < K, entonces Z es clasificado en Y

donde K = L((ux + py)/2).
DA4) Probabilidad de errores 1 y 2

Pr(e;) =Pr(Z € Ry | Z = X)

1
=Pr <U <-5h (ux,w)>

= Pr(eg)
=Pr(Z€Rx|Z=Y),

donde U = Ny(0,1).

J. Navarro
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DA5) Probabilidad error total

Pr(error)=Pr(Z € Ry | Z=X)Pr(Z=X)+Pr(Z€Rx | Z=Y)Pr(Z=Y)

= Pr(e1)q1 + Pr(e2)q2

con q =Pr(Z=X)y q=Pr(Z=Y) (probabilidades a priori).
DAG6) Se minimiza el coste esperado

¢(K) = c1 Pr(e1)qr + co Pr(es)qo

si

Pl ;LMY +log <02Q2> '
ciq

DAYT) Probabilidades a posteriori

Ix(2)q

PriZ=X|Z==z2)= KO0+ Qs

DAS) Funcién discriminante lineal (FDL)
Li(z) = (u)V =z = (u)yv =1 2,

clasificindose z en G : Li(z) > L;(z) para todo j.
DA9) Proyecciones canénicas Z* = V=127 con Cov(V~122) =1,

L(Z) = (VT Pux =V Py ) V127

d2(z) = d*(V 122, v20) = A% (2, u).
DA10) Funcién discriminante cuadratica (QDF)
QDF(2) = ¢ = 2log fi(2) = (2 = )V, 7! (z = u?) + log | Vi |,

)

clasificindose z en G; : QDFj(z) < QDFj(z) para todo j.
DA11) Funcién discriminante cuadratica basada en la distancia de Mahalanobis

QDF} () = A2z, 1) = (= — u @)V (2 — u®).

DA12) Estimaciones por grupos

219
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donde 1(Y (w;) = j) = 1 si w; € G; (cero si no).
DA13) Matriz de covarianzas ponderada (pooled)

V=

- > (n; — V.

DA14) Funcién discriminante de Fisher muestral

~

D=L(2)=dZ = (ix — 1iy) V"' Z
DA15) Probabilidad del error tipo 1 muestral

1~
Pr(e;) = Pr <U < —QA)

donde U = N1(0,1) y

A = /(iix - vy 7 -1(iix )
es la distancia de Mahalanobis muestral.
DA16) Funciones discriminantes lineales muestrales

Li(z) = @YV = @OYVR0 2,

clasificandose z en Gy : Li(z) > Ej(z) para todo j.
DA17) Proyecciones canénicas muestrales Z* = V~1/27,
DA18) Funciones discriminantes cuadraticas muestrales

Qi(2) = c—2log fi(z) = (z — i)V, (z = i®) + log | Vi |,

clasificandose z en Gy : Qi(z) < @j(z) para todo j.

J. Navarro
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7.2. Tablas
Tabla 7.1: Caracteristicas de los modelos discretos més usuales.
Modelo E(X) Var(X) il Yo
; : I—2p 1 _ 6
Binomial np npq Jnd wpa n
Geométrica | ¢q/p q/p* % 6 + %
. 2
Bin. Neg. nq/p nq/p? \1/% 6q:qp
Hipergeo. | nfy | nf¥gef=t | S5 oot |
Poisson A A 1/vVX 1/A
H(N,a,n) ~ B(n,p=a/N) si N/n > 10.
B(n,p) = P(A=np)sinp>1yp<0.1.
B(n,p) =~ N(u = np,o = \/npq) si npg > 5.
PA) ~N(p=Xo=+v\)si\>5.
Tabla 7.2: Caracteristicas de los modelos continuos mas usuales.
Modelo E(X) Var(X) " V2
Normal " o? 0 0
Uniforme (a+b)/2 (b—a)?/12 0 —6/5
Exponencial 1/A 2/ A2 2 6
Gamma a/b a/b? 2/y/a | 6/a
a ab
Beta - EETETe * *
Weibull bL(1+1/a) | b*T(1 +2/a) — b’T%(1 + 1/a) * *
Chi-cuadrado n 2n 8/n | 12/n
t-Student 0 L 0 !
n 2n2(m+n—2)
F-Snedecor s (=27 (1) * *

L(p) = [y° P~ texp (—t) dt.
B(a,b) = fol Y O R L
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Tabla 7.3: Funcién de distribucién Normal N (0, 1).

Z

G(2)

Z

G(2)

Z

G(z)

0.1

0.5398278

1.1

0.8643339

21

0.9821356

0.2

0.5792597

1.2

0.8849303

2.2

0.9860966

0.3

0.6179114

1.3

0.9031995

2.3

0.9892759

0.4

0.6554217

1.4

0.9192433

24

0.9918025

0.5

0.6914625

1.5

0.9331928

2.5

0.9937903

0.6

0.7257469

1.6

0.9452007

2.6

0.9953388

0.7

0.7580363

1.7

0.9554345

2.7

0.9965330

0.8

0.7881446

1.8

0.9640697

2.8

0.9974449

0.9

0.8159399

1.9

0.9712834

2.9

0.9981342

1

0.8413447

2

0.9772499

3

0.9986501

J. Navarro
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Tabla 7.4: Cuantiles de la distribuciéon Normal N(0,1).

z G(z) z G(z) z G(z)

0 0.50 || 0.25334710 | 0.60 || 0.52440051 | 0.70
0.02506891 | 0.51 || 0.27931903 | 0.61 || 0.55338472 | 0.71
0.05015358 | 0.52 || 0.30548079 | 0.62 || 0.58284151 | 0.72
0.07526986 | 0.53 || 0.33185335 | 0.63 | 0.61281299 | 0.73
0.10043372 | 0.54 || 0.35845879 | 0.64 | 0.64334541 | 0.74
0.12566135 | 0.55 || 0.38532047 | 0.65 | 0.67448975 | 0.75
0.15096922 | 0.56 || 0.41246313 | 0.66 | 0.70630256 | 0.76
0.17637416 | 0.57 || 0.43991317 | 0.67 || 0.73884685 | 0.77
0.20189348 | 0.58 || 0.46769880 | 0.68 | 0.77219321 | 0.78
0.22754498 | 0.59 || 0.49585035 | 0.69 | 0.80642125 | 0.79

z G(z) z G(z) z G(z)
0.84162123 | 0.80 || 1.28155157 | 0.90 || 2.575829 | 0.995
0.87789630 | 0.81 || 1.34075503 | 0.91 || 3.090232 | 0.999
0.91536509 | 0.82 || 1.40507156 | 0.92 || 3.290527 | 0.9995
0.95416525 | 0.83 || 1.47579103 | 0.93 || 3.719016 | 0.9999
0.99445788 | 0.84 || 1.55477359 | 0.94
1.03643339 | 0.85 | 1.64485363 | 0.95
1.08031934 | 0.86 | 1.75068607 | 0.96
1.12639113 | 0.87 || 1.88079361 | 0.97
1.17498679 | 0.88 | 2.05374891 | 0.98
1.22652812 | 0.89 | 2.32634787 | 0.99




Tabla 7.5: Comandos en R mas usuales

J. Navarro

Comando Significado
m"n m"
factorial (m) m!
choose(m,n) (7:)
exp(x) e’
log(x) In(z)

curve (f(x),a,b,ylab="f(x)’)
curve (g(x) ,add=TRUE)
plot(x,y)
plot(x,y,type=’1’)
plot(x)
text(x,y,z)
barplot(x,f)
f<-function(x) 2x+3
gamma (p)
beta(a,b)
mean (X)
var (X)
v<-vector (length=3)
M<-matrix(nrow=2,ncol=2)
M[1,2]
t (M)
A%x* 9B
solve (M)
eigen(M)
mahalanobis(x,y,V)

Dibuja f en (a,b)

Afnade la gréfica de g
Dibuja los puntos (z,y)
Dibuja los (z,y) y los une
Dibuja la serie (7, z;)

Pone la etiqueta z en (x,y)
Histograma de frecuencias (x, f;)
Define la funcién f(z) = 2z + 3
L(p) = [y tP~texp (—t) dt
Bla,b) = fy a1 —a)"!

= % =2 Xi

§% = ﬁ i1 (X — X)?

Define el vector (columna) v
Define la matriz M

Elemento de la fila 1 y columna 2 de M

Matriz (o vector) transpuesto
Producto de matrices
Matriz inversa
Vectores y valores propios de M
Distancia de Mahalanobis
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Tabla 7.6: Nombres en R de los modelos discretos maés usuales.

Modelo p(x) x Nombre en R
Binomial ( )p (I—p)n=* 0,...,n binom(x,n, p)
Geométrica p(1 —p)* 0,1,... geom(z, p)
Bin. Neg. ( _l)p (1 —p)* 0,1,... nbinom(z,n, p)
Hipergeo. ( )(nﬁ ) ( ) 0,...,min(n,a) | hyper(z,a,b,n)

Poisson exp(—A)A*/x! 0,1,... pois(x, \)

La funcién de distribucién F'(z) se obtiene haciendo pnombre, la funcién puntual de proba-
bilidad p(x) con dnombre, los cuantiles F~'(x) con gnombre y podemos generar m datos con
rnombre(m, a,b).

Tabla 7.7: Nombres en R de los modelos continuos més usuales.

Modelo f(z) x Nombre en R
Normal - 127T exp(—(z — p)?/(207%)) R norm(x, i, o)
Uniforme 1/(b—a) (a,b) unif(z,a,b)
Exponencial Aexp(—A\zx) (0, 00) exp(x, \)
Gamma %xa_le_bm (0,00) | gamma(zx,a,b)
Beta 6(;6 211 — x)0! (0,1) beta(x,a,b)
Weibull b= Lexp(—(z/b)%) (0,00) | weibull(x,a,b)
Chi-cuadrado 13{”7}/22) g2 e/ (0, 00) chisq(x,n)
t—Student /3(1/217,”/2) (n+;l;)7L+1 R t($, n)
nn/2mm/2 zm/2-1
F-Snedecor B 2.m]2) () F 72 (0, 00) f(xz,m,n)
Nk(:u’a V) W Xp(—Az(]:, ,U,)/2) Rk mvnorm(m, K, V)

La funcién de distribucién F'(z) se obtiene haciendo pnombre, la funcién de densidad de pro-
babilidad f(x) con dnombre, los cuantiles F~!(z) con gnombre y podemos generar m datos con
rnombre(m, a,b). Para la normal multivariante hay que cargar el paquete mvtnorm.
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Tabla 7.8: Comandos en R para Analisis de Componentes Principales.

Comando Significado
data() Datos en R
d<-LifeCycleSavings Guardar datos
summary (d) Resumen de los datos
View(d) Ver los datos
plot(d) Graficos bidimensionales
cov(d) Matriz de covarianzas
cor(d) Matriz de correlaciones
boxplot(d) Diagramas caja-bigote

boxplot(d[,1])
which.max(d[,1])
sort(d[,1])
hist(d[,1])
PCA<-princomp(d)
PCA<-princomp(d,cor=TRUE)
princomp (covmat=cor(d))
PCAbis<-prcomp(d,scale=TRUE)
summary (PCA,loadings=TRUE)
PCA$loadings->T
PCA$scores->S
z<-scale(d)
biplot (PCA,pc.biplot=TRUE)
biplot (PCA,pc.biplot=TRUE, choices=c(3,4))
biplot (PCA,pc.biplot=TRUE,xlabs=1:50)
plot(S[,1],S[,2],xlab="Y1’,ylab="Y2’)
text (S[38,1],S[38,2],1labels="Esp’)
pairs(PCA$scores[,1:3])
SAT<-cor(d,S)
SAT[,1]1"2
SAT[,1]"2+ SAT[,2]"2
screeplot (PCA)
plot(eigen(cor(d))$values,type=’1’)

Diagrama caja-bigote
fndkxzque(hielrnéxhno
Valores ordenados
Histograma
PCA de covarianzas
PCA de correlaciones
PCA basado en una matriz
PCA de correlaciones
Resumen PCA
Matriz de cargas
Matriz de puntuaciones
Variables estandarizadas
Grafico Y1 — Y5
Grafico Y3 — Yy
Gréfico con etiquetas
Grafico Y1 — Y5
Etiqueta del dato 38
Gréficos Y1 — Yy — Y3
Matriz de saturaciones
Informaciones en Y;
Comunalidades en Y7 — Y5
Gréfico de sedimentacién
Grafico de sedimentacién
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Tabla 7.9: Comandos en R para Analisis Discriminante

Comando Significado
load(’e:/tal/escarabajos.rda’) Leer escarabajos.rda
dump(’d’,’g:/nombre/datosl.R’) Guardar el objeto d

source(’g:/nombre/datosl.R’ Leer el objeto d
tapply(d$surco,d$especie, summary) Resumen por grupos
plot(d$surco,d$codigo) Grafica por grupos
text (d$surco[40],1.5,1labels=40") Etiqueta para el dato 40
boxplot (d$surco~d$especie) Graficos caja-bigote por grupos
plot(d$surco,d$long,pch=as.integer (d$especie)) Graficos x — y por grupos
legend (’topright’,legend=c(’40’,°2’,°1%) ,pch=1:3) Explicacién simbolos
plot(d$surco,d$long) Gréfico bidimensional
text (d$surco,d$long,d$especie) Etiquetas
pca<-princomp(d[,1:4],cor=TRUE) Célculo PCA
biplot(pca,pc.biplot=TRUE, x1labs=d$especie) Gréafico PCA por grupos
library(’MASS’) Carga paquete MASS
LDA<-1da(d[1:39,1:4],d[1:39,6] ,prior=c(1/2,1/2)) Célculo LDA
a<-LDA$scaling Vector a
L<-function(z) sum(ax*z) Funcién de Fisher
z<-d[,1:4] Funcién discriminante
D<-1:40 Funcién discriminante
for (i in 1:40) D[il<-L(zI[i,]) Funcién discriminante FD
plot(D,d$codigo) Grafico FD
text(D,d$codigo,pos=3,col="red’) Etiquetas D
text (D[40],labels="%") Etiqueta dato 40
text (D[40],labels="40") Etiqueta dato 40
P<-predict(LDA,d[,1:4]) Predicciones con LDA
P$x Puntuaciones
ldahist (P$x,g=d$especie) Histograma por grupos
P$class Predicciones
P$class==d[,6] Aciertos y fallos
table(P$class,d[,6]) Resumen aciertos
P$posterior Probabilidades a posteriori
predict(LDA,c(185,280,150,200)) Prediccion
Cv<-1da(...,CV=TRUE) Validacién cruzada
table (CV$class,d[1:39,6]) Aciertos CV
QDA<-qda(d[1:39,1:4],d[1:39,6] ,prior=c(0.5,0.5)) QDA
predict (QDA,d[,1:4]1)->P Predicciones QDA
table(P$class,d$codigo) Aciertos QDA
qda(...,CV=TRUE) Validacién cruzada
table (QDACV$class,d[1:39,6]) Aciertos CV
Si<-cov(d[1:19,1:4]) Matriz covarianza MC1
S2<-cov(d[20:39,1:4]) Matriz covarianza MC2
(18%S1+19%S2) /37->S MC ponderada
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