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Sistemas coherentes y estadísticos ordenados

X1, X2, . . . , Xn variables aleatorias positivas.
X1, X2, . . . , Xn IID.
X1, X2, . . . , Xn intercambiables (EXC), i.e., para toda
permutación σ

(X1, X2, . . . , Xn) =ST (Xσ(1), Xσ(2), . . . , Xσ(n)).

F (t) = Pr(Xi > t) fiabilidad (supervivencia).
X1:n, X2:n, . . . , Xn:n estadísticos ordenados.
Xk :n tiempo de vida del sistema k -out-of-n:F .
T = φ(X1, X2, . . . , Xn) tiempo de vida del sistema
coherente.
T = max1≤j≤r XPj ; Pj caminos minimales, XP = mini∈P Xi .
T = Xi:n con probabilidad si = Pr(T = Xi:n).
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Representaciones como mixturas

Samaniego (1985), IID y F continuous, entonces

F T =
n∑

i=1

siF i:n. (1.1)

s = (s1, s2, . . . , sn) signatura de T , si = Pr(T = Xi:n).
si no depende de F y

si =
1
n!

∑
σ

1(σ ∈ Ai)

Ai = {σ : φ(x1, . . . , xn) = xi:n, cuando xσ(1) < ... < xσ(n)}.
Navarro y Rychlik (2007), (1.1) vale para vectores EXC
con distribución conjunta absolutamente continua.
(1.1) no se cumple si F no es continua (e.g. distribuciones
Bernoulli IID).
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Sistema coherente con T = min(X1, max(X2, X3)).
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2

Sistema coherente con T = min(X1, max(X2, X3)).
3! = 6 permutaciones.
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Sistema coherente con T = min(X1, max(X2, X3)).
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Sistema coherente con T = min(X1, max(X2, X3)).
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Sistema coherente con T = min(X1, max(X2, X3)).
IID F cont.: s = (2/6, 4/6, 0) = (1/3, 2/3, 0).
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Sistema coherente con T = min(X1, max(X2, X3)).
IID F cont.: F T (t) = 1

3F 1:3(t) + 2
3F 2:3(t).
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Representaciones como mixturas

Navarro et al. (2007), si T tiene componentes EXC,
entonces

F T =
n∑

i=1

aiF 1:i . (1.2)

a = (a1, a2, . . . , an) es al signatura minimal de T (ai no
depende de F pero puede ser negativo).
Hay una representación similar basada en los sitemas en
paralelo.
En particular, para los OS:

F i:n =
n∑

j=n−i+1

(−1)j+i−n−1
(

j − 1
n − i

)(
n
j

)
F 1:j . (1.3)
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Representaciones como mixturas-caso general

Recordemos que T = max1≤j≤r XPj

Luego: F t(t) = P(T > t) = P(∪r
j=1{XPj > t})

Usando la fórmula para la probabilidad de una unión,
tenemos

F T =
r∑

j=1

F Pj −
∑
i<j

F Pi∪Pj + . . .± F 1:n.
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Ejemplo

1��
��

��
��

3

��
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2

Sistema coherente con tiempo de vida
T = min(X1, max(X2, X3)).
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Caminos minimales P1 = {1, 2} and P1 = {1, 3}.
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F T (t) = F {1,2}(t) + F {1,3}(t)− F {1,2,3}(t).
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EXC: F T (t) = 2F 1:2(t)− F 1:3(t).
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IID: F T (t) = 2F
2
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3
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Ordenes estocásticos

X ≤ST Y ⇔ F X (t) ≤ F Y (t) orden estocástico.

X ≤HR Y ⇔ hX (t) ≥ hY (t), orden razón de fallo.

X ≤HR Y ⇔ (X − t |X > t) ≤ST (Y − t |Y > t) para todo t .

X ≤MRL Y ⇔ mX (t) ≤ mY (t), vida media residual.

X ≤LR Y ⇔ fY (t)/fX (t) es no decreciente, orden razón de
verosimilitudes.

X ≤LR Y ⇔ (X |s < X < t) ≤ST (Y |s < Y < t) para s < t .
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Relaciones entre órdenes

E(Xs,t) ≤ E(Ys,t) ⇒ E(Xt) ≤ E(Yt) ⇒ E(X ) ≤ E(Y )
m m m

X ≤DTM Y ⇒ X ≤MRL Y ⇒ X ≤M Y
⇑ ⇑ ⇑

X ≤LR Y ⇒ X ≤HR Y ⇒ X ≤ST Y
m m m

Xs,t ≤ST Ys,t ⇒ Xt ≤ST Yt ⇒ F X ≤ F Y

donde Zt = (Z − t |Z > t) y Zs,t = (Z |s < Z < t) (ver Navarro,
Belzunce and Ruiz 1997, PEIS).
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Comparaciones usando signaturas

Theorem (Kochar, Mukerjee and Samaniego (1999))

Sean s1 y s2 las signaturas de dos sistemas coherentes de
orden n,ambos basados en componentes IID con distribución
continua común F. Sean T1 y T2 sus tiempos de vidas.
(a) Si s1 ≤ST s2, entonces T1 ≤ST T2.
(b) Si s1 ≤HR s2, entonces T1 ≤HR T2.
(c) Si F es absolutamente continua y s1 ≤LR s2, entonces
T1 ≤LR T2.
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Sistemas mezclados

Un sistema mezclado de orden n es una mixtura de
sistemas coherentes de orden n (Boland and Samaniego
2004).

El sistema mezclado obtenido de sistemas con n
componentes con signaturas s1, s2, . . . , sk de acuerdo con
la distribución de mezcla p = (p1, p2, . . . , pk ) tendrá
signatura

∑k
i=1 pis i .

De (1.1), cualquier vector en el simplex
{s ∈ [0, 1]n :

∑n
i=1 si = 1} determina un sistema mezclado

y viceversa.

Los teoremas de representación y preservación de
órdenes se pueden aplicar a los sistemas mezclados.
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Resultados nuevos

Extensiones de las representaciones como mixturas en
dos sentidos:

Representaciones para distribuciones no absolutamente
continuas.

Representaciones de T = φ(X1, X2, . . . , Xk ) en función de
X1:n, . . . , Xn:n para n > k .

Comparaciones de sistemas de diferente orden.
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Representaciones en el caso EXC

Representaciones de sistemas de diferente orden
Comparaciones de sistemas de 1-4 componentes

Conclusiones, cuestiones abiertas y referencias

Ejemplos
Resultado principal

Caso n = 2

Hay 2 sistemas coherentes: X1:2 and X2:2.

F 1 + F 2 = F 1:2 + F 2:2.

IID o EXC: 2F 1 = F 1:2 + F 2:2.

Luego F 2:2 = 2F 1:1 − F 1:2.

Los caminos minimales de X2:2 son P1 = {1} y P2 = {2}.
Caso general: F 2:2 = F 1 + F 2 − F 1:2
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Ejemplos
Resultado principal

Caso n = 3

Hay 5 sistemas coherentes: X1:3, X2:3,X3:3,
T = min(X1, max(X2, X3)) y T D = max(X1, min(X2, X3)).

F 1:3 = F 1:3.

Los caminos minimales de X2:3 son {1, 2}, {1, 3} y {2, 3}.
Luego F 2:3 = F {1,2} + F {1,3} + F {2,3} − 2F 1:3.

IID o EXC: F 2:3 = 3F 1:2 − 2F 1:3

La signatura minimal de X2:3 es (0, 3,−2).

Para X3:3: F 3:3 = 3F 1:1 − 3F 2:3 + F 1:3.

La signatura minimal de X3:3 es (3,−3, 1).
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La signatura minimal de X2:3 es (0, 3,−2).

Para X3:3: F 3:3 = 3F 1:1 − 3F 2:3 + F 1:3.

La signatura minimal de X3:3 es (3,−3, 1).
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Caso n = 3
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IID o EXC: F T = 2F 1:2 − F 1:3.
La signatura minimal de T es (0, 2,−1).
Recordemos que F 2:3 = 3F 1:2 − 2F 1:3.
Luego: F 1:2 = 2

3F 1:3 + 1
3F 2:3 (Regla del triángulo).

Luego: F T = 1
3F 1:3 + 2

3F 2:3

(1/3, 2/3, 0) es la signatura de T en el caso abs. cont. IID
o EXC.
Sin embargo, P(T = X1:3) no es necesariamente igual a
1/3.
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Resultado principal-EXC

Theorem

Si (X1, X2, . . . , Xn) es EXC y T = φ(X1, X2, . . . , Xn), entonces

F T =
n∑

i=1

siF i:n, (2.1)

donde (s1, s2, . . . , sn) es la signatura de T en el caso IID con
distribución continua.

Nótese que si 6= P(T = Xi:n) pero que

si =
1
n!

∑
σ

1(σ ∈ Ai)

Ai = {σ : φ(x1, . . . , xn) = xi:n, donde xσ(1) < ... < xσ(1)}.
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Resultado principal-EXC-Demostración

De (1.3): (F 1:n, . . . , F n:n)
′ = An(F 1:1, . . . , F 1:n)

′

An es una matriz triangular sin ceros en la diagonal.

Luego |An| 6= 0 y A−1
n existe.

De (1.2): F T se puede escribir como una combinación
lineal de F 1:i , i = 1, 2, . . . , n.

Luego: F T se puede escribir como una combinación lineal
de F i:n, i = 1, 2, . . . , n.

Los coeficientes no dependen de F . Luego serán los
mismos que en el caso IID con distribución continua.
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Representaciones de sistemas de diferente orden

Recordemos que en el caso IID: 2F 1:1 = F 1:2 + F 2:2.

Luego: F 1:1 = 1
2F 1:2 + 1

2F 2:2.

En general, como F 1 + . . . + F n = F 1:n + . . . + F n:n,
entonces

F 1:1 =
1
n

F 1:n + . . . +
1
n

F n:n. (3.1)

Recordemos que F 1:2 = 2
3F 1:3 + 1

3F 2:3 (Regla del
Triángulo).

Análogamente, F 2:2 = 1
3F 2:3 + 2

3F 3:3.
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Representaciones de orden n

Theorem

Si (X1, X2, . . . , Xn) es EXC y T = φ(X1, X2, . . . , Xk ) (k < n),
entonces

F T =
n∑

i=1

si(n)F i:n (3.2)

donde el vector s(n) = (s1(n), s2(n), . . . , sn(n)) no depende de
F. s(n) es la signatura de orden n de T .
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Recordemos que (F 1:n, . . . , F n:n)
′ = An(F 1:1, . . . , F 1:n)

′

An es una matriz triangular sin ceros en la diagonal.

Luego |An| 6= 0 y A−1
n existe.

De (1.2): F T se puede escribir como combinación lineal de
F 1:i , i = 1, 2, . . . , k .

Luego: F T se puede escribir como combinación lineal de
F 1:i , i = 1, 2, . . . , n.

Luego: F T se puede escribir como combinación lineal de
F i:n, i = 1, 2, . . . , n.

Los coeficientes no dependen de F .
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Relaciones entre signaturas.

Si s(n) = (s1, s2, . . . , sn) es la signatura de orden n de T ,
entonces T es igual en ley al sistema mezclado con
(n + 1) componentes con signatura

s(n+1) =

(
ns1

n + 1
,
s1 + (n − 1)s2

n + 1
,
2s2 + (n − 2)s3

n + 1
, . . . ,

nsn

n + 1

)
(3.3)

Aplicando repetidas veces (3.3) se obtiene una fórmula
general para s(m) en función de s(n) (n < m).

El teorema de preservación de órdenes se puede aplicar
ahora a esos sistemas mezclados para comparar sistemas
de diferente orden en el caso EXC.
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Table: Signaturas de orden 4 de los sistemas con 1-4 componentes

T = Φ(X1, X2, X3, X4) s(4)

1 X1:1 = X1 (1
4 , 1

4 , 1
4 , 1

4)

2 X1:2 = min(X1, X2) (2-serie) (1
2 , 1

3 , 1
6 , 0)

3 X2:2 = max(X1, X2) (2-paralelo) (0, 1
6 , 1

3 , 1
2)

4 X1:3 = min(X1, X2, X3) (3-serie) (3
4 , 1

4 , 0, 0)

5 min(X2, max(X1, X3)) (1
4 , 5

12 , 1
3 , 0)

6 X2:3 (2-out-of-3) (0, 1
2 , 1

2 , 0)

7 max(X2, min(X1, X3)) (0, 1
3 , 5

12 , 1
4)

8 X3:3 = max(X1, X2, X3) (3-paralelo) (0, 0, 1
4 , 3

4)
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Table: Signaturas de orden 4 de los sistemas con 1-4 componentes

T = Φ(X1, X2, X3, X4) s(4)

9 X1:4 = min(X1, X2, X3, X4) (4-serie) (1, 0, 0, 0)

10 max(min(X1, X2, X3), min(X2, X3, X4)) (1
2 , 1

2 , 0, 0)

11 min(X2:3, X4) (1
4 , 3

4 , 0, 0)

12 min(X1, max(X2, X3), max(X3, X4)) (1
4 , 7

12 , 1
6 , 0)

13 min(X1, max(X2, X3, X4)) (1
4 , 1

4 , 1
2 , 0)

14 X2:4 (2-out-of-4) (0, 1, 0, 0)

15 max(min(X1, X2), mini=1,3,4(Xi), mini=2,3,4(Xi)) (0, 5
6 , 1

6 , 0)

16 max(min(X1, X2), min(X3, X4)) (0, 2
3 , 1

3 , 0)

17 max(min(X1, X2), min(X1, X3), min(X2, X3, X4)) (0, 2
3 , 1

3 , 0)

18 max(min(X1, X2), min(X2, X3), min(X3, X4)) (0, 1
2 , 1

2 , 0)
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Table: Signaturas de orden 4 de los sistemas con 1-4 componentes

T = Φ(X1, X2, X3, X4) s(4)

19 min(max(X1, X2), max(X2, X3), max(X3, X4)) (0, 1
2 , 1

2 , 0)

20 min(max(X1, X2), max(X1, X3), max(X2, X3, X4)) (0, 1
3 , 2

3 , 0)

21 min(max(X1, X2), max(X3, X4)) (0, 1
3 , 2

3 , 0)

22 min(max(X1, X2), maxi=1,3,4(Xi), maxi=2,3,4(Xi)) (0, 1
6 , 5

6 , 0)

23 X3:4 (3-out-of-4) (0, 0, 1, 0)

24 max(X1, min(X2, X3, X4)) (0, 1
2 , 1

4 , 1
4)

25 max(X1, min(X2, X3), min(X3, X4)) (0, 1
6 , 7

12 , 1
4)

26 max(X2:3, X4) (0, 0, 3
4 , 1

4)

27 min(max(X1, X2, X3), max(X2, X3, X4)) (0, 0, 1
2 , 1

2)

28 X4:4 = max(X1, X2, X3, X4) (paralelo) (0, 0, 0, 1)
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Resultado principal
Ordenes estocásticos
Orden HR
Orden LR

Hipótesis

En el caso general se cumple:

X1:n ≤ST X2:n ≤ST . . . ≤ST Xn:n (4.1)

Sin embargo las relaciones similares para el orden HR:

X1:n ≤HR X2:n ≤HR . . . ≤HR Xn:n, (4.2)

el orden MRL:

X1:n ≤MRL X2:n ≤MRL . . . ≤MRL Xn:n, (4.3)

y el orden LR:

X1:n ≤LR X2:n ≤LR . . . ≤LR Xn:n, (4.4)

no son necesariamente ciertas incluso en el caso EXC; ver
Navarro and Shaked (JAP 2006), Navarro and Hernandez
(Metrika 2008) and Navarro (JSPI 2008).
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Comparaciones estocásticas usando signaturas

Theorem

Sean s1(n) y s2(n) las signaturas de orden n de dos sistemas
coherentes (o mezclados) de órdenes n1 y n2, ambos basados
en componentes con tiempos de vida IID o EXC con la misma
distribución conjunta. Sean T1 y T2 sus tiempos de vida.
(a) Si s1(n) ≤ST s2(n), entonces T1 ≤ST T2.
(b) Si s1(n) ≤HR s2(n) y (4.2) se cumple, entonces T1 ≤HR T2.
(c) Si s1(n) ≤HR s2(n) y (4.3) se cumple, entonces T1 ≤MRL T2.
(d) Si s1(n) ≤LR s2(n) y (4.4) se cumple, entonces T1 ≤LR T2.
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Figure: Comparaciones basadas en el orden ST.
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Figure: Comparaciones basadas en el orden HR.
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Figure: Comparaciones basadas en el orden LR.
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Conclusiones

Las representaciones basadas en mixturas de estadísticos
ordenados son una buena herramienta para estudiar los
sistemas coherentes.

Las nuevas representaciones permiten manejar en el caso
EXC general sistemas de diferentes órdenes.

En algunos de estos resultados tenemos que suponer que
los estadísticos ordenados están ordenados HR, MRL o
LR.
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Cuestiones abiertas

Condiciones para Xi:n ≤HR,MRL,LR Xi+1:n.

Condiciones para X1:i ≥HR,MRL,LR X1:i+1 (ya hemos
obtenido algunas).

Condiciones para Xi:i ≤HR,MRL,LR Xi+1:i+1.

Representaciones en el caso no simétrico (INID o caso
general).

Resultados de órdenes para mixturas generalizadas.

En Navarro y Rubio (2009) hemos obtenido las
expresiones y signaturas de los 180 y 16145 sistemas
coherentes de 5 y 6 componentes, respectivamente.
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