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» X variable aleatoria (tiempo de vida) sobre (2, S, Pr).
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Notacion

» X variable aleatoria (tiempo de vida) sobre (€2, S, Pr).
» Funcién de distribucién F(t) = Pr(X < t).

> Funcién de fiabilidad o supervivencia
F(t) =Pr(X >t)=1—F(t).

Universidad Adolfo Ibaiiez, Chile 2023 Jorge Navarro, Email: jorgenav@um.es. 5/47



Distribuciones distorsionadas Univariantes
Multivariantes
Regresion cuantilica

Notacion

» X variable aleatoria (tiempo de vida) sobre (2, S, Pr).
» Funcién de distribucién F(t) = Pr(X < t).
> Funcién de fiabilidad o supervivencia
F(t) =Pr(X >t)=1—F(t).
» Funcién de densidad (PDF) f(t) = F'(t) = —F'(t).
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Distribuciones distorsionadas univariantes

> Las distribuciones distorsionadas univariantes fueron
introducidas por Wang (1996) y Yaari (1987) en el contexto
de la teoria de decisidén bajo riesgos. Mencionar también la
referencia espafiola (INE) Miras (1991).
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Distribuciones distorsionadas univariantes

> Las distribuciones distorsionadas univariantes fueron
introducidas por Wang (1996) y Yaari (1987) en el contexto
de la teoria de decisidén bajo riesgos. Mencionar también la
referencia espafiola (INE) Miras (1991).

» El proposito es permitir un cambio (distorsion) en la
distribucién inicial (histérica) del riesgo.
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Distribuciones distorsionadas univariantes

» Las distribuciones distorsionadas univariantes fueron
introducidas por Wang (1996) y Yaari (1987) en el contexto
de la teoria de decisidén bajo riesgos. Mencionar también la
referencia espafiola (INE) Miras (1991).

» El proposito es permitir un cambio (distorsion) en la
distribucién inicial (histérica) del riesgo.

» La distribucién distorsionada (DD) asociada a F y a una
funcién de distorsion creciente y continua ¢ : [0,1] — [0, 1]
verificando q(0) =0y g(1) =1 es

Fo(t) = q(F(t)), for all t € R. (1.1)
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Propiedades

» Si q es una distorsion, entonces Fg es una funcién de
distrobucién para toda distribucion F.
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Propiedades

» Si q es una distorsion, entonces Fg es una funcién de
distrobucién para toda distribucion F.
» De (1.1), las funciones de fiabilidad F=1—Fy Fy, =1 F,
verifican
F,(t) = G(F(t)), para todo t € R, (1.2)

donde g(u) :=1— q(1 — u) se llama distorsion dual.
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Propiedades

» Si q es una distorsion, entonces Fg es una funcién de
distrobucién para toda distribucion F.

» De (1.1), las funciones de fiabilidad F=1—Fy Fy, =1 F,
verifican ) B
Fq(t) = g(F(t)), para todo t € R, (1.2)
donde g(u) :=1— q(1 — u) se llama distorsion dual.

> Las representaciones (1.1) son (1.2) equivalentes.
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Propiedades

» Si q es una distorsion, entonces Fg es una funcién de
distrobucién para toda distribucion F.

» De (1.1), las funciones de fiabilidad F=1—Fy Fy, =1 F,
verifican ) B
Fq(t) = g(F(t)), para todo t € R, (1.2)
donde g(u) :=1— q(1 — u) se llama distorsion dual.
> Las representaciones (1.1) son (1.2) equivalentes.
> La densidad de Fg es

fa(t) = 4 (F(£))f(t) = G (F(1))f(t).
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Generalized distorted distributions

» Este concepto se extendié en Navarro, del Aguila, Sordo and
Suarez-Llorens (2016) mediante:
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Generalized distorted distributions

» Este concepto se extendié en Navarro, del Aguila, Sordo and
Suarez-Llorens (2016) mediante:

> Llamamos distribucion distorsionada generalizada asociada
a n distribuciones F1,..., F, y a una distorsién creciente y
continua @ : [0,1]" — [0, 1] tal que Q(0,...,0) =0y
Q(,....,1)=1a

Fo(t) = Q(Fi(t),..., Fn(t)), para todo t € R. (1.3)
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Generalized distorted distributions

» Este concepto se extendié en Navarro, del Aguila, Sordo and
Suarez-Llorens (2016) mediante:

> Llamamos distribucion distorsionada generalizada asociada

a n distribuciones F1,..., F, y a una distorsién creciente y
continua @ : [0,1]" — [0, 1] tal que Q(0,...,0) =0y
Q(,....,1)=1a

Fo(t) = Q(Fi(t),..., Fn(t)), para todo t € R. (1.3)

> Aplicaciones: Modelo de Riesgo Proporcional (PHR) de Cox,
Modelo de Riesgo Reverso Proporcional (PRHR), Estadisticos
Ordenados, Valores Record, Mixturas, Sistemas Coherentes,
ver Navarro (2022).
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Notacion

» (Xi,...,Xy) vector aleatorio sobre (2, S, Pr).
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Notacion

» (Xi,...,Xy) vector aleatorio sobre (2, S, Pr).
» Funcién de distribucién conjunta

F(xi,...,xn) = Pr(X1 < x1,..., Xn < xn).
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Notacion

» (Xi,...,Xy) vector aleatorio sobre (2, S, Pr).
» Funcién de distribucién conjunta

F(xi,...,xn) = Pr(X1 < x1,..., Xn < xn).
> Representacién con cépulas (teorema de Sklar)
F(x1,...,xn) = C(F1(x1),- .., Fa(xn)),

donde Fq,..., F, son las distribuciones marginales y C es una
cépula.
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Notacion

» (Xi,...,Xy) vector aleatorio sobre (2, S, Pr).
» Funcién de distribucién conjunta

F(xi,...,xn) = Pr(X1 < x1,..., Xn < xn).
> Representacién con cépulas (teorema de Sklar)
F(x1,...,xn) = C(F1(x1),- .., Fa(xn)),

donde Fq,..., F, son las distribuciones marginales y C es una
cépula.

> Hay una representacion similar para la funcién de supervivencia
conjunta

F(xt,. ., xn) = Pr(Xe > x1, ..., Xp > xn) = C(Fi(x1), - - ., Fa(Xn)),

donde C es la copula de supervivencia.
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Definicion de distorsiones multivariantes

Definicién (Navarro, Cali, Longobardi and Durante (2021))
Una funcién de distribucién multivariante F es una distribucion
distorsionada multivariante (MDD) de las distribuciones
univariantes Gi, ..., G, si existe una distorsién D : [0,1]" — [0, 1]
tal que

F(x1,...,xn) = D(Gi(x1),..., Gp(xn)), ¥x1,...,xp € R. (1.4)

Usaremos la notacion F = MDD(Gy, ..., G,), cuando F es una
MDD de G, ..., G,
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Definition

Definicién

Una funcién continua D : [0,1]" — [0, 1] es una distorsién

n—dimensional (D € D,) si

(1) D(u1y...,ui-1,0,ui11,...,u,) =0 para todo
ur, ..., up €10,1].

(i) D(,...,1) =1.

(ii1) D es n—creciente, es decir, para todo x = (x1,...,xp) y
y = (y1,.--,¥n) con x; < y;, se verifica A} D > 0, donde

A(yl’""y")D = Z (_1)1(217-..7Zn)D(21’ . ,Zn),

(X1,-+45%n)
zie{x;,yi}

con1(z,...,zp) =Y 0 1 Uzi = x) y 1(A) =1
(respectivamente, 0) si A es cierta (respectivamente, falsa).
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Propiedades principales

> El teorema de Sklar asegura que la representacién con cépulas
siempre existe.
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Propiedades principales

> El teorema de Sklar asegura que la representacién con cépulas
siempre existe.

» Si las marginales son continuas, la representacion (la cépula)
es (nica.

Universidad Adolfo Ibaiiez, Chile 2023 Jorge Navarro, Email: jorgenav@um.es. 13/47



Distribuciones distorsionadas Univariantes
Multivariantes
Regresion cuantilica

Propiedades principales

> El teorema de Sklar asegura que la representacién con cépulas
siempre existe.

» Si las marginales son continuas, la representacion (la cépula)
es (nica.

> Se tiene un resultado similar para distorsiones.
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Teorema similar al teorema de Sklar

Proposicion

Sea (X1,...,X,) con distribucién F y sean Gy, ..., G,
distribuciones continuas. Supongamos que G; es estrictamente
creciente en el soporte de X; parai=1,...,n. Entonces existe una
anica distorsion D € D,, tal que

F(x1,...,xn) = D(Gi(x1), ..., Gp(xn))

para todo (xi,...,xn) € R".
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Construccién de modelos multivariantes

Proposicion
Si D € D,, entonces

D(Gi(x1), ..., Gn(xn))

es una distribucion multivariante para todas las distribuciones
multivariantes Gy, ..., G,.
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Relacion con la cépula

Proposicion

Sea (X1,...,X,) con una distribucién continua F. Sean Gy, ..., G,
distribuciones continuas tales que F = MDD(G, ..., G,) con
distorsién D. Entonces

D(uy, ..., up) = C(Fi(Gy H(u1)).- .., Fa( G, (un)))

para todo (u1,...,up) €[0,1]", donde G * es la cuasi-inversa de
G; y F; es la marginal i-ésima de F parai=1,...,n.
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Representacién para supervivencias.

Proposicion
Sea (X1,...,Xn) con distribucion F. Si se cumple (1.4) para
Gi,...,G, y D € Dy, entonces

F(x1,...,x0) = D(Gi(x1),. .., Ga(xn)) (1.5)

para todo x1,...,xn, donde G;=1— G; y DeD, (distorsion dual
o de supervivencia).
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Distribuciones marginales

» Una propiedad importante de F = MDD(G;, ..., G,) es que
todas sus marginales también son MDD de Gy, ..., G,.

Universidad Adolfo Ibaiiez, Chile 2023 Jorge Navarro, Email: jorgenav@um.es. 18/47



Distribuciones distorsionadas Univariantes
Multivariantes
Regresion cuantilica

Distribuciones marginales

» Una propiedad importante de F = MDD(G;, ..., G,) es que
todas sus marginales también son MDD de Gy, ..., G,.

» Por ejemplo, si Fi . m es la distribucién de (X1, ..., Xn),
entonces

F17m7m(X1, . ,Xm) = D17__.,m(G1(X1), ey Gm(Xm)) (16)
para todo (xi,...,xm) € R™, donde
Dy, .m(ui,...,um):=D(u1,...,um,1,...,1)

para (u1,...,um) €[0,1]"y D1 m € Dp.
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Distribuciones marginales univariantes.

> In particular, la marginal de X; es
Fi(xi) = D(1,...,1,Gi(x),1,...,1) = Di(Gi(x;)) (1.7)
para todo x; € R, donde
Di(u) :=D(1,...,1,u,1,...,1)

y u se pone en la posicion i-ésimna.
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Distribuciones marginales univariantes.

> In particular, la marginal de X; es
Fi(xi) = D(1,...,1,Gi(x),1,...,1) = Di(Gi(x;)) (1.7)
para todo x; € R, donde
Di(u) :=D(1,...,1,u,1,...,1)

y u se pone en la posicion i-ésimna.
> Se tiene G; = Fj paraun i€ {1,...,n} siysolosi Di(u) =u
para todo u € [0, 1].
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Funcién de densidad conjunta

Si F es abs, continua con densidad f, tenemos
f(x1,...,xn) = 01, nF(x1,...,xn) (a.e.).
Proposicion

SiF = MDD(Gy,...,Gp), Gi,..., G, tienen densidades g1, ..., gn,
y la distorsién D tiene derivadas de orden n, entonces

f(x1,...,xn) = g1(x1) ... 8gn(xn) O1,...nD(G1(x1), - .., Gn(xn)) (a.€.).
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Distribuciones condicionadas

» Todas las distribuciones condicionadas de
F = MDD(G,..., G,) tienen representaciones MDD.
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Distribuciones condicionadas

» Todas las distribuciones condicionadas de
F = MDD(G,..., G,) tienen representaciones MDD.
» Solo consideramos la distribucion Fpj; de (X2| X1 = x1).
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Distribuciones condicionadas

» Todas las distribuciones condicionadas de
F = MDD(G,..., G,) tienen representaciones MDD.
» Solo consideramos la distribucion Fpj; de (X2| X1 = x1).

Proposicion
Sea (X1, X2) con F = MDD(G1, Go) para D € Dy con derivadas
continuas de orden 2, entonces

Fajn(xelx1) = D1 (G2(32)|G1(x1)) (1.8)
siempre que lim,_,o+ 91D(G1(x1),v) = 0, donde

para 0 < v <1 yx; tales que 01D(Gi1(x1),1) > 0.
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Regresion cuantilica (QR) tedrica

> La curva de regresion (media) para predecir X, a partir de
X es
my1(x1) = E(Xo| X1 = x1)
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Regresion cuantilica (QR) tedrica

> La curva de regresion (media) para predecir X, a partir de
X es
my1(x1) = E(Xo| X1 = x1)

» Otra opcidn es usar la curva de regresion mediana
-1
m2|1(X1) = F2|1 (0,5[x1)

(ver Koenker (2005) o Nelsen (2006), p. 217).
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Regresion cuantilica (QR) tedrica

> La curva de regresion (media) para predecir X, a partir de
X es
my1(x1) = E(Xo| X1 = x1)

» Otra opcidn es usar la curva de regresion mediana
-1
m2|1(X1) = F2|1 (0,5[x1)

(ver Koenker (2005) o Nelsen (2006), p. 217).

» La funcién cuantilica F2_|11 también se puede usar para obtener

bandas de confianza o para esas predicciones con
-1 -1
Foi(Bilxa), Fypp (52|X1)]

tomando 0 < 31 < B2 < 1 tales que B2 — 1 = «.
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Bandas de confianza tedricas

» La funcién cuantilica F2_|11

Fn(aba) = 65 1(Dy1(qlGi(x1))), 0< g < 1.

se puede calcular de (1.8) como
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Bandas de confianza tedricas

» La funcién cuantilica F, 11 se puede calcular de (1.8) como

2|
Fyi(aba) = G5 H(Dy1(qlGi(x1))), 0 < g < 1.

> Esta funcién se puede usar para obtener la curva de regresion
mediana como

mapi(x1) = Gy 1 (Dy7(0,5G1(x1)))-
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Bandas de confianza tedricas

» La funcién cuantilica F_|1 se puede calcular de (1.8) como

Fyialx) = G 1 (Dy1(alGi(x1))), 0 < g < 1.

> Esta funcién se puede usar para obtener la curva de regresion
mediana como

myp(x1) = Gy 1 (D5(0,5Gi(x1))).

> También se puede usar para obtener las bandas de confianza.
Por ejemplo, las bandas de confianza 50 % y 90 % centradas
para (X2|X1 = x1) son

(65103 1(0.25(Gi(x1))), 657(D51(0,75/G1 ()]

|61 (D51(0.05/G1(x1)), G5 (D51(0.951Gy(x1)))] -
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Regresion cuantilica (QR) practica

> En la practica debemos estimar los parametros del modelo o
estimar esas curvas de forma no-paramétrica usando QR a
partir de una muestra de datos de (X1, X2):

(a(i)xe(i), i=1,...n
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Regresion cuantilica (QR) practica

> En la practica debemos estimar los parametros del modelo o
estimar esas curvas de forma no-paramétrica usando QR a
partir de una muestra de datos de (X1, X2):

(x1(i)yx2(1), i=1,...,n

> La mediana de Xj se obtiene minimizando:

=Y a=al= Z Lal) =)+ Z (a=n()

it
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Multivariantes
Regresion cuantilica

Regresion cuantilica (QR) practica

> En la practica debemos estimar los parametros del modelo o
estimar esas curvas de forma no-paramétrica usando QR a
partir de una muestra de datos de (X1, X2):

(x1(i)yx2()), i=1,...,n.
> La mediana de Xj se obtiene minimizando:

J@) =) a()-al= Y Cald-a)+ Y (a=x().

i ixy(i)>a ixy(i)<a

» La curva mediana lineal m(x) = a+ bx se obtiene minimizando

J(a, b) = S Ce()—a—ba(i))+ > (atba(i)—x(i)

i:x2(i)>a+bx1 (i) irxp(i)<a+bxa (i)

usando programacion lineal (ver Koenker (2005)).
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Distribuciones distorsionadas Univariantes
Multivariantes
Regresion cuantilica

Regresion cuantilica (QR) practica

» Analogamente el cuantil X5 = F;ll(q) para 0 < g < 1de X se
obtiene minimizando:

Jo(@)=q Y Cal)—a)+(1-q) > (a—x()).

ix1(i)>a ixi(i)<a
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Distribuciones distorsionadas Univariantes
Multivariantes
Regresion cuantilica

Regresion cuantilica (QR) practica

» Analogamente el cuantil X5 = F;ll(q) para 0 < g < 1de X se
obtiene minimizando:

Jo(@)=q Y Cal)—a)+(1-q) > (a—x()).

ix1(i)>a ixi(i)<a

» La curva g-cuantil lineal mg(x) = a4 + bgx se obtiene
minimizando en a 'y b:

g Y  (Ge()-a—ba())+(l-q) D (atba()—x())

ixa(i)>a+bxy (i) i:xa(i)<a+bx1(i)

usando programacion lineal (ver Koenker (2005)).
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Distribuciones distorsionadas Univariantes
Multivariantes
Regresion cuantilica

Regresion cuantilica (QR) practica

> El paquete quantreg de R (Rstudio) permite obtener estas
soluciones.

Universidad Adolfo Ibaiiez, Chile 2023 Jorge Navarro, Email: jorgenav@um.es. 26/47



Distribuciones distorsionadas Univariantes
Multivariantes
Regresion cuantilica

Regresion cuantilica (QR) practica

> El paquete quantreg de R (Rstudio) permite obtener estas
soluciones.
> Si los datos estan en x1 y x2 basta hacer:
rq(x2~x1)
plot(x1,x2)
abline(rq(x2~x1),col="red’)
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Distribuciones distorsionadas Univariantes
Multivariantes
Regresion cuantilica

Regresion cuantilica (QR) practica

> El paquete quantreg de R (Rstudio) permite obtener estas
soluciones.

> Si los datos estan en x1 y x2 basta hacer:
rq(x2~x1)
plot(x1,x2)
abline(rq(x2~x1),col="red’)
» La banda de confianza centrada al 90 % se obtiene con
rq(x2~x1,0.05) y rq(x2~x1,0.95)
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Distribuciones distorsionadas Univariantes
Multivariantes
Regresion cuantilica

Regresion cuantilica (QR) practica

> El paquete quantreg de R (Rstudio) permite obtener estas
soluciones.

> Si los datos estan en x1 y x2 basta hacer:
rq(x2~x1)
plot(x1,x2)
abline(rq(x2~x1),col="red’)

» La banda de confianza centrada al 90 % se obtiene con
rq(x2~x1,0.05) y rq(x2~x1,0.95)

> Y la banda de confianza centrada al 50 % se obtiene con
rq(x2~x1,0.25) y rq(x2~x1,0.75)
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Ejemplos
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Tiempos de vida residuales

> Tiempos de vida residuales. Si X, ..., X, son tiempos de vida,
entonces

Xe=(X1—t,..., Xp—t| Xy > t,.... X, > t)

tienen una distribucion distorsionada a partir de las de
(X,' — t‘X,' > t).
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Tiempos de vida residuales

> Tiempos de vida residuales. Si X, ..., X, son tiempos de vida,
entonces

Xe=(X1—t,..., Xp—t| Xy > t,.... X, > t)

tienen una distribucion distorsionada a partir de las de
(X,' — t‘X,' > t).

> Estadisticos ordenados /ID ~ F (datos censurados)
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Tiempos de vida residuales

> Tiempos de vida residuales. Si X, ..., X, son tiempos de vida,
entonces

Xe=(X1—t,..., Xp—t| Xy > t,.... X, > t)

tienen una distribucion distorsionada a partir de las de
(X,' — t‘X,' > t).

> Estadisticos ordenados /ID ~ F (datos censurados)

» Valores record /ID ~ F, ver Navarro (2021).
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Tiempos de vida residuales

> Tiempos de vida residuales. Si X, ..., X, son tiempos de vida,
entonces

Xe=(X1—t,..., Xp—t| Xy > t,.... X, > t)
tienen una distribucion distorsionada a partir de las de
(X,' — t‘X,' > t).

> Estadisticos ordenados /ID ~ F (datos censurados)

» Valores record /ID ~ F, ver Navarro (2021).
» Sistemas coherentes.
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Tiempos de vida residuales

> Tiempos de vida residuales. Si X, ..., X, son tiempos de vida,
entonces

Xe=(X1—t,..., Xp—t| Xy > t,.... X, > t)
tienen una distribucion distorsionada a partir de las de
(X,' — t‘X,' > t).

Estadisticos ordenados /ID ~ F (datos censurados)

Valores record /ID ~ F, ver Navarro (2021).
Sistemas coherentes.

vvyYyy

Datos pareados
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Tiempos de vida de sistemas

» Tiempos de vida de sistemas coherentes (conectividad en
redes) T; < T, basados en los mismos componentes
(X1y.- 0y Xn).

Universidad Adolfo Ibaiiez, Chile 2023 Jorge Navarro, Email: jorgenav@um.es. 29/47



Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Tiempos de vida de sistemas

» Tiempos de vida de sistemas coherentes (conectividad en
redes) T; < T, basados en los mismos componentes
(X1y.- 0y Xn).

> Prededecir T, a partir de T; =t para t > 0.
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Tiempos de vida de sistemas

» Tiempos de vida de sistemas coherentes (conectividad en

redes) T; < T, basados en los mismos componentes
(X1, .., Xn).

> Prededecir T, a partir de T; =t para t > 0.

> El caso mas usual es T3 = min(Xy, ..., X,).
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Tiempos de vida de sistemas

v

Tiempos de vida de sistemas coherentes (conectividad en

redes) T; < T, basados en los mismos componentes
(X1, .., Xn).

Prededecir T, a partir de T; = t para t > 0.
El caso mas usual es T3 = min(Xy, ..., X,).

Cuando los componentes tienen la misma funcién distribucién
G, (T1, T2) tienen una distribucién distorsionada basada en G.
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Tiempos de vida de sistemas

v

Tiempos de vida de sistemas coherentes (conectividad en
redes) T; < T, basados en los mismos componentes
(X1y.- 0y Xn).

Prededecir T, a partir de T; = t para t > 0.
El caso mas usual es T3 = min(Xy, ..., X,).

Cuando los componentes tienen la misma funcién distribucién
G, (T1, T2) tienen una distribucién distorsionada basada en G.

Esto también se puede aplicar a los datos ordenados
(censurados) en una muestra (son sitemas k-out-of-n).
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Datos pareados

» Supongamos que X e Y son ID y tienen una distribucién
continua F. Entonces

Fx,y(x,y) = C(F(x), F(¥))-
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Datos pareados

» Supongamos que X e Y son ID y tienen una distribucién
continua F. Entonces

Fx,y(x,y) = C(F(x), F(¥))-

» Incluso podemos suponer que C es simétrica, es decir, (X, Y)
is intercambiable (EXC).
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Datos pareados

» Supongamos que X e Y son ID y tienen una distribucién
continua F. Entonces

Fx,y(x,y) = C(F(x), F(¥))-

» Incluso podemos suponer que C es simétrica, es decir, (X, Y)
is intercambiable (EXC).

» Supongamos que L = min(X, Y) es conocido y que queremos
predecir U = max(X, Y).
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Datos pareados

» Supongamos que X e Y son ID y tienen una distribucién
continua F. Entonces

Fx,y(x,y) = C(F(x), F(¥))-

» Incluso podemos suponer que C es simétrica, es decir, (X, Y)
is intercambiable (EXC).

» Supongamos que L = min(X, Y) es conocido y que queremos
predecir U = max(X, Y).
> Para eso necesitamos la distribucién condicionada

Gou(s|t) :=Pr(U<s|[L=1t), s>t

» Queremos obtener una representacién MDD para (L, U)
usando F y C.
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Datos pareados

» La distribuciéon G(x,y) = Pr(L < x,U < y) de (L, U) es

G(x,y) :{ C(F(y), F(y)) y <X
’ C(F(x), F(y)) + C(F(y), F(x)) = C(F(x),F(x))  y>x.
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Datos pareados

» La distribuciéon G(x,y) = Pr(L < x,U < y) de (L, U) es

G(x,y) :{ C(F(y), F(y)) y <X
’ C(F(x), F(y)) + C(F(y), F(x)) = C(F(x),F(x))  y>x.

» Entonces G(x,y) = D(F(x), F(y)) con
C(v,v) for v <u;

D(u,v) = { C(u,v)+ C(v,u) — C(u,u) for u<v.
(2.1)
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Datos pareados

» Las marginales de (L, U) son
Gi(x) :=Pr(L < x) = D(F(x),1) = Di(F(x)),

Ga(y) := Pr(U <y) = D(L, F(y)) = D2(F(y)),

donde
Di(u) = D(u,1) =2u — C(u, u)

Dy(v) = D(1,v) = C(v,v)

para u,v € [0,1].
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Datos pareados, caso IID

> Por ejemplo, si X e Y son IID, entonces

Di(u) = D(u,1) =2u—u? #u

Dy(u) = D(1,u) = uv* #u
para todo u € (0,1).
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Datos pareados, caso IID

> Por ejemplo, si X e Y son IID, entonces

Di(u) = D(u,1) =2u—u? #u

Dy(u) = D(1,u) = uv* #u

para todo u € (0,1).
> La distorsién es
v2 para v < u;
D(u,v) = { 2uv —u® para u<v. (22)
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Datos pareados, caso IID

> Por ejemplo, si X e Y son IID, entonces

Di(u) = D(u,1) =2u—u? #u

Dy(u) = D(1,u) = uv* #u
para todo u € (0,1).
> La distorsion es
2

B v para v < u;
D(u,v) = { 2uv —u® para u<v. (22)

» La funcién D no es una cépula y las marginales G; y G, de
(L, U) no se usan (usamos F).
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Datos pareados, distribuciéon condicionada

» De (1.8), la distribucién de (U|L = x) se puede poner como
G2|1(Y\X) = Dz|1(F(Y)\F(X)) (2.3)
para y > x, donde

__ 01D(F(x),v)
Don(VIFC)) = 5 5Fx). 1)

0 D(u,v) =01 C(u,v)+0,C(v,u)—01C(u, u)—02C(u, u), si v> u.
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Datos pareados, distribuciéon condicionada

» De (1.8), la distribucién de (U|L = x) se puede poner como

G2|1(Y\X) = Dz|1(F(Y)\F(X)) (2.3)
para y > x, donde

__ 01D(F(x),v)
Don(VIFC)) = 5 5Fx). 1)

0 D(u,v) =01 C(u,v)+0,C(v,u)—01C(u, u)—02C(u, u), si v> u.

» En el caso EXC, 01D(u,v) = 20:C(u,v) — 201 C(u, u) para
u<v<l.
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Datos pareados, distribuciéon condicionada

» De (1.8), la distribucién de (U|L = x) se puede poner como

G2|1(Y\X) = Dz|1(F(Y)\F(X)) (2.3)
para y > x, donde

_ D(F(x),v)
Do (v|F(x)) == nD(F(x),1)’
M D(u,v) = 01C(u,v)+02C(v,u)—01C(u,u)—02,C(u, u), si v> u.

» En el caso EXC, 01D(u,v) = 20:C(u,v) — 201 C(u, u) para
u<v<l.

» En el caso IID, 01D(u,v) =2(v — u) para u < v < 1.
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Predicciones

Fernando Simon: "Espana no va a
tener, como mucho, mas alla de
algun caso diagnosticado"
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Curvas QR exactas. Caso IID.

> Sea (Xi, Yi) una muestra de(X, Y) donde X, Y son IID~ F.
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Curvas QR exactas. Caso IID.

> Sea (Xi, Yi) una muestra de(X, Y) donde X, Y son IID~ F.
» Sean L; = min(X;, Y;) y Ui = max(X;, Y).
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Curvas QR exactas. Caso IID.

> Sea (Xi, Yi) una muestra de(X, Y) donde X, Y son IID~ F.
» Sean L; = min(X;, Y;) y Ui = max(X;, Y).
» L; y U; son dependientes (pareados).
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Curvas QR exactas. Caso IID.

> Sea (Xi, Yi) una muestra de(X, Y) donde X, Y son IID~ F.
» Sean L; = min(X;, Y;) y Ui = max(X;, Y).

» L; y U; son dependientes (pareados).

> De (2.3), la distribucién de (U|L = x) es

Go1(y[x) = Dap(F(y)IF(x)) (2.4)
para y > x, donde

Dap(vIF()) =

para F(x) <v <1
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Datos pareados. Caso |ID exponencial.

40
1

40
1

30
1
30
1

Figura: Datos de dos distribuciones exponenciales independientes de
media p = 10 (izquierda) y datos pareados asociados (derecha).
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Datos pareados. Caso |ID exponencial.

> La funcién F a1 S€ puede calcular como

Fa(alx) = F7(Dy(alF(x)))

para 0 < v < 1, donde D2_|11(q]F(x)) = F(x) + qF (x).
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Datos pareados. Caso |ID exponencial.

> La funcién F a1 S€ puede calcular como

Fa(alx) = F7(Dy(alF(x)))

para 0 < v < 1, donde D2_|11(q]F(x)) = F(x) + qF (x).
> Si F(x) = exp(—x/pu), entonces F~1(y) = —pulog(l —y)y

F2_|11(q|X) = —plog ((1 - q)e_x/“> =x— pulog(l — q).
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Datos pareados. Caso |ID exponencial.

> La funcién F a1 S€ puede calcular como

Far(alx) = F1(Dy1(alF(x)))
para 0 < v < 1, donde Dy (q|F(x)) = F(x) + gF(x).
> Si F(x) = exp(—x/p), entonces F~1(y) = —plog(1 —y) y
Fya (alx) = —plog ((1 - q)e‘x/") = x — plog(l —q).
» Entonces la curva QR es

m(x) = x — plog(0,5).

Universidad Adolfo Ibaiiez, Chile 2023 Jorge Navarro, Email: jorgenav@um.es. 38/47



Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Datos pareados. Caso |ID exponencial.

> La banda de confianza 90 % centrada es

[x — 1 log(0,05), x — log(0,95)] .
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Datos pareados. Caso |ID exponencial.

> La banda de confianza 90 % centrada es

[x — 1 log(0,05), x — log(0,95)] .

> La de confianza 50 % se obtiene de forma similar.
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Datos pareados. Caso |ID exponencial.

> La banda de confianza 90 % centrada es

[x — 1 log(0,05), x — log(0,95)] .

> La de confianza 50 % se obtiene de forma similar.

» Aqui podemos preferir la banda inferior al 90 % dada por

[x,x — plog(0,90)] .
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Datos pareados. Caso |ID exponencial.

> La banda de confianza 90 % centrada es

[x — 1 log(0,05), x — log(0,95)] .

> La de confianza 50 % se obtiene de forma similar.

» Aqui podemos preferir la banda inferior al 90 % dada por
[x,x — plog(0,90)] .

» Las podemos ver en las graficas siguientes.
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Datos pareados. Caso |ID exponencial.

Figura: Curvas QR para los datos pareados (L, U) asociados a datos
independientes (X, Y) con exponenciales de media z = 10 junto con las
bandas de confianza 50 % y 90 % centradas (izquierda) e inferiores
derecha).
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Predicciones

> La primera pareja de valores en nuestra muestra es
Ly =10,15771y Uy = 14,17195.
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Predicciones

> La primera pareja de valores en nuestra muestra es
Ly =10,15771y Uy = 14,17195.

> La prediccion de U; en L es

m(Ly) = m(10,15771) = 10,15771 — plog(0,5) = 17,08918.
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Predicciones

> La primera pareja de valores en nuestra muestra es
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Predicciones

> La primera pareja de valores en nuestra muestra es
Ly =10,15771y Uy = 14,17195.

> La prediccion de U; en L es
m(L;) = m(10,15771) = 10,15771 — plog(0,5) = 17,08918.

> El intervalo de confianza 90 % centrado para esta prediccién es
[10,67064, 40,11503].

El del 50 % es [13,03453,24,02065].

Ambos contienen al verdadero valor de U;.

vy
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QR para datos dependientes EXC exponenciales

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Figura: Curvas QR para los datos pareados (L, U) cuando (X, Y) son
exponenciales y dependientes con una copula tipo Clayton con bandas de
confianza centradas (izquierda) o inferiores (derecha).
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Curvas QR estimadas, caso IID exponencial

Figura: Curvas QR cuando se estiman las medias de las distribuciones
exponenciales. Las lineas de puntos representan las curvas exactas.
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Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Curvas QR estimadas, caso EXC-Clayton

0 5 10 15 20 0 5 10 15 20

Figura: Curvas QR cuando se estiman las medias de las distribuciones
exponenciales y el parametro de la copula Clayton. Las lineas de puntos
representan las curvas exactas.
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Curvas QR no paramétricas, caso IID

Figura: Curvas QR empiricas para los datos pareados (L, U) asociados a
datos independientes (X, Y) exponenciales con medias 1 = 10 y grado 1
(izquierda) y 2 (derecha).

Universidad Adolfo Ibaiiez, Chile 2023 Jorge Navarro, Email: jorgenav@um.es. 45/47



Ejemplos
Ejemplos Datos pareados
Predicciones

Curvas QR no paramétricas, caso EXC-Clayton

Figura: Curvas QR empiricas para los datos pareados (L, U) asociados a
datos dependientes (X, Y') Clayton y exponenciales con medias =10y
grado 1 (izquierda) y 2 (derecha).
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