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Abstract

We prove in this paper that any dense hiperplane in a topological vector Baire space or any
topological product of a family of topological vector Baire spaces cannot be covered by a sequence of
closed semiconvex subsets without an interior point. In such a way, extensions of the known results
for convex subsets of M. Valdivia, (7), are obtained. We reach this results dealing with the class of
Baire semiconvex spaces which is related to the Baire —convex spaces of M. Valdivia. Proving their sta-
bility properties we obtain our conclusions. We give examples, even in the category of normed spaces,
for distinguishing between Baire, Baire semi—convex and Baire—convex spaces. Our results are related
to the negative anwers to the Wilansky —Klee conjeture, asking if every dense hiperplane of a Banach
space must be of second category, and to the general problem of stability of Baire spaces by topolo-
gical products, (1), (2), (5), (8), 9).

I. INTRODUCCION Y NOTACIONES

Los espacios vectoriales que utilizaremos estin definidos sobre el cuer-
po K de los nameros reales o complejos. La palabra “espacio’ significard
“espacio vectorial topoldgico de Hausdorff”. Para un espacio vectorial E y
un vector x € E, una semirrecta que parte de x diremos que es un rayo que
parte de x, esto es, un conjunto de la forma {x + oy : « = 0 } para algin
y € E. Si x, y € E denotemos con [x, ¥] al segmento de extremos x, y y con
(x, »alx,y]~v{x,y }.Seap €(0, 1], un subconjunto A de E es p-convexo
siparax, yEA, T, u=20con7? +uP =1,estx + uy €A.SiA esademds
equilibrado diremos que 4 es absolutamente p-convexo. Si 0 <qg <p <1,
todo subconjunto p-convexo es g-convexo. Si A es convexo y contiene al
origen, entonces 4 es p-convexo. Denotaremos por C,(A4) la envoltura p-con-
vexa de un conjunto A en E. Para p = 1 pondremos simplemente C(A4). Un
subconjunto A de un espacio vectorial E se dice semi-convexo si es p-conve-
x0 para algin p € (0, 1]. Para un estudio detallado de los conjuntos semi-
convexos nos referenciamos a (3). Referencias estandar para notaciones y
conceptos son (3) y (4). '

(*)E1 presente trabajo constituye parte de la tesis doctoral del autor, realizada bajo la direc-
ccioén del profesor M. Valdivia.
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Un espacio E es Baire—convexo si no se puede recubrir por una unioén
numerable de subconjuntos convexos cerrados sin punto interior, (7). Esta
nocién fue introducida por M . Valdivia, quien prueba la estabilidad de los
espacios Baire-convexos frente a subespacios de codimensién numerable y
productos arbitrarios. Es nuestro propésito en este articulo extender estos
resultados cuando trabajamos con conjuntos p-convexos y en espacios no
necesariamente localmente convexos; hablaremos de espacios Baire p-conve-
x0s. Nuestra extension serd mds amplia pues trabajaremos con conjuntos
semi-convexos, sin fijar el indice de convexidad de todos ellos, y hablaremos
de espacios Baire semi-convexos. Estos resultados nos permiten obtener nue-
vas propiedades para hiperplanos densos y productos arbitrarios de espacios
de Baire, refinando de esta forma las respuestas negativas, que a la conjetura
de Wilanski-Klee sobre la categoria de hiperplanos densos en espacios de
Banach, y al problema del producto de espacios localmente convexos de
Baire, han dado recientemente J. Arias de Reyna, (1) y M. Valdivia, (8), (9).

Las construcciones que realizamos siguen de cerca las ideas del caso
convexo, expuestas por M. Valdivia en (7), si bien las extensiones realizadas
requieren de nuevas consideraciones geométricas sobre conjuntos semicon-
vexos no siempre ligadas a las pruebas del caso convexo.

Il. ESPACIOS BAIRE—SEMICONVEXOS

Sea E un espacio vectorial topolégico. Diremos que E es Baire semi-
convexo si, y s6lo si, dada una sucesién (4,,) de subconjuntos semiconvexos
y cerrados de E, cubriendo E, existe un entero positivo g tal que Ag tiene
punto interior. Obviamente cada espacio de Baire es Baire-semiconvexo y un
espacio Baire-semiconvexo es Baire-convexo, (7).

Para estudiar las propiedades de los conjuntos de primera categoria en
espacios Baire semi-convexos asi como las propiedades de estabilidad, que
pondrdn de manifiesto la importancia de esta nocién, precisamos en todo
lo que sigue del siguiente resultado:

Lema 1
. Sea A un subconjunto p-conveso del espacio vectorial E. Sea x € E tal
que un rayo M que parte de x corta a A en dos puntos al menos. Entonces
existen a € M y enteros positivo m y n tales que Cp(A, x) Cm(nA —a) +a.

Demostracion.

Supongamos 0 <p < 1. Sea M= {x + ay: a=0} conx +y € A,
x +hy €A, h>1.Seap=1talque [x +y, x + hy] C p A. Llamemos

h+1

B = pA y seaa = x + . Si m es un entero positivo tal que
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m(h — 1) > 2 h resulta inmediato determinar un b en [x + y, x + Ay] tal que
x = m(b —a)+ a. Ahora es ficil comprobar que C, (4, x) C mQ'? B —a) +a.
Tomando un entero positivo . mayor que 217 p obtenemos la conclusién. En
el caso p = lel mismo razonamiento nos da B = 4, x €Em(4 —a) +ay
A Cm (A —a) + ade donde se sigue la conclusién al ser m(4A —a) +a un
convexo. Q.E.D.

Obtenemos ahora la siguiente caracterizacién para espacios Baire-semi-
convexos:

Proposicion 2.— Para un espacio vectorial topoldgico E son equivalen-
tes:

(i) E es Baire semi-convexo.

(ii) Si (A,) es una sucesion cualquiera de subconjuntos semi-convexos

cerrados y sin punto interior, entonces U {A,:n =1, 2,... } tiene in-
terior vacio.

Demostracion. —

Solamente debemos probar que (i) = (if). Sea z un punto interior a
U {4,: n =1, 2,...} donde cada A4, es semiconvexo y cerrado en E. Pro-
baremos bajo la hipétesis (i) que algiin A4,, tiene punto interior. Si z = 0 el
resultado es claro. Si z #* 0 razonamos como sigue. Sea P el subconjunto
de enteros positivos tal que p € P si, y s6lo si, A, es convexo o algln ra-
yo que parte de — z corta a A, en mds de un punto. Para cada p € P sea

C, = A, —zsi A, es convexo y en caso contrario, sea r, € (0, 1) tal que

Ap es rp,—convexo y C, la envoltura r,-convexa de A, y — z. La familia
{mC,: p €P,m =1, 2,...}cubre al espacio E. En efecto,six €E, x #0,

existird un namero real € con 0 < e <1 y tal que hx € 0 A, —2z)si
n=1

0 </ < e. Sea g un entero positivo y 4, h, escalares con 0 <h; <h, <e€

tales que h; x € (Aq—2z)i =1, 2,. Sea b; =z + h;x. Entonces g € P pues si

Ag4 noes convexo, elrayo N = {—z +y(b; +2): y=>0},quepartede —zy

pasa por b, , corta al segmento abierto (0, b,) ya que

Ry hy
it —2 () =—D—p
2t o n, Ot a=Eg b

y como (0, b,) C A, por la semi-convexidad de Aq', serd g € P. Ademds

x € w (4, — z) con lo que x € mC, para alglin entero positivo m. Por la
i

hipétesis (i) existird algiin ¢ € P tal que C, tiene punto interior, pero como

A, es cerrado es claro que el lema 1 asegura que A, tiene punto interior.
Q.E.D. '
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En los espigrafes III'y IV trataremos las propiedades de estabilidad de
espacios Baire semi-convexos en cuanto a subespacios de codimensién nume-
rable y productos arbitrarios. Remarquemos ahora algunas mds sencillas.

Proposicion 3.— Sea E un espacio vectorial topologico.

(a) Si F es un subespacio denso de E y Baire semi-convexo, E es Baire
semi-convexo.

(b) Si E es Baire semi-convexo y F es un cociente separado de E, en-
tonces F es Baire semi-convexo.

(c) Si {E,: n=1, 2,... Yes una sucesion de subespacios de E que cubre
E y E es Baire semi-convexo, existe un entero positivo p tal que
E, es denso y Baire semi-convexo.

Demostracion

(a) y (b) son fdciles de comprobar. En cuanto a (¢) el lema de las fami-
lias de Saxon, (6), nos asegura que la subfamilia de subespacios E,, densos en
FE cubre a E. Si ninguno de ellos fuera semi-convexo se obtiene una contra-
diccién de manera clara. Q.E.D.

I11. SUBESPACIOS DE CODIMENSION NUMERABLE
EN UN ESPACIO BAIRE SEMICONVEXO

En esta seccién probaremos la estabilidad de los espacios Baire semi-
convexos por subespacios de codimensién numerable. Como consecuencia,
cualquier hiperplano denso de un espacio de Fréchet no puede recubrirse
por una unién numerable de subconcuntos semi-convexos, cerrados y sin
punto interior. Este resultado afirmativo, junto con la respuesta negativa de
la conjetura de Wilansky y Klee, (1), justifican por si solos el estudio de los
espacios Baire semi-convexos. Precisamos de algunos resultados previos que
desarrollados en las proposiciones 4,5,6y 7.

Proposicion 4.— Sea {A,:n 1,2,... } una sucesion de subconjuntos semi-
convexos del espacio E que cubre E de manera que cada A,, es denso en nin-
guna parte; existe entonces una familia B,:n =1, 2,... de subconjuntos se-
miconvexos de E cubriendo a E y de manera que el origen de E estd en B,
¥ B,, sea denso en niguna parten = 1, 2,...

Demostracion
Sea P el conjunto de enteros positivos p para los que existe un rayo en

E que parte del origen y corta a 4, en mds de un punto. Para cada p en P
sear, € (0, 1) tal que 4, es r,-convexo y denotemos por C, a la envoltura
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rp-convexa del origen y 4,. El lema 1 asegura que cada C, es denso en nin-
guna parte. Denotando a la familia numerable {me:p EPm=1,2,.}
como {B,:n=1,2,... } obtenemos el resultado. Q.E.D.

Proposicion 5.— Sea E un espacio vectorial topologico tal que si
{E,;n =1, 2,...} es una sucesion de subespacios de E cubriendo a E, debe
existir un entero positivo p tal que E, es denso en E. Sea {A,: n=1,2.}
una sucesion de subconjuntos semi-convexos de E que cubren E, de ma-
neraque cada A, es denso en niguna parte. Existe entonces una familia
{B,:n = 1, 2,... Yde subconjuntos semi-convexo de E, que cubre E, de ma-
nera que el origen de E estd en B,, B, es denso en ninguna parte y la envol-
tura lineal de B, esdensaen En =1, 2,...

Demostracion.

Aplicando la proposicién 4 podemos suponer que cada A, contiene
al origen de E. Sea P el subconjunto de enteros positivos tal que p EPsiy
s6lo si E, es denso en E, donde E, es la envoltura lineal de 4,. Sea
F=U{E, nEP}yx€FE N F.Sea (el subconjunto de P formado por los
q € P tales que algin rayo que parte de x corta a A, en mds de un punto.
Claramente Q #  al tener un rayo una cantidad no numerable de puntosy
x pertenecer a £ v F. Para cada q € Q sear, € (0, 1]tal que A, esr,-con-
vexo. Después del lema 1 la envoltura r -convexa de 4, y x es denso en nin-
guna parte. Denotemos por C, a dicha envoltura y observemos que la familia
{mCq: g € Q, m =1, 2,... }cubre a E verificando las condiciones del resul-
tado. Q.E.D.

Valdivia prueba en (7), pdg. 18, que si A es un subconjunto convexo
de un espacio localmente convexo E que no tiene punto interior y su envol-
tura convexa con algin x si lo tiene, A debe estar contenido en un hiperpla-
no real cerrado. Su prueba con ligeras modificaciones vale en espacios vecto-
riales topolégicos. Teniendo en cuenta que para un subconjunto p-convexo

A, 0<p<1,C(A)C U mA obtenemos la siguiente extensién:

m=1
Proposicion 6.— Si A es un subconjunto p-convexo, 0 <p < 1, de un es-
pacio E que no tiene punto interior y su envoltura p-convexa B con un vec-
tor x tiene punto interior, entonces existe un hiperplano real cerrado de E
que contiene a A.
Demostracion.

Sea 0 < p <1 y supongamos, sin pérdida de generosidad, que el origen

de EestienA. Como C(A)C U mAymACm+1)A,m=1,2,.,el
m=1
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lema 1 nos asegura que cada rayo que parte de x corta a C(4) lo mds en un
punto. Resulta entonces que C(A4) tiene interior vacio y su envoltura conve-
Xa con x, que contiene a B, tiene punto interior. El resultado de Valdivia
asegura que C(A) estd contenida en un hiperplano real cerrado que también
contiene a 4. Q.E.D.

Valdivia prueba en (7), pdg. 20, que para un espacio localmente con-
vexo E, si {H,: n =1, 2,... }es una familia de hiperplanos de E cerrados que
cubre E, entonces existe una familia {K,: n =1, 2,... } de subespacios cerra-
dos de codimensién dos en E que cubren a E. El resultado es véilido en espa-
cios vectoriales topoldgicos y nos permite obtener la siguiente

Proposicion 7.— Sea E un espacio tal que s {E,: n =1, 2,... Yes una su-
cesion de subespacios de E que cubren E, debe existir un entero positivo p
tal que E, sea denso en E. Si F es un hiperplanode Ey {F,:n=1, 2,... }es
una familia de subespacios de F, que cubre F, existird un entero positivo q
tal que F; es denso en F.

Demostracion

Si el resultado fuera falso serfa posibe encontrar una sucesién
F,on=1,2,..}

de subespacios cerrados de F con F,, # Fn = 1, 2,... que cubren F. Proba-
remos ahora que la subfamilia de {F,: n =1, 2,... }formada por los subespa-
cios de codimensiéon uno en F también cubre F. Seax €EE ~ Fy E, la envol-
tura lineal de F,, y x. Claramente £ = U { E,:n =1, 2,..}y porellema de
las familias de Saxon, (6), la subfamilia de subespacios E,, densos en E cubre
E, ahora es facil comprobar que los correspondientes ¥, son hiperplanos de
F. Existird una subfamilia numerable {K,: n =1, 2,... }de subespacios cerra-
dos de F, de codimensiéon dos en F'y que cubren F. Si L es el subespacio de
E generado por x, H, laclausuraenEde K, yM, =H, +Ln=1,2,..., M,
es cerrado en FE, tiene codimensién uno o dos en E y no son densos en £; por
otra parte es obvio que E=U {M,: n =1, 2,... }]o que es una contradiccién
y termina la prueba. Q.E.D.

La proposicién 7 para espacios localmente convexos estd probada por
Valdivia en (7), pag. 24. :
Podemos probar ahora el resultado fundamental de esta seccidon:

Teorema 8.— Sea E un espacio Baire semi-convexo y F un subespacio
de codimension numerable, entonces F es Baire semi-convexo.

Demostracion.

Un razonamiento de induccién y la proposiciéon 3 nos permite reducir-
nos al caso en que F sea un hiperplano denso en E espacio vectorial real. Su-
pongamos que {4,: n =1, 2,... }es una sucesién de subconjuntos semicon-
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vexos y cerrados de F cubre F'y de manera que cada A, tenga interior vacio
en F. De acuerdo con las proposiciones 5 y 7 se obtiene en F una familia
{B,: n =1, 2,...}de subconjuntos semi-convexos y cerrados en ' que cubren
F, de manera que B, tiene interior vacio en F, la envoltura lineal de B, es
densa en F'y el origen estd en B,, n = 1, 2,... Sea A, la clausura de B, en
E, M, no tiene punto interior en E. Sea r, € (0, 1] tal que M,, esr,-convexo.
Seaz€ E~FyP,,, laenvolturar,-convexa de M, U {mz }. La familia nu-
merable de semi-convexos {rP, , - m=—-1,+1,-2,+2,..,nr=1,2,..}
cubre E y asi existirdn dos enteros g y s tales que P,  tiene punto interior.
Como M, es cerrado y contiene al origen de E, P, ;C 21%qP, ;y asi P,  tie-
ne punto interior en E. La proposiciéon 6 nos asegura que existe un hiperpla-
no real cerrado S de E que contiene a M, . Puesto que F es densoen E, S N F
es un hiperplano cerrado de F' que contiene a B,. Llegamos a una contradic-
cion recordando que la envoltura lineal de B, era densa en F. Q.E.D.

Corolario 8.1.— Sea H un hiperplano denso de un espacio de Baire E.
Sea {A,: n=1,2,... }una sucesion de subconjuntos semi-convexos y cerrados
de E cuya union cubre H. Entonces existe un entero positivo p tal que A,
tiene interior no vacio.

IV PRODUCTOS DE ESPACIOS BAIRE
SEMI-CONVEXOS.

Probaremos ahora que los espacios Baire semi-convexos son estables por
productos arbitrarios. Como Valdivia prueba en (9), este resultado no es
cierto para espacios normados de Baire y obtenemos, como en el caso de los
subespacios de codimensién numerable, nuevas propiedades de tipo de “cate-
goria de Baire” para los productos de espacios de Baire. Los razonamien-
tos que utilizamos estdn fuertemente relacionados, como anteriormente, con
las ideas de Valdivia para el caso convexo, (7). Necesitamos varios resulta-
dos previos que expondremos sucesivamente.

Proposicion 9.— Sea F un subespacio del espacio vectorial topologico
E y A un subconjunto semi-convexo de E. Sean x, y, dos puntos de FE tales
que (x + F) N A tiene un punto interior v en x + F e
(y + F) N A # § . Entonces existen enteros positivos m y n tales que
y Em(nA —v) + v.

Demostracion.

El caso en que A es convexo se corresponde con la proposicion 4. (1)
de (7), pag. 26, que es cierta de forma clara en el caso no localmente con-
vexo. Para el caso en que A es p-convexo basta tener en cuenta que
CA)yCU {mA:m1,2,..}.Q.ED.

Sea P un subconjunto de enteros positivos. Sea T un subconjunto nume-
rable del espacio E. Dado un subespacio F de E, F # {0}, consideremos una
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familia & = {B,:n € P }de subconjuntos semiconvexos y cerrados de E con-
teniendo al origen y tal que, para cada x € T, cada e €(0, 1] NQ , y cada
n €P (ex + F) N B, no tiene punto interior en ex + F. Para n € P sea
Pn€ (O, 1]tal que B, es p,-convexo.

Proposicion 10.— Si F es Baire semi-convexo, existe un subespacio real
L de F, de dimension uno, tal que el conjunto

U{x+LNB,:xET, n€P}
es numerable.

Demostracion.

Dado un x cualquiera de T, sea P(x) el subconjunto de P tal que
p € P (x) si, y solo si, cada rayo que parte de x contenido en x + F corta a
lo sumo en un punto a B,.Para cadan €P ~ P (x) el lema 1 nos asegura que
Cp, (B, x) N (F + ex) no tiene punto interior en F + € x para cada

€ € (0, 1] N Q. Definimos P(n, x) como la clausura en F de la envoltura
pp-convexa de B, N(x + F) — x y {0 }. Claramente,

P(n, x) C ((21/Pn) Cp, Bp, x)—xNF

y por lo dicho anteriormente, P(n, x) tiene interior vacio en F. Como F es
Baire semi-convexo, U { mP(n, x) : n €P ~ P(x), x €T, m entero } nocubre
F, por consiguiente existe un vector u de F que no estd en dicha union. Si L
es el espacio real generado por u, L corta a dicha unién sélo en el origen y de
aqui sigue que U {(x + L) N B,,;: x €T, n € P }es numerable. Q.E.D.

Para las proposiciones 11, 12 y 13 consideremos una familia { E;: i €1}
de espacios Baire semi-convexos. Si £ =1II {E;: i €1}y H es un subconjunto
de I, E(H) es el subespacio de E formado por los elementos que tienen nulas
sus coordenadas de indices en I ~ H.

Sea 4* una familia numerable de subconjuntos semi-convexos y cerrados
de Eque contienen al origen. Sea % la subfamilia de #*tal que B € & si, y so-
lo si, existe un indice iz en I, dependiendo de B, con (x + E({iz ) "B~
sin punto interior en x + E({iz ) para cada x € E. Ponemos.#= {B,: n€EM}
de manera que M = {1, 2,..., s }si. @ es finito no vacloy M = {1, 2,...} si%
es infinito.

Si % es no vacio, tomamos i; = zB . Sea %, la subfamilia de 4 tal que
Be %, si,ysolosi (x + E ({i; ) N B'tiene interior vacfo enx + E ({i,»
para todo x € E.

Procediendo por recurrencia, supongamos que hemos obtenido i, € 1
YV CHI<r<nSiF~U {(F, <r<n}noes vac1’o, sea q el primer
entero tal que B, estd en dicha familia. Tomamosi, ., ,: =iz _.Denotemos
por ¥ ... la subfamilia de % tal que B € &, ., sf y sblo si,
(x +E ({i,+; D) N B tiene interior vacfo enx + E({i, ,, ) para cada x de
E. De esta forma determinemos un conjunto P de enteros positivos, que
coincide con N cuando es infinito, que verifica #= U { @, : n €P}.
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Proposicién 11.— Dado un x € E, existe, para cada p € P, un suespacio
real L, en E({i, Y, de dimension uno, de manera que si L es la encoltura li-
neal cerrada de U {L, : p € P} (x + L) N B,, n € M, no tiene punto inte-
riorenx + L.

Demostracion.

Sea n € P, definimos 4|, = {mB: B € -g;, m=1,2,..1}.Sea A, la fa-
mila de aquellos D € &, tales que (z + E({i, D) N D no tiene punto interior
enz + E({i, ) para cada p €Py cadaz €E.SiBE F, ~ A, seaH(n, B)
el subconjunto de P tal que sis € H(n, B), existe un vector x(s, B) en E inte-
rior a(x6, B) + E ({i;)) N B enx(s, B) + E ({i; ). Sea T el subconjunto nu-
merable de E formado por las sumas finitas de elementos del conjunto

{x}VU{gx(s, B): BEZ, ~ #,, s€Hn B), g€ @, n€P}

Tomamos F = E ({i; ) y la familia .#;, aplicando la proposicién 10
obtenemos un subespacio real L; de E({i; ), de dimensién uno, de forma
que .

U{(py+L,)NB:Fec A, yET}

es numerable. Determinamos as{ un subconjunto §; C L; numerable y den-
so, de forma que paray €T, BE A es(y +S,) N B = ¢.

Procediendo por recurrencia, supongamos que hemos obtenido un sub-
espacio real L,, de E({i,, ), de dimensién uno 1 <m < n, y el subconjunto
numerable denso S, de L. + L, + ...+ L,,de formaque paracaday €Ty
A€ A, 1<m<n,(S,+y)NA=¢.Seaahorau€S,,yETyAE A,
1 <m <n. Tenemos que para cadae € (0, 11N @, (e(u + y)+ E ({i,+1 D)INA
no tiene punto interior en € (u + y) + E ({i,., D- En efecto, si lo tuviera,
como A € A,,,A=kBconk€{l,2,...}yBE F,; resultaria que

(-elg (u +y)+E ({i,,; D) N B tiene punto interior en% W+y)+E({iye: D-

Asin+ 1 €H(@n, B)y comox(n + 1, B ) es interior a
(x(n+1,B)+E({i,,, ))NB

en x(n + 1, B) + E({i,,, ), la proposicién 9 asegura la existencia de enteros
positivos 7 y s tales que

% w+y)ErsB—x(n+1,B)+x(n+1,B)

r—1 sk
De estaformau+y + ——k (x(n+ 1, B)) € —-—-L B C pB para un en-
€ €

. _ Skr
tero positivo p > ——, resulta entonces que
€

r—1
uty+

k(x(n+1,B))EpBE A,
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r—1
lo que es una contradicciéon, pues y + — k (x(n + 1, B) €Ty
€

u € Sn. Aplicando de nuevo la proposicion 10 para el conjunto numerable
S, + T, el espacio E({i,,; ) y la familia de semiconvexos cerrados
Uy{ #m:m=1,2..,n+ 1}, obtenemos un subespacio real L, ,, de
E({i, ,, D, de dimensién uno, de forma que el conjunto

U{ut+ty+L,,,)NA:u€EsS,, ye€T, A€#4,;m=1,2,...,n+1}

es numerable.

Existe entonces un subconjunto R, numerable y denso en L,,,, de
forma que siS,,; :={u+v:u€S,,vER,},serd(S,,;, +y)INA=¢
para todoyeTy A€ A, m=1,2,.,n+ 1. Obviamente, S,,, €s numera-
bley densoenl, + L, +--+L, +L,, ,.

Sea L la envoltura lineal real cerrada de U {L,: p € P}. Supongamos
que existe un B € ¥ de forma que (x + L) N B tiene un punto interior z en
x + L. Hallamos un subconjunto finito J de I y un entorno equilibrado y
abierto U; del origen en E;, i € J, de forma que siU; = E,, i €1~J ,y
U=TI {U;:i €I} sea

C+UONEx+L)YCBN(x+L)

Si P es finito, sea g el mayor de sus elementos, L =L, + ... + L;,y
asi resulta que B N (x + L, + .. + L,) tiene punto interior en
x +L; +..+ L,. Sip es infinito, determinamos g suficientemente grande
paraque BEU { 4, 1<n<gq}ei, & Jsin=gq.Entonces

CHUNx+L+..+L)#¢

con lo que
BN(x+L;+..+L,)

tiene punto interiorenx + L; + ... + L,. Como S, + x es denso en

x+L,+..+L,
debe ser
Sq +x)NB+¢

lo que contradice la construccién que hicimos de S, y termina la prueba.
Q.E.D.

Proposicion 12.— SiB € & ~%, dado un subconjunto finito cualquie-
ra J de I, existe un x € E interior a(x + T{E({i}):i €J} N B en
x+Z {E({i}):i€J)

Demostracion

Después de la definicién de B, la propiedad es obvia cuando J tiene un
unico elemento. Un razonamiento por induccién nos da la prueba para cual-
quier J finito. Q.E.D.
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Entonces para cada B € P ¥ y cadan € P, se puede hallar un vec-
tor u(n, B) en E interior a (u(n, B) + Z {E({i, }):p=1,2,..n})N Ben

un, BY + £ E(, D:p=1,.n}

Denotemos con pg un nimero realen (0, 1] tal que B es pg-convexo. Sea
& la familia de subconjuntos semi-convexos y cerrados

{mC, (B, { —u(n, B)):n EPL, BE P B, m=12,..}
llegamos asf al siguiente resultado:
Proposicion 13.— Si Pcubre E, entonces F cubre E. 4
Demostracion.

Supongamos que existe un elemento x de F que no esté en ningln ele-
mento de #. Aplicando la proposicién 11 obtenemos, para cada p € P, un
subespacio real L,, de dimensién uno, en E({i, }, de manera que (x + L)N B,
n € M, no tiene punto interior en x + L, siendo L la envoltura lineal real
cerrada de U {L,: p €P}. Puesto que & cubre E y L es isomorfo al espacio
de Fréchet Il {L,: p € P} se aplica el teorema de la Categoria de Baire y se
obtiene un elemento B € % tal que (x + L) N B tiene un punto interior z
en x + L. Entonces B € 9~4 y razonando como el final de la proposicién
11, determinemos un entero positivo g de formaque BN (x + L; +... + L)
tiene punto interior en x + L; + ... + L,. Se aplica ahora la proposicion 9
para determinar enteros positivos 7 y s tales que

x €r(sB—u(q, B)) +u(g, B)

y asix € meB (B, — u(q, B) ) para algin entero positivo m, esto es una con-
tradiccidon y termina la prueba. Q.E.D.

Para la proposicién siguiente los E; son espacios vectoriales topoldgicos
arbitrarios y = {#,: n=n 1, 2,...} una familia de subconjuntos semi-
convexos y cerrados de F que cubren a E y que contienen al origen de E.

Proposicion 14.— Existe un subconjunto finito J de Iy un entero posi-
tivo s de manera que G, DE(I1~J).

Demostracion

Sera suficiente encontrar un subconjunto finito J de /'y entero positivo
s tal quesii €1 ~J, entonces E({i }) C B,. Suponiendo que esto tltimo no se
verifica, y razonando por recurrencia, determinamos sucesiones de elementos
distintosde I {i, ,: p =1, 2,... } tales que
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E({,,) ¢B,p=12,.; r=12,..
ins1>PFig:rnqg=12,...np= 1,2,.. n=1.2,..

Para cada par de enteros positivos n y p hallamos un elemento
Xnp, € E({i,,) con x,, & B,. Sea L la envoltura lineal cerrada de
Xpp: M D= 1,2,...} con la topologia inducida por la de F, es facil compro-
bar que L es un espacio de Fréchet al ser isomorfo a un producto numerable
de subespacios de dimensién finita contenidos en algtn E({j ). Por el teore-
ma de la Categoria de Baire se obtiene un entero positvo g tal que B, N L
tiene punto interior x en L. Determinamos un subconjunto finito R de /'y
u entorno del origen U; en E;, i €R, de manera que si U; = E; para i ¢ R
yU=M {Ugi€l},(x+U)NLCB,.Enlasucesion {i, ,: p =1,2,... }de-
terminamos un elemento i, ,, que no esté en R, entonces x + nx, ,, €B,

1
n =1,2,...y como B, es semi-convexo que contiene al origen, —x +x, ,, €B,
n ,

n=1,2,.yalser B, cerrado

1 .
lim = X+Xg,m =Xqm €Bg
n 2o n

lo que es una contradiccion con la eleccion de x, ,, . Q.E.D.

Estamos ahora en condiciones de probar el resultado principal de esta
seccion.

Teorema 15.— Sea {E;. i €1} una familia de espacios Baire semi-conve-
xos, entonces E = 11 {E;: i €1 } es Baire semi-convexo.

Demostracion.

Supongamos que E no es Baire semi-convexo. Podemos determinar una
familia numerable 9* de subconjuntos semi-convexos cerrados y sin punto
interior que contengan al origen y que cubran E (prop. 4). Sabemos por la
proposicién 13 que # cubre E. Aplicando la proposicion 14 obtenemos
un subconjunto finito J de 7 y un elemento D de % de manera que
E (I ~J) CD. De acuerdo con la proposiciéon 12 existe un vector x de E inte-
riora(x+ X2 {(E({i):i€J})NBenx + X {E({i): i E€J}. Consecuentemen-
te (2 {E({i)D:i €J) N(D—x)esun entorno del origenen T {(E ({i D:i €EJ}
Por otra parte E ~vJ)C D — x puessiz € E(I ~ J),

! (nz) + (1 ——(—1—)!’)l ' x €D,
n n

donde p € (0, 1]se elige de forma que D sea p-convexo, y como D es cerrado

1
z+x=1im (z+ (1 —()P)?x) €D
n

no oo
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Como E es la suma directa topolégica de T {E({i): €J }ty E(I ~VJ),
es inmediato que 2'/?7 D — 2x es un entorno del origen en E y en definitiva
D tiene punto interior, lo cual es una contradiccién que termina la prueba.
Q.E.D.

Corolario.— Sea {E;: i € I }una famila de espacios de Baire. Entonces
su producto E = 11 {E;:i € I}no puede recubrirse con una union numerable
de subconjuntos semiconvexos y cerrados sin punto interior.

V. ESPACIOS BAIRE p-CONVEXOS Y EJEMPLOS
DISTINGUIDO LAS CLASES INTRODUCIDAS

Sea E un espacio vectorial topolégico. Diremos que E es Baire p-conve-
x0, 0 <p <1, si y sélo si, dada una sucesién (4,) de subconjuntos p-con-
vexos y cerrados de E, cubriendo a E, existe un entero positivo g tal que
A, tiene punto interior. Obviamente cada espacio Baire semi-convexo es
Baire p-convexo para cada p € (0, 1]. Ademds si 0 < g <p <1, un espacio
Baire g-convexo es Baire p-convexo. Para p = 1 obtenemos los espacios Bai-
re-convexos de M. Valdivia, (7). Todos los resultados probados anteriormen-
te para conjuntos semi-convexos y espacios Baire semi-convexos siguen sien-
do vélidos, con las mismas pruebas, en las que se fija un indice de convexidad
para todos los conjuntos consideramos, para los espacios Baire p-convexos.
De esta forma se obtienen extensiones de los teoremas de Valdiva para el
casop = 1.

UN ESPACIO BAIRE CONVEXO QUE NO ES BAIRE p-CONVEXO
Sea p € (0, 1) y para una sucesiéon (x,) de nimeros reales ponemos
ll(x,,)llp = E bx,[P. Sea A el espacio vectorial de todas las sucesiones
n=1

(x,) con [I(x,)ll, <+ e .|| ||, es una p-norma sobre Ay al espacio de p-Ba-
nach asociado lo denotamos por 12. Consideremos X con la topologia indu-
cida por || [[. Valdivia prueba en (7), pdg. 281, que A es Baire-convexo. Vea-
mos ahora que A no es Baire p-convexo. Para ello basta observar que
{x €N\ |Ixll, <1 }es un cerrado sin punto interior en A que es absolutamen-
te p-convexo y absorbente.

UN ESPACIO BAIRE p-CONVEXO QUE NO ES BAIRE q-CONVEXO

Sea 0 < g < p < 1. Sea A el espacio vectorial de todas las sucesiones
(x,) con |i(x, llg <+ oo . Supongamos a A dotado con la topologfa inducida
por || ll,. Como la inmersién de /9 en [P es continua, la topologfa de A es mds
gruesa que la topologia de /9. Es facil probar que {x € A: lIxll, <1} es
un cerrado sin punto interior en A que es absolutamente g-convexo y absor-
bente. En consecuencia A no es Baire g-convexo. Probaremos ahora que A es
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Baire p-convexo. Denotemos por Tpla topologia de A y por T, lade 9. Sea
T, la topologia localmente p-convexa mds fina sobre \ de entre todas las
topologlas localmente p-convexas menos finas que T, . Los entornos p-con-
vexos del origen para T, forman una base de entornos del origen para T
No es dificil probar que T' = T,. Ahora podemos probar que A es Balre
p-convexo. En efecto, sea {Am. m = 1,2,...} una sucesién de subconjuntos
p-convexos cerrados de A que cubren A. Como /? es de Baire, existird un en-
tero positivo r tal que A, tiene punto interior x en /7. Entonces A, — x es un
entorno del origen para T yA, —x C 21/”C (4, —x),as1C,(4, —x)es
un entorno del origen para T = Tp. El lema l asegura que A, tiene punto
interior para T, y esto termma el razonamiento.

UN ESPACIO BAIRE p-CONVEXO QUE NO ES BAIRE SEMI-CONVEXO

El espacio A del punto anterior no puede ser Baire semi-convexo y nos
proporciona el ejemplo mencionado. Para p = 1 obtenemos la separacién
de los espacios Baire-convexos y Baire semi-convexos dentro de la categoria
de los espacios normados.

UN ESPACIO BAIRE SEMI-CONVEXO QUE NO ES DE BAIRE

Los hiperplanos densos de primera categoria construidos por J. Arias
de Reyna en cualquier espacio de Banach separable, (1), y por Valdivia en
espacios de Baire separables, (8), proporcionan ejemplos de espacios Baire
semi-convexos que no son de Baire. Los productos de espacios normados de
Baire que no son de Baire construidos por Valdivia, (9), suministran nuevos
ejemplos.
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