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1 Probabilidades y procesos estocasticos

1.1 Conceptos basicos del calculo de probabilidades

Recordemos en primer lugar algunas definiciones generales del calculo de
probabilidades.
Un espacio de probabilidad es una terna (€2, F, P) formada por:

(i) Un conjunto © que representa el conjunto de los posibles resultados de
una cierta experiencia aleatoria.

(ii) Una familia F de subconjuntos de 2 que tiene estructura de o-algebra:
a)De F
b) Si A € F, su complementario A¢ también pertenece a F
C) Al,AQ,... ceF = UloilAz e F

(iii) Una aplicacién P : F — [0, 1] que cumple:
a) P(0)=0, P(2) =1

b) Si Ay, Ay, ... € F son conjuntos disjuntos dos a dos (es decir, A4; N
A; =0 sii#j), entonces

P (U2 4A:) = > 72, P(A)

Los elementos de la o-dlgebra F se denominan sucesos y la aplicacion P se
denomina una probabilidad, de forma que tenemos la siguiente interpretacion
de este modelo:

P(F)="“probabilidad de que el suceso F se realice”

Si P(F) = 1, diremos que el suceso F' ocurre con probabilidad uno, o casi
seguramente.

Las propiedades a) y b) permiten deducir algunas reglas basicas del
calculo de probabilidades:

P(AUB) = P(A)+P(B)siANB =0
P(A°) = 1- P(4A)
A C B=s P(A) < P(B).
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Ejemplo 1 Lanzamos un dado.
Q = {1,2,3,4,5,6)
F = P(Q) (F contiene todos los subconjuntos de §2)
1

P({w:}) = g Dbara i=1,...,6

Ejemplo 2 Elegimos un nimero al azar en el intervalo [0,2]. Q = [0,2], F es
la o-algebra de Borel (generada por los intervalos de [0, 2]). La probabilidad
de cualquier intervalo [a, b] C [0, 2] serd

b—a

P(a,b]) = 5.

Se dice que un espacio de probabilidad (€2, F, P) es completo si dado un
suceso A de probabilidad cero, todos los subconjuntos de A pertenecen a la
o-algebra F. Un espacio de probabilidad siempre se puede completar substi-
tuyendo la o-algebra F por una o-algebra mayor formada por los conjuntos
de la forma F'U A, donde F' € F y A es un subconjunto de un conjunto de
F de probabilidad cero.

Si U es una familia de subconjuntos de €2, la mas pequena o-algebra que
contiene a U es, por definicion,

o) =nN{G,G es una o-algebra, U C G},

y se denomina la o-algebra generada por U. Por ejemplo, la o-algebra gen-
erada por los conjuntos abiertos (o por los rectangulos) de R™ se denomina
la o-algebra de Borel de R™ y la representaremos por Bgn.

Ejemplo 3 Consideremos una particién finita P = {A;,..., A,} de Q. La o-
algebra generada por P estd formada por todas las uniones de los elementos
de la particién (2" en total).

Una wariable aleatoria es una aplicacién
05 R
w— X(w)

que es F-medible, es decir, X~}(B) € F, para todo conjunto B de la o-
algebra de Borel de R.



e Una variable aleatoria determina una o-dlgebra {X~(B), B € Bg} C
F que se denomina la o-dlgebra generada por X.

e Una variable aleatoria determina una probabilidad en la o-algebra de
Borel Bg definida por Py = P o X!, es decir,

Py(B) = P(X"(B)) = P({w : X(w) € B})
La probabilidad Py se denomina la ley o distribucion de la variable X.

Diremos que una variable aleatoria X tiene densidad de probabilidad fx
si fx(z) es una funcién positiva, medible respecto de la o-dlgebra de Borel
y tal que

Pla< X <b) = / ' he(@)de,

para todo a < b.

Las variables discretas (que toman un conjunto finito o numerable de
valores distintos x;) no tienen densidad y su ley estd determinada por la
funcion de probabilidad:

Ejemplo 4 Una variable aleatoria tiene ley normal N(m,o?) si

1 b (emm?
P(a<X<b):W/e_ 2% dx

para todo par de ntimeros reales a < b.

Ejemplo 5 Una variable aleatoria tiene ley binomial B(n,p) si

n

P(X=k)= (k)p’“(l -
para k=0,1,...,n.

La distribucién de una variable aleatoria X puede caracterizarse mediante
su funcion de distribucion definida como la probabilidad acumulada:

Fx(@) = P (X <) = Px ((—00,a])




e La funcién Fyx : R —|0, 1] es creciente, continua por la derecha y con
limites iguales a cero en —oco y 1 en +o00.

e Si la variable X tiene densidad fx, entonces,
Fx@)= [ fxtu)dy,

y si la densidad es continua, Fi(z) = fx(x).

La esperanza matemadtica de una variable aleatoria X se define como la
integral de X respecto de la probabilidad P, considerada como una medida
en el espacio (2, F). En particular, si X es una variable elemental que toma
los valores a, ..., a, en los conjuntos Ay, ..., A,, su esperanza valdra

E(X) = Z o P(4;).

El calculo de la esperanza de una variable aleatoria se efectua integrando la
funcion x respecto de la ley de probabilidad de la variable. Es decir, si X es
una variable que tiene esperanza (o sea E(|X|) < oo) se tiene

B(X) = / X ()dP(w) = / 2dPy (@),
Q —00
Mas generalmente, si g : R — R es una funciéon medible respecto de la o-
algebra de Borel y E(]g(X)|) < oo, entonces la esperanza de la variable g(X)
se puede calcular integrando la funcién g respecto de la ley de la variable X:

E(g(X)) = / 9(X(@))dP(w) = / "~ (@) dPx(a)

[e.9]

La integral [*°_g(x)dPx(z) se calcula utilizando la densidad o funcién de
probabilidad de la variable X:

= _ 7 9(@) fx(@)dz,  fx(z) es la densidad de X
/ g(@)dPx(z) = { Y ow 9(x) P(X = zy), X variable discreta

—0o0



Ejemplo 6 Si X es una variable aleatoria con ley normal N (0,0?) y X es un
nimero real,

1 o o2
E(exp (\X)) = Woroe: / eMe 27 dx
1 o222 /oO _ (I——Q—"QA)Q d
— e 2 (& 20 X
V2mo? -

a2\2
= e 2 .

[e.9]

La warianza de una variable aleatoria X se define por
0% = Var(X) = BE((X - BE(X))*) = E(X?) - [B(X)]".

La varianza nos mide el grado de dispersion de los valores de la variable
respecto de su esperanza. Por ejemplo, si X es una variable con ley normal
N(m,o?) se tiene

X —-m

P(m—1.960 < X <m+1.960)=P(—1.96 <
= ®(1.96) — B(—1.96) = 0.95,

< 1.96)

donde @ es la funcién de distribucion de la ley N(0,1). Es decir, la probabil-
idad de que la variable X tome valores en el intervalo [m — 1.960, m + 1.960|
es igual a 0.95.

Diremos que X = (Xi,...,X,) es un vector aleatorio n-dimensional si
sus componentes son variables aleatorias.
La esperanza de un vector aleatorio n-dimensional X sera el vector

E(X) = (E(Xl)v © 7E(Xn))

La matriz de covarianzas de un vector aleatorio n-dimensional X es, por

definicién, la matriz I'y = (cov(X;, X;)),; ;<,. donde

cov(X;, X;) = E[(X; — B(X))) (X; — E(X;))].
Es decir, los elementos de la diagonal de esta matriz son las varianzas de las

variables X; y fuera de la diagonal encontramos las covarianzas entre dos
variables X; y Xj.



Como en el caso de variables aleatorias se introduce la ley o distribucion
de un vector aleatorio n-dimensional X como la probabilidad definida en la
o-algebra de Borel Bg» por

Px(B) = P(X"}(B)) = P(X € B).

Diremos que un vector aleatorio n-dimensional X tiene una ley normal
N = (m,T"), donde m € R", y I' es una matriz simétrica y definida positiva,
si

P(alSXlel,z:l,,n)

bn b1
— / e / (271— det F)—%e‘% Zﬁj=1(zi‘mi)(zi_mf)ri_ildzl coday,.
an a1

En tal caso, se tiene, m = F(X) y ' =Tx.
Si la matrix I' es una matriz diagonal

=1 : :
0o --- U%

entonces la densidad del vector X sera el producto de n densidades normales
unidimensionales:

n 2
1 (@=my)
fX(.’If],...,LEn): H( (& 295 )
\/27o?

i=1

Existen también leyes normales degeneradas, en las que la matriz I' es
singular. En este caso, no existe la densidad de probabilidad, y la ley de X
queda determinada por su funcién caracteristica:

L 1
E (e’t X) = exp (it'm - §t'Ft> ,

donde t € R™ . En esta férmula ¢’ es un vector linea (matriz 1 x n) y ¢ es un
vector columna (matriz n x 1).

Si X es un vector normal n-dimensional con ley N(m,I') y A es una

matriz m X n, entonces AX es un vector normal m-dimensional con ley
N(Am, AT A").



Diremos que una variable tiene media de orden p > 1 si E(|X ) < oo.
En tal caso, se define el momento de orden p de la variable aleatoria X como

m, = E(XP).

El conjunto de las variables que tienen media de orden p se representa por
LP(Q, F, P).
Sea X una variable aleatoria con funcién caracteristica

px(t) = E(e").

Los momentos de la variable aleatoria puede calcularse a partir de las derivadas
de la funcién caracteristica en el origen

I @
ma = =% (O li=o.
Recordemos algunas desigualdades importantes en el calculo de probabil-
idades:
e Desigualdad de Tchebychev: Si A > 0

P(IX]>A) < FE(X]P).

1
NP
e Desigualdad de Schwartz:
E(XY) < +VE(X?)E(Y?).
e Desigualdad de Holder:
E(XY) < [E(IX")] [E(Y]")]«,
dondep,q>1y%+%:1.

e Desigualdad de Jensen: Si ¢ : R — R es una funcién convexa tal que las
variables X y (X)) tienen esperanza, entonces,

P(E(X)) < E(p(X)).
En particular si ¢(z) = |z|P, con p > 1, tendremos

[EXO" < E(1X]7).



Recordemos los diferentes modos de convergencia de una sucesion de vari-
ables aleatorias X,,, n =1,2,3,...:

. . C.S. .
Convergencia casi segura: X, — X si

lim X, (w) = X(w),

n—oo

para todo w ¢ N, donde P(N) = 0.

Convergencia en probabilidad: X, P x , si

lim P(|X, — X|>¢) =0,

n—oo

para todo € > 0.

. . e :
Convergencia en media de orden p > 1: X,, — X si

lim E(|X, — X|") = 0.

n—oo

. c .
Convergencia en ley: X, — X si

lim Fy, () = Fx(z),

n—oo

para todo punto x de continuidad de la funcién de distribucién Fy.

e La convergencia en media de orden p implica la convergencia en prob-
abilidad ya que, debido a la desigualdad de Tchebychev tendremos

1
P(|Xn - Xl > E) S 5_pE(|X" - X|p)
e La convergencia casi segura implica la convergencia en probabilidad

(esto es més dificil de demostrar).

e La convergencia casi segura implica la convergencia en media de orden
p > 1, si las variables aleatorias X,, estan acotadas por una variable
aleatoria integrable Y (teorema de convergencia dominada):

1X,| <Y, E(Y) < .
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La convergencia en ley es diferente de los otros tipos de convergencia, ya
que lo que nos interesa es la ley de las variables y no sus valores particulares.

Un concepto fundamental en probabilidades es el de independencia. Dos
sucesos A, B € F se dicen independientes si

P(ANB) = P(A)P(B).

Si tenemos una coleccion finita o infinita de sucesos {A;,7 € I}, diremos
que los sucesos de la coleccion son independientes si

para todo conjunto finito de indices {i1, ... i} C I.

Una coleccién de conjuntos de sucesos {G;, 7 € I} diremos que es indepen-
diente si cualquier coleccién de sucesos {A;,7 € I} tal que A; € G; para todo
1 € I, es independiente.

Una coleccién de variables aleatorias {X;,i € I} se dice que es indepen-
diente si la coleccién de o-algebras {X[l(BRn),i el } lo es. Esto significa
que

P(X“ S Bila"'aXik S sz) - P(X“ S le) P(sz S sz),

para todo conjunto finito de indices {i, ..., %} C I, donde los B; son con-
juntos de Borel.

Si dos variables aleatorias reales X, Y son independientes y tienen esper-
anza finita, entonces el producto XY tiene esperanza finita y se cumple la
relacion

E(XY)=EX)E(Y)| rf}-m;c;a
Mas generalmente, si las variables X, ..., X,, son independientes,
E[g1(X1) -+ gn(Xa)] = E[g1(X1)] - - E [gn(Xn)] E)'@‘""'U

donde las g; son funciones medibles tales que E [|g;(X;)|] < 0.

Las componentes de un vector aleatorio son independientes si y solo si su
densidad o funcién de probabilidad es igual al producto de las densidades o
funciones de probabilidad de cada componente.
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El teorema central del limite

J. Orihuela

Departmento de Matematicas
Universidad de Murcia

Calculo Estocastico 2012-13

J. Orihuela



Ley fuerte de los grandes numeros

Theorem

Sean (X,) variables aleatorias i.i.d. definidas sobre el mismo
espacio. Sean i = E(X)) y 0® = af(j < oo Denotamos

S, = Zf:1 X;. Entonces

Sn
im — = lim — Xi =
n—oo N n—o00 I’]Z

casi seguramente y en L2.

J. Orihuela
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Ley fuerte de los grandes numeros

Theorem (Kolmogorov - SLLN)

Sean (X,) variables aleatorias i.i.d. definidas sobre el mismo
espacio y i € R Denotamos S, = Zf:1 X;. Entonces

casi seguramente si, y solo si, E(X;) = . En este caso la
convergencia se da también en L'.

J. Orihuela



Teorema central del limite

Theorem

Sean (Xp) variables aleatorias i.i.d. con E(Xj) = y
Var(X) = 02 < oo, C@cw»lfhtlo j)-

Denotamos S, = Z ]1 Y,, s;:/%u_

Entonces Y, converge deb/lmente hacia Y donde la ley de Y
es una normal de media cero y varianza uno.

J. Orihuela
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23/10/12 14:43 /Users/jose.../ilustracionL.GN.m 1 of 2

HELP ilustracionLGN

o0 o oo

Este programa ilustra la Ley de los grandes numeros. Recordemos que
%este teorema nos dice que el promedio de N variables aleatorias i.i.d. en
$L"2 se aproxima a su media en L"2.

5353535353535 25353535353535353%3%3%5%%%%%%%%%

% Ley de los grandes numeros: Ejemplos %
5353535353535 3%53%53%53%53%53%53%53%53%53%53%53%5%3%5%%5%%%%%
N=10000; ¢Numero de simulaciones

Nb_bins=30; %nuimero de intervalos para el histograma

$Parametros de la distribucidn
type='exp’; %$set ’‘exp’,’unif’ or ‘chi2’
parameterl=1l;

parameter2=2;

x=zeros(1l,N); %inicializacidén de la v.a. X
user_interface='"';
number of variables=0;

fprintf('-—————————————————— \n");
fprintf(’ Ilustracién de 1la [\n");
fprintf(’ Ley de los grandes nGmeros |\n');
fprintf('-——————————————————— \n’);

while strcmp(user_ interface,’'q’)==

switch type
case 'exp’
random_ vector=random('’'exp’,parameterl,1,N);
original distribution mean=(l/parameterl);
original distribution var=1/(parameterl”2);
distrib name=’'exponential’;
case ‘unif’
random vector=random(’'unif’,parameterl,parameter2,1,N);
original distribution mean=0.5* (parameter2+parameterl);
original distribution var=(1/12)*(parameter2-parameterl)"2;
distrib name='uniform’;
case ‘chi2’
random vector=random(’'chi2’,parameterl,1,N);
original distribution mean=parameterl;
original_distribution var=2*parameterl;
distrib name='chi2’;
end
xX=x+random_vector;

%Valor de z=(xl+...+xn)/n
number of variables=number of variables+l;
z=x/number_ of variables;

$Histograma de z

[n,axis_x]=hist(z,Nb_bins)

deltaX=axis_ x(2)-axis x(1)

pdf estimate=n/(N*deltaX); ¢estimador de la densidad dek
probabilidad

~e Ne

$estimador de la kurtosis

kurtosis estimate=(mean((z-mean(z))."4)./(var(z)."2))-3; %kurtosis=0e
for gaussian distribution

¢Densidad de probabilidad Gaussiana con media
%y desviacidn tipica de la variable z
mean estimate=original distribution mean;



23/10/12 14:43 /Users/jose.../ilustracionLGN.m 2 of

var estimate=original distribution var/number of variables;
[pdf gaussian]=pdf(’'norm’,axis x,mean estimate,sqrt(var_ estimate));

$Mostrar las dos funciones densidad de probabilidad

plot(axis_x,pdf estimate);

hold on;

plot(axis_ x,pdf gaussian,’'r’);

hold off;

ylim([0 max([pdf estimate pdf gaussian])+1l]);

legend(sprintf(’Suma de %d i.i.d variables z=(xl+...xn)/n’,e
number of variables),’'pdf Gaussiana’);

xlabel(’variable aleatoria: z');

ylabel(’'funcidén de densidad de probabilidad fz(z)');

title(sprintf(’'Ilustracién de la Ley de los grandes nUimeros (%sk
distribution)’,distrib name));

fprintf(’-> Suma de %d %s i.i.d variables: kurtosis=%f\n’,k
number of variables,distrib name,kurtosis estimate);
user_interface=input(’'Press g key to quit ?’,’'s’);
end

$Script basado en la ilustracién del Teorema central del limite
¢de Choqueuse Vincent
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1.2 Procesos estocasticos

Un proceso estocdstico és una familia de variables aleatorias reales { X, ¢ > 0}
definidas en un espacio de probabilidad (Q2, F, P).

El conjunto de pardmetros [0, 00) representa el tiempo y en algunos casos
supondremos que es un intervalo acotado [0,T], o el conjunto los nimeros
naturales (procesos a tiempo discreto).

Per cada w € (Q, la aplicacion

t — Xy(w)

se dnomina una trayectoria del proceso estocastico.
Si fijamos un conjunto finito de instantes {0 <¢; <--- <t,} tendremos

un vector aleatorio
(th, 60 g ,th) . Q — Rn.

Las distribuciones de probabilidad B, . 4 = Po (Xy,,...,X;, )" se denom-
inan las distribuciones en dimension finita del proceso.

El siguiente teorema debido a Kolmogorov asegura la existencia de un
proceso estocastico asociado a una familia de distribuciones en dimension
finita que satisfagan una condicion de compatibilidad.

Teorema 1 Consideremos una familia de probabilidades
{Py 4,,0<t;<---<t,,n>1}
tales que:

1. By, ., es una probabilidad en R"

n

2. (Condicion de compatibilidad): Si {0 < 81 < -+- < s} CT{0 <t <
- < t,}, entonces

Ptlv-”’tn © 7'('71 - P

81y sSm

donde ™ : R® — R™ es la proyeccion natural asociada a los dos con-
Juntos de indices.

Entonces, existe un proceso estocastico {X;,t > 0} que tiene la familia
{Ps..t, } como distribuciones en dimension finita.
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La media y la autocovarianza de un proceso estocastico se definen como
sigue:
mx(t) = E(Xy)
Ix(s,t) = Cov(Xs, Xy)
= BE((Xs —mx(s))(Xy —mx(t)).

La warianza del proceso X se define por

o5 (t) =Tx(t,t) = Var(X,).

Ejemplo 7 Consideremos el proceso estocastico
X = Acos(p + At),

donde A y ¢ son variables aleatorias independientes tales que E(A?) < ooy
¢ tiene ley uniforme en [0, 27]. En este caso,

mx(t) =

Ty(s,t) = %E(AZ)COS)\(t—S).

Se dice que un proceso estocastico {X;,t > 0} es gaussiano o normal si
sus distribuciones en dimension finita son leyes normales multidimensionales.

Observamos que en el caso de un proceso gaussiano, la media mx(t) y
la autocovarianza I'x (s, t) determinan las distribuciones en dimensién finita
del proceso.

La media mx(t) y la varianza o%(¢) nos permiten conocer donde se
concentran los valores de la variable X; asi como su grado de dispersién,
para cada instante t fijo. Por ejemplo, en el caso de un proceso gaussiano,

P(mX(t) — 20’X(t) S Xt S mX(t) —+ 20’)(<t)) - (.95.

Notemos que la probabilidad de que las trayectorias del proceso estén
comprendidas entre las curvas mx (t) — 20x(t) y mx(t) — 20x(t) es mucho
mas dificil de calcular.

12



Ejemplo 8 Consideremos un proceso gaussiano {Xy, ¢ € [0, 1]} tal que las
variables aleatorias X; son independientes y con ley N(0,0%). La media y
autocovarianza de este proceso son

mx<t) =0
1 si s=t
Tx(s,t) = { 0 si s#t
Se dice que un proceso estocéastico {X;,t > 0} es una version de otro
proceso {X/,t > 0} si para cada t >0
P{X; =X/} =1.

Se dice también que ambos procesos son equivalentes. Dos procesos equiva-
lentes puede tener trayectorias diferentes (véase el Ejercicio 1.6).

Diremos que el proceso {X;,t > 0} es continuo en probabilidad si para
todoe >0y todot >0

lim P(|X; — X;| > ) = 0.

Consideremos un proceso estocastico {X;,t > 0} tal que E (| X;|P) < oo,
para todo t > 0, donde p > 1. Diremos que el proceso { Xy, ¢ > 0} es continuo
en media de orden p si

lim B (|, - X,[") = 0.

La continuidad en media de orden p implica la continuidad en probabilidad.
Sin embargo, la continuidad en media de orden p no implica necesariamente
la continuidad de las trayectorias.

Ejemplo 9 El proceso de Poisson {N;,t > 0} es un proceso estocéstico car-
acterizado por la ssiguientes propiedades:

i) Nt :0,

ii) Fijadosninstantes 0 < t; < --- < t,, los incrementos Ny, — N,
Ny, , son variables aleatorias independientes,

'7Nt2_

n—17°"°
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iii) Si s < t, el incremento N; — Ny tiene una ley de Poisson de pardametro
At — s), es decir

At — s)]F
P(Nt - NS = ]{}) — e—)\(t—s)¥7
k = O? 17 2, o« ..
Se puede construir un proceso de Poisson de la forma siguiente. Consid-

eremos una sucesiéon {Y,,,n > 1} de variables aleatorias independientes y con
ley geométrica de parametro A. Es decir, para todo z > 0,

P(Y, >z)=e""
Pongamos Ty =0 y paran > 1,
Th,=Y1+ - +Y,
Entonces, el proceso N; definido por
Ny=nsiT, <t<T,

es un proceso de Poisson de parametro .

Por consiguiente, las trayectorias del proceso de Poisson tienen saltos de
amplitud 1 y son constantes en cada par de saltos. Los tiempos entre cada
par de saltos son variables aleatorias independientes con leyes exponenciales
de parametro . Por tanto, las trayectorias no son continuas, aunque si que
los son en media cuadratica:

E [(Nt _ NS)Q} _ Ze,\(ts)w

= AMt—s)+ [N\t —9) =50

Acotaciones adecuadas de los momentos de los incrementos del proceso,
permiten deducir la continuidad de las trayectorias. Este es el contenido del
siguiente criterio de continuidad, debido a Kolmogorov.
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Proposicién 2 (Criterio de continuidad) Supongamos que un proceso es-
tocdstico { Xy, t > 0} cumple la condicion siguiente:

E (X = X|") < erlt — 5| (1)

para todo 0 < s <t <T, dondea >1yp>0. Entonces existe una version
del proceso estocdstico X; que tiene trayectorias continuas.

Ejemplo 10 El proceso de Poisson no cumple la condicién (1).

La condicién (1) nos permide ademds tener informacién sobre la regu-
laridad de las trayectorias. En efecto, fijemos un intervalo de tiempo [0, 7.
Entonces, para cada ¢ > 0 existe una variable aleatoria G.r tal que, con
probabilidad uno,

X (@) = X, ()] < Gepl)lt =777, (2)

para todo s,t € [0,T]. Ademds, E(GL ;) < oo para todo p > 1.

1.3 Movimiento browniano

En 1828 el botanico inglés Robert Brown observé que los granos de polen en
suspension se movian de forma irregular. Posteriormente se descubrié que
este fendmeno es debido a los choques aleatorios de las particulas de polen
con las moléculas del liquido. En los anos 20 Norbert Wiener presenté un
modelo matematico para este movimiento basado en la teoria de los procesos
estocasticos. La posicién de una particula en cada instante t > 0 es un vector
variable aleatorio 3-dimensional B;.

En el caso unidimensional la definicién del movimiento browniano como
proceso estocastico es la siguiente:

Definicién 3 Un proceso estocdastico { By, t > 0} es un movimiento browni-
ano si se cumplen las condiciones siguientes:

ii) Fijadosn instantes 0 <ty < --- < t,, los incrementos By, —By, ,,..., B, —
By, , son variables aleatorias independientes
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El movimiento Browniano

J. Orihuela’

"Departamento de Matematicas
Universidad de Murcia

Calculo Estocastico, Master en Matematica Avanzada y
Profesional, 2012-13
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Motivacion

@ Visualizacion del movimiento browniano fragmento del film
de A. Handwerk and H. Willems, Springer Verlag 2007

@ Mathematica Notebook, S.Stojanovic
@ Limite de escalamientos del tiempo
@ Problema de Dirichlet y el movimiento Browniano

J. Orihuela



Definiciéon

Un proceso estocastico {B;: Q — R : t > 0} se llama
Movimiento Browniano con comienzo en x si verifica

@ B(0)=x

@ el proceso tiene incrementos independientes, i.e. para
todos los tiempos fh < t < --- < I, los incrementos
B(tn) — B(tn-1), B(ta—1) — B(th—2),- - - , B(tz) — B(t1) son
variables aleatorias independientes

@ paratodo t >0y h> 0, los incrementos B(t + h) — B(t)
tienen distribucion normal de media cero y varianza h

@ la funcién t ~~ B(t)(w) es continua para casi todo w € Q
Diremos que es un movimiento Browniano estandar si x =0

J. Orihuela El movimiento Browniano
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Louis Bachelier 1870-1946

© © 6066066 06 ¢ 90

1989 Mueren los padres de L. Bachelier

1900 Defiende su tesis Teoria de la Especulacion que es
informada por Appell, Poincaré y Boussinesq.

1909-14 Imparte clases en la Sorbona de caracter
honorifico

1912 Publicacion de su Calcul des Probabilités

1914 Publicacion de su Le Jeu, la Chance et le Hasard
1919-22 Profesor asistente en Besangon

1922-25 Profesor asistente en Dijon

1926 Enero, es censurado por la Univesidad de Dijon
1926-27 Profesor asociado en Rennes

1927-37 Profesor en Besangon

1941 Su ultima publicaciéon

1996 Se funda la Bachelier Finance Society

2006 La tesis de Bachelier es reeditada y traducida al
inglés por M. Davis y A. Etheridge con un prélogo de Paul
A. Samuelson
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Teorema central del limite

Theorem

Sean (Xp) variables aleatorias i.i.d. con E(Xj) = y
Var(X) = 02 < oo, C@cw»lfhtlo j)-

Denotamos S, = Z ]1 Y,, s;:/%u_

Entonces Y, converge deb/lmente hacia Y donde la ley de Y
es una normal de media cero y varianza uno.

J. Orihuela
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Movimiento Browniano

J. Orihuela



INVESTIGATIONS oN THE THEORY LN VESTIGATIONS ON
OF THE BROWNIAN MOVEMENT THE THEORY OF ,THE
I BROWNIAN MOVEMENT

ON THE MOVEMENT OF SMALL PARTICLES
SUSPENDED IN A STATIONARY LIQUID ALBERT EINSTEIN, Pu.D.
DEMANDED BY THE MOLECULAR-

KINETIC THEORY OF HEAT

N thus paper it will be shown that according
Ito the molecular-kinetic theory of heat, bodies
of microscopically-visible size suspended i a
liguid will perform movements of such magnitude
that they can be easily observed in a microscope.
on account of the molecular motions of heat.
It is possible that the movements to be discussed
here are identical with the so-called ** Brownian WITH 3 DIAGRAMS
molecular motion™ ; however, the information
available to me regarding the latter is so lacking
in precision, that I can form no judgment in the
matter (1).

¥ the movement discussed here can actually
be observed (together with the laws relating to
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Bachelier-Einstein-Perrin

Jean Perrin exoerimentally

yerifizd Elnstein’'s oredictions
In nis letter to =instein:

“I did not belizve it was
0ossible to study Brownizarn

rnotion witn such orecision”
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Construccidon

Theorem (Wiener, 1923)
El movimiento Browniano estandar existe

Theorem (Inversion del tiempo)

Supongamos que {B(t) : t > 0} es un movimiento Browniano
estandar. Entonces el proceso {X(t) : t > 0} definido como:

X(t)=0parat=0,X(t)=1tB(1/t) cuando t > 0 es también

un movimiento Browniano estandar.

Corollary (Ley de los grandes nameros)
lim;—oo B(t)/t = 0 casi seguramente.

J. Orihuela El movimiento Browniano



Paul Levy construccién

@ Sean {Dp= £ :0<k<2" paran=0,1,2,--- las
particiones diadicas en [0, 1]

@ Para cada d € D, tomamos By una v.a. normal de media
cero y varianza v2nt1,

@ Lo hacemos ademas previendo que los incrementos en
cada particion D, sean independientes asi como que la
sucesioén de variables aleatorias

sean asi mismo independientes.
@ Paracadat € [0, 1] tomemos tX € D, el tltimo elemento
en D, tal que tX < ty tendremos que
lim By =: B

n—oo n

existe en casi todo punto definiendo un movimiento
Browniano estandard.

J. Orihuela El movimiento Browniano



D-09, | (5L TR copusi de qedbillod dede podones dofie
Gl §o e P—A :t\e@"’g devio i Mo Bl)zo , BNz,
Vars. codo neh REON! *a\vevw- /

() Lok w D 0,(#),15((,)—:&[‘(0 ) s epudate

& HE -
(D \’ccjmoc, Ww 4%(41 ‘\'f Q) 'g ‘-b J\%d 4 eD\Qy Eﬁeoh nhlevmlucﬁt’}

lo Lmzmu;. Y—,f‘v\&xm\,‘ Cinu% a,‘} ch\wo/ﬁu{m%omw\g \‘&k; \7% n-4
’5‘\02"‘"’*‘5 B@) pae 4 € DD, o

) #8443 "
%rqﬁ[&zhz( ' . 23
: (2
" hf@iﬂ“} 7 g(h" fL
'\' S ty
° w4 e,

7@%& (omzag&u &cne Qe uin(m (3 xa(l)



I}‘Plhm chee- A CA {?Wu Jf € %h\Q'ﬂ-\
Tu}_ ?.x‘m{'.l ,F{})\'_ _{'{:“\t
e 0 s‘.r’r—,? \ AL B et € Do
b2yt otde :d&gm&\ Qoo edg puos onoe_cu,
de Dan
o
S SUTC\ D Lf (hy= )T

)

A 0[ | P
‘%a"’ﬁmi E‘t? -r.') M L’Q 124 Q. \"ld\‘.;c_r"]) LE?—"“ 0x ( '\

& o lim & e 20O e v A b ooy €51 M) e
\Jn';,:ﬁd\ \h\J&&&)n’imkmmv) \24\ 2 .c.\gv = | F ol *'-C‘r“ 9:



g e T E 0 = Bl )
” oo (ol \noo

Eﬁw\gﬂwmﬁe Qrupcede e ]A_o,ﬂ, ; (4 feto. ﬂ'& Mu.,rvvcodm Ll

aro- (e odo (Juesi
S A W&,WM e 64]—470) ) (a-.\!\gjo ﬁ]ujg

gl 20 6, o) . i gan ER) %w\ fo r?( (4)- o) "= b n-50
G;.j(aumw) S,ﬁ9 ]Jﬂn“ J 6..,,.\6% 9¢t E,,
Lows o dug (as venhles dl ot an 'ﬂ*\!;%»«mmﬁas son (Gavsiauas Ja T‘M\OQ@"\“"Q&
Ag Yo fmmxw (ﬂ)(m\\_o}(v\) VYA DS XY so_a,;r_

weclo .
b\ & [o400) How e, %, By mle‘mu&kades con N

o CLOL’L-& Q{d Q'\% fa a%\wcw-n do\ (\)rvmu ‘3) 4 603 o
B = ”\5 k ) + L% (Y M4z
t'_ 9
‘»Q Q5 L U&W\M\&Z\’h %"Own\mo .



Propiedades de continuidad

Theorem (Médulo de continuidad uniforme de los caminos)

Existe una constante C > 0 tal que, casi seguramente, para
cada h suficientemente pequerio y toto 0 <t < 1 — h tenemos
que:

1B(t + h) — B(t)] < C\/hlog(1/h)

Theorem (Mo6dulo de continuidad de Levy (1937))

Casi seguramente tendremos que

i |B(t+ h) — B(t)|
imsup sup =
hl0  0<t<i—h 2hlog(1/h)

J. Orihuela El movimiento Browniano



Propiedades de diferenciabilidad

Theorem (Lebesgue)
Toda funcién mondtona es derivable en casi todo punto

Casi seguramente,para todo 0 < a < b el movimiento
Browniano no es mondtono sobre el intervalo [a, b]

Fijemos t > 0. Entonces, casi seguramente, el movimiento
Browniano no es derivable en t

Theorem (Paley, Wiener y Zygmund (1933))

Casi seguramente, el movimiento Browniano es no derivable
en cualquier punto

J. Orihuela El movimiento Browniano



\[w .E : _[0."’] —a R 5 -:\ogwiw-) %5 waniatiom, cumdne o, basta. 7T 5

LI ) = e 2 G- T

W= o 3= =4
JMQ n =l{—°,l.5. \“-\*m-\l*&:ls s wue Tu-krio’-s_ ds [o.“\‘
ﬁle\q,.,, m..arp GC C& '?qlw'w Ql,u_ EG\EJ{'\-\ = &

Ve Wt
%;lfhjh\.g[x,‘ﬂ?— _ Z::\g (g-‘j[{ﬁltiﬂ—yvj\‘ Hj}[— {'\j}

} y T3 T‘( 4
£ i S (81, o) —> 0\ Fods
-ro\.u-cu.glo l{.u:.\,';, P |.1f|.§'._3,\.J o

-_‘E_:C&‘Q-_d-_— é@a. Nu&. w-lu.;lu'\u ‘B‘DWDM‘ al"’Mt', E\N’I“\\T] [LT] :_T w—) _;‘3’ o
las %?mu‘k(’.-_(% we S E“_( r“"},’w‘("ij f_\-) :_\'é o r?robnbk\:doal i.)
CQ% .éeu(\:l{a .*MLL- '\“"k Wi ?a&ma'\., do Eo,"f}} o vaniacidhn ecsadhelieo— _
5 . ne VN
W(m a T fenan Qﬂ": Z‘;_———}N(‘d'*a—il\r“'} )) ak&m de vt P e o—

fﬁn'--\viaudég-"""&um ,Q‘u_..__c’; (w) =7 . 5:« o fpos
?-“L W —= o n ] e

\ }““"‘-— \\On_‘r“nr L= D = J\'"\ML___QDM =TT 2w cpmablhilad




&%“’“‘ \-\O ‘T“ 12(g QQ\L o), = Jm——_@ﬂ =TT en cpablhlad . _

NI — o wrih-—=o

Sorerensy S e T Toe (- W) L (w(zﬂ-wl*gl)ﬁg-ﬁr‘;,-
”ia,a% BQ,,- z_jﬁ(ﬁﬂiw\ NGpY) < l—i:“ ="

J%(Q\i(u.\ w(!r))) T'r:(i\kj[*h\ W+ \) (*h d} E&N( L)'W \‘]
-2l h*“E_kM("h\] “Sl*ﬂl)*q‘ f)ﬂ 2 (v ~+a) ;z[\-H+) +{+ -’f’\'L

-_J_(kl,ﬂ-’t'\. %qaﬁ[@ﬂ\ 3__\1‘«,\[(%#4 W) = Lm HH s me(,wt)
Elon-r 0 el



Camino aleatorio y movimiento Browniano

Theorem (Principio de invarianza de Donsker)

Sean { X, : n € N} variables aleatorias i.i.d. con media 0 y
varianza 1. Sea el camino aleatorio S, = Y §_, Xk y su
interpolacion lineal

S(t) = Sy + (t — [t (Sig+1 — Spry)-

Definimos el escalamiento

S(nt)
S,(t) = —==> paratodot € [0,1].
n( ) \/ﬁ p € [ ) ]
Sobre el espacio (C([0,1])|| - ||«) /a sucesion de caminos
aleatorios {S;, : n € N} converge en distribucion hacia un
movimiento Browniano estandar {B; : t € [0, 1]}

J. Orihuela
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iii) Si s <t, el incremento By — By tiene una ley normal N(0,t — s)

iv) Las trayectorias del proceso son funciones continuas.

Observaciones

1) El movimiento browniano es un proceso gaussiano. En efecto, la ley un
vector aleatorio (By,, ..., By,) es normal ya que este vector es una trans-
formacién lineal del vector (Btl, By, — By,,..., B, — Btnq) que tiene
ley normal ya que tiene las componentes independientes y normales.

2) La media y la autocovarianza del movimiento browniano se calculan facil-
mente:

EB) = 0
E(B;B;) = E(B(B;— Bs+ By))
= FE(By(B; — B,)) + E(B?) = s = min(s, t)
si s < t. Puede comprobarse facilmente que si un proceso gaussiano

tiene media cero y funcién de autocovarianza I'x(s,t) = min(s,t), en-
tonces cumple las condiciones i), ii) y iii) de la Definicién anterior.

3) Puede demostrarse que existe un proceso estocdstico que cumple las
condiciones anteriores. Para ello, se parte de sus distribuciones en
dimensién finita, que son leyes normales N(0,I") donde I" es la la ma-

triz
ty oty - 1
ty ty -+t
ty ty -+ i,

El teorema de extensién de Kolmogorov permite construir un proceso
estocastico fijadas las distribuciones en dimension finita, siempre que
sean compatibles, lo que aqui es cierto. Finalmente hay que demostrar
que se pueden modificar las variables B; conjuntos de probabilidad
cero de forma que las trayectorias sean continuas. Para ello se aplica el
criterio de continuidad de Kolmogorov. Como los incrementos B; — B,
tienen ley normal N(0,¢ — s), para todo nimero entero k tendremos

B[~ By = B o Q
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Por lo tanto, elegiendo £ = 2, ya podemos asegurar que existe una
version continua, ya que

E[(B; - B,)'] = 3(t — s)*

4) En la definicién de movimiento bronwiano, se supone que el espacio de
probabilidad (2, F, P) es arbitrario. Sin embargo, mediante la apli-
cacion

Q — C([0,0),R)
w — B(w)

podemos suponer que el espacio de probabilidad es el conjunto de
las funciones continuas C ([0, 00),R) con la o-dlgebra de Borel (gen-
erada por los conjuntos abiertos relativos a la estructura de espacio
métrico separable y completo) y con una probabilidad igual a la ley del
movimiento browniano: P o B~!. En tal caso las variables aleatorias
son las evaluaciones w(t) y este espacio de probabilidad se denomina
espacio canonico.

Regularidad de las trayectorias

Queremos aplicar la desigualdad (2) al movimiento browniano. Eligiendo
p = 2k y utilizando (3), tendremos o = k. Por lo tanto, para todo ¢ > 0
existe una variable aleatoria G, r tal que

‘Bt_Bs‘ SGE,T’t_SﬁiE? (4>

para cada s,t € [0,T]. Es decir, las trayectorias del movimiento Browniano
son Holder continuas de orden % — ¢ para todo € > 0. Intuitivamente, esto
significa que

N

ABt = Bt—l—At — Bt bt (At) .

En media esta aproximacion es exacta: E [(ABt)2] = At.

Variacion cuadratica del movimiento browniano
Fijemos un intervalo de tiempo [0, ¢] y consideremos una subdivisién 7 de
este intervalo
O=to<t1 <---<t,=t.
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La norma de la subdivisiéon 7 se define como |7| = max Atk, donde At =
ty — ty—1 . Pongamos AB, = B;, — B,, ,. Entonces, si t; = J tendremos

n 1

t 2
E |ABg| = n (—) — 00,
k=1 "

mientras que
n

t
Z (ABy)? 2 n— = t. (5)
n
k=1
Esas propiedades pueden formularse de manera rigurosa como sigue:
En primer lugar, puede demostrarse que las sumas de los cuadrados de
los incrementos convergen en media cuadratica hacia la longitud del intervalo
de tiempo considerado:

E (i(Aka—t)z - E (zn: [(ABk)2—Atk}>2

k=1 k=1

_ ZE( (AB) = Au)”)

k=1

Sl

— [4(At)? — 2 (At)? + (Aty)?]

1
= 3) (At)? < 3t|n] ==

k=1

\*0

Por otra parte, la variacion total de las trayectorias del movimiento brow-
niano, definida como

V= supz |ABy|
T ok=1

es infinita con probabilidad uno. En efecto, utilizando la continuidad de las
trayectorias del movimiento browniano, tendremos

> (ABy)* < sup|AB] (DABk) <Vsw|AB| "0 (6)
k

k=1 k=1

si V' < 00, lo cual contradice que > ") _, (AB},)? converja en media cuadrética
hacia ¢ cuando |r| — 0.

18



Propiedad de autosimilitud
Para todo nimero real a > 0, el proceso

{a?By,t >0}

es un movimiento browniano. En efecto, este proceso es normal, con media
cero y funcién de autocovarianza igual a min(s,t).

Procesos relacionados con el movimiento browniano

1.- El puente browniano: Consideremos el proceso
Xy = B, — 1By,

t € [0,1]. Se trata de un proceso normal centrado con funcién de
autocovarianza
E(X:X;) = min(s,t) — st,

que verifica Xy =0, X; = 0.
2.- El movimiento browniano con deriva: Consideremos el proceso
Xt = UBt + ,ut,

t > 0, donde 0 > 0 y u € R son constantes. Se trata de un proceso
normal con media y funcién de autocovarianza

E(Xt) = ILLt,

I'x(s,t) = o*min(s,t)

3.- Movimiento browniano geométrico: Es el proceso estocastico propuesto
por Black, Scholes y Merton como modelo para la curva de precios de
los activos financieros. Su definicién es la siguiente

_ oBi+ut
Xt =€ )

t >0, donde 0 > 0y u € R son constantes. Es decir, se trata de la
exponencial de un movimiento browniano con deriva lineal.
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Simulacién del movimiento browniano

El movimiento browniano puede considerarse como el limite de los paseos
aleatorios. Fijemos un intervalo de tiempo [0,7]. Consideremos n variables
aleatorias £, ...,¢, independientes, idénticamente distribuidas, centradas y
de varianza % Formemos las sumas parciales

Re=& 446, k=1,....n.

El Teorema Central del Limite nos dice que cuando n tiende a infinito, la
sucesion R, converge en ley hacia la ley N(0,T).
Consideremos ahora el proceso estocastico continuo S, (t) construido por
interpolacion lineal a partir de los valores
kT
n

Es decir, colocamos las sumas parciales Ri, R, ...en los instantes £, 2L 3L

TL,'I’L’ n,...

Se verifica una version funcional del Teorema Central del Limite, conocida
con el nombre de Principio de Invariancia de Donsker, que nos dice que la
sucesién de procesos estocdsticos S, (t) convege en ley hacia el movimiento
browniano en [0, 7.

También puede hacerse una simulacién de las trayectorias brownianas
mediante series de Fourier con coeficientes aleatorios. La representacién de
Paley-Wiener del movimiento browniano es

£/2)
Bi= 2= Z Sm"/ Lt 0,27,

donde las Z,, n = 0,1,... son variables aleatorias independientes y con
ley N(0,1). La serie converge uniformemente en [0, 27], para cada w, casi
seguramente.

Para utilizar esta formula en la simulacion de las trayectorias brownianas
debemos elegir el nimero M de funciones trigonométricas y el nimero N de
puntos de discretizacion de las funciones:

Z sin(nt; /2)
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Teorema de Radon-Nikodym

Theorem

Sea (2, F,P) un espacio de medida finita y Q otra medida finita
sobre F tal que

Ac FandP(A)=0= Q(A) =0.
Entonces existe una v.a P-integrable X : Q — [0, +00) tal que
QA) = [ X(w)aP(w)

para cualquier A € F Ademas X es IP-unica en casi todo punto
y escribimos X = %%

J. Orihuela Movimiento Browniano y Martingalas



Esperanza condicional

Cuando tengamos dos c-algebras G C Fy X : Q — [0, +00)
v.a. P-integrable podremos definir la medida finita finita sobre
g:

QA) = [ X(w)aP()

para cualquier A € G y aplicar el teorema anterior en (2, G, P)
Encontraremos una v.a. en Y € L'(Q,G,P)* tal que

Q(A) = /A X(w)P(w) = /A Y (w)dP(w) =

para cualquier A€ G

J. Orihuela Movimiento Browniano y Martingalas



Esperanza condicional

Definition
En general, para cualquier v.a X € L'(Q, F,P) llamaremos a la

v.a Y anterior la esperanza condicional de X con respecto a G
y denotamos E(X|G) = Y. La identidad que la define es pues:

[ Xw)apw) = [ vi)ape)

para cualquier A € G.

Cuando X € L?(Q, F,P), tenemos que X — Y es ortogonal a
todas las funciones caracteristicas de elementos de G, asi a
toda funcion de L?(Q, G, P) por lo que Y coincide con la
proyeccion ortogonal de X sobre L?(Q, G, P).

J. Orihuela Movimiento Browniano y Martingalas



Esperanza condicional

Sen X, Y v.a integrables sobre (2, F,P) yseanH C G C F
o-algebras en Q2. Entonces tenemos:

@ Lo conocido va fuera Si X - Y es integrable y X es
G-medible, entonces E(X - Y||G) = X - E(Y|G)

@ La independencia simplifica Si X y G son
independientes tenemos: E(X|G) = E(X)

© Ley de la torre E((E(X|calG))|H) = E(X|H)

J. Orihuela Movimiento Browniano y Martingalas



Martingalas

Si {F:,0 <t < T} es unafiltracion creciente de sigma
o-algebras tenemos

L'(Q, Fs,P) c L'(Q, F,P) c LY(Q, F,P)

siempreque s<t<T
La esperanza condicional E(-, Fs) es un operador de
proyeccion sobre L'(Q, Fs,P) Un proceso (S;) en L1(Q, F,P)
que sea adaptado a la filtracion anterior se dice que es una
martingala si

E(St|Fs) = Ss

siempre que 0 < s < t, esto es siempre que S; — S; sea
ortogonal a L'(Q, Fs,P) cuando 0 < s < t

J. Orihuela Movimiento Browniano y Martingalas



Convergencia de martingalas

Theorem

Sea {F, C F : n € N} una filtracion creciente de o-algebras en
F y (Xn) una martingala asociada a dicha filtracion. Si la
sucesion (Xn) es uniformemente integrable, i.e.

liMe—008UppenE(1 {1302} [X| =0,

entonces (X,) es una sucesion casi seguramente convergente
con limite X € L'(Q, F,P) dandose la convergencia también en
la norma de L'(Q, F,P).

Theorem (Kolmogorov)

Si (Xp) son v.a. independientes de media cero y varianza o2
con > >, 02 < oo, entonces la serie 3", X, es casi
seguramente y L'(Q, F,P)-convergente.

J. Orihuela Movimiento Browniano y Martingalas



donde t; = %,ij,l,...,N.
1.4 Esperanza condicionada

La probabilidad condicionada de un suceso A por un suceso B (suponiendo
P(B) > 0) se define como

A
P(A|B) = B8

Vemos que A y B son independientes si y solo si P(A|B) = P(A). La
probabilidad condicionada P(A|B) representa la probabilidad del suceso A
suponiendo que sabemos que B ha ocurrido. La aplicacién

A+— P(A|B)

define una nueva probabilidad en la o-algebra F que se concentra en el con-
junto B. Se puede calcular entonces la esperanza condicionada por B de una
variable aleatoria integrable X:

B(X|B) = 5z E(X1p)

donde 1p representa la funcién indicatriz del suceso B definida por

1 si we B

13(“):{0 si wé B

Un concepto mas complicado es el condicionamiento por una o-algebra
de sucesos. Consideremos una o-algebra B C F y una variable aleatoria
integrable X.

Una variable aleatoria Z se denomina la esperanza condicionada de la
variable X respecto de B, (escribiremos Z = E(X|B)), si cumple las dos
propiedades siguientes:

e 7/ es medible respecto de B.

e Para todo suceso A € B

E(Z14) = B(X1,).
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Puede demostrarse que la esperanza condicionada existe y es tinica casi se-
guramente, de manera que si Z fuese otra variable con las mismas propiedades,
entonces Z = Z, P-casi seguramente.

En el caso particular en que la o-algebra B esta generada per una particién
finita { By, ..., By, }, entonces E(X|B) es una variable aleatoria elemental que
en cada conjunto B; toma el valor constante E(X|B;), es decir,

"\ E(X1p,)
E(X|B) = —— 2 1p..
o - 32 Egsh
j=1
Reglas para el calculo de esperanzas condicionadas:

Regla 1 La esperanza condicionada es lineal:

E(aX +bY|B) = aE(X|B) + bE(Y|B)

Regla 2 La variable y su esperanza condicionada tienen la misma esperanza:

E(E(X|B)) = E(X)

Esta propiedad es una consecuencia inmediata de la definicion, tomando
A=Q.

Regla 3 Si la variable aleatoria X y la o-dlgebra B son independientes,
entonces E(X|B) = E(X).

En efecto, para todo suceso A € B tendremos

B(X14) = E(X)E(Ly) = B(E(X)14).

Regla 4 Si X es B-medible, entonces E(X|B) = X.
Regla 5 Si Z es una variable aleatoria acotada y B-medible, entonces
E(ZX|B) = ZE(X|B).

Es decir, las variables aleatorias B-medibles se comportan como con-
stantes y pueden sacarse fuera de la esperanza condicionada.

Regla 6 Si C C B, entonces

\E(E(X|B)[C) = E(E(X|C)|B) = E(X|C)|

22



Regla 7 Consideremos dos variables aleatorias X y Z, tales que Z es B-
medible y X es independiente de B. Consideremos una funcién h(zx, z)
tal que h(X, Z) es integrable. Entonces, se tiene

E <h<X7 Z)|B> =F (h(X7 Z)) |z:Z

Es decir, primero calculamos la esperanza E (h(X,z)) para un valor
arbitrario z de la variable Z y luego substituimos z por Z.

La esperanza condicionada tiene propiedades similares a la esperanza or-
dinaria. Por ejempo se cumple la siguiente propiedad de monotonia:

X <Y = E(X|B) < E(Y|B),

que implica la desigualdad |E(X|B) | < E(|X||B). También se cumple la
desigualdad de Jensen: Si ¢ es una funcién convexa tal que E(|¢o(X)|) < oo,
entonces

¢ (E(X[B)) < E(p(X)|B). (7)

En particular, si tomamos ¢(z) = |z|P con p > 1, se obtiene
[E(X[B)[" < E(X||B),

por lo tanto, tomando esperanzas, deducimos que si E(|X|P) < oo, entonces,
E([E(X|B)[) < oo,y

E(EX]|B)]) < E(|X]").

Si la o-dlgebra B esta generada por las variables aleatorias Yi,...,Y,,,
entonces, la esperanza condicionada se representa por F(X|Yi,...,Y,) y
es una cierta funcién g(Yi,...,Y,,) de estas variables. En particular, si las
variables X, Y1, ..., Y,, tienen una ley conjunta con densidad f(z,y1, ..., Ym),

entonces, la esperanza condicionada se puede calcular como la esperanza de
la densidad condicionada:

f(xvylv"wym)
22 f@yn, e ym)dyn - dy

f@lyr, .. ym) =

es decir,

+oo
E(X\Yl,...,Ym):/ of @Y, Y)da.

—00
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En el caso en que la o-algebra B esté generada por un conjunto infinito
de variables aleatorias {Y}}, escribiremos también

E(X|B) = E(X[{Y}}),
pero el calculo no se puede efectuar mediante una férmula como la anterior

y necesitaremos utilizar las reglas que hemos introducido antes.

Ejemplo 11 Consideremos un proceso de movimiento browniano {B;,t >
0}. Para cada instante ¢, definimos la o-dlgebra F; generada por las variables
aleatorias {Bs, s < t}. La o-dlgebra F; contiene la historia del movimiento
browniano hasta el instante . Esto quiere decir que:

i) Los sucesos F' de F; seran conocidos (se sabra si han ocurrido o no) en el
instante ¢.

ii) El valor de una variable aleatoria X (w) medible respecto de la o-algebra
F; serd una funcion de la trayectoria del movimiento browniano

{Bs(w),s € [0,t]}.

Observemos que Fs; C F; si s < t, es decir, la familia de o-algebras
{Fi,t > 0} es creciente. Diremos que {F;,t > 0} es una filtracion en el es-
pacio de probabilidad (2, F, P).

Queremos calcular
E(Bi|Fs) = E(By|B,,r < s).

e Si s > t, la variable B, es F,-medible, y por la Regla 4 obtenemos
E(Bi|Fs) = By.

e Si s < t, por la propiedad de linealidad (Regla 1):

E(B)|Fs) = E(B;,— Bs+ Bs|Fy)
= FE(B:— Bs |Fs) + E( Bs|Fy).

Como B; — By es independiente de Fs, la Regla 3 nos da
E(Bt_Bs ’F5> - E(Bt_Bs ) :O7
y, por lo tanto, obtenemos

E(By|F;) = Bs. (8)
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El conjunto de las variables aleatorias Z que son medibles respecto de una
o-4lgebra B y que son de cuadrado integrable (E(Z?) < o0), lo representare-
mos por L*(Q, B, P). Puede demostrarse que L*(Q, F, P) es un espacio de
Hilbert con el producto escalar

(Z,Y) = FE(ZY),

y que L?(Q, B, P) es un subespacio cerrado de L?(Q2, F, P).

En este contexto, si X es una variable tal que E(X?) < oo, la esperanza
condicionada F(X|B) es la variable del espacio L*(£2, B, P) mas préxima a
X en media cuadratica:

E[(X - E(X|B)?] = poin E (X —2)7]. (9)

Es decir, EF(X|B) es la proyeccién de X en el subespacio L*(Q, B, P).

Desde el punto de vista de la teoria de la estimacién, la esperanza condi-
cionada E(X|B) es el mejor predictor de la variable X a partir de la o-algebra
B (estimador éptimo).

Demostracién de (9): Sea X una variable tal que F(X?) < co. La
desigualdad de Jensen para la esperanza condicionada (7) implica que E(X|B)
también es de cuadrado integrable ya que

E((B(X|B))?) < E (B(X*B)) = B(X?)

La regla 5 nos permite demostrar que la diferencia X — E(X|B) es ortogonal a
L3(2, B, P). En efecto, si Z es una variable de L*(2, B, P) tendremos

E((X - E(X|B)Z) = E(XZ)- E(E(X|B)Z)
— B(XZ)- E(E(XZ|B)) =0.

Finalmente, esta ortogonalidad implica que
E[(X -Y)’] = E[(X - B(X|B))’] + E [(E(X|B) - 2)],

de lo que se deduce (9). [J
Ejercicios
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1.1 Supongamos que {H;,i € I} es una familia de o-algebras en un conjunto
Q). Demostrar que

H:ﬂ{Hi,iEI}

es también una o-algebra.
1.2 Supongamos que X es una variable aleatoria real tal que
M = Elexp(k|X])] < o0

para un cierto k > 0. Probar que P(|X| > \) < Me " para todo

A>0.
1.3 Sea (2, F, P) un espacio de probabilidad y consideremos una sucesién
de sucesos Aq, As, ... tales que
> P(Ay) < o
k=1

Demostrar el lema de Borel-Cantelli:
P (Mo Ui, Ax) =0,

es decir, la probabilidad que ocurran infinitos sucesos de la sucesién es
nula.

1.4 Sea Z una variable aleatoria con ley N(0,0?). A partir de la férmula

E(BAZ> _ e%AZch?

y desarrollando en serie de potencias la funcién exponencial deducir
que para todo k > 1

2k)!
E(sz) — <2kk>' O'Qk,
E(Z* Y = 0.

1.5 Sea Z una variable aleatoria con ley de Poisson de parametro A. Com-
probar que la funcion caracteristica de Z vale

pz(t) =exp [A(e" —1)].
Como aplicacién calcular F(Z?), Var(Z) y E(Z3).
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1.6 Sea (2, F,P) = ([0,00), Bjo,o0), ), donde p es una probabilidad en [0, c0)
con funcién de distribucion continua. Consideremos en este espacio de
probabilidad los procesos estocasticos

1 si t=w
Xi(w) = {0 si t#w
Yiw) = o

Comprobar que estos procesos tienen las mismas distribuciones en di-
mension finita, pero las trayectorias del proceso X son todas discontin-
uas.

1.7 Sea B; un movimiento browniano. Fijemos un instante t; > 0. De-
mostrar que el proceso

{Bi = Biss = Buy, t 20}

es también un movimiento browniano.

1.8 Sea B; un movimiento browniano 2-dimensional. Calcular
P(|By| < p)
donde p > 0.

1.9 Sea B; un movimiento browniano n-dimensional. Consideremos una
matriz U cuadrada de dimensién n, ortogonal (es decir, UU" = I).
Demostrar que el proceso B

Bt = UBt

es también un movimiento browniano.

1.10 Calcular la media y la autocovarianza del movimiento browniano geométrico.
Es un proceso gaussiano?
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Martingalas

Sea F; la o-algebra generada por {Ws : s < t}. El movimiento
Browniano (W;) verifica:

@ W; - W;sesindependientede Fgsi0 <s <t

Q E(W;|Fs) = Ws siempre que 0 < s <t

Lz(Qa]:S)]P)) C L2(Qa]:f)]P)) C L2(Qa]:a ]P)

y tendremos operadores proyeccion ortogonal entre estos
espacios de Hilbert.
(-, Fs) coincide con la proyeccion ortogonal sobre L?(Q, Fs, P)
Un proceso (S;) adaptado a la filtracion anterior se dice que es
una martingala si

E(St|Fs) = Ss

siempre que 0 < s < t, esto es siempre que S; — Ss sea
ortogonal a L?(Q, Fs,P) cuando 0 < s < t

J. Orihuela



Construccion con espacios de Hilbert

@ D[0,1] ={F € C[0,1]: F(t) = fot f(s)ds, f € L2[0,1]}
producto escalar: (F, G)pjo,1] := (f, 9)12[0,1]

@ {©n: n e N} base hilbertiana en
L2[0,1] = {®n(t) := [ ¥n(S)ds : n € N} lo es en D[0, 1].

@ [[Flleo < |Ifll2 y asi Ia convergencia en (D[0, 1], (-, ) pjo,1])
implica convergencia uniforme. Representaciones en la
base {®,: n € N} dan series uniformememnete
convergente.

@ (Z,) v.a. normales estandar e independientes. La serie
W(t) = 3 %, Z,®n(t) converge casi seguramente y en L?
ya que las sumas parciales son una martingala acotada en
L2

@ Dicha serie no converge en D[0, 1] casi seguramente

@ Dicha serie converge uniformemente cuando elegimos el
sistema de Haar como base en L2[0, 1] y la suma es el
Browniano

J. Orihuela El movimiento Browniano



Construccion del Browniano con espacios de Hilbert

Visionemos el sistema de Haar {ym }
Definamos

oo 2m—1
W(t) =tz + Z Z Zm kP m.k (1)
m=1 k=1
donde Zy y (Zmk)mk son v.a. normal estandar e
independientes y ®, x(t) := fot Ymk(s)ds. Por la estimacion de
las colas en una distribucién normal tendremos:

om—1
> P{|Znk| > V2my <2Me™ "

k=1

que es sumable en m. Por el Teorema de Borel-Cantelli, casi
seguramente tendremos la cota |Z, x| < v/2m con tan solo un
namero finito de excepciones. Como &, x(t) < V2~ para
cualquier t € [0, 1] la serie (1) es uniformemente convergente
con probabilidad 1 definiendo su suma al Browniano

J. Orihuela El movimiento Browniano
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