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a) Demostrar que

Mt = M0 +

� t

0

∂p

∂x
(s,Bs)dBs.

b) Sea Ht = ∂p
∂x(t, Bt). Probar que

� 1

0 H
2
t dt < ∞ casi seguramente,

pero E

�� 1

0 H
2
t dt

�
=∞.

2.9 Sean Yt y Xt procesos de Itô. Demostrar la siguiente fórmula de inte-
gración por partes:

XtYt = X0Y0 +

� t

0

XsdYs +

� t

0

YsdXs +

� t

0

dXsdYs.

3 Ecuaciones diferenciales estocásticas

Queremos resolver ecuaciones diferenciales del tipo

dXt = b(t,Xt)dt + σ(t,Xt)dBt. (34)

Los coeficientes b(t, x) y σ(t, x) se denominan, respectivamente, coefi-
ciente de deriva y coeficiente de difusión. Si el coeficiente de difusión se
anula, entonces, tendremos una ecuación diferencial ordinaria:

dXt

dt
= b(t,Xt),

que puede resolverse, si conocemos la condición inicial X0. Por ejemplo, en
el caso lineal b(t, x) = b(t)x, la solución es

Xt = X0 + e
t
0 b(s)ds

.

Una ecuación diferencial del tipo (34) se denomina una ecuación diferen-
cial estocástica. La solución será un proceso estocástico {Xt, t ≥ 0} con
trayectorias continuas adaptado a la filtración browniana. Los procesos
solución se denominan procesos de difusión.

Una interpretación heuŕıstica de la ecuación diferencial (34) seŕıa la sigu-
iente: El incremento ∆Xt = Xt+∆t − Xt se expresa como una suma de
b(t,Xt)∆t más un término que depende del incremento del movimiento brow-
niano: σ(t, Xt)∆Bt y que se interpreta como una impulso aleatorio. Por
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Setup

Consider the SDE

dXt = b(t, Xt)dt + σ(t, Xt)dWt, X0 = x. (2.1)

Assume ∃K > 0 such that ∀x, y ∈ R, ∀0 ≤ t ≤ T

(A1) |b(t, x)− b(t, y)| + |σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ K|x− y|
(A2) |b(t, x)| + |σ(t, x)| ≤ K(1 + |x|)
(A3) the RV x is independent of the σ−algebra generated by W

and satisfies E[|x|2] < ∞
(A1)–(A3) ⇒ for any T ≥ 0 (2.1) admits an unique solution
(Xt)0≤t≤T with the properties

� (Xt)0≤t≤T is t–continuous,

� (Xt)0≤t≤T is adapted to the filtration generated by x and W ,

� E[
� T
0 |Xt|2dt] < ∞.
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Setup

� Assume the risky underlying (Xt)0≤t≤T evolves according to

the SDE

dXt = b(t, Xt)dt + σ(t, Xt)dWt, X0 = x.

� Assume r(t, x) is a bounded and continuous function

modelling the riskless interest rate.

Objective: Compute the value of an option with payoff h(·) which

is the conditional expectation

Vt = u(t, Xt) = E
�
e−

R T
t r(s,Xt,x

s )dsh(Xt,x
T )|Ft

�
, (2.2)

where Xt,x
s is the solution of the SDE (2.1) starting from x at time

t.
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Infinitesimal generator

Solution: characterize u(t, x) as solution of a partial differential
equation.

We need some auxiliary results.

Assume that σ, b in (2.1) are independent of t. Denote by A the
differential operator

(Af)(x) =
1
2
σ2(x)f ��(x) + b(x)f �(x), (2.3)

acting on functions f ∈ C2.
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Infinitesimal generator

Proposition
Assume that σ, b in (2.1) are independent of t. Then the process

Mt := f(Xt)−
� t

0
(Af)(Xs) ds (2.4)

is a martingale with respect to the filtration of Wt. In particular,
for all t,

E
�
f(Xt)

�
= f(x) + E

�� t

0
Af(Xs)ds

�
. (2.5)

Proof. Itô’s Lemma, stochastic integral w.r. to W is a martingale.
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Infinitesimal generator

Based on this Proposition, we have

Theorem
Denote by Xx

t the solution of the SDE (2.1) with initial condition
Xx

0 = x. Then for any function f ∈ C2, the function
t→ E[f(Xx

t )] is continuously differentiable and

d
dt

E
�
f(Xx

t )
�
|t=0 = (Af)(x)

with A as in (2.3)

Remark
The operator A is called infinitesimal generator of the diffusion
process Xx

t .
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Prices of European contracts are moments of the price process Xx
t

of the form
u(x, t) = E

�
e−

R t
0 r(Xx

s )dsh(Xx
t )

�
(2.6)

where h(x) and r(x) are continuous functions of x ∈ R.

Such moments are solutions of deterministic PDEs, as the
following theorem, the so-called Feynman-Kac theorem, shows.
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Feynman-Kac

Theorem
Let u(x, t) ∈ C2,1(R× R+) be a solution of the parabolic Cauchy
problem

�
∂tu + Au− ru = 0 in R× R+

u(x, 0) = h(x) in R (2.7)

with A as in (2.3). Then u(x, t) can be represented as in (2.6), i.e.

u(x, t) = E
�
e−

R t
0 r(Xx

s )dsh(Xx
t )

�
.

Viceversa, any u(x, t) as in (2.6) which is in C2,1(R× R+) solves
the deterministic Fokker Planck equation (2.7).
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This result is still true in a multi-dimensional model and for the

case when the coefficient functions b, σ and the discounting factor

c depend also on t.
For p ∈ N consider the system of SDEs

dXk
t = bk(t, Xt)dt +

p�

j=1

σkj(t, Xt)dW j
t , 1 ≤ k ≤ n. (2.8)

Denote by A the operator

(Au)(x, t) =
1
2
tr[σσ�D2u] + �b,∇u�, (2.9)

where D2 = (∂xixj )1≤i,j≤n is the Hessian, σ = (σij)1≤i≤n,1≤j≤p

and �·, ·� denotes the standard inner product in Rn
.
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Feynman-Kac (baskets)

Theorem
(baskets)

(i) If (Xt)t≥0 is a solution of (2.8) and u(x, t) : Rn × R+ → R
has bounded, second order derivatives in x and bounded first
order derivatives in t and if r(t, x) : R+ × Rn → R is a
continuous, bounded function on R+ × Rn, then the process

Mt := e−
R t
0 r(s,Xs)dsu(Xt, t)

−
� t

0
e−

R s
0 r(τ,Xτ )dτ (∂tu + Au− ru) (Xs, s)ds

is a martingale.
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(ii) Let u(x, t) ∈ C2,1(Rn × [0, T ]) be a solution of the parabolic
Cauchy problem

�
∂tu + Au− ru = 0 in Rn × R+

u(x, T ) = h(x) in Rn (2.10)

with A as in (2.9). Then u(x, t) can be represented as

u(x, t) = E
�
e−

R T
t r(s,Xt,x

s )dsh(Xt,x
T )

�
. (2.11)
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Application to the Black Scholes model

Assume for simplicity that no dividends are paid.
Dynamics of risky underlying: Geometric Brownian motion

dSt = St(rdt + σdWt), S0 = S (2.12)

i.e. we have b(S) = rS, σ(S) = σS. The infinitesimal generator A
is

A =: ABS =
1
2
σ2S2∂SS + rS∂S .
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The discounted price of a European contract with payoff h(S), i.e.

V (S, t) := E[e−r(T−t)h(ST ) | St = S],

is equal to a regular solution V (S, t) of the Black Scholes (BS)
equation

�
∂tV + ABSV − rV = 0 in R+ × [0, T )

V (S, T ) = h(S) in R+
, (2.13)

where

ABS =
1
2
σ2S2∂SS + rS∂S .
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Heat equation

By change of variables

y(x, τ) := e−αx−βτV (ex, T − 2τ/σ2), α, β ∈ R

the Black-Scholes equation can be transformed to the heat
equation (see exercise):

�
∂τy − ∂xxy = 0 in R× (0, 1/2σ2T ]

y(x, 0) = y0(x) in R

We first study finite difference method on this simple example.
Boundary conditions If the equation is satisfied for x ∈ (a, b), we
need conditions at x = a and x = b, for all τ . Examples:

� Dirichlet conditions: y(a, τ) = ga(τ), y(b, τ) = gb(τ).
� Neumann conditions: ∂xy(a, τ) = ga(τ), ∂xy(b, τ) = gb(τ).

Remark If x ∈ R, we choose a bounded computational domain
(a, b) and impose artificial boundary conditions.
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Discretization of the domain

Computational domain [a, b]× [0, τmax] is replaced by discrete grid:

{(xi, τm)}, i = 0, . . . , N + 1, m = 0, . . . ,M,

where xi are equidistant space grid points with space step size h:

xi = a + ih, h ≡ ∆x =
b− a

N + 1
,

and τm the time levels with time step size k:

τm = mk, k ≡ ∆τ =
τmax

M
.

Remark It is possible to use variable step sizes ∆xi and ∆τm:
for example, to refine the grid near the irregularities of the solution.
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Solution on the grid

The exact solution y(x, t) is a surface on [a, b]× [0, τmax]:
infinitely dimensional object.

Computer can work only with finite quantities.

Therefore, we represent the solution by its values on the grid:
the surface is replaced by (N + 2)× (M + 1) points:

y(x, t) −→ {ym
i = y(xi, τm)}, i = 0, . . . , N +1, m = 0, . . . ,M.

The goal is to approximate the values {ym
i }. Values of the solution

between grid points are then found by some interpolation.
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Difference Quotients (= Finite Differences)

We want to approximate the derivatives of y using only its values
on the grid. First, let us consider a function f(x) of one variable.

Assume that f is twice differentiable with continuous derivatives;
we write f ∈ C2. Then, using Taylor’s formula,

f �(x) =
f(x + h)− f(x)

h
+

h

2
f ��(ξ), ξ ∈ [x, x + h] .

If fi = f(xi) are the values of f on the grid {xi}, we obtain

f �(xi) ≈
fi+1 − fi

h

with a remainder that goes to zero as h→ 0.
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Notations

f
�(xi) =

fi+1 − fi

h
+ O(h) =: (δ+

x f)i + O(h)

f
�(xi) =

fi − fi−1

h
+ O(h) =: (δ−x f)i + O(h)

(δ+
x f)i and (δ−x f)i are called one-sided difference quotients of f

with respect to x at xi. They are accurate of first order (O(h)).

Other examples (valid for more regular functions):

f
�(xi) =

fi+1 − fi−1

2h
+ O(h2) =: (δxf)i + O(h2) f ∈ C

3
,

f
��(xi) =

fi+1 − 2fi + fi−1

h2
+ O(h2) =: (δ2

xxf)i + O(h2) f ∈ C
4
,

f
�(xi) =

−fi+2 + 4fi+1 − 3fi

2h
+ O(h2) =: (δ̃+

x f)i + O(h2) f ∈ C
3
.
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Explicit (Euler) finite difference scheme

We replace PDE ∂y
∂τ −

∂2y
∂x2 = 0 by the set of algebraic equations

ym+1
i − ym

i

k
−

ym
i+1 − 2ym

i + ym
i−1

h2
= 0

for m = 0, . . . ,M − 1, i = 1, . . . , N .

Initialization:

y0
i = y0(xi), i = 0, . . . , N + 1.

For m = 0, . . . ,M− 1:

ym+1
i = k

h2 ym
i−1 + (1− 2 k

h2 )ym
i + k

h2 ym
i+1, i = 1, . . . , N

ym+1
0 = ga(τm+1), ym+1

N+1 = gb(τm+1) (if Dirichlet boundary conditions)
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Neumann boundary conditions

If boundary conditions are specified in Neumann form:

∂y

∂x
(a, τ) = ga(τ),

∂y

∂x
(b, τ) = gb(τ), τ ∈ [0, τmax]

we can approximate the derivatives by one-sided finite differences:

ym
1 − ym

0

h
= ga(τm),

ym
N+1 − ym

N

h
= gb(τm), m = 0, . . . ,M

which gives boundary conditions for the discrete scheme:

ym
0 = ym

1 −h ga(τm), ym
N+1 = ym

N +h gb(τm), m = 0, . . . ,M.

Remark We can also use more accurate approximations of ∂y
∂x as,

for example, (δ̃+
x y).
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Implicit finite difference scheme

Here, the space derivative is taken on the time level m + 1:

ym+1
i − ym

i

k
−

ym+1
i+1 − 2ym+1

i + ym+1
i−1

h2
= 0

for m = 0, . . . ,M − 1, i = 1, . . . , N .

Initialization:

y0
i = y0(xi), i = 0, . . . , N + 1.

For m = 0, . . . ,M− 1:

solve






ym+1
0 = ga(τm+1),

− k
h2 ym+1

i−1 + (1 + 2 k
h2 )ym+1

i − k
h2 ym+1

i+1 = ym
i , i = 1, . . . , N

ym+1
N+1 = gb(τm+1).
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θ-scheme

For a parameter θ ∈ [0, 1], θ-scheme is a combination of explicit
and implicit schemes:

Em
i : =

ym+1
i − ym

i

k
−

�
(1− θ)(δ2

xxy)m
i + θ(δ2

xxy)m+1
i

�

=
ym+1

i − ym
i

k
−

�
(1− θ)

ym
i+1 − 2ym

i + ym
i−1

h2

+θ
ym+1

i+1 − 2ym+1
i + ym+1

i−1

h2

�
= 0

θ = 0 =⇒ explicit scheme.
θ = 1 =⇒ implicit scheme.
θ = 1/2 =⇒ Crank-Nicolson scheme.
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θ-scheme in matrix form

Let us introduce column vectors

ym = (ym
1 , . . . , ym

N )�, Em = (Em
1 , . . . , Em

N )�

and the tridiagonal N ×N matrix

G =





2 −1

−1 . . .
. . .

. . .
. . . −1
−1 2





Then the FD θ-scheme Em = 0 becomes, in matrix form,

�
I + θ

k

h2
G

�
ym+1 =

�
I − (1− θ)

k

h2
G

�
ym.

/here, we assume homogeneous Dirichlet boundary conditions/
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Notation

To shorten the notation, let us introduce matrices

B = I + θ
k

h2
G and C = I − (1− θ)

k

h2
G.

The scheme becomes

Bym+1 = Cym.

To find ym+1, we have to solve this linear system:

ym+1 = B−1Cym.
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θ-scheme for some modifications of the PDE

Inhomogeneous heat equation: ∂y
∂τ = ∂2y

∂x2 + f(x, τ) =⇒

Bym+1 = Cym + k[θfm+1 + (1− θ)fm].

where fm = (fm
1 , . . . , fm

N ) and fm
i = f(xi, τm).

Inhomogeneous Dirichlet BC: y(a, τ) = ga(τ), y(b, τ) = gb(τ) ⇒

Bym+1 = Cym +
k

h2
[θgm+1 + (1− θ)gm].

where gm =
�
ga(τm), 0, . . . , 0, gb(τm)

��
.

Neumann BC: ∂y
∂x(a, τ) = ga(τ), ∂y

∂x(b, τ) = gb(τ) =⇒

(B−θ
k

h2
F )ym+1 = (C+(1− θ)

k

h2
F )ym+

k

h
[θgm+1 + (1− θ)gm].

where gm =
�
− ga(τm), 0, . . . , 0, gb(τm)

��
, and F contains only

two non-zero elements: F ij = 0 except F 11 = F NN = 1.
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tanto, el incremento ∆Xt tendrá una ley normal de media b(t,Xt)∆t y vari-
anza σ(t,Xt)2∆t.

La formalización de estas ecuaciones se realiza transformándolas en ecua-
ciones integrales y utilizando integrales estocásticas:

Xt = X0 +

� t

0

b(s,Xs)ds +

� t

0

σ(s,Xs)dBs. (35)

El resultado fundamental sobre la existencia y unicidad de soluciones es
el siguiente:

Teorema 18 Fijemos un intervalo de tiempo [0, T ]. Supongamos que los
coeficientes de la ecuación (34) verifican:

|b(t, x)− b(t, y)| ≤ D1|x− y| (36)

|σ(t, x)− σ(t, y)| ≤ D2|x− y| (37)

|b(t, x)| ≤ C1(1 + |x|) (38)

|σ(t, x)| ≤ C2(1 + |x|), (39)

para todo x, y ∈ R, t ∈ [0, T ]. Supongamos que Z es una variable aleatoria
independiente de la σ-álgebra FT generada por el movimiento browniano en
[0, T ], tal que E(Z2) <∞. Entonces, existe un único proceso {Xt, t ∈ [0, T ]}
continuo, adaptado, solución de (35) y tal que

E

�� T

0

|Xs|2ds

�
<∞.

Observaciones:

1.- Este resultado es cierto en dimensión superior, cuando Bt es un movimiento
browniano m-dimensional, la solución Xt es un proceso estocástico n-
dimensional, y los coeficientes son funciones b : [0, T ] × Rn → Rn,
σ : [0, T ]× Rn → Rn×m.

2.- La condición de crecimiento lineal (38,39) garantiza que la solución no
explota antes del tiempo final T . Por ejemplo, la ecuación diferencial
determinista

dXt

dt
= X2

t , X0 = 1,
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tiene por única solución la función

Xt =
1

1− t
, 0 ≤ t < 1,

que diverge en el instante t = 1.

3.- La condición de Lipschitz (36,37) garantiza que no exista más de una
solución. Por ejemplo, la ecuación diferencial determinista

dXt

dt
= 3X2/3

t , X0 = 0,

tiene infinitas soluciones ya que para cada a > 0, la función

Xt =

�
0 si t ≤ a

(t− a)3 si t > a

es solución. En este ejemplo la función b(x) = 3x2/3 no cumple la
condición de Lipschitz ya que la derivada de b no está acotada.

4.- Si los coeficientes b(t, x) y σ(t, x) son diferenciables en la variable x, la
condición de Lipschitz significa que las derivadas parciales ∂b

∂x y ∂σ
∂xestán

acotadas por las constantes D1 y D2, respectivamente.

Demostración del Teorema 18: Consideremos el espacio L2
a,T de los

procesos adaptados a la filtración FZ
t = σ(Z)∨Ft y tales que E

�� T

0 |Xs|2ds
�

<

∞. En este espacio introducimos la siguiente norma

�X� =

�� T

0

e−λsE
�
X2

s

�
ds

�1/2

,

donde λ es una constante tal que λ > 2 (TD2
1 + D2

2).
Definimos un operador en este espacio de la forma siguiente

(LX)t = X0 +

� t

0

b(s,Xs)ds +

� t

0

σ(s,Xs)dBs.

Este operador está bien definido debido a la propiedad de crecimiento lineal (38,39)
de los coeficientes de la ecuación.
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La desigualdad de Schwartz y la isometŕıa de la integral estocástica nos per-
miten escribir

E
�
|(LX)t − (LY )t|

2� ≤ 2E

��� t

0

(b(s,Xs)− b(s, Ys)) ds

�2
�

+2E

��� t

0

(σ(s,Xs)− σ(s,Xs)) dBs

�2
�

≤ 2TE

�� t

0

(b(s,Xs)− b(s, Ys))
2 ds

�

+2E

�� t

0

(σ(s,Xs)− σ(s,Xs))
2 ds

�
.

Utilizando la propiedad de Lipschitz (36,37) se obtiene

E
�
|(LX)t − (LY )t|

2� ≤ 2
�
TD2

1 + D2
2

�
E

�� t

0

(Xs − Ys)
2 ds

�
.

Pongamos C = 2 (TD2
1 + D2

2). Por consiguiente, multiplicando por el factor e−λt

e integrando en [0, T ] se obtiene

� T

0

e−λtE
�
|(LX)t − (LY )t|

2� dt ≤ C

� T

0

e−λtE

�� t

0

(Xs − Ys)
2 ds

�
dt

≤ C

� T

0

�� T

s

e−λtdt

�
E

�
(Xs − Ys)

2� ds

≤ C

λ

� T

0

e−λsE
�
(Xs − Ys)

2� ds.

Por lo tanto,

�LX − LY � ≤
�

C

λ
�X − Y �

y como
�

C
λ < 1. Esto nos dice que el operador L es una contracción en el espacio

L2
a,T . El teorema del punto fijo nos asegura que este operador tiene un único punto

fijo, lo que implica la unicidad y existencia de solución de la ecuación (35). �
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3.1 Soluciones expĺıcitas de ecuaciones diferenciales es-
tocásticas

La fórmula de Itô permite resolver expĺıcitamente algunas ecuaciones difer-
enciales estocásticas. Veamos algunos ejemplos.

A) Ecuaciones lineales. El movimiento browniano geométrico

Xt = X0e
µ−σ2

2 t+σBt

satisface la ecuación lineal

dXt = µXtdt + σXtdBt.

Más generalmente, la solución de la ecuación lineal homogénea

dXt = b(t)Xtdt + σ(t)XtdBt

será

Xt = X0 exp
�� t

0

�
b(s)− 1

2σ
2(s)

�
ds +

� t

0 σ(s)dBs

�

B) El proceso de Ornstein-Uhlenbeck. Consideremos la ecuación diferencial
estocástica

dXt = a (m−Xt) dt + σdBt

X0 = x,

donde a,σ > 0 y m es un número real. Como se trata de una ecuación
lineal no homogénea, utilizaremos el método de variación de las con-
stantes. La solución de la ecuación homogénea

dxt = −axtdt

x0 = x

es xt = xe−at. Entonces hacemos el cambio de variable Xt = Yte−at, es
decir, Yt = Xteat. El proceso Yt satisface

dYt = aXte
atdt + eatdXt

= ameatdt + σeatdBt.
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Por tanto,

Yt = x + m(eat − 1) + σ

� t

0

easdBs,

lo que implica

Xt = m + (x−m)e−at
+ σe−at

� t

0 easdBs

El proceso estocástico Xt es gaussiano. La media y varianza de cada

variable Xt pueden calcularse fácilmente:

E(Xt) = m + (x−m)e−at,

V arXt = σ2e−2atE

��� t

0

easdBs

�2
�

= e−2at

� t

0

e2asds =
σ2

2a

�
1− e−2at

�
.

La distribución de Xt cuando t tiende a infinito converge hacia la ley

normal

N(m,
σ2

2a
).

Esta ley se denomina la ley invariante o estacionaria. En el caso m = 0

este proceso se denomina el proceso de Ornstein-Uhlenbeck.

C) Consideremos una ecuación diferencial estocástica del tipo

dXt = f(t, Xt)dt + c(t)XtdBt, X0 = x, (40)

donde f(t, x) y c(t) son funciones deterministas continuas, tales que f
satisface las condiciones de crecimiento lineal y propiedad de Lipschitz

en la variable x. Esta ecuación se puede resolver siguiendo los pasos

siguientes:

a) Se considera el “factor integrante”

Ft = exp

�
−

� t

0

c(s)dBs +
1

2

� t

0

c2
(s)ds

�
,

tal que F−1
t es solución de la ecuación (40) si f = 0 y x = 1. El

proceso Yt = FtXt cumple

dYt = Ftf(t, F−1
t Yt)dt, Y0 = x. (41)
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b) La ecuación (41) es una ecuación diferencial determinista, parametrizada
por ω ∈ Ω, que podrá resolverse mediante métodos habituales.

Por ejemplo, supongamos que f(t, x) = f(t)x. En tal caso la ecuación
(41) es

dYt = f(t)Ytdt,

de lo que se deduce

Yt = x exp

�� t

0

f(s)ds

�

y, por lo tanto,

Xt = x exp
�� t

0 f(s)ds +
� t

0 c(s)dBs − 1
2

� t

0 c2(s)ds
�

D) Ecuación diferencial estocástica lineal general. Consideremos la ecuación

dXt = (a(t) + b(t)Xt) dt + (c(t) + d(t)Xt) dBt,

con condición inicial X0 = x, donde a, b, c y d son funciones continuas.
Utilizando el método de variación de las constantes propondremos una
solución de la forma

Xt = UtVt (42)

donde
dUt = b(t)Utdt + d(t)UtdBt

y
dVt = α(t)dt + β(t)dBt,

con U0 = 1 y V0 = x. Por el apartado C sabemos que

Ut = exp

�� t

0

b(s)ds +

� t

0

d(s)dBs −
1

2

� t

0

d2(s)ds

�
.

Por otra parte, diferenciando la igualdad (42) obtenemos

a(t) = Utα(t) + β(t)d(t)Ut

c(t) = Utβ(t)
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es decir

β(t) = c(t) U−1
t

α(t) = [a(t)− c(t)d(t)] U−1
t .

Finalmente,

Xt = Ut

�
x +

� t

0 [a(s)− c(s)d(s)] U−1
s ds +

� t

0 c(s) U−1
s dBs

�

La ecuación diferencial estocástica de Itô

Xt = X0 +

� t

0

b(s,Xs)ds +

� t

0

σ(s,Xs)dBs,

puede transformarse en una ecuación de Stratonovich, utilizando la fórmula

(27) que nos relaciona ambos tipos de integral. Aśı, se obtiene

Xt = X0 +

� t

0

b(s,Xs)ds−
� t

0

1

2
(σσ�

) (s,Xs)ds +

� t

0

σ(s,Xs) ◦ dBs,

ya que la expresión del proceso σ(s,Xs) como proceso de Itô seŕıa

σ(t,Xt) = σ(0, X0) +

� t

0

�
σ�b− 1

2
σ��σ2

�
(s,Xs)ds

+

� t

0

(σσ�
) (s,Xs)dBs.

Yamada y Watanabe demostraron en 1971 que la condición de Lipschitz

pod́ıa debilitarse de la forma siguiente, en el caso de ecuaciones diferenciales

estocásticas unidimensionales. Supongamos que los coeficientes b y σ no de-

penden del tiempo, el coeficiente b es Lipschitz, pero el coeficiente σ satisface

la condición de Hölder

|σ(x)− σ(y)| ≤ D|x− y|α,

donde α ≥ 1
2 . En tal caso existe una única solución de la ecuación.

Por ejemplo, la ecuación
�

dXt = |Xt|rdBt

X0 = 0

tiene una solución única si r ≥ 1/2.
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3.2 Soluciones fuertes y soluciones débiles

La solución Xt que hemos encontrado antes es una solución fuerte porque es
un proceso adaptado a la familia de σ-álgebras

F
Z
t = σ(Bs, s ≤ t, Z).

Podemos plantear el problema de forma diferente. Nos dan los coeficientes
b(t, x) y σ(t, x) y nos piden que encontremos un par de procesos Xt, Bt en un
espacio de probabilidad (Ω,F , P ) tales que Bt es un movimiento browniano
relativo a una filtraciónHt y Xt satisface la ecuación (34) en este espacio. Di-
remos entonces que (Ω,F , P,Ht, Xt, Bt) es una solución débil de la ecuación
(34).

Pueden demostrarse los siguientes resultados:

• Toda solución fuerte es también una solución débil.

• Una ecuación con coeficientes b(t, x) y σ(t, x) se dice que tiene unicidad
débil si dos soluciones débiles tienen la misma ley (las mismas distribu-
ciones en dimensión finita). Si los coeficientes satisfacen las condiciones
del Teorema (18) entonces se satisface la unicidad débil.

• La existencia de soluciones débiles puede asegurarse suponiendo sola-
mente que los coeficientes b(t, x) y σ(t, x) son funciones continuas y
acotadas.

La ecuación de Tanaka

dXt = sign (Xt) dBt, X0 = 0,

no tiene ninguna solución fuerte pero tiene una solución débil única.

3.3 Aproximaciones numéricas

Muchas ecuaciones diferenciales estocásticas no pueden resolverse expĺıcitamente.
Por ello es conveniente disponer de métodos numéricos que permiten la sim-
ulación de soluciones.
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Consideremos la ecuación diferencial estocástica con coeficientes indepen-
dientes del tiempo

dXt = b(Xt)dt + σ(Xt)dBt, (43)

con condición inicial X0 = x.
Fijemos un intervalo de tiempo [0, T ] y consideremos la subdivisión for-

mada por los puntos

tj =
iT

n
, i = 0, 1, . . . , n.

La longitud de cada subintervalo será δn = T
n .

El método de Euler consiste en el esquema recursivo siguiente:

X(n)(ti) = X(n)(ti−1) + b(X(n)(ti−1))δn + σ(X(n)(ti−1))∆Bi,

i = 1, . . . , n, donde ∆Bi = Bti − Bti−1 . El valor inicial será X(n)
0 = x.

En los puntos de cada intervalo (titi+1) el valor del proceso X(n) se deduce
por interpolación lineal. El proceso X(n) es una función del movimiento
browniano y podemos medir el error comerido al aproximar X por X(n):

en = E

��
XT −X(n)

T

�2
�

.

Puede demostrarse que en es del orden δ1/2
n es decir,

en ≤ cδ1/2
n

si n ≥ n0.
Para simular una solución mediante el método de Euler, basta con obtener

valores de n variables aleatorias ξ1, . . . ., ξn independientes con ley N(0, 1), y
substituir ∆Bi por

√
δnξi.

El método de Euler puede mejorarse mediante una corrección adicional.
Esto nos lleva a introducir el método de Milstein.

El valor exacto del incremento entre dos puntos de la partición es

X(ti) = X(ti−1) +

� ti

ti−1

b(Xs)ds +

� ti

ti−1

σ(Xs)dBs. (44)

En el método de Euler se basa en aproximar las integrales de la forma sigu-
iente: � ti

ti−1

b(s)ds ≈ b(X(n)(ti−1))δn,

� ti

ti−1

σ(s)dBs ≈ σ(X(n)(ti−1))∆Bi.
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En el método de Milstein, aplicaremos la fórmula de Itô a los procesos b(Xs) y
σ(Xs) que aparecen en (44), con objeto de obtener una aproximación mejor.
De esta forma obtenemos

X(ti)−X(ti−1)

=

� ti

ti−1

�
b(X(n)(ti−1)) +

� s

ti−1

�
bb� +

1

2
b��σ2

�
(Xr)dr +

� s

ti−1

(σb�) (Xr)dBr

�
ds

+

� ti

ti−1

�
σ(X(n)(ti−1)) +

� s

ti−1

�
bσ� +

1

2
σ��σ2

�
(Xr)dr +

� s

ti−1

(σσ�) (Xr)dBr

�
dBs

= b(X(n)(ti−1))δn + σ(X(n)(ti−1))∆Bi + Ri.

El término dominante en el resto es la integral estocástica doble

� ti

ti−1

�� s

ti−1

(σσ�) (Xr)dBr

�
dBs,

y puede demostrarse que las demás componentes del resto son de órdenes
inferiores y pueden despreciarse. La integral estocástica doble puede, a su
vez, aproximarse por

(σσ�) (X(n)(ti−1))

� ti

ti−1

�� s

ti−1

dBr

�
dBs.

Las reglas del cálculo estocástico nos permiten calcular la integral doble que
nos queda:

� ti

ti−1

�� s

ti−1

dBr

�
dBs =

� ti

ti−1

�
Bs −Bti−1

�
dBs

=
1

2

�
B2

ti −B2
ti−1

�
−Bti−1

�
Bti −Bti−1

�
− δ2

n

=
1

2
(∆Bi)

2 − δ2
n.

En conclusión, el método de Milstein consiste en el sistema recursivo siguiente

X(n)(ti) = X(n)(ti−1) + b(X(n)(ti−1))δn + σ(X(n)(ti−1)) ∆Bi

+
1

2
(σσ�) (X(n)(ti−1))

�
(∆Bi)

2 − δ2
n

�
.
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Puede demostarse que el error en es del orden δn es decir,

en ≤ cδn

si n ≥ n0.

3.4 Propiedad de Markov

Consideremos un proceso de difusión n-dimensional {Xt, t ≥ 0} que satisface
una ecuación diferencial estocástica del tipo

dXt = b(t,Xt)dt + σ(t,Xt)dBt, (45)

donde B es un movimiento browniano m-dimensional y los coeficientes b y σ
son funciones que satisfacen las hipótesis del Teorema (18).

Seguidamente demostraremos que los procesos de difusión satisfacen la
propiedad de Markov. Esta propiedad nos dice que el comportamiento futuro
del proceso, conociendo la información hasta el instante t solo depende del
valor del proceso en el instante presente, Xt.

Definición 19 Diremos que un proceso estocástico n-dimensional {Xt, t ≥
0} es un proceso de Markov si para todo s < t se tiene

E(f(Xt)|Xr, r ≤ s) = E(fXt)|Xs),

para toda función medible y acotada f en Rn.

La ley de probabilidad de los procesos de Markov se caracteriza mediante
las denominadas probabilidades de transición:

P (C, t, x, s) = P (Xt ∈ C|Xs = x),

donde 0 ≤ s < t, C ∈ B n y x ∈ Rn. Es decir, P (·, t, x, s) es la ley de proba-
bilidad de la variable Xt condicionada por Xs = x. Si esta ley condicionada
tiene densidad, la designaremos por p(y, t, x, s). Por ejemplo, el movimiento
browniano real Bt es un proceso de Markov con probabilidades de transición
dadas por

p(y, t, x, s) =
1�

2π(t− s)
e−

(x−y)2

2(t−s) .
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Designaremos por {Xs,x
t , t ≥ s} la solución de la ecuación diferencial es-

tocástica (45) en el intervalo de tiempo [s,∞) y con condición inicial Xs,x
s =

x. Si s = 0, escribiremos X0,x
t = Xx

t .
Puede demostrarse que existe una versión continua en los tres parámetros

del proceso estocástico

{Xs,x
t , 0 ≤ s ≤ t, x ∈ Rn} .

Por otra parte, para cada 0 ≤ s ≤ t se cumple la siguiente propiedad:

Xx
t = Xs,Xx

s
t (46)

En efecto, Xx
t para t ≥ s satisface la ecuación diferencial estocástica

Xx
t = Xx

s +

� t

s

b(u,Xx
u)du +

� t

s

σ(u,Xx
u)dBu.

Por otra parte, Xs,y
t verifica

Xs,y
t = y +

� t

s

b(u,Xs,y
u )du +

� t

s

σ(u,Xs,y
u )dBu

y substituyendo y por Xx
s obtenemos que los procesos Xx

t y Xs,Xx
s

t son solu-
ciones de la misma ecuación en el intervalo [s,∞) con condición inicial Xx

s .
Por la unicidad de soluciones deben coincidir.

Teorema 20 (Propiedad de Markov de las difusiones) Sea f una función
medible y acotada definida en Rn. Entonces, para cada 0 ≤ s < t tendremos

E [f(Xt)|Fs] = E [f(Xs,x
t )] |x=Xs .

Demostración: Tenemos, utilizando (46) y la Regla 7 de la esperanza condi-
cionada:

E [f(Xt)|Fs] = E
�
f(Xs,Xs

t )|Fs

�
= E [f(Xs,x

t )] |x=Xs ,

ya que el proceso {Xs,x
t , t ≥ s, x ∈ Rn} es independiente de Fs y la variable Xs

es medible respecto de Fs.
Este teorema nos dice que los procesos de difusión tienen la propiedad de

Markov y sus probabilidades de transición son

P (C, t, x, s) = P (Xs,x
t ∈ C).
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Si el proceso de difusión es homogéneo en el tiempo, la propiedad de Markov
se escribe

E [f(Xt)|Fs] = E
�
f(Xx

t−s)
�
|x=Xs .

�

3.5 Generador de una difusión

Consideremos un proceso de difusión n-dimensional {Xt, t ≥ 0} que satisface
una ecuación diferencial estocástica del tipo

dXt = b(t,Xt)dt + σ(t,Xt)dBt.

donde B es un movimiento browniano m-dimensional. Supondremos que
los coeficientes b y σ satisfacen las hipótesis del Teorema 18 y que X0 es
constante.

Podemos asociar a un proceso de difusión un operador diferencial de se-
gundo orden. Dicho operador, que denotaremos por As, s ≥ 0, se denomina
el generador de la difusión, y se define por

Asf(x) =
�n

i=1 bi(s, x) ∂f
∂xi

+ 1
2

�n
i,j=1 (σσ�)i,j (s, x) ∂2f

∂xi∂xj
. (47)

En esta expresión f es una función en Rn dos veces derivable con derivadas
parciales continuas (de clase C1,2). La matriz (σσ�) (s, x) es simétrica y
semidefinida positiva:

(σσ�)i,j (s, x) =
n�

k=1

σi,k(s, x)σj,k(s, x).

La relación entre el operador As y la difusión viene dada por la siguiente
propiedad, consecuencia de la fórmula de Itô: Si f(t, x) es una función de
clase C1,2, entonces, f(t,Xt) es un proceso de Itô con diferencial

df(t,Xt) =

�
∂f

∂t
(t, Xt) + Atf(t,Xt)

�
dt

+
n�

i=1

m�

j=1

∂f

∂xi
(t,Xt)σi,j(t,Xt)dBj

t .
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Por consiguiente, si se cumple

E

�� t

0

����
∂f

∂xi
(s,Xs)σi,j(s,Xs)

����
2

ds

�
<∞ (48)

para cada t > 0 y cada i, j, el proceso

Mt = f(t,Xt) −
� t

0

�
∂f

∂s
+ Asf

�
(s,Xs)ds (49)

será una martingala. Condiciones suficientes para (48) son:

a) Las derivadas parciales ∂f
∂xi están acotadas.

b) Existen constantes ct, kt tales que para cada s ∈ [0, t]

����
∂f

∂s
(s, x)

���� +

����
∂f

∂xi
(s, x)

���� +

����
∂2f

∂xi∂xj
(s, x)

���� ≤ cte
kt|x|.

En particular si f satisface la ecuación

∂f
∂t + Atf = 0 (50)

y se cumple a) o b), entonces f(t, Xt) es una martingala.
La propiedad de martingala de este proceso nos permite dar una inter-

pretación probabilista de la solución de una ecuación parabólica con condición
terminal fijada: Si la función f(t, x) satisface (50) en [0, T ] × Rn con la
condición terminal f(T, x) = g(x), entonces

f(t, x) = E(g(X t,x
T ))

casi por todo respecto de la ley de Xt. En efecto, la propiedad de martingala
del proceso f(t,Xt) implica

f(t,Xt) = E(f(T, XT )|Xt) = E(g(XT )|Xt) = E(g(X t,x
T ))|x=Xt .

Consideremos una función q(x) continua y acotada inferiormente. En-
tonces, aplicando de nuevo la fórmula de Itô puede demostrarse que, si la
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función f es de clase C1,2 y cumple una de las condiciones a) o b) anteriores,
el proceso

Mt = e−
t
0 q(Xs)dsf(t,Xt)−

� t

0

e−
s
0 q(Xr)dr

�
∂f

∂s
+ Asf − qf

�
(s,Xs)ds

es una martingala. En efecto,

dMt = e−
t
0 q(Xs)ds

n�

i=1

m�

j=1

∂f

∂xi
(t,Xt)σi,j(t,Xt)dBj

t .

Si la función f satisface la ecuación

∂f

∂s
+ Asf − qf = 0 (51)

entonces,
e−

t
0 q(Xs)dsf(t,Xt) (52)

será una martingala.
Supongamos que f(t, x) satisface (51) en [0, T ]×Rn con condición termi-

nal f(T, x) = g(x). Entonces,

f(t, x) = E
�
e−

T
t q(Xt,x

s )dsg(X t,x
T )

�
.

En efecto, la propiedad de martingala del proceso (52) implica

f(t,Xt) = E
�
e−

T
t q(Xs)dsf(T,XT )|Ft

�
.

Finalmente, la propiedad de Markov nos permite escribir

E
�
e−

T
t q(Xs)dsf(T,XT )|Ft

�
= E

�
e−

T
t q(Xt,x

s )dsg(X t,x
T )

�
|x=Xt .

Tomando esperanzas en la ecuación (49) se obtiene

E(f(t,Xt)) = f(0, X0) + E

� t

0

�
∂f

∂s
+ Asf

�
(s,Xs)ds.

Esta es la denominada fórmula de Dynkin que tiene una extensión a tiempos
de paro. Designaremos por C2

0(Rn) el conjunto de las funciones f en Rn con
dos derivadas parciales continuas y soporte compacto.
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Teorema 21 (Fórmula de Dynkin) Sea f ∈ C2
0(Rn) y consideremos un

proceso de difusión {Xt, t ≥ 0} que satisface la ecuación diferencial es-
tocástica (45), con condición inicial constante. Entonces, si τ es un tiempo
de paro tal que E(τ) <∞,

E [f(Xτ )] = f(X0) + E

� τ

0

(Asf) (Xs)ds.

En particular si τ es el tiempo de salida de un conjunto acotado, la
condición E(τ) <∞ siempre se cumple.

Demostración: Utilizando la fórmula de Itô es suficiente con ver que

n�

i=1

m�

k=1

E

�� τ

0

∂f

∂xi
(Xs)σi,k(s,Xs)dBk

s

�
= 0.

Consideremos la sucesión de variables aleatorias, para cada i, k fijados,

ξN =

� τ∧N

0

∂f

∂xi
(Xs)σi,k(s,Xs)dBk

s .

Esta sucesión converge casi seguramente hacia la variable

ξ =

� τ

0

∂f

∂xi
(Xs)σi,k(s,Xs)dBk

s .

La propiedad (20) implica

E [ξN ] = E

�� N

0

∂f

∂xi
(Xs)σi,k(s,Xs)1{s≤τ}dBk

s

�
= 0.

Por otra parte, como la función f tiene soporte compacto, el proceso ∂f
∂xi

(Xs)σi,k(s,Xs)
está acotado por una constante c y por consiguiente,

E
�
(ξN)2� = E

�� N

0

�
∂f

∂xi
(Xs)σi,k(s,Xs)1{s≤τ}

�2

ds

�
≤ Nc2E(τ) <∞.

La acotación uniforme de los momentos de orden 2 de las variables ξN , y la
convergencia casi segura de la sucesión ξN hacia la variable ξ implican

E(ξ) = lim
N→∞

E(ξN) = 0.
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�
Como aplicación consideremos el siguiente problema. Sea Bt un movimiento

browniano n-dimensional tal que B0 = a, y supongamos |a| < R. Cual es la
esperanza del tiempo de salida τK de la bola de radio R :

K = {x ∈ Rn : |x| < R}.

Apliquemos la fómula de Dynkin a X = B, τ = τK ∧N y sea f una función
de C2

0(Rn) tal que f(x) = |x|2 para |x|2 ≤ R. Tendremos

E[f(Bτ )] = f(a) +
1

2
E

�� τ

0

∆f(Bs)ds

�

= |a|2 + nE [τ ] .

Por tanto,

E [τK ∧N ] =
1

n

�
R2 − |a|2

�

y haciendo N →∞ obtenemos

E [τK ] =
1

n

�
R2 − |a|2

�
.

3.6 Procesos de difusión y ecuaciones en derivadas par-
ciales

Existe una relación interesante entre procesos de difusión y ecuaciones en
derivadas parciales. En general, los procesos de difusión permiten dar in-
terpretaciones probabilistas de ecuaciones en derivadas parciales de segundo
orden.

Consideremos el siguiente ejemplo sencillo. Si Bt es un movimiento brow-
niano, y f es una función continua y con crecimiento polinomial, la función

u(t, x) = E(f(Bt + x))

satisface la ecuación de la calor:

∂u

∂t
=

1

2

∂2u

∂x2
, (53)

con condición inicial u(0, x) = f(x). Esto es debido a que podemos escribir

E(f(Bt + x)) =

� ∞

−∞
f(y)

1√
2πt

e−
(x−y)2

2t dy,
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y la función 1√
2πt

e−
(x−y)2

2t para cada y fijo, satisface la ecuación (53).

La función x �→ u(t, x) representa la distribución de temperaturas en una
barra de longitud infinita, suponiendo un perfil inicial de temperaturas dado
por la función f(x).

Consideremos una difusión es homogénea en el tiempo. En tal caso, el
generador A no depende del tiempo y vale:

Af(x) =
n�

i=1

bi(x)
∂f

∂xi
+

1

2

n�

i,j=1

(σσ�)i,j (x)
∂2f

∂xi∂xj
. (54)

La fórmula de Dynkin, suponiendo X0 = x, nos dice que

E [f(Xx
t )] = f(x) +

� t

0 E [Af(Xx
s )] ds. (55)

Consideremos la función

u(t, x) = E [f(Xx
t )]. (56)

La fórmula (55) nos dice que esta función es diferenciable y satisface la sigu-
iente ecuación

∂u

∂t
= E [Af(Xx

t )] .

El término E [Af(Xx
t )] puede también expresarse en función de u. Para ello

necesitamos introducir el dominio del generador de la difusión:

Definición 22 El dominio DA del generador de la difusión {Xt} es el con-
junto de funciones f : Rn → R tales que el ĺımite siguiente existe para todo
x ∈ Rn

Af(x) = lim
t↓0

E [f(Xx
t )]− f(x)

t
. (57)

La expresión (55) nos dice que C2
0(Rn) ⊂ DA y para toda función f ∈

C2
0(Rn), el ĺımite (57) es igual a al valor Af dado por (54).

El siguiente resultado nos dice que la función u(t, x) definida en (56) sat-
isface una ecuación en derivadas parciales, denominada ecuación retrógrada
(bakward) de Kolmogorov. Esto nos proporciona una interpretación proba-
bilista de las ecuaciones en derivadas parciales de tipo parabólico.

Teorema 23 Sea f ∈ C2
0(Rn).
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a) Definimos u(t, x) = E [f(Xx
t )]. Entonces, u(t, ·) ∈ DA para cada t y

�
∂u
∂t = Au

u(0, x) = f(x)
(58)

b) Si w ∈ C1,2([0,∞)×Rn) es una función acotada que satisface la ecuación
(58), entonces w(t, x) = E [f(Xx

t )].

Demostración: a) Hemos de calcular el ĺımite cuando r ↓ 0 de la expresión

E [u(t,Xx
r )]− u(t, x)

r
.

Aplicando la propiedad de Markov obtenemos

E [u(t,Xx
r )] = E

�
E [f(Xy

t )] |y=Xx
r

�

= E
�
f(Xx

t+r)
�

= u(t + r, x).

Finalmente, como t→ u(t, x) es diferenciable

E [u(t,Xx
r )]− u(t, x)

r
=

1

r
(u(t + r, x)− u(t, x)) −→ ∂u

∂t
.

b) Consideremos el proceso (n + 1)-dimensional

Yt = (s− t,Xx
t ).

La fórmula de Itô aplicada a este proceso y a la función w nos da

w(Yt) = w(s, x) +

� t

0

�
Aw − ∂w

∂r

�
(s− r,Xx

r )dr

+

� t

0

n�

i=1

m�

j=1

∂w

∂xi
(s− r,Xx

r )σi,j(X
x
r )dBj

r .

Teniendo encuenta que w satisface la ecuación Aw = ∂w
∂t , obtenemos

w(Yt) = w(s, x) +

� t

0

n�

i=1

m�

j=1

∂w

∂xi
(s− r,Xx

r )σi,j(X
x
r )dBj

r .
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Ahora deseamos tomar esperanzas, pero como no hemos impuesto ninguna condición
de crecimiento sobre las derivadas parciales de la función w no sabemos si la inte-
gral estocástica tiene esperanza cero. Por ello, debemos introducir un tiempo de
paro, para un R > 0, fijado, definido por

τR = inf{t > 0 : |Xx
t | ≥ R}.

Para r ≤ τR , el proceso ∂w
∂xi

(s− r,Xx
r )σi,j(Xx

r ) está acotado. Por tanto,

E [w(Yt∧τR)] = w(s, x),

y haciendo R ↑ ∞, se obtiene

E [w(Yt)] = w(s, x).

Finalmente, tomando t = s, y utilizando la propiedad w(0, x) = f(x), obtenemos

E [f(Xx
t )] = w(s, x).

�

Notemos por pt(x, y) la solución fundamental de la ecuación parabólica
(58). Es decir, tal solución se obtiene formalmente tomando como función
f la delta δy. Entonces, y −→ pt(x, y) es la densidad de probabilidad de la
variable aleatoria Xx

t :

u(t, x) = E [f(Xx
t )] =

�

n

f(y)pt(x, y)dy.

Esto nos dice también que p(y, t, x, s) = pt−s(x, y) serán las probabilidades
de tansición del proceso de Markov Xt.

Ejemplo 21
En el caso b = 0, σ = I, el proceso de difusión Xt es el movimiento

browniano Bt n-dimensional. Su generador será el operador de Laplace:

∆ = 1
2

�n
i=1

∂2

∂x2
i
.

La ecuación de Kolmogorov en este caso es precisamente la ecuacion de la
calor:

∂u

∂t
=

1

2
∆f.
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La solución fundamental de esta ecuación es la densidad gaussiana:

pt(x, y) = (2πt)−n/2 exp

�
− |x− y|2

2t

�
.

La fórmula de Feynman-Kac es una generalización de la ecuación de Kol-
mogorov que hemos obtenido en el apartado anterior.

Teorema 24 Sean f ∈ C2
0(Rn) y q ∈ C(Rn). Suponemos que la función q

está acotada inferiormente. Consideremos un proceso de difusión {Xt, t ≥ 0}
que satisface la ecuación diferencial estocástica (45).

a) Definimos

v(t, x) = E

�
exp

�
−

� t

0

q(Xx
s )ds

�
f(Xx

t )

�
.

Entonces, u(t, ·) ∈ DA para cada t y

�
∂v
∂t = Av − qv
u(0, x) = f(x)

(59)

b) Si w ∈ C1,2([0,∞)× Rn) es una función acotada en cada [0, T ]× Rnque
satisface la ecuación (59), entonces w(t, x) = v(t, x).

Demostración: a) Pongamos Yt = f(Xx
t ), Zt = exp

�
−

� t

0 q(Xx
s )ds

�
.

Entonces
dZt = −Ztq(X

x
t )dt.

Por lo tanto,
d(YtZt) = YtdZt + ZtdYt,

ya que dZtdYt = 0. Como YtZt es un proceso de Itô, la función v(t, x) = E(YtZt)
es diferenciable respecto de la variable t. En efecto,

v(t, x) = f(x)−
� t

0

E [YsZsq(X
x
s )] ds +

� t

0

E [ZsAf(Xx
s )] ds,

ya que el término de integral estocástica tiene esperanza cero, teniendo en cuenta
que f tiene soporte compacto y q está acotada inferiormente. Por consiguiente,
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Aplicando la propiedad de Markov obtenemos

E[v(t,Xx
r )] = E[E[exp

�
−

� t

0

q(Xy
s )ds

�
f(Xy

t )]|y=Xx
r
]

= E[E[exp

�
−

� t

0

q(Xx
s+r)ds

�
f(Xx

t+r)]|Fr]

= E[exp

�
−

� t

0

q(Xx
s+r)ds

�
f(Xx

t+r)]

= E[exp

�� r

0

q(Xx
s )ds

�
Zt+rf(Xx

t+r)]

= v(t + r, x) + E

��
exp

�� r

0

q(Xx
s )ds

�
− 1

�
Zt+rf(Xx

t+r)

�

Finalmente, como t→ v(t, x) es diferenciable y

1

r
E

��
exp

�� r

0

q(Xx
s )ds

�
− 1

�
Zt+rf(Xx

t+r)

�
r↓0−→ q(x)v(t, x),

obtenemos
E [v(t,Xx

r )]− v(t, x)

r
r↓0−→ ∂v

∂t
+ qv.

b) Consideremos los procesos

Yt = (s− t,Xx
t )

Rt =

� t

0

q(Xx
s )ds.

La fórmula de Itô aplicada a estos procesos y a la función φ(s, x, z) = e−zw(s, x)
nos da

e−Rtw(Yt) = w(s, x) +

� t

0

�
Aw − ∂w

∂r
− qw

�
(s− r,Xx

r )e−Rrdr

+

� t

0

n�

i=1

m�

j=1

∂w

∂xi
(s− r,Xx

r )σi,j(X
x
r )e−RrdBj

r .

Teniendo encuenta que w satisface la ecuación Aw + qw = ∂w
∂t , obtenemos

e−Rtw(Yt) = w(s, x) +

� t

0

n�

i=1

m�

j=1

∂w

∂xi
(s− r,Xx

r )σi,j(X
x
r )e−RrdBj

r .
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Introduciendo, com antes, el tiempo de paro

τR = inf{t > 0 : |Xx
t | ≥ R},

tendremos que para r ≤ τR , el proceso ∂w
∂xi

(s−r,Xx
r )σi,j(Xx

r )e−Rr está acotado.
Por tanto,

E
�
e−Rt∧τR w(Yt∧τR)

�
= w(s, x),

y haciendo R ↑ ∞, se obtiene

E
�
e−Rtw(Yt)

�
= w(s, x).

Finalmente, tomando t = s, y utilizando la propiedad w(0, x) = f(x), obtenemos

E

�
exp

�
−

� t

0

q(Xx
s )ds

�
f(Xx

t )

�
= w(s, x).

�

Ejercicios

3.1 Comprobar que los siguientes procesos satisfacen las ecuaciones diferen-
ciales estocásticas indicadas:

(i) El proceso Xt = Bt
1+t cumple

dXt = − 1

1 + t
Xtdt +

1

1 + t
dBt,

X0 = 0

(ii) El proceso Xt = sin Bt, con B0 = a ∈
�
−π

2 , π
2

�
es solución de

dXt = −1

2
Xtdt +

�
1−X2

t dBt,

para t < T = inf{s > 0 : Bs /∈
�
−π

2 , π
2

�
.

(iii) (X1(t), X2(t)) = (t, etBt) satisface
�
dX1

dX2

�
=

�
1

X2

�
dt +

�
0

eX1

�
dBt
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(iv) (X1(t), X2(t)) = (cosh(Bt), sinh(Bt)) satisface
�
dX1

dX2

�
=

1

2

�
X1

X2

�
dt +

�
X2

X1

�
dBt.

(v) Xt = (cos(Bt), sin(Bt)) satisface

dXt =
1

2
Xtdt + XtdBt,

donde M =

�
0 −1
1 0

�
. Las componentes del proceso Xt cumplen

X1(t)
2 + X2(t)

2 = 1,

y por lo tanto, Xt puede considerarse como un movimiento brow-
niano en la circunferencia de radio 1.

(vi) El proceso Xt = (x1/3 + 1
3Bt)3, x > 0, cumple

dXt =
1

3
X1/3

t dt + X2/3
t dBt.

3.2 Consideremos un movimiento browniano n-dimensional Bt y fijemos con-
stantes αi, i = 1, . . . , n. Resolver la ecuación diferencial estocástica

dXt = rXtdt + Xt

n�

k=1

αkdBk(t).

3.3 Resolverde las ecuaciones diferenciales estocásticas siguientes:

dXt = rdt + αXtdBt, X0 = x

dXt =
1

Xt
dt + αXtdBt, X0 = x > 0

dXt = Xγ
t dt + αXtdBt, X0 = x > 0.

Para que valores de las constantes α, γ hay explosión?

3.4 Resolver las ecuaciones diferenciales estocásticas siguientes:

(i) �
dX1

dX2

�
=

�
1

0

�
dt +

�
1 0
0 X1

� �
dB1

dB2

�
.
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(ii) �
dX1(t) = X2(t)dt + αdB1(t)
dX2(t) = X1(t)dt + βdB2(t)

3.5 La ecuación diferencial estocástica no lineal

dXt = rXt(K −Xt)dt + βXtdBt, X0 = x > 0

es utiliza como modelo para el crecimiento de una población de tamaño

Xt, en un medio aleatorio. La constante K > 0 se denomina la capaci-

dad del medio, la constante r ∈ R mide la calidad del medio y la con-

stante β ∈ R es una medida del nivel de ruido del sistema. Comprobar

que

Xt =
exp

��
rK − 1

2β
2
�
t + βBt

�

x−1 + r
� t

0 exp
��

rK − 1
2β

2
�
s + βBs

�
ds

es la única solución.

3.6 Encontrar el generador de los siguientes procesos de difusión:

a) dXt = µXtdt + σdBt, (proceso de Ornstein-Uhlenbeck) µ y r son

constantes

b) dXt = rXtdt + αXtdBt, (movimiento browniano geométrico) α y r
son constantes

c) dXt = rdt + αXtdBt, α y r son constantes

d) dYt =

�
dt

dXt

�
donde Xt es el proceso introducido en a)

e)

�
dX1

dX2

�
=

�
1

X2

�
dt +

�
0

eX1

�
dBt

f)

�
dX1

dX2

�
=

�
1

0

�
dt +

�
1 0

0 X1

� �
dB1

dB2

�

h) X(t) = (X1, X2, . . . .Xn), siendo

dXk(t) = rkXkdt + Xk

n�

j=1

αkjdBj, 1 ≤ k ≤ n

3.7 Encontrar un proceso de difusión cuyo generador sea:
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a) Af(x) = f �(x) + f ��(x), f ∈ C2
0(R)

b) Af(x) = ∂f
∂t + cx∂f

∂x + 1
2α

2x2 ∂2f
∂x2 , f ∈ C2

0(R2)

c) Af(x1, x2) = 2x2
∂f
∂x1

+ log(1 + x2
1 + x2

2)
∂f
∂x2

+ 1
2 (1 + x2

1)
∂2f
∂x2

1

+x1
∂2f

∂x1∂x2
+ 1

2
∂2f
∂x2

2
, f ∈ C2

0(R2)

3.8 Demostrar que la solución u(t, x) del problema con valor inicial

∂u

∂t
=

1

2
β2x2∂2u

∂x2
+ αx

∂u

∂x
, t > 0, x ∈ R

u(0, x) = f(x), f ∈ C2
0(R)

puede expresarse como

u(t, x) = E

�
f(x exp{βBt + (α− 1

2
β2)t}

�
.

4 Aplicación del cálculo estocástico a la cober-
tura y valoración de derivados

Consideremos el modelo de Black y Scholes para la curva de precios de un
activo financiero. El precio St en un instante t viene dado por un movimiento
browniano geométrico:

St = S0eµt−σ2

2 t+σBt ,

donde S0 es el precio inicial, µ es una constante que representa la tendencia
a crecer (observemos que E(St) = S0eµt), y σ se denomina la volatilidad.
Sabemos que St satisface una ecuación diferencial estocástica lineal:

dSt = σStdBt + µStdt.

Este modelo tiene las propiedades siguientes:

a) Las trayectorias t → St son continuas.

b) Para todo s < t, el incremento relativo St−Ss
Ss

es independient de la σ-
álgebra generada por {Su, 0 ≤ u ≤ s}.
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c) La ley del cociente
St
Ss

es una distribución lognormal con parámetros�
µ− σ2

2

�
(t− s), σ2(t− s).

Fijemos un intervalo de tiempo [0, T ]. Una cartera de valores (o estrategia

de inversión) será un proceso estocástico

φ = {(αt, βt) , 0 ≤ t ≤ T}

tal que sus componentes son procesos progresivamente medibles y verifican

� T

0

|αt| dt < ∞,

� T

0

(βt)
2 dt < ∞.

La componente αt representa el capital (activo financiero sin riesgo) al tipo

de interés r. La componente βt representa la cantidad de acciones de que

disponemos. En esta situación el valor de la cartera en cada instante t será

Vt(φ) = αte
rt

+ βtSt.

Diremos que la cartera φt es autofinanciada si su valor es un proceso de

Itô con diferencial

dVt(φ) = rαte
rtdt + βtdSt.

Esto significa que el incremento del valor solo depende del incremento de los

precios.

Se introducen los precios actualizados como

�St = e−rtSt = S0 exp

�
(µ− r) t− σ2

2
t + σBt

�
.

El valor actualizado de una cartera será, por definición,

�Vt(φ) = e−rtVt(φ) = αt + βt
�St.

Observemos que

d�Vt(φ) = −re−rtVt(φ)dt + e−rtdVt(φ)

= −rβt
�Stdt + e−rtβtdSt

= βtd�St.
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Se dice que un modelo es viable si existe una probabilidad equivalente

respecto de la cual los precios actualizados forman una martingala. Esta

condición es equivalente a que no haya arbitrajes (carteras autofinanciadas

con valor inicial cero y tales que VT (φ) ≥ 0 y P (VT (φ) > 0) > 0). Tales

probabilidades se denominan probabilidades sin riesgo.

El teorema de Girsanov nos dice que existe una probabilidad Q respecto

de la cual el proceso

Wt = Bt +
µ− r

σ
t

es una martingala. En función del proceso Wt los precios se escriben

St = S0 exp

�
rt− σ2

2
t + σWt

�
,

y los precios actualizados serán martingala:

�St = e−rtSt = S0 exp

�
−σ2

2
t + σWt

�
,

es decir, Q será una probabilidad sin riesgo.

El valor actualizado de una cartera autofinanciada φ valdrá

�Vt(θ) = V0(θ) +

� t

0

βud�Su,

y será una martingala respecto de Q si

� T

0

E(β2
u
�S2

u)du <∞. (60)

Observemos que una tal cartera no puede ser un arbitraje ya que si su valor

inicial es nulo, entonces,

EQ

�
�VT (θ)

�
= V0(θ) = 0.

Consideremos un contrato derivado sobre el activo financiero que permita

hacer un beneficio a su propietario dado por una variable aleatoria h ≥ 0,

FT -medible y de cuadrado integrable respecto de Q. El tiempo T será la

fecha de vencimiento del contrato.
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• En el caso de una opción de compra europea de vencimiento T y precio
de ejercicio K, tendremos

h = (ST −K)+.

• En el caso de una opción de venta europea de vencimiento T y precio
de ejercicio K, tendremos

h = (K − ST )+.

Diremos que una cartera autofinanciada φ que cunple (60) cubre el derivado
si VT (θ) = h, y se dice entonces que la variable h es replicable.

El precio del derivado en cualquier instante t ≤ T se determina como el
valor de una cartera de cobertura, suponiendo que el beneficio h es replicable.
Vendrá dado por la fórmula

Vt(θ) = EQ(e−r(T−t)h|Ft), (61)

que se deduce de la propiedad de martingala de �Vt(θ) respecte de Q:

EQ(e−rT h|Ft) = EQ(�VT (θ)|Ft) = �Vt(θ) = e−rtVt(θ).

En particular,

V0(θ) = EQ(e−rT h).

Se dice que un modelo es completo si toda variable de cuadrado integrable
respecto de la probabilidad sin riesgo es replicable. El modelo de Black y
Scholes es completo, como consecuencia del teorema de representación de
martingalas:

Consideremos la martingala de cuadrado integrable

Mt = EQ

�
e−rT h|Ft

�
.

Sabemos que existe un proceso estocástico Kt adaptado y de cuadrado inte-
grable, o sea,

� T

0 EQ(K2
s )ds <∞, tal que

Mt = M0 +

� t

0

KsdWs.
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Definimos la cartera autofinanciada φt = (αt, βt) por

βt =
Kt

σ �St

,

αt = Mt −
1

σ
�St.

El valor actualizado de esta cartera será

�Vt(θ) = αt + βt
�St = Mt,

y, por lo tanto, su valor final será

VT (θ) = erT �VT (θ) = erT MT = h.

Consideremos el caso particular h = g(ST ). El valor del derivado en el
instante t será

Vt = EQ

�
e−r(T−t)g(ST )|Ft

�

= e−r(T−t)EQ

�
g(Ste

r(T−t)eσ(WT−Wt)−σ2/2(T−t))|Ft

�
.

Por lo tanto,
Vt = F (t, St), (62)

donde
F (t, x) = e−r(T−t)EQ

�
g(xer(T−t)eσ(WT−Wt)−σ2/2(T−t))

�
. (63)

Bajo hipótesis muy generales sobre g (por ejemplo si es continua y deriv-
able a trozos)que incluyen, en particular, las funciones

g(x) = (x−K)+,

g(x) = (K − x)+,

la función F (t, x) es derivable respecto de t y dos veces derivable respecto de
x, con todas las derivadas parciales continuas. Supondremos que existe una
función F (t, x) de este tipo tal que se cumple (62). Entonces, aplicando la

99



fórmula de Itô a (62) se obtiene

Vt = V0 +

� t

0

σ
∂F

∂x
(u, Su)SudWu +

� t

0

r
∂F

∂x
(u, Su)Sudu

+

� t

0

∂F

∂t
(u, Su)du +

1

2

� t

0

∂2
F

∂x2
(u, Su) σ2

S
2
udu

= V0 +

� t

0

σ
∂F

∂x
(u, Su)SudWu

+

� t

0

Kudu.

Por otro lado, sabemos que Vt es un proceso de Itô con representación

Vt = V0 +

� t

0

σHuSudWu +

� t

0

rVudu.

Comparando estas dos expresiones se deduce

Ht =
∂F

∂x
(t, St),

rF (t, St) =
∂F

∂t
(t, St) +

1

2
σ2

S
2
t

∂2
F

∂x2
(t, St)

+rSt
∂F

∂x
(t, St).

El soporte de la ley de probabilidad de la variable aleatoria St es [0,∞). Per
tanto, estas igualdades nos dicen que F (t, x) satisface la ecuación

∂F

∂t
(t, x) + rx

∂F

∂x
(t, x) +

1

2

∂2
F

∂x2
(t, x) σ2

x
2 = rF (t, x), (64)

F (T, x) = g(x).

Por otra parte, la cartera recubridora será

αt =
∂F

∂x
(t, St),

βt = e
−rt (F (t, St)−HtSt) .

La fórmula (63) puede escribirse como

F (t, x) = e
−r(T−t)

EQ

�
g(xe

r(T−t)
e

σ(WT−Wt)−σ2/2(T−t))
�

= e
−rθ 1√

2π

� ∞

−∞
g(xe

rθ−σ2

2 θ+σ
√

θy)e−y2/2
dy,
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donde θ = T − t. En el caso particular de una opción de compra europea de
precio de ejercicio K y vencimiento T , g(x) = (x−K)+ , se obtiene

F (t, x) =
1√
2π

� ∞

−∞
e
−y2/2

�
xe
−σ2

2 θ+σ
√

θy −Ke
−rθ

�+

dy

= xΦ(d+)−Ke
−r(T−t)Φ(d−),

donde

d− =
log x

K +
�
r − σ2

2

�
(T − t)

σ
√

T − t
,

d+ =
log x

K +
�
r + σ2

2

�
(T − t)

σ
√

T − t

Por tanto, el precio en el instante t será

Ct = F (t, St).

La composición de la cartera de cobertura será

Ht =
∂F

∂x
(t, St) = Φ(d+).
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