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Numeros reales y complejos

Competencias

P Manejar con soltura las propiedades algebraicas del cuerpo de los niimeros
reales y del cuerpo de los ntimeros complejos.

P Adquirir la idea del caracter deductivo de las matematicas y ser capaz de
demostrar algunas verdades «evidentesy.

P Conocer y saber utilizar el valor absoluto y sus propiedades.

P> Saber resolver ecuaciones e inecuaciones sencillas con nimeros reales y
complejos.

P Entender la axiomatica de los niimeros naturales y saber aplicarla al mé-
todo de induccién.

P Saber usar MAXIMA como herramienta de apoyo en la solucién de ecua-
ciones e inecuaciones, o procesos de induccién.

AANAAANNNAANANNNQD
B e == o e

CONTENIDOS
1.1. Definiciéon axiomatica de R
1.2. Otras propiedades de los nimeros (N, Z, Q y R)
1.3. El cuerpo de los niimeros complejos

1.4. Ejercicios
Este capitulo esta dedicado a introducir axiomaticamente el conjunto R de los
numeros reales y a obtener propiedades de R relevantes para el curso, utilizando el
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2 Ntmeros reales y complejos

método deductivo de las matematicas. Los niimeros reales constituyen la columna
que sirve de sostén al resto de la construcciones que se realizaran en el curso.
Maés aun, estan en la base de todo el Analisis Matematico, lo cual da idea de la
importancia que este capitulo tiene.

Aunque haya cuestiones que sean desconocidas para los estudiantes, buena
parte de las propiedades de R que se estudian les resultaran familiares. No en vano
las han usado y manipulado en la ensenanza secundaria, quizd con un nivel de
conciencia no homogéneo. La diferencia significativa estd en la metodologia y el
rigor empleados.

El indudable beneficio que para el aprendizaje puede tener el que se incida sobre
cosas «ya conocidas» puede comportar también el riesgo para los estudiantes de
pasar deprisa, quedandose en la periferia, sin entrar en el nicleo. Y los ntimeros
reales no son un objeto matematico sencillo. Baste decir que la representacion
decimal que usamos comunmente sélo tiene trescientos afios aproximadamente y
que la formulacion rigurosa de los reales, que aqui presentamos, es de finales del
diecinueve. Y ello a pesar de que se tiene constancia de que los nimeros naturales
eran ya utilizados (de alguna manera) en el paleolitico, hace 12.000 anos.

En asignaturas de Algebra es usual el estudio de los niimeros comenzando por
los naturales (con frecuencia en el marco de la teoria de conjuntos) que admiten una
axiomatica simple. A partir de ellos, y en relaciéon con la solucién de ecuaciones,
se van construyendo sucesivamente los enteros y los racionales y se estudian sus
propiedades. Apoyandose en los racionales es posible construir los reales y analizar
sus propiedades. Por razones de economia de esfuerzo, y para dar cabida en el curso
a otros contenidos, hemos optado por fijar el nivel de la axiomatica de partida en
una etapa avanzada en lugar de utilizar otra mas basica. Desde un punto de vista
pragmatico, lo importante son las propiedades de R —que formulamos de forma
precisa— y si retrocediéramos en la cadena deductiva tratando de buscar el primer
eslabon acabariamos en los Fundamentos de la Matematica, cuestion que excede
sobremanera los objetivos y las posibilidades del curso. Aunque la complejidad de
los niimeros reales no es comparable con la de los naturales, la modelizacion de R
a través de la recta numérica contribuye grandemente a su asimilacion.

El cuerpo de los nimeros reales resulta suficiente para gran parte de las cuestio-
nes que se presentan tanto en Matematicas como en las ciencias, pero para otras,
resulta conveniente, cuando no necesario, considerar un conjunto méas grande de
numeros, denotado con C, llamados niimeros complejos, que tiene todas las propie-
dades de R, salvo las relativas al orden, porque no existe la posibilidad de ordenar
C. Si R sirve para modelizar matematicamente la recta, C hace lo mismo con el
plano.
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1.1 Definicion axiomatica de R 3

1.1. Definicion axiomatica de R

Definiciéon 1.1.1 (Axioma) Existe un cuerpo totalmente ordenado y completo
que recibe el nombre de cuerpo de los nimeros reales y se denota por R.

Detallamos a continuacién el significado de cada uno de los términos que aparecen
en el axioma.

Cuerpo. Significa que hay dos operaciones internas en R

RxR—R RxR—R
(z,y) =z +y (z,y) —x-y

llamadas suma y producto que cumplen las siguientes propiedades:

(1) 2+ (y+ 2) = (x + y) + 2z para todo z,y, z € R (asociativa),
(2) x4+ y =y + x para todo z,y € R (conmutativa),

(3) existe un elemento en R denotado con 0 que cumple x + 0 = z para
todo = € R (elemento neutro de la suma),

(4) para cada x € R existe 2’ € R con la propiedad de que z+ 2" = 0, dicho
x’ se denota con —z (elemento opuesto),

(5) z-(y-2) = (x-y) -z para todo x,y, z € R (asociativa),
(6) z-y =1y -x para todo z,y € R (conmutativa),

(7) existe un elemento en R distinto de 0, denotado con 1, con la propiedad
de que 1z = x para todo x € R (elemento neutro del producto),

(8) para cada x € R con x # 0 existe 2”7 € R con la propiedad de que

x - 2" = 1, dicho 2” se denota mediante — o también mediante z~!

T
(elemento inverso),

9) (z+y)-z=x-z+y- 2z para todo z,y, z € R (distributiva).
En adelante la expresién a—b significard lo mismo que a+(—b). En lo sucesivo,

generalmente, suprimiremos el simbolo - correspondiente a la multiplicacién;
unicamente lo incluiremos con caracter enfatizante en algunas situaciones.

Totalmente ordenado. Significa que existe una relacién binaria denotada con
< con las siguientes propiedades:
(10) = < x para todo x € R (reflexiva),
(11) =z <y ey <z implican = y (antisimétrica),

(12) z <y ey < zimplican x < z para todo z,y, z € R (transitiva),
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4 Ntmeros reales y complejos

(13) para cada dos elementos x,y € R se cumple una de las dos relaciones:
x <y by <z (el orden es «totaly),

(14) = <y implica z + z < y + z para todo z,y, z € R,
(15) x <y y 0 < zimplica z -z <y -z para todo z,y,z € R.

Una relacién binaria como la anterior que cumple las tres primeras propie-
dades se llama relacion de orden; si ademas cumple la cuarta se dice que
se trata de una relacién de orden total. Las dos tltimas propiedades formu-
lan propiedades de «compatibilidad» del orden en relaciéon con la suma y el
producto del cuerpo.

La relacion x > y significa, por definicién, lo mismo que y < z. Ysixz <y
siendo x # y entonces escribiremos x < y o, indistintamente, y > x.

Si z > 0 diremos que z es positivo, mientras que si < 0 diremos que z es
negativo.

Completo. Significa, dicho de forma breve, lo siguiente:

(16) todo subconjunto no vacio de R acotado superiormente tiene supremo.
Expliquemos la terminologia.
Un conjunto ) # A C R se dice acotado superiormente si existe M € R
con la propiedad de que a < M, para todo a € A; M se llama una cota
superior de A.
Si M < M’ € R es claro que M’ también es cota superior de A. Se
dice que @ € R es supremo de A (y se escribe o« = sup A) si « es cota
superior de A y ademas cualquier otra cota superior M de A cumple
que a < M. Asi pues, la propiedad que nos ocupa puede expresarse
diciendo que en R cada conjunto no vacio acotado superiormente posee
una cota superior que es la menor de todas las cotas superiores.

Proposicién 1.1.2 En R (y, en general, en cualquier cuerpo totalmente ordena-
do) se verifican las siguientes propiedades:

(1) Los elementos neutros, opuesto e inverso de las operaciones suma y producto
son Unicos.

(2) Las formulas a = b y a —b = 0 son equivalentes. Si b # 0 también son

equivalentes las formulas a =b y a - 7= 1.

(3) ¢ <0 equivale a —c > 0.
(4) a-0 =0 para todo a € R.

(5) (—=1)-a= —a y por tanto (—a) - b = —(ab).
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1.1 Definicion axiomatica de R 5

(6) Sia<byc<d entoncesa+c<b+d.

(7) a <b< —a > —b.

(8) Sic <0 entonces a < by ac > bc son equivalentes.

(9) Sia+# 0 entonces a-a > 0; en particular 1 > 0.

1
(10) a >0 < — > 0.
a

(11) Sib >0 entonces a > b =

< —. El reciproco es cierto sia >0 y b > 0.

>

SHES

DEMOSTRACION:

(1)

Veamos, por ejemplo, la unicidad del neutro de la suma (para los otros se
procede de forma similar).

Supongamos que exista otro neutro e ademas de 0. Entonces, por ser 0 ele-
mento neutro se tendria e + 0 = e; pero, por otra parte, por ser e elemento
neutro, también se verificaria 0+ e = 0. Por tanto, usando la conmutatividad
de la suma, tendremos:

e=e+0=0+e=0
y, asi, el elemento neutro es tnico.

Recurriendo a las propiedades de los elementos neutros del producto y la
suma, y a la propiedad distributiva, tenemos:

a=a-1=a-(140)=a-1+a-0=a+a-0.

Por tanto, sumando —a en ambos miembros de la igualdad, obtenemos a-0 =

0.

Si a = b sumando —b a ambos lados se obtiene a — b = 0 y reciprocamente.

En el otro caso basta multiplicar a ambos lados por 7

Si ¢ < 0, sumando —c a ambos lados de la desigualdad obtenemos 0 < —c¢
(donde hacemos uso de la propiedad (14) de cuerpo ordenado, es decir, de
la compatibilidad del orden y la suma). Para el reciproco basta sumar ¢ a
ambos lados de la desigualdad —c > 0.

O=a-(1+(-1)=a-1+a-(—-1)=a+a-(—1) y como el opuesto es tinico
a-(—1) = —a. En consecuencia (—a)-b = ((—=1)-a)-b = (=1)-(a-b) = —(a-b).
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6 Nuameros reales y complejos

(6) Sumando ¢ a la primera desigualdad se obtiene a 4+ ¢ < b+ ¢. Sumando b a
la segunda desigualdad se obtiene b+ ¢ < b+ d y por la propiedad transitiva
se obtiene el resultado.

(7) Basta sumar sucesivamente —a y —b.

(8) Si ¢ < 0 entonces —c > 0, segun el apartado (4) de esta misma proposicién.
Ahorasi a < b, segin la propiedad (15) de cuerpo ordenado, tenemos (—c)a <
(—c)b, o, lo que es equivalente por la propiedad (5) de esta proposicién:
—(ac) < —(bc). Ahora, basta utilizar la propiedad (7) para concluir que
ac > be.

(9) Considerando por separado los casos @ > 0y a < 0 sin méas que aplicar las
propiedades ya demostradas se obtiene el resultado. Como 1 =1-1y 1#0
se tiene 1 > 0.

1 1
(10) Si fuera — < 0 se tendria a - — =1 < 0, contra el resultado antes probado.
a a

1 1
(11) Basta multiplicar sucesivamente por R

Dejamos al cuidado del lector los detalles que faltan. O

Observe que los apartados 2 a 5 de la Proposicién anterior constituyen reglas
bien conocidas y muy utilizadas en la ensenanza secundaria.

.Donde esta el fallo de la siguiente «demostracions?
Sea x = y. Entonces se tiene la siguiente cadena de igualdades equivalentes:

22 =zy
22—y =ay — y?
(x+y)(r—y)=ylr—y)

Tt+y=y
2y=y
2=1

Definicién 1.1.3 Un subconjunto no vacio A C R se dice acotado inferiormente
st existe M € R tal que M < a para todo a € A. Cualquier valor M que cumpla
la relacion anterior se llama una cota inferior de A. Si existe « € R que es cota
inferior de A y ademds cumple que M < « para cualquier otra cota inferior M de
A, entonces a se llama infimo de A y se denota en la forma o = inf A.

Proposicién 1.1.4 Si en un cuerpo ordenado se verifica el axioma del supremo,
entonces todo subconjunto no vacio acotado inferiormente tiene infimo.
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1.2 Otras propiedades de los nimeros (N, Z, Q y R) 7

Figura 1.1: Bernard Bolzano (1781-1848)

DEMOSTRACION: Si A estéd acotado inferiormente por o, entonces —A esté acotado

superiormente por —« y si J es el supremo de — A es inmediato que — (3 es el infimo
de A. O

Las afirmaciones «es inmediato», «es sencillo probar» y otras similares, son
frases hechas, de uso frecuente en matematicas, que vienen a significar algo
asi como «aunque lo podria hacer, no voy a escribir los detalles, pero usted,
querido lector, debe convencerse por si mismo de que lo que digo es cierto
haciendo los detalles, a sabiendas de que si lo piensa con cuidado le saldran; pero, por
favor, hagalos». Pues eso... jescriba los detalles!

e f Probablemente el primer matematico en acercarse a la existencia del su-

\j premo de todo conjunto acotado en R o, en todo caso, a la importancia
y necesidad de esta propiedad, fue Bernard Bolzano, sacerdote, filésofo y
tedlogo, nacido el 5 de octubre de 1781 y fallecido el 18 de diciembre de 1848, en Praga.
Bolzano fue uno de los primeros matematicos en percibir la carencia de rigor en los
fundamentos del céalculo infinitesimal y probablemente su figura perdurard como uno
de los pioneros en la busqueda de dichos fundamentos. En un panfleto, publicado en
1817, escribe:

Si una propiedad M no se aplica a todos los valores de una cantidad
variable x, pero si a todas aquellas que son mas pequenas que un cierto
w: ast hay siempre una cantidad U que es la mayor de aquéllas de las que
se puede afirmar que todos los x menores poseen la propiedad M.

1.2. Otras propiedades de los nimeros
N, Z, Qy R)

Definicién 1.2.1 Un conjunto I C R se llama inductivo si cumple las siguientes
condiciones:

mlel].

n Siz el entoncesx+1¢€].

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO



8 Nuameros reales y complejos

Claramente R es un conjunto inductivo. Asi pues la coleccion de los subconjuntos
inductivos de R es no vacia y, por tanto, tiene sentido la siguiente

Definicién 1.2.2 Se llama conjunto de los nimeros naturales y se denota con N
al siguiente conjunto

N:=({I: donde I es un conjunto inductivo de R}.

Es inmediato comprobar que N también es un conjunto inductivo, y por su pro-
pia definicion, es el menor conjunto inductivo de R. Como consecuencia N viene
caracterizado por la siguiente propiedad.

Corolario 1.2.3 (Método de induccién) Cualquier subconjunto S C N que
satisfaga las siguientes propiedades

(1) 1 €5,
(2) sin €S entoncesn+1¢€ S,
verifica que S = N.

Los primeros elementos de N se denotan de la siguiente manera:

10=9+1 [20=19+1|... |100=99+1
1 11=104+1]21=20+1 101 =100+ 1
2=1+112=114+1|22=21+1 102 =101 +1
3=24+1|13=124+1]23=22+1 103 =102+ 1
4=3+1(14=13+1(24=23+1 104 =103+ 1
0=4+1|16=144+1|20=24+1 105 =104 + 1
6=5+116=15+1|26=25+1 106 = 105 + 1
T=6+1|17T=164+1|27=26+1 107 =106 + 1
8=74+1|18=17+1]28=27+1 108 =107+ 1
9=8+4+1|19=1841]29=28+1 109 =108 + 1

La primera columna define los simbolos basicos o guarismos que permiten, utili-
zando una notaciéon posicional, ir denotando los sucesivos elementos de N en la
forma que sugiere la tabla anterior.

El método de induccién es usado con frecuencia en la demostracion de féormulas
y resultados relativos a nimeros naturales. En este mismo capitulo tendremos
ocasion de utilizarlo varias veces, pero a pesar de ello vamos a ilustrarlo ahora con
en ejemplo sencillo.

Ejemplo 1.2.4 Para cualquier nimero natural n > 1 se verifica que 4" > n?.
Es claro que 4! = 4 > 12 = 1 y también que 4% > 22, 43 > 32 etc. pero no po-
demos continuar realizando esas comprobaciones para todos los nimero naturales.
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. Coémo estar seguros de que siempre va a ser 4" > n?? El método de induccién nos
lo garantiza. Veamos de qué modo.

Consideramos el subconjunto A de N formado por aquellos niimeros naturales
que verifican la desigualdad propuesta. Hemos visto que 1 € A (y también que
2 € Ay 3 € A, aunque esto no tiene importancia para nuestro razonamiento). Su-
pongamos ahora que n € A; si pudiéramos demostrar a partir de esta informaciéon
que también n+1 € A (con independencia de cual ese n), entonces aplicando el co-
rolario 1.2.3 obtendriamos que A = N, o sea la desigualdad propuesta es verificada
por todos los nimeros naturales.

Veamos c6mo podemos demostrar que n + 1 € A (es decir 4" > (n + 1)?)
admitiendo como cierto que n € A (o sea que 4™ > n?).

4" = 44" > dn®* = (2n)? = (n+n)*> > (n + 1)

En la primera desigualdad se hace uso de la informacién admitida como cierta
4" > n? (la llamada hip6tesis de induccién); las otras igualdades y desigualdades
son evidentes.

Observaciéon 1.2.5 La formulaciéon del método de inducciéon tiene dos propieda-
des. En la primera elige un elemento especial, que para nosotros ha sido el 1 (otros
autores toman el 0) tal que 1 € S. La segunda afirma que «si n € S entonces
n+1¢& Sy

A veces una determinada férmula o propiedad no es cierta para n = 1 y quiza
tampoco para n = 2, pero si lo es, pongamos por caso, para n = 3, para n = 4,
para n = 5... Pero no podemos seguir asi hasta comprobar que se cumple para
todos los nimeros naturales: simplemente es imposible.

Podria pensarse que como el 1 no cumple la propiedad (1 ¢ 5), el método de
induccién no sirve para abordar el problema planteado. Sin embargo no es asi,
como vamos a ver. Para ello consideremos

A = {n € N: que cumplen la propiedad propuesta}

Siguiendo con el ejemplo, 1 ¢ A2¢ A3 € A, 4 € A... pero la cuestién clave no es
comprobar qué ocurre para un conjunto finito como 1, 2, 3, 4, 5 (eso se comprueba
y basta), la cuestion clave es saber qué va a ocurrir con los infinitos nimeros que
no se pueden comprobar. Esa es la esencia del método de la induccién. Lo que se
busca es saber si cualquier n > 3 cumple la propiedad o férmula en cuestiéon. Para
ello cambiamos las propiedades del método de induccién por estas otras

(1) 3 A
(2) sin€e Ayn>3entoncesn+1€ A

y suponemos que hemos podido demostrarlas.
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10 Nuameros reales y complejos

Entonces el método de induccién nos permite concluir que A es precisamente
el conjunto de los naturales n > 3. En efecto, si definimos

S={1,2}UA

es claro que 1 € S. Y también es sencillo ver si n € S también n+1 € S ya que para
n=1escierto (1+1=2¢€S5), para2 también2+1=3€ ACSysi3>nes
necesariamente, n € A luego por la segunda propiedad de la induccién (relativa a
A) se tiene que n+ 1 € A C S. Aplicamos ahora el método de inducciéon 1.2.3 y
obtenemos que S = N. Lo cual expresado en otros términos significa que cualquier
numero natural n > 3 satisface la propiedad buscada.

Existe una variante del método de inducién que se conoce con el nombre de
version fuerte del método de induccién y que puede deducirse de forma facil de la
otra.

Corolario 1.2.6 (Método de induccién, versién fuerte) Sea S C N que cum-
ple las siguientes propiedades:

(1) 1€S
(2) si1,2,...,n € S entoncesn+1¢€ S

Entonces S = N.

Ejemplo 1.2.7 El Teorema Fundamental de la Aritmética afirma que todo nu-
mero entero n > 2 es primo o producto de ntimeros primos.

Este teorema puede ser probado utilizando la version fuerte del método de
induccién del siguiente modo. Sea

A ={2<neN:n cumple el Teorema Fund. de la Aritmética}.

Es claro que 2 € A. Supongamos un n € N tal que 2,3,...,n € A. Queremos
demostrar que n+ 1 € A. Caben dos posibilidades: o bien n 4 1 es primo, en cuyo
caso evidentemente n 4+ 1 € A; o bien n 4+ 1 no es primo, en tal caso existen dos
numeros enteros 1 < p,q < n+1 tales que n+1 = p-q, pero como hemos supuesto
(hip6tesis de induccién) que 2,3,...,n € A, tenemos que p,q € A y por tanto p y
q son primos o producto de primos, y en consecuencia también p-q=n+1 es un
producto de primos, es decir, al igual que antes, n + 1 € A.

Definicién 1.2.8 El conjunto de los numeros enteros 7 y el de los numeros ra-
cionales Q estan definidos del siguiente modo:

(1) Z :-={0}U{neR:neN, obien —n €N}
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Figura 1.2: Arquimedes de Siracusa (287-212 a.d.C.)

1 1
(2) Q:={m-—:m€Z yn € N}. El nimero real m - — se denota indistinta-
n n

m
mente como — o como m/n.
n

Proposiciéon 1.2.9 El cuerpo R tiene la propiedad arquimediana, es decir, dados
x,y € R, con 0 <y, eristen € N tal que v < ny.

DEMOSTRACION: De no cumplirse la tesis, el conjunto A := {ny : n € N} estaria
acotado superiormente por x. Sea o := sup A. Entonces para todon € Nesny < a.
Por otra parte, a — y no seria cota superior de A y por tanto existe ng € N tal que
a —y < ngy. En consecuencia serfa ao < (ng + 1)y, lo cual es contradictorio con el
hecho de que A esta acotado superiormente por a. O

Una consecuencia de esta propiedad es que N no esté acotado superiormente y que
Z no esta acotado ni superior ni inferiormente.

[ ] La denominacién «arquimediana» de la propiedad anterior procede, natu-
| ralmente, de Arquimedes de Siracusa (287-212 a.d.C.), que siempre ha sido
considerado entre los mas grandes matematicos de la historia de la huma-
nidad. Pero, en realidad, el origen de la propiedad arquimediana parece remontarse a
tiempos anteriores, concretamente a Eudoxo de Cnido, que vivié entre los anos 408 y
355 a.d.C. aproximadamente. A Eudoxo se deben las primeras demostraciones correc-
tas del calculo de areas y volimenes mediante el método conocido como método de
ezhauscion.
Eudoxo fue el creador de una teoria de las proporciones entre magnitudes indepen-
diente de la conmensurabilidad de las mismas: un hecho de enorme trascendencia que
permitié continuar el desarrollo de la matemaéatica griega tras el descubrimiento de la
existencia de magnitudes inconmensurables (véase el comentario histérico al final de la
seccion 1.2.4). La propiedad arquimediana aparece en el libro V de los Elementos de
Euclides en la forma de una definicién, aparentemente inocua, aunque fundamental en
la teoria de Eudoxo; concretamente la definicién 4 dice:

Se dice que las magnitudes tienen una razén entre si cuando son capa-
ces, siendo multiplicadas, de exceder la una a la otra.

Proposiciéon 1.2.10 Todo subconjunto no vacio A de N tiene primer elemento.
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12 Ntmeros reales y complejos

DEMOSTRACION: Utilizaremos el método de induccién. Supongamos que A no
tuviera primer elemento y sea B := N\ A el complementario del conjunto A.
Es claro que 1 ¢ A, pues en caso contrario A tendria primer elemento. Asi pues
1 € B. Ademaés, si n € B entonces n + 1 € B ya que si, por el contrario, se
tuviera n + 1 € A entonces A tendria primer elemento, que seria, concretamente
min{1,2,...,n+1}NA. El método de induccién garantiza que B = Ny, por tanto,
que A = (), lo que contradice la hipdtesis. O

Corolario 1.2.11 Para cada x € R existe un unico numero entero m que verifica
m<zxr<m-+1.

DEMOSTRACION: Supongamos inicialmente que z > 1. Aplicando la propiedad
arquimediana a la pareja compuesta por x y 1 se tiene que {n € N : = < n} es
un conjunto no vacio y en consecuencia aplicando la proposiciéon inmediatamente
anterior podemos concluir que dicho conjunto tiene un primer elemento, digamos
k € N. Haciendo m := k — 1 se obtiene el resultado en este caso. Si x < 1 basta
tomar £ € N tal que z + &k > 1 y aplicar el resultado anterior. La unicidad es
consecuencia de que no existe, como es facil probar por induccién (ejercicio 1.5),
ningin ntimero natural entre 1 y 2. 0J

Esta proposicién da sentido a la siguiente
Definicién 1.2.12 Sea x € R, el inico nimero entero m que verifica
m<r<m+1
se llama parte entera de x y se denota con [x], es decir [x] == m.
Corolario 1.2.13 Sixz,y € R, conx < y, entonces exister € Q tal quex <r < y.

DEMOSTRACION: Por la propiedad arquimediana existe n € N tal que 1 < n(y—z),
es decir, 1/n < y — x. Sea m := [nx], entonces se tiene m < nx < m + 1, lo que
permite escribir:

1 1 1
n n n n
Tomando r = (m + 1)/n se obtiene el resultado buscado. O

En un cuerpo ordenado X, si x = y? se dice que y es una raiz cuadrada de z.
Es muy facil observar que si y es una raiz cuadrada de x, —y también es una raiz
cuadrada de x, y que z no puede tener mas raices cuadradas. En QQ, no todos los
numeros tienen raices cuadradas.

Proposicion 1.2.14 No existe ningun numero racional cuyo cuadrado sea 2.
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DEMOSTRACION: Supongamos que existen p,q € N tales que

2
% —2.

Podemos suponer ademés que la fraccién p/q es irreducible (es decir, que p 'y ¢ no
tienen divisores comunes). De p? = 2¢* se obtiene que p? es par. Pero entonces p
ha de ser par, porque si fuera impar, es decir, p = 2k + 1 para cierto £ € N, se
tendria que p? = (2k + 1)? = 4k® + 4k + 1 seria impar. Sea pues 2p’ := p (donde p’
es un niimero natural), sustituyendo en la igualdad anterior se obtiene 4(p’)? = 24>
y simplificando 2(p')? = ¢*. Razonando como antes, existe ¢’ € N tal que ¢ = 2¢'.
Esto contradice el hecho de que p/q es irreducible. (]

La clave de la prueba de la proposicion 1.2.15 (y de la 1.2.22) estd en el hecho
de que
(I+e)"<1+43"% sineN y 0<e<l; (1.1)

férmula que puede demostrarse por induccion de forma sencilla (ejercicio 1.4).

Lema 1.2.15 Si 0 < r € Q cumple r* < 2, entonces existe t € Q tal quer <t y
r? < 12 < 2. Andlogamente si 0 < s € Q cumple s*> > 2, entonces existe w € Q tal
que 0 <w < sy 82 >w? > 2.

Ademds las afirmaciones anteriores son también ciertas si los nimeros reales
r Yy S no son racionales.

DEMOSTRACION: La idea de la demostracién es la misma en ambos casos. En la
primera parte, si 0 < r € Q es tal que r? < 2, se trata de ver que es posible
encontrar 0 < & € Q de modo que si ¢ := r(1 + ¢) se tenga t*> < 2. Pero usando la
estimacion (1.1) se tiene que

2 =r*(1+¢)* < r*(1+ 9)

y entonces bastaria imponer la condicién 72(1 + 9¢) < 2. Asf pues si tomamos &
que verifique la condicion
1/2
0<e< (— — 1>
9 \r2

conseguimos nuestro proposito. Que existe un ntmero racional ¢ verificando la

doble desigualdad anterior es consecuencia del corolario 1.2.13.
r

1+e¢

Para la segunda parte se razona de forma parecida tomando t := <,

para un € adecuado. Dejamos al cuidado del lector los detalles.

Finalmente sea » € R no necesariamente racional. Razonando exactamente
como antes conseguimos demostrar la existencia de un ntimero real ¢t := r(1 + ¢)
tal que r < t y r? < t? < 2; sin embargo, puesto que r no sabemos si es racional,
tampoco podemos asegurar que lo sea t. Ahora bien, si r? < t2, entonces, puesto que
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14 Ntmeros reales y complejos

ambos son positivos, necesariamente r < t y ahora, utilizando el corolario 1.2.13,
existe un racional 7 tal que r < 7 < t. Entonces r? < 72 < 2 que lo que se buscaba.
El razonamiento en el caso de que s no sea necesariamente racional sigue pasos
idénticos. O

Proposicién 1.2.16 Eziste un nimero a € R\ Q tal que o® = 2. Ademds
a=sup{0<reQ: r* <2}

DEMOSTRACION: Sea A ={0<r € Q: r? <2} A esun subconjunto no vacio
de R (1 € A) acotado superiormente por 2 (como es facil comprobar) y por tanto
existe

a=sup{0<reQ: <2}

Ahora afirmamos que « verifica
o =2.

En efecto, si no fuera o® = 2 entonces o bien o < 2 o bien o > 2. Si suponemos
que o? < 2 entonces, utilizando la tltima parte del lema 1.2.15 (con 7 = a no
necesariamente racional) existirfa un racional ¢ tal que a < t y o? < t? < 2; esta
ultima condicién nos asegura que t € A, con lo que, puesto que a < t, llegamos
a que a no es cota superior de A, que es una contradiccién. Si suponemos, en
cambio, que o > 2, obtendriamos s € Q con a > sy s? > 2; en este caso, sir € A
tenemos: 2 < 2 < 52 < a?, por lo que r < s < a y asi s es cota superior de A con
s < a, por lo que o no puede ser la menor cota superior, que, de nuevo, es una
contradiccion.

Como consecuencia de la proposicién 1.2.14 y, una vez demostrado que o? = 2,
concluimos que a ¢ Q. O

La proposicion anterior contiene varias afirmaciones importantes. En primer
lugar, hemos dado sentido a la expresién v/2: el nimero v/2 := « existe en R. En
segundo lugar R\Q # 0 y el conjunto A no tiene supremo en Q (lo que muestra
que Q no verifica el axioma del supremo).

A los elementos de R\@Q se les llama ntimeros irracionales.

Extendemos ahora el resultado 1.2.13 para irracionales.

Corolario 1.2.17 Six,y € R, x < y, entonces eziste z € R\Q tal que x < z < y.

DEMOSTRACION: Sea w € Q de modo que z < w < y. Por la propiedad arquime-
diana existe n € N de modo que

— <y—w.
n
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Tomando

=[S

se obtiene el resultado buscado. Ol

La presencia de v/2 en la demostracién del corolario anterior ja qué cree que
es debida? ;Es imprescindible utilizar v/2 o podria ser otro niimero? En caso
de poder utilizarse otros nimeros indique cual o cuéles y por qué.

El siguiente resultado es una consecuencia directa de 1.2.13.

Corolario 1.2.18 Cada elemento x € R es el supremo del conjunto de nimeros
racionales que son menores que €l, es decir,

zx=sup{r:r€Q conr <z}

1.2.1. Valor absoluto

La estructura de cuerpo totalmente ordenado lleva asociada las nociones de
valor absoluto y de «distancia».

Definicién 1.2.19 Para cada x € R se define el valor absoluto mediante

z stz >0
|| ==

—x stx <0

Proposicién 1.2.20 Para cada par de elementos x,y de R se cumplen:
(1) |z|=]—2|>0 y |z|>0sixz#0.

(2) || = méx{z, —z}.

(3) eyl = Jelly].
W=

(5) |z| <ae —a<z<a

(6) |x+y| < |z|+ |y| (desigualdad triangular).
(7) |l = lyl| < | =y

(8) |3

n
< Z |xk| para cualesquiera x4, ..., x, € R y cualquier n € N.
k=1
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DEMOSTRACION: Los cuatro primeros se obtienen de forma inmediata distinguien-
do casos seglin que x e y sean positivos o negativos.

(5) || = méx{z, —z} < a equivale a x < ay —x < a simultdneamente, es decir,
axr <ayr > —asimultaneamente, o sea —a < x < a.

(6) Sumando miembro a miembro en

—lz| <z < x|

—lyl <y <y

se obtiene
—(lz[ + ly]) £z +y < (|| + [y])

lo que segtn la propiedad anterior equivale a

|z +y| < |z| + |yl

(7) Tomando z := y —z en la desigualdad triangular |z + z| < |z|+ |z| se obtiene
ly| — |z| < |y — x| y de forma andloga, tomando 2’ = x — y, se obtiene
también || —|y| < [z —y| = |y —=|, por lo que max{|z| —|y|, —(|z| = [y])} =
llyl = Il < |z —yl-

(8) Se obtiene a partir de la desigualdad triangular por induccién sobre n € N.

El lector debe completar los detalles que faltan, en particular, comprobar que la
induccién funciona. O]

Definicién 1.2.21 Si x e y son numeros reales se llama distancia de x a y al
nimero real d(x,y) := |z — y|.

La distancia es un concepto clave para poder formular mateméaticamente la no-
cién de proximidad, nocion fundamental para el Andlisis Matematico. La funcién
d anteriormente definida cumple las tres propiedades que se exigen a cualquier
distancia y que son:

.d<xay):05iYS610Six:y
[ ] d(x,y) = d(y’x)
» d(v,2) <d(r,y) +d(y,2)

para x,y, z arbitrarios.
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1.2.2. Raices n-ésimas

Hemos visto, como consecuencia de la proposicion 1.2.15, que existe un tnico
nimero real positivo a tal que a? = 2 que hemos denominado raiz cuadrada de 2.
Ahora vamos a extender este resultado probando la existencia de raices n-ésimas
para cualquier niimero real positivo.

Proposiciéon 1.2.22 Sea v € R, x > 0, y sea p € N.

(1) Sir € Q, conr > 0 cumple r’ < x entonces existe t € Q tal que r < t y
rP <t <z

(2) Sis€Q, cons>0 cumple s* > x entonces existe w € Q tal que 0 < w < s
y sP > wP > x.

(8) Eziste un inico nimero real positivo a tal que a? = x. De hecho

a=sup{r: reQ, <z}

DEMOSTRACION: Se realiza con un procedimiento similar a 1.2.15 y se deja como
ejercicio. 0

Esta proposicién da sentido a la siguiente definicion.

Definicién 1.2.23 Para cadax € R,x > 0 y cada p € N, se define la raiz p-ésima
de x como el unico nimero real positivo « tal que o = x. Se denota

wv = YT =a=sup{r: re€Q, <z}

Obsérvese que si x > 0y p es par, entonces y = ¢/x e y = —¥/x son los dos
unicos numeros reales que cumplen y? = x. Mientras que si p es impar, aunque x
sea negativo, y = signo(x).\’/m, donde signo(z) =1six >0y signo(z) = —1
si x < 0, es el Unico niamero real que cumple y? = .

1.2.3. Sobre la unicidad y existencia de R

Plantearse la cuestion de la existencia y unicidad de los objetos que se estudian
en Matematicas es fundamental y, por supuesto, habitual.

En nuestro caso las cuestiones son: ;jexiste un conjunto R con las propiedades
descritas en 1.1.17, jexiste s6lo un conjunto con esas propiedades?

Con el punto de partida que hemos adoptado nosotros, la respuesta a la primera
pregunta es claramente afirmativa: existe por axioma. Los axiomas son enuncia-
dos que se admiten como ciertos. Y en este curso hemos adoptado como tinico
axioma especifico (al margen de otros axiomas, que no hemos detallado y que son
los de la teoria de conjuntos) la existencia de un conjunto denotado con R con
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las propiedades que aparecen en 1.1.1; a partir de ese axioma y utilizando la 16-
gica matematica como metodologia construiremos y fundamentaremos todos los
contenidos del curso.

La unicidad de R no es, sin embargo, un axioma, es un teorema, un enunciado
demostrable. Nosotros no lo vamos a demostrar aqui, pero usando la férmula del
corolario 1.2.18 puede probarse que en «esencia» sélo existe un cuerpo totalmente
ordenado de verifique el axioma de supremo (si hubiera varios serian «isomorfosy,
copias exactamente iguales). No debe pensar que se trata de algo muy complicado;
de hecho si se lo plantea como un reto, tal vez con alguna indicacién del profesor,
serd capaz de hacer la demostracion.

He aqui un enunciado riguroso de la unicidad del cuerpo de los nimeros reales:

Proposicién. Sean (R,+,-,<) y (S,+,-, =) dos cuerpos totalmente ordena-
dos que verifican el arioma del supremo. Entonces existe una biyeccion ® de
R sobre S que conserva las sumas, los productos y el orden. (® es un isomor-
fismo de cuerpos ordenados que permite identificar a cualquier par de cuerpos
ordenados que verifiquen el axioma del supremo)

Y he aqui un esquema de su demostracion:

DEMOSTRACION: Si 1y 1 son las respectivas unidades de R y S, las fracciones ’T’Z—ll €ER
y 7:—11 € S representan la inclusién del nimero racional > € Q en R y en S, respecti-
vamente. Es posible comprobar que la aplicacién ® : R — S definida por

@(z)sup{m.1€S:m—.1<x}

n-1 n-1

es una biyeccién que conserva sumas, productos, y el orden. a

Volvamos de nuevo a la cuestion de existencia. Es legitimo y natural que el
lector se plantee la cuestién de por qué admitir como «dogmap la existencia de R.
Sus estudios y experiencias anteriores quiza le hacen sentir que la existencia de R
no es una cuestion opinable, como lo pueda ser la reencarnacion, que algunas reli-
giones tienen por cierta. Los ntimeros reales, dira seguramente, existen de verdad,
su existencia es «demostrable» y no es posible adoptar ante esta afirmacién una
actitud escéptica o contraria a la misma, como ocurre, por ejemplo, con el tema
de la reencarnacion.

En realidad la cuestién crucial no es el que la existencia de R sea o no de-
mostrable, eso no afecta a las conclusiones que podamos obtener. El problema
se plantearia si alguien rechazara como cierto que R existe, porque entonces la
construccién logica realizada (y la que realizaremos en los sucesivos capitulos) se
desmoronaria desde sus cimientos. Pero aunque no sea la cuestion crucial, eso no
invalida que nos podamos preguntar si la existencia de R es demostrable y como
puede ser demostrada.

Ciertamente la existencia de R es demostrable y existen varias formas de hacer-
lo. Pero cualquier demostracion, cualquier construccién, en una ciencia deductiva
como es la Matematica, se asienta sobre unos axiomas y unas reglas de juego pre-
cisas para la deduccién. Cuando decimos que es demostrable queremos decir que
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su existencia puede ser deducida a partir de unos axiomas mas elementales, mas
bésicos. Fijar esos axiomas elementales, que estan en la base de toda elaboracién
matematica, es el objeto de estudio de los Fundamentos de la Matematica, cuestion
que escapa de los contenidos del curso.

Las construcciones de R resultan tediosas y no exentas de dificultad para un
alumno de primer curso, por ello han sido eludidas en este curso. Hay dos formas
estandar de construir R: una se debe a Dedekind y otra a Cantor. Ambas asumen
ya construido con anterioridad el cuerpo Q de los nimeros racionales. El conjunto
N de ntimeros naturales —que en nuestro sistema es algo obtenido a partir del
axioma 1.1.1— suele ser, en otros esquemas de desarrollo, el punto de partida
para construir sucesivamente el conjunto Z de los enteros, el conjunto Q de los
racionales y por fin R. En un tal esquema constructivo la axiomatica se inicia con
N (o con la teorfa de conjuntos) lo cual resulta méas natural que el procedimiento
usado por nosotros, pero mucho méas largo. Pero con independencia del método de
construccion utilizado lo que importa son las propiedades de R, como senalamos
en la introduccion del capitulo, y ésas estan claramente definidas en 1.1.1.

En el apéndice del primer capitulo del libro de Rudin [7] puede encontrarse
z:_f:_f una construccién de R usando el método de las cortaduras de Dedekind. Y
en el apéndice del capitulo 1 del libro de Ortega [1] puede encontrarse una

construccién por el método de Cantor, que utiliza el concepto de sucesién de Cauchy,
nocién ésta que sera estudiada en el capitulo siguiente.

e

En el ano 1872 aparecieron, de forma casi simultanea, distintas publicacio-
nes que incluian una construccién de los niimeros reales; estas publicaciones
se debian a Georg Cantor (1845-1918), Charles Méray (1835-1911), Richard
Dedekind (1831-1916) y Edward Heine (1821-1881).

Dedekind se empez6 a preocupar por el problema de los niimeros irracionales y su fun-
damento, alrededor del ano 1858, al enfrentarse a sus clases de anélisis. Por ejemplo
Dedekind afirma que nunca ha sido establecida con rigor la igualdad V2.3 =1/6.
Es interesante leer algunas frases de este importante matematico, referidas a este tema:

1
|
|
|
|

3

[...] senti mds intensamente que nunca antes la ausencia de un fundamen-
to realmente cientifico para la aritmética. [...] Para mi este sentimiento
de insatisfaccion fue tan fuerte que hice el firme proposito de mantenerme
meditando sobre la cuestion hasta encontrar un fundamento puramente
aritmético y perfectamente riguroso para los principios del andlisis in-
finitesimal. Se hace muy frecuentemente la afirmacion de que el cdlculo
diferencial trabaja con magnitudes continuas, y todavia no se ha dado una
explicacion de esta continuidad; incluso las exposiciones mds rigurosas del
cdlculo diferencial no basan sus demostraciones sobre la continuidad sino
que, con mads o menos consciencia de este hecho, o apelan a nociones geo-
métricas o a las sugeridas por la geometrias, o dependen de teoremas que
nunca han sido establecidos de forma puramente aritmética. [...] Sélo fal-
taba pues descubrir su verdadero origen en los elementos de la aritmética
y ast, al mismo tiempo, consequir una definicion real de la esencia de la
continuidad.
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Figura 1.3: Richard Dedekind (1831-1916)

Hasta el momento, para nosotros, los elementos de R (con excepcién de unos
cuantos que constituyen lo que hemos llamado N) tienen una naturaleza fantas-
magobrica, en el sentido de que no podemos representarlos de forma «tangible»
(podemos poner simbolos v/2,y/3... y escribir formalmente v/2 4 v/3 ;pero qué co-
sa es el niimero /2 + /3, més alla del formalismo?). En la seccién 2.8, y apoyado
solo en el axioma 1.1.1, veremos que los ntimeros reales pueden ser representa-
dos como «expresiones decimales» infinitas en las que tnicamente aparecen los
simbolos 0, 1, 2, 3, 4, 5,6, 7, 8, 9.

1.2.4. Representaciéon geométrica de los nimeros reales.

Los ntimeros reales pueden ser representados geométricamente como puntos
de una recta. A tal fin, fijados dos puntos arbitrarios sobre la recta, se asocia el
ntmero 0 al punto de la «izquierda» y el 1 al de la «derecha». A la derecha del
punto que corresponde al 1 y a igual distancia que la que existe entre el 0 y el 1 se
determina otro punto al que se le asigna el nimero 2. De igual forma se procede
para los nimeros, 3, 4, etc.

0 1 3 4 5 6 7

Para cada n € N el segmento determinado por los puntos 0 y 1 se divide en n
partes de igual longitud haciendo corresponder los niimeros reales 1/n,2/n,...n/n
a cada uno de los correspondientes puntos en sentido de izquierda a derecha. Para
cada k € N al ntimero real k+p/n con p € Ny 0 < p < n se le hace corresponder
el punto de lugar p obtenido al realizar la subdivisiéon analoga correspondiente en
el segmento de extremos k y k 4+ 1. De ese modo se establece una representacion
geométrica de los nimeros racionales positivos como puntos de la recta; la relacién
x < y en el orden de R se traduce en que el punto asociado a y en la representacion
geométrica se sitia a la derecha del asociado a x. Representados los racionales y
establecida la significacién en la recta del orden en R; el corolario 1.2.18 permite
representar geométricamente también los reales que no sean racionales como puntos
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de esa recta, al menos de forma ideal. Reciprocamente, cualquier punto de la recta,
que no corresponda a un racional, cumple que, en el orden de la recta, es mayor
que todos los racionales situados a su izquierda, lo cual, utilizando de nuevo el
corolario 1.2.18, permite asignarle un inico nimero real como supremo del conjunto
de dichos racionales; asignacion que es concordante con la realizada anteriormente
y permite identificar el conjunto de los ntimeros reales positivos con los puntos
de la semirrecta de la «derecha». Los reales negativos pueden asignarse, de igual
modo, a la semirrecta de la «izquierda». De ese modo se consigue representar
geométricamente el conjunto de los nimeros reales.

(7 ] Elconcepto de ntimero para los matematicos griegos se limitaba a los niime-
‘] ros enteros positivos. Para ellos, una fraccién no representaba un ntmero,

sino una relacién, una razén, entre dos nimeros o entre dos magnitudes.
La situacion en el marco de los nimeros, en gran parte conocida ya por la temprana
escuela pitagorica, junto con uno de los principios fundamentales de esta escuela, segin
el cual «la esencia de todas las cosas es explicable en términos de aritmos, es decir,
de propiedades intrinsecas de los numeros naturales y de sus razonesy, hizo pensar a
los matematicos griegos que dicha situacién era universal. Asi, en la geometria, dos
longitudes arbitrarias podian ser «medidas» por alguna otra longitud: es decir, existe
una longitud que es parte (entera) de cada una de las dos longitudes dadas.

Esta creencia permitia reducir el estudio de la geometria a la aritmética de los niimeros.
Las operaciones con numeros tenian su paralelismo en las magnitudes geométricas: las
suma del drea (o volumen) de dos figuras era el drea de la figura obtenida uniendo
ambas figuras; el producto de dos longitudes se asocia al area del rectangulo de lados
las longitudes iniciales,. .. estos procesos son conocidos como el algebra geométrica de
los griegos.

El descubrimiento de los inconmensurables, es decir, de pares de magnitudes geométri-
cas para las que no existe esta longitud que «las mide» (como, por ejemplo, el lado y
la diagonal de un cuadrado) destruia la anterior creencia y produjo la primera de las
grandes crisis en las Matematicas. En los cimientos de los trabajos pitagéricos estaba
la «conmensurabilidad» de dos magnitudes arbitrarias de la misma naturaleza (dos
ntmeros, dos longitudes, dos areas). La solucién al «escdndalo légico» que supuso el
descubrimiento de los inconmensurables, fue dada por Eudoxo de Cnido, alrededor del
ano 370 a.d.C., mediante la formulacién de una definicién de proporcién, o igualdad en-
tre razones, totalmente independiente de la conmensurabilidad o inconmensurabilidad
de las magnitudes a las que se refiere. La importancia de esta teoria de las proporcio-
nes es que permitio a la geometria continuar su desarrollo independientemente de toda
teoria aritmética: la geometria continué su desarrollo hacia la solucién de problemas
que constituirian el germen del céalculo infinitesimal.

Ciertamente esta importancia es también medida por la correspondencia entre la de-
finicién de Eudoxo y la definicion de ntimeros reales que, 2000 afios més tarde, daria
Richard Dedekind, en lo que hoy se conoce como cortaduras de Dedekind. La diferencia
entre ambas teorias es quiza sélo planteable a un nivel seméantico, ya que mientras que
Dedekind perseguia una fundamentaciéon del nimero real o del continuo, Eudoxo, pre-
cisamente, conseguia evitar, para sus fines, la necesidad de un tal sistema de nimeros.
Es conveniente tener presentes estos problemas en el origen de las mateméaticas: los
nimero reales, que tanto tiempo y esfuerzo costd precisar, son respuesta no sélo a un
problema de calculo aritmético o algebraico, sino también al problema de la «mediday
de magnitudes fisicas o geométricas.
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1.3. El cuerpo de los nimeros complejos

Al hablar de los niimeros racionales vimos cémo la ecuacién 22 = 2 no tenia
solucion. Dicha ecuacién admite una solucion en el cuerpo de los niimeros reales,
solucién que fue denotada con el simbolo /2. Determinadas ecuaciones algebraicas,
como por ejemplo 22 4+ 1 = 0, no tienen solucién en el cuerpo R.

i Por qué la ecuacién 22 +1 = 0 no tiene solucién en R? Justifique esta afirma-

cién precisando con exactitud qué propiedades de R es necesario utilizar. ;Se
requiere la existencia del supremo de todo conjunto acotado superiormente?

Para extender R se introduce un nuevo nimero que se denota con 4, y se
denomina wunidad imaginaria, cuyo cuadrado coincide con —1 y, por tanto hace
que ese simbolo 7 sea solucion de la ecuacién anterior. Los niimeros complejos son
el conjunto de expresiones de la forma a + b7 donde a,b € R con las operaciones
de suma y producto formal como si de reales se tratase, con la tnica consideracion
de que i? = —1.

La introduccién de un nimero no real i que satisface la ecuaciéon 22 +1 = 0
hace posible, lo cual resulta sorprendente y por ello constituye el llamado Teorema
Fundamental del Algebra, demostrar que toda ecuacién polinémica de cualquier
grado tiene soluciéon (de hecho n soluciones si el grado del polinomio es n), pero
esa es una cuestion mas complicada que abordaremos en el tltimo capitulo.

Definiciéon 1.3.1
C:={a+b; abeR}

La suma y el producto se definen en C mediante las féormulas

(a+bi)+ (c+di) == (a+c)+ (b+d)i
(a+bi) - (c+di) := (ac — bd) + (ad + bc)i

Observe que la definicion que se hace de suma y producto sigue las reglas del
célculo formal estdndar teniendo en cuenta que i = —1 (en particular se hace uso
de las propiedades conmutativa y distributiva). Por tanto, como R es un cuerpo
no es sorprendente que C también lo sea, y asi se establece a continuacion.

Proposicién 1.3.2 (C,+,-) es un cuerpo conmutativo que contiene a R como
subcuerpo mediante la identificacion a = a + 0i para cada a € R.

DEMOSTRACION: Es una comprobacién que el lector puede realizar por si mismo.
Nos limitaremos tinicamente a sefialar que el neutro de la suma es 0+ 0z, el neutro
del producto es 1 + 0, el opuesto de a + b es —a — bi y el inverso de a + bi se
obtiene como sigue:

1 a— bi a—bi a b

atbi (atbi)a—bi) @+8 2+ a@+b?

OJ
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Definicién 1.3.3 Si z = a + bi es un niumero complejo, con a,b € R, a se llama
la parte real de z y se denota con a = Rez; b se llama la parte imaginaria y se
denota con b = Im z. El nimero real no negativo |z| := ++v/a? + b*> se denomina
modulo de z, y el numero Z := a — bt recibe el nombre de complejo conjugado de z.

Encuentre el error en el siguiente razonamiento.
Afirmamos que no existe ningin nimero real x tal que

1— 22 +iz = (V10 + 3)i.

En efecto, puesto que el ntimero complejo (v/10+ 3)i tiene parte real nula, tenemos que
V1 —22 =0, luego 1 — 2% = 0, es decir, x = 1. Pero, entonces, la parte imaginaria de
V1 — 22 + iz no puede ser igual a v/10 + 3.

En la proposicién que sigue se recogen propiedades bésicas.

Proposicion 1.3.4 Cualesquiera que sean los niimeros complejos z,w se verifica:

1 Rez:z+z; Imz:z_,z; 2|? = 2zZ.
2 2
1

(2) ZFw=z+w, zTw=zw; (1/2)=1/Zsiz+#0.

(3) z=%Z siysolosi zeR

(4) |Rez| <z [Imz[ <[z].

(5) owl = |2l

(6) |z +w| < |z|+|w| vy laigualdad ocurre siy solo siw = cz con ¢ > 0.

(7) |l2l = Jw|| < |2 = wl.

(8)

n
Sm
k=1

n
< Z |z | para cualesquiera x4, ..., x, € C y cualquier n € N.
k=1

DEMOSTRACION: Las cinco primeras son comprobaciones directas.
Para (6) observemos que

lz4+w|? = (z + w)(Z+ D)
= |2]* + |w|* + 2Re 2w
< |2|? + Jw|* + 2| Re 20|
< [z + [w]? + 2| 2]
= |27 + [w]* + 2[2|[@] = [2” + [w]* + 2|2||w]
= (J2] + [w])?
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Para que la igualdad sea cierta debe ocurrir que 2w sea un real positivo, de donde
w = cz.

Como en el caso de los niimeros reales (proposicién 1.2.20) a partir de (6) se
obtienen (7) y (8). O

A las tres ultimas propiedades se las conoce por el mismo nombre: desigualdad
triangular. Este nombre proviene de la propiedad que tienen los tridangulos de
que la longitud de cualquier lado es menor que la suma de las de los otros dos
lados.

Trate de demostrar la equivalencia que afirmamos. En realidad queda muy poco trabajo,
ya que hemos probado (6)=(7) y (6)=-(8), sélo falta probar (7)=(6) y (8)=-(6).

A diferencia de lo que ocurre con R en el cuerpo C no existe ningtin orden
total compatible con la estructura algebraica. En efecto, si un tal orden existiera
entonces habria de ser o bien ¢ > 0 o bien 7 < 0; en el primer supuesto multiplicando
por i > 0 se tendria i> = —1 > 0 y en el segundo, al ser —i > 0 multiplicando por
—i > 0 se tendria (—i)*> = i* = —1 > 0, llegdndose en ambos casos a un absurdo.
A pesar de ello, el concepto de conjunto acotado puede ser generalizado a C.

Definicién 1.3.5 Un subconjunto A de C es acotado si el conjunto {|a]; a € A}
es acotado superiormente en R.

Es inmediato observar que esa definicién es una extension de la definiciéon de
conjunto acotado en R pues un conjunto A C R es acotado si y solo si el conjunto
formado por los valores absolutos de A es acotado superiormente (un conjunto de
ndimeros no negativos siempre esta acotado inferiormente).

Notacién: Por comodidad, en lo sucesivo, utilizaremos el simbolo K para referirnos
indistintamente a los cuerpos R o C.

El valor absoluto en K permite definir un concepto de distancia entre los ele-
mentos de K por la férmula

d(z,y) = |z —y donde z,y € K

1.3.1. Representacién geométrica de los complejos

Una vez fijada la recta como un modelo geométrico para los ntimeros reales
(apartado 1.2.4) es posible fijar el plano como modelo geométrico para el cuerpo
de los nimeros complejos. El cuerpo de los complejos, como todo cuerpo, es un
espacio vectorial de dimensién uno sobre si mismo, pero también puede identificarse
biyectivamente con el espacio vectorial real 2-dimensional R?> mediante

$:C— TR
z=a+bi— ¢(a+bi) = (a,b)
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La aplicacion anterior conserva la suma y el producto por reales, correspondiendo
el médulo a la norma euclidea de R2. Asi pues, desde cierta perspectiva, C puede
ser visto como espacio vectorial euclideo de dimensién 2 sobre R; sin embargo no
podemos reducirnos a ella, porque hacerlo seria olvidarnos por completo del pro-

ducto de complejos, que no tiene un correspondiente natural en el espacio euclideo
R2.

(a,b)

2| = Va2 + b2

0 a

Haciendo uso de recursos conocidos de la ensefianza media! el dibujo anterior
da pie a escribir

a =|z|cosw, b=|z|senw; y por tanto, z = |z|(cosw + isenw)

Este forma de representar geométricamente a z usando el mddulo |z| y el argu-
mento (dngulo) w se conoce con el nombre de representaciéon mddulo argumen-
tal del complejo z. A través de ella es facil establecer la significacién geométri-
ca del producto de niimeros complejos, ya que si z; = |z1|(cosw; + isenwi) y
29 = |z3|(coswy + isen ws) son dos complejos su producto es

2122 = |z1]|22|(coswy + i senwy)(cos ws + isenws) =
= |21 29| ((cos W1 COS Wy — SEN Wy Sen wy) + 4(Cos wq Sen wy + sen wy cos wz))
= |z129|(cos(wy + wa) + isen(wy + wy) (1.2)

donde hemos hecho uso de la proposicién 1.3.4 y de férmulas de la trigonometria
elemental. La férmula (1.2) admite una interpretacion geométrica sencilla: el pro-
ducto de dos complejos es un complejo que tiene por médulo el producto de sus
modulos y por argumento la suma de sus argumentos.

Como consecuencia de la férmula (1.2) resulta que si z = |z|(cosw + isenw) y
n es un numero natural se tiene:

% _ |Z|—1(COS(—W) +isen(—w)), 2" = |z|"<cos(nw) +z'sen(nw))

!Todas estas férmulas seran adecuadamente demostradas en el capitulo 8 de forma indepen-
diente y sin crear un circulo vicioso con lo que aqui se hace. Pero, por razones pedagbgicas,
conviene utilizarlas ya en este lugar.
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Y esto nos permite establecer que la raiz n-ésima de la unidad en C, /1, tiene n
valores diferentes y calcular estos valores. En efecto, puesto que

1 =1(cos0+ isen0),

si el complejo z = |z|(cosw + isenw) fuera una raiz n-esima de 1 habria de verifi-
carse que
2" = \z|"(cos(nw) + isen(nw)) = 1(cos 0+ isen0)

lo cual requiere que |z| = 1 y vale cualquier w que cumpla
cos(nw) = cos0 y sen(nw) = sen0

Ciertamente si w = 0 las ecuaciones anteriores se verifican, pero también se verifi-

can para

2 2 2 2
w:_ﬁ’z_w’g_w'“(n_l)_w
n’ n’ n n

en total n complejos diferentes situados en la circunferencia unidad que son los
vértices de un poligono regular de n lados, uno de los cuales es

z=1(cos0+isen0) =1

y no hay mas, porque 2™ — 1 es un polinomio de grado n.
1

(—1+1)/v2 (1+14)/v2

(=1 —149)/v2 1—i)/v2

Las 8 raices octavas de la unidad

Si z = |z|(cosw+isenw) y buscamos otro niimero complejo w tal que w” = z, es
decir, buscamos una raiz n-ésima, basta escribir w en la forma médulo-argumental
w = |w|(cosa + isena), y escribir:

z = (cosw+isenw) = |w|"(cosa + i sen )" = |w|"(cos(na) + i sen(na))

asi, debemos tener:

lw| = 1{/|z| v no=w+2kn
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Por tanto las n raices n-ésimas de z son los nimeros complejos que tienen por
modulo el valor de la raiz n-ésima del modulo de z y por argumentos los valores:

w4+2m w+4Ar w+ 67 w+2(n—m

) ) AR

n n n n

w
a = —,
n

Podemos utilizar MAXIMA para que nos ayude en la tarea del calculo y re-

presentacién de las raices complejas de la unidad. La préactica con MAXIMA

resulta interesante no sélo por la contundencia de los graficos sino también
porque utiliza comandos utiles en situaciones muy diferentes.
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1.4. Ejercicios

Resueltos

n
1.4.1 El numero combinatorio < ) se define mediante la formula
m

<n>:n(n—l)(n—2)...(n—m+1)7 donden,meNyO<m<n
m m!

siendo m! = m(m — 1)(m — 2)...1. Asi pues, en la fraccion que define (:L)
tanto el numerador como el denominador tienen m factores; en el denomina-
dor el primer factor es m y va decreciendo cada vez una unidad, por lo que el
ultimo es 1, mientras que en el numerador empiezan en n y van decreciendo
cada vez una unidad, con lo que el ultimo esn —m + 1.

(1) Demuestre que

n n n
()zl, ( )z( )pam()<m<n.
n m n—m

Por conveniencia, para que la sequnda formula sea vdlida también para

m =0, se define
n
=1.
()

() () = ()

(8) Demuestre la formula del binomio de Newton:

(2) Demuestre que

i=0 \J

siendon € Nya,be K

(4) Aplicando la férmula anterior, deduzca las igualdades:

S0)- g

SOLUCION:
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(1) Es claro que

<n> nn—1)..n—n+1)

= ' [el numerador tiene n factores].
n n!

Su pongamos ahora 0 < m < n entonces

<n> n(n—1)(n—2)...(n—m+1)

m m!
n! n!

ml(n —m)!  (n—m)!m!

B <n—m>!<nni (n—m)! (nf m)

(2) Se obtiene como consecuencia de la siguiente cadena de igualdades.

() *(o50) =

_nn—-1)(n—-2)...(n—m+1)

| o= o - 2(7)7;;+(711)'— (m+1)+1)

_n(n -1 - 2)(.%.4(:11; m+ Dm+1) 1 due. comin denom)
| nln =1 - 2)(.%.311; m+1)(n — m)

_ = Din <_m2)+ 1)5” =M+ 1) ) 4 1) [sacar factor comin]

_ (n+1nn—1)n—-2)...(n—m+1) im + 1 factores

(m+1)!
B n+1
N <m+1>

(3) La férmula del binomio de Newton se demuestra por induccién sobre
n € N. Comencemos por ver el significado del sumatorio.

> <n> b = <n> a®b" + <n> a't"t + <n> a’b" 4+ <n> a™b’
= \J 0 1 2 n

Para n = 1 la féormula significa

L . . 1 1
(a+b)' = Z <T,L>ajbnj = <O>aobl + <1>albo =b+a
i=0 \J
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y por tanto es cierta.

Aplicando el procedimiento de induccién supongamos que la féormula
también es cierta para n, es decir que se cumple

(a+b)"=>" (?) a’b"? siendon € Ny a,be K
=0

Vamos a demostrar, apoyandonos en la férmula para n (hipétesis de
induccion) y haciendo algunos célculos que la formula también es cierta
para n + 1.

(a+b)"™ = (a+ b)"(a + b) [hipStesis induccion]

= (Z ( )a] b ] (a + b) [distributival
Jj=
( )aﬁlb” I+ Z( )ajb” I*1 [desarrollando]

7=0

(

) 1bn < ) an—l + ( >a3bn—2 ot <n>an+1b0+
2 n
Obn+1 1bn an—1+‘_‘+ n anbl —
1 2 n

[agrupando los de igual potencia]

o
e Qe -
)

n

S

)

3

+
=)

o 3

+
I/
S

)a”“bo [propiedades de los nim. combinatorios]

n+1 Ot 4 n+1 oS L n+1 a0
0 1 n+1
<n+1> G-

0 J

Lo que prueba que la férmula

(a+0b)" Z()a]bnj

Il
/‘\

I

J

es cierta también para n + 1 y, en consecuencia, aplicando el principio
de induccién, es cierta para cualquier nimero natural n.
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Por otra parte

(a+b)" = (b+a)" i()b]a"j—iC,L)an_jbj

7=0

lo cual prueba la segunda version de la férmula que aparece en el enun-
ciado.

(4) Si en la férmula

(a+0b)" Z()a]bnj

j=0

hacemos a = b = 1 obtenemos

»-2()

y si hacemos a =1y b = —1 obtenemos

()=

iSe acabd! O

1.4.2 Sean A y B subconjuntos acotados de niimeros reales estrictamente positivos
tales que inf B > 0.

(1) Sea 1/B := {1/b;b € B}. Pruebe que 1/B estd acotado superiormente
y que sup(1/B) = 1/(inf B).
(2) Sea A/B = {a/bja € A b € B}. Pruebe que A/B estd acotado supe-

riormente. ;Cual es el supremo de A/B? Justifiquelo.

SOLUCION: Pongamos (3 := inf B > 0. De acuerdo con la definicién de infimo
eso equivale a

» b > [ para todo b € B (3 es cota inferior de B)

» si para algin (' se cumple que b > [’ para todo b € B, entonces
necesariamente es 3’ < 3 ([ es la cota inferior més grande para B).

Los supremos vienen caracterizados de forma enteramente analoga cambian-
do el sentido de las desigualdades.

(1) Perosi b> 3 > 0 entonces 1/b < 1/ para todo b € B; lo que significa
que 1/ es cota superior del conjunto 1/B. Vamos a probar que esa
cota es la mas pequena entre las cotas superiores de 1/B, y de ese
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modo habremos probado, de acuerdo con la definicién de supremo, que
1/ es el supremo de 1/B.

Para demostrar esto ultimo procederemos por reduccion al absurdo,
es decir, supongamos que existiera una cota superior para 1/B que
llamamos « que cumpla o < 1/5. Entonces para todo b se tendria

1/b<a<1/p
de donde se obtiene que
b>1/a> 3, paratodo b€ B
y habriamos obtenido asi una cota inferior ' = 1/a > 3, lo cual con-

tradice la definiciéon de § como infimo de B.

Un instante de reflexién muestra que el cociente a/b crece si aumenta-
mos a o disminuimos b (o ambas cosas). Esto nos lleva a la conjetura
de que el supremo del conjunto A/B debe ser sup A/ inf B. Vamos a
demostrar que eso es lo que ocurre.

Pongamos a = sup A. Entonces
a < « para todo a € A; b > [ para todo b € B

por tanto
o
< B’ acAbe B

Sall RS

lo que significa que /3 es cota superior de A/B.

Necesitamos probar ahora que es la minima. Para probarlo utilizaremos
de nuevo reduccion al absurdo, suponiendo que hay una cota superior
v < a/f de A/B, siendo necesariamente v > 0 (;por qué?). Entonces
se tendria

a/b <~ equivalentemente a <by a€ AbeE B.

Si tomamos un valor fijo para b € B, pero arbitrario, entonces la ecua-
cién anterior puede interpretarse como que by es una cota superior de
A ya que la acotacion es cierta para todos los a € A y utilizando la
definiciéon de supremo eso implica que

. Q@
a < by equivalentemente — <0b.
Y

Donde b ha estado fijo en el razonamiento anterior, pero puede ser
cualquiera, lo cual permite interpretar «/+y como una cota inferior de
B, pero acudiendo a la definicién de infimo ello obliga a que

a ) Q@
— < [ equivalentemente — <~
~

en contra de lo que habiamos supuesto.
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Con esto la conjetura esta demostrada y el ejercicio acabado. 0l

1.4.3 Se dice que un subconjunto T de nmimeros reales es denso® en R cuando,
para cualesquiera x,y € R con x < vy, existe unt € T tal que v <t < y.

Sea C' C R un subgrupo aditivo de R (es decir, si x,y € C entonces x —y €
C), C # {0}. Pruebe que entonces:

(1) o bien existe a € R tal que C' = oZ := {an : n € L},
(2) o bien C es denso en R.

SOLUCION: Sea Ct = {z € C: > 0}. C" es no vacio y acotado inferior-
mente, por tanto podemos considerar o = inf C*.

Ahora probemos que si a > 0 entonces C' = aZ. Para ello, en primer lugar,
probemos que o € C'.

Tomemos € > 0. Segun el ejercicio 9, existe 1 € CT tal que a < 11 < a+ ¢,
pero razonando por reduccién al absurdo, si o € C™T, entonces realmente
a < 11 < a+ e. De la misma forma, tomando ¢ tal que o + 0 < z1, existe
T € Cttalque a < 29 < @+ 0 < 21 < o + €. Por tanto,

O<zy—12< €

y x5 —x1 € C'F por ser positivo y ser C' un subgrupo. Asi hemos probado que
para cada € > 0 existe un ¢ € C'" tal que 0 < ¢ < ¢, es decir, que inf C* = 0,
que es una contradiccion.

Una vez probado que o € C, por ser C' subgrupo, tenemos que aZ C C.
Ahora debemos probar la igualdad. Supongamos que aZ esta estrictamente
contenido en C, es decir, existe ¢ € C'\ aZ. Utilizando la propiedad arqui-
mediana de R, existe n € N tal que na < ¢ < (n+ 1)« (para ello debemos
recurrir también a la existencia de primer elemento de todo subconjunto de
N). Entonces 0 < ¢ —na < a'y ¢ —na € CT, lo que contradice la definicién
de a.

Si a = 0 entonces debemos probar que C' es denso en R. Para ello, sean =,y €
R, z < y. Puesto que a = 0 existe ¢ € C" tal que 0 < ¢ < y —x. Recurriendo
al argumento ya utilizado, existe n € N tal que nc < y < (n+ 1)c. Entonces:

nc=n+l)jc—c>y—c>y+r—y==x

y asi hemos obtenido un elemento nc € C' tal que z < nc < y, es decir, C' es
denso. O

2Los corolarios 1.2.13 y 1.2.17 afirman que los niimeros racionales y los niimeros irracionales

son densos en R. En el ejercicio 12 de la pagina 38 se dan otros ejemplos de conjuntos densos en
R.
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1.4.4 Sea f : [0,1] — [0,1] una funcion no decreciente. Pruebe que existe un
numero real x € [0, 1] tal que f(z) = x.
Sua: Razone sobre a := sup{z; f(x) > x}.

SOLUCION: Se trata de probar que f(a) = .

Si fuera f(a) —a =¢ > 0 serfa f(a) — (a+3e) > 0y al ser f no decreciente
también serfa f(a+ 2e) — (o + 3¢) > f(a) — (o + 3¢) > 0 lo que contradice
que « sea supremo.

De forma andloga se prueba que f(a) —a =€ < 0 es contradictorio. jVerifi-
quelo! O

1.4.5 Pruebe que si a y b son numeros reales, entonces

lab| < a® + b?.

SoLUCION: Como |ab| = |a||b] se trata de probar que
lal[b] < laf® +[b]*.
Pero es claro que |a||b| < 2|al|b|, de modo que si conseguimos probar que
2lallb] < |af* +[b]*
la cuestion esta resuelta. La desigualdad anterior puede ser reescrita como
0 < lal*+ |b* — 2|a||b| = (|a| — |b])* [binomio de Newton]

y en el formato
2
0 < (la — [b])
la desigualdad es trivialmente cierta, lo cual acaba la demostracion.

Observe que en realidad hemos demostrado algo mas fuerte que lo propuesto:

se ha demostrado que
a’® + b?

|ab] <

1.4.6 Resuelva la inecuacion siguiente, donde v € R:

(x—1)(x—=3) >0

SOLUCION: Obtener la solucién de una inecuacién consiste en identificar el
conjunto de nimeros (en este caso numeros reales) que verifican la inecua-
cién dada; en concreto se trata, pues, de identificar de forma explicita (més
descriptiva) el conjunto

A={zeR: (z—1)(x—3)>0}.
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Para abordar este problema podemos considerar que el primer miembro de
la inecuacion corresponde a la grafica de una funcién y queremos saber para
qué valores de x la correspondiente grafica se sitia por encima del eje OX
de ecuacion y = 0.

Podemos utilizar MAXIMA para realizar las graficas y de ese modo ayudarnos
a resolver la cuestion. Para que MAXIMA dibuje la grafica de una funcién es
necesario especificar el rango de valores en el que se mueve la variable. Lo
razonable es empezar con un rango «amplio» e ir modificAndolo, si fuera necesario,

hasta concentrarse en la parte significativa.
160 T T

3

(x3)*(x-1) —— (x-3)*(x-1)
140 0—— | 95 0

20 L I I 1 I I I L I I I
-10 -5 0 5 10 0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4

Aqui hemos utilizado dos gréaficas que nos permiten aventurar una respuesta.
plot2d( [(x-1)*(x-3),0], [x,-10,10] );
plOth( [(X_l)*(x_s):o:ly[x’oy4] );

Un razonamiento analitico puede ser como sigue. Para que el producto
(x —1)(x—3)

sea mayor que cero ambos factores han de ser positivos o bien ambos nega-
tivos, es decir, debe ocurrir una de las dos situaciones siguientes:

A)z—1>0yx—-3>0,0
B)z—-1<0yz—-3<0.

Las condiciones anteriores pueden formularse, de forma equivalente, como:

A) xz — 3> 0 (puesto que si z > 3 entonces, a fortiori, z > 1), 6

B) x —1 < 0 (puesto que si < 1 entonces, a fortiori, z < 3).

El resultado es concordante con el grafico y obtenemos, finalmente, que la
solucion de la inecuacién propuesta es el conjunto

A={rzeR;z<léx>3}={recR:z<1l}U{zeR:a2>3}
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Ejercicios propuestos

1.1) Discuta la veracidad de las siguientes afirmaciones acerca de nimeros reales

a)r <y,z<w=xz<yw br<y+eVe>0=zx<y
Ar+y)P=0cz=y=0 A +y*=0r=y=0
)e>0,2>0=3IneN: 2 <ecVm>n

e
flr>0,e>0 =3dneN:ne<z<(n+1)
g)x>0,e>0 =IneN:ne<z<(n+1)
Rae>1ly>0=3Ine€Z:a"<y<z"!

1.2) Utilizando el método de induccién pruebe las siguientes afirmaciones:

a) Pruebe que >0 ;i = @
b) J 0] _ n(n+1)6(2n+1)'

. n(n+1
¢) Yjoj* = M)
)

d) Dados ag,ay,...,a, tales que a;41 = ra;, parai =0,1,...,n—1 (pro-

gresion geométrica), se verifica:
n

g = 20T

= 1—7r

Deduzca de lo anterior la identidad algebraica (ecuacion ciclotémica):

n—1
a”—b" = (a—0) Z akpn—i-k

e) Dados ay,as,...,a, tales que a;11 —a; = d, para i = 1,...,n — 1
(progresion aritmética), se verifica:

n ay + a,
E a; =n
i=1 2

1.3) Pruebe que se cumple la siguiente desigualdad de Bernoulli para todo entero
positivo n
(I+2)">14nx siendox#0y —1<ux.

1.4) Pruebe por induccién la siguiente desigualdad.

(I4+e)"<1+4+3% sineN y 0<e<l;

1.5) Pruebe por inducciéon que no hay ningin nimero natural entre 1y 2.
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1.6) Pruebe por induccién las siguientes igualdades

x nx (n+1)x
sen 5 [senz + sen 2z + - - - + sennx] = SerL - sen ————

x 1
sen [1+4 2(cosz + cos2x + - - -+ cosnx)] = sen(n + 5)1‘

1.7) Sea P(n) una propiedad en la que interviene un nimero natural genérico n,
y sea k € N un nimero fijo. Si se cumple que:

a) P(k) es cierta, y
b) P(n+ 1) es cierta supuesto que P(n) es cierta y que k < n.
Entonces P(n) es cierta cualquiera que sea el nimero natural n € N, k < n.
1.8) Sean b;,1 <i < n,n > 1, nimeros reales positivos cuyo producto es 1.

a) Demuestre que si no todos los b; son iguales y se suponen ordenados de
forma creciente, by < by < ... < b, entonces b, > 1 > by.

b) Utilizando induccién en n, pruebe que

<bl+b2+...+bn

biby...b, =1

n
y que solo se tiene la igualdad cuando todos los b; son iguales.

¢) Deduzca que si a; > 0,1 < i < n, son nimeros reales entonces

ap+as+ ...+ a,
- .

(aras ... a,)"" <

SUGERENCIA. Para el apartado b) escribalo en la forman < by +by+...+b,.
Luego utilice induccion, agrupando los términos primero y ultimo.

1.9) Sea A C R un conjunto acotado superiormente. Sea o € R. Demuestre que
a = sup A si y solo si se verifican las dos condiciones siguientes:

a) « es una cota superior de A;

b) Para cada e > 0 existe a € A tal que a —¢ < a < a.

Si A es acotado inferiormente y 3 € R, demuestre que § = inf A si y sélo si
se verifican:

a) [ es una cota inferior de A;

b) Para cada ¢ > 0 existe a € A tal que f < a < f+e.
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1.10) Sean Ay B dos subconjuntos no vacios de R. Se definen
A+B={r=a+b:ac Abe B}, —A={r=—-a:a€ A}
Pruebe que:

a) Si Ay B estan acotados superiormente entonces también lo estan AU B
y A+ B siendo

sup(A U B) = sup{sup A,sup B} y sup{A + B} =sup A + sup B.
b) Si f,g: R — R son funciones acotadas entonces

sup{f(z) + g(z) : x € R} <sup{f(x):x € R} +sup{g(z):z € R},
y la desigualdad puede ser estricta. Ponga un ejemplo.
¢) Enuncie y demuestre resultados analogos para el infimo
d) Sea AB={x =ab:a € Abe B}y A, B subconjuntos de R cuyos
elementos son nimeros positivos. Pruebe que
sup AB = sup Asup B.
e) Sean Ay B dos subconjuntos de R, tales que A C B. Probad que
supA <supBy infA>infB

1.11) Si a es racional y b es irracional jes a + b necesariamente irracional? Si a es
irracional y b es irracional jes ab necesariamente irracional?

Pruebe que /3, y v/6 irracionales.

Sean n,m,p € N tales que n = mp. Pruebe si n y m son cuadrados (e.d.
n=a?y m = b? con a,b € N), entonces p también es un cuadrado.

Pruebe que d € N, V/d es racional si, y sélo si, d = k? para algin k € N.
Pruebe que v/6 — v/3 — v/2 es irracional.

1.12) Pruebe que

a) Ty = {rv3 :7 € Q} es denso en R;
b) Ty = {m + n+/3 : m, n ntimeros enteros } es denso en R;

c¢) si Ty = {m + nv/2 : m,n ntimeros enteros }, entonces para cualquier
a € R se cumple a = sup{t: ¢t € T3, t < a}.

INDICACION: Para los apartados 2 y 3 véase el ejercicio 1.4.3.
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%Iy*rl " De una

1.13) Pruebe que méx{x,y} = y que min{z,y} = Hy;‘yiw‘

férmula del mismo tipo para max{z,y, z}.

1.14) Demuestre que para cada dos nimeros reales a > 1 b > 0 existe un tnico
nimero entero n tal que a® < b < a™*L.

1.15) Pruebe que la funcion [z]| parte entera de z verifica

{%]: [@] abc #0 a,bcRceN

1.16) Resuelva las siguientes inecuaciones en R:

i)b—a? <8 i) (x—1)(x—3)>0; i) 2° <8

w) x4+ 3" <4 v) L <1 vi) lax + b < ¢, a #0,¢c > 0.
vit) L <15 i) a4 | @ |< 1 ir) x— | x| > 2

1.17) Sean z e y dos numeros reales, z < y. Pruebe que para cada A, 0 < A < 1,
se cumple

<+ (1-=Ny<uy.
Reciprocamente, pruebe que si r es un numero real, x < r < y, entonces
existe un A, 0 < A < 1, tal que r = Az + (1 — A)y.

1.18) Determine a,b € R verificando:

7T+ a+ bi

3+4i 4—i

1.19) Demuestre que |z +i| = |z —i| <= z € R

1.20) Resuelva las ecuaciones siguientes.

3224+2244=0 224(2-20)z2+1+2i=0
5224+224+10=0 2>+ (-3+2i)z+5—-i=0
22 —16=0 21416 =0

Y =4+ 4 (1+10)22—2i=0

& Compruebe que Maxima también sabe resolver esas ecuaciones.
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1.21) Exprese los siguientes ntiimeros complejos en forma binomial.

1 — i)
IR A [ AR A o M (1+1)
X i (=1 —1)°
/=8 T (2+3i)(3—4d) @+ (1+44)?
5 .
jSz ;175 (14 )10

& Compruebe con Maxima los resultados que obtenga por si mismo.

1.22) Pruebe que para todo niimero complejo z = x + yi con x,y € R se verifica
1
Zlel+lyl) < o < fof + Jyl.

1.23) Si z,w € C, pruebe que 2(|z + w|* + |z — w]?) = |2z|* + |2w|*. Interprete
geométricamente esta identidad.

Sabiendo que |z| = 1, calcule |1+ z|* + |1 — z|%.

1.24) Pruebe que todo niimero complejo z tal que |z| = 1 con z # —1 se puede
1o i
representar de la forma z = (“,, con a € R
1+a1
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Competencias

P Adquirir el significado de limite de una sucesién y saber calcular limites
de sucesiones sencillas. Eventualmente con ayuda de MAXIMA.

P Saber que las sucesiones mondtonas acotadas tienen limite y saber utilizar
este hecho.

P Conocer el concepto de subsucesién y el teorema de existencia de subsu-
cesiones convergentes en una sucesién acotada.

P Conocer que los conceptos de sucesion de Cauchy y de sucesién convergente
son equivalentes. Saber que eso es un instrumento tedérico importante para
el curso.

appppppppApppQ

\o\o\c\o\o\oooonoe o

CONTENIDOS

2.1. Convergencia

2.2. Sucesiones monotonas acotadas

2.3. Teorema de Bolzano-Weierstrass

2.4. Sucesiones de Cauchy: completitud

2.5. Funciones elementales I: exponencial y logaritmo reales

2.6. Limites infinitos

2.7. Algunas sucesiones notables. Jerarquia de sucesiones divergentes
2.8. Representacién decimal de los niimeros reales

2.9. Ejercicios
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Las sucesiones constituyen una de las herramientas mas utiles para el Anali-
sis Matematico. En la primera seccion de este capitulo se define el concepto de
limite de una sucesion de nimeros reales o complejos estudiando las propieda-
des esenciales. Se demuestra que las sucesiones mondtonas acotadas tienen limite,
lo que se aplica en particular, a la definicién del nimero e. A continuacién se
demuestra el principio de Cantor de los intervalos encajados, relacionado con la
propiedad de que la recta real es completa (no hay agujeros) y se obtiene el teo-
rema de Bolzano-Weierstrass sobre la existencia de subsucesiones convergentes en
cada sucesion acotada. La propiedad de completitud de la recta puede entonces
ser reformulada en términos de que las sucesiones de Cauchy de nimeros reales
son convergentes. Este resultado y el de Bolzano-Weierstrass constituyen el nticleo
esencial del capitulo y se corresponden con las secciones 1 a 4.

En la seccién 5 se utilizan las ideas introducidas anteriormente para definir las
potencias de base real positiva y exponente real, estudiando sus propiedades. Se
ilustra asi la potencia de los resultados obtenidos al tiempo que se da un sentido
preciso a la funcion a® para x un nimero real, obteniéndose en este contexto general
la validez de las «reglas basicas» para operar con potencias.

La secciones 6 y 7 estan dedicadas al concepto de «limite infinito» y al esta-
blecimiento de ciertas escalas de infinito.

En la seccién 8 se estudia la representacion de los niimeros reales.

2.1. Convergencia

Una sucesion es una «lista ilimitada» de ntmeros
a1,a92,43,...,0p, ...

donde los subindices 1,2, 3, ..., n hace referencia al lugar que ocupa el correspon-
diente nimero en la «listay.

Dicho de otro modo (y usando la forma de escribirlo en MAXIMA) es una lista
de parejas [n, a[n]] donde el primer elemento n de la pareja es un niimero natural
que indica la posicién en la lista y el segundo a[n] el valor del término n-ésimo de
la lista.

Formalmente esa idea se formula en términos de una aplicacién de N en el
cuerpo de los reales R o de los complejos C. Observe que a; puede ser igual a a;,
para i # j, de modo que la lista es ilimitada, pero el conjunto imagen {a,, : n € N}
puede no ser infinito.

Definicién 2.1.1 Se llama sucesion en R o C (representados indistintamente por
K) a cualquier aplicacion ¢ : N — K. Si a,, := ¢(n) la sucesion se denota con
(an)nen 0 brevemente (a,),. El nimero real a,, recibe el nombre de término general
de la sucesion.
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Una sucesion (a,), puede venir dada en términos de una férmula explicita en
términos de n, como ocurre con la sucesién definida por a,, := 1/n, pero hay otras
formas. Por ejemplo, podemos definir a; =0, as = 1y a,41 = (a, + a,_1)/2 para
n > 2. El término ajgog estd inequivocamente definido en ambos casos, y eso es
lo importante en una sucesion. Usted puede calcularlo facilmente en el caso de
la primera sucesion, pero lo costara un ratito calcularlo en el segundo caso; para
MAXIMA ambas cosas son igualmente inmediatas.

Usando el comando makelist es facil escribir los términos de una sucesién.
Aqui se emplea para una sucesién con un férmula para el término general y
para una sucesion «recurrentey». El cédigo

a[n]:=1/n $ makelist([n,aln]],n,1,10);

construye los diez primeros términos en el primer caso (cambie 10 por cualquier otro

nimero) y la férmula MAXIMA en el segundo caso es la siguiente
al1]:0 $ al2]:1$ aln]:=aln-1]+a[n-2]$ makelist([n,aln]],n,1,30);

El segundo de los ejemplos es una muestra de que se conoce con el nombre de
sucesiones recurrentes. Las sucesiones recurrentes son mas frecuentes de lo que a
primera vista pudiera parecer. Y muy antiguas: busque en la Wikipedia «Sucesion
de Fibonacci». Si realiza la bisqueda anterior podra encontrar que la sucesion de
Fibonacci es la solucién a un problema de la cria de conejos y que esta emparentada
con la sucesion que hemos usado aqui. También encontrara alli que es posible
obtener una féormula para a, soélo en términos de n, lo cual hace, para usted,
mas sencillo el calculo del valor de ajgg9. También encontrara otras informaciones
curiosas relacionadas con esta sucesion.

La férmula

1 si el nombre en castellano del niimero n contiene la vocal a

0 en otro caso

es una sucesion (jcdales son sus primeros términos?), mientras que

si el nombre en castellano del nimero n contiene la vocal a

si el nombre en castellano del nimero n contiene la vocal e

S

3

Il
O N =

en otro caso .

no es una sucesion (jpor qué?).

La definicién de limite de una sucesién formaliza la idea intuitiva de que los
valores a,, segin va avanzando n se van acercando a cierto nimero real a que se
llama el limite de la sucesion.
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Antes de dar la definicién precisa, algunos ejemplos de sucesiones pueden
servir para aproximarnos a la idea de limite, utilizando la lista de los términos
y ayudandonos del grafismo.

/* Ejemplo 3 */
numer:true$
al[n]:=(1+1/n) " n$
terminos:makelist([n,al[n]],n,1,50);
plot2d([discrete,terminos],

[style, points], [xlabel,"n"], [ylabel,"al[n]"]);
/* Hay mas ejemplos... */

Definicién 2.1.2

(1) Se dice que la sucesion (a,)nen tiene por limite a € K si para cada € > 0
existe un numero natural ng tal que si n > ngy entonces |a, — a| < €. La
notacion que se utiliza es la siguiente:

a = lim q, =lima,,.
n—oo n

(2) Una sucesion se dice convergente cuando tiene limite.
En el lenguaje de los cuantificadores la condicién lim,, a,, = a se escribe:
Ve >0,dng e N, Vn e N (n >ng — |a, —a|] <¢)

Ejemplos 2.1.3 Vamos a ilustrar con algunos ejemplos la definicién de limite de
una sucesion.

(1) La sucesién constante dada por a, := a € K es convergente y su limite es a.
En efecto: para cada ¢ > 0 dado se cumple que

la, —a|=la—al=0<c¢

para todo n € N.

(2) La sucesion dada por a, := 1/n es convergente y su limite es 0. En efecto:
dado £ > 0, se trata de demostrar la existencia de ny € N de modo que para

n > ng se tenga
1

la, — 0| = — <e.
n
Pero como n > ng se verifica que 1/n < 1/ngy y por tanto basta encontrar un
ng que verifique

— < e queequivale a 1 < nge
ng

Tal ng existe como consecuencia de la propiedad arquimediana (proposi-
cién 1.2.9)
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(3)

La sucesion dada por

Ay 1= "
né 4+ 5n34+2n+1

tiene limite cero. En efecto: como en el caso anterior, dado ¢ > 0, se trata de
demostrar la existencia de ng € N de modo que para n > ng se tenga
n
= <
nd +5m3+2n+1

la, — 0 €.
La situacién ahora es mas complicada, pero si somos capaces de cambiar
n/(n%+5n3+2n+1) por algo mas manejable, que sea mayor que esta expre-
sién, pero menor que € (a partir de cierto valor de n) habremos conseguido
nuestro proposito. Y efectivamente eso es posible ya que se tiene

n n 1 1 1

<—=—<-<—
nS+5n3+2n+1 nS nd " n ng

Basta ya conseguir ng de modo que

1
—<e,
)

cuestion que ya hemos resuelto en el ejemplo anterior.

Si reflexiona un poco sobre el limite anterior, se dara cuenta de las razones
que nos han llevado a cambiar el denominador. Para estar seguro de que
lo ha entendido, trate de hacer una demostracién diferente, pero igualmente
rigurosa, cambiando el denominador por otra cosa... jhay varias posibilidades!

Si (@n)nen es una sucesiéon en K y a = lim, a,, entonces se cumple que
la| = lim, |a,|. En efecto: fijado € > 0 existe ny € N tal que |a — a,| < ¢ si
n > ng; pero por la proposicion 1.2.20 se tiene

la| — |an|| < |la—a,| <e sin>ng,

lo que permite concluir |a| = lim,, |a,|.

Si a, > 0 para todo n y existe a = lim,, a, entonces lim, \/a, = /a. En
efecto: supongamos inicialmente que a > 0, entonces fijado ¢ > 0 existe
no € N tal que |a — a,| < \/ae si n > ng; pero por otra parte se tiene la
siguiente estimacion

la — ay|

a—\/a,| = ————

[Va — /ay] NN
la — ay,|

<

T W

< —==¢

Va
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si m > ng, que demuestra precisamente que, en este caso, lim, \/a, = \/a.
Queda como ejercicio para el lector hacer la demostracion en el caso a = 0.

La idea de la prueba anterior es eliminar las raices cuadradas para hacer
aparecer la diferencia |a — a,|; para conseguirlo se multiplica numerador y
denominador por y/a + /a,. La misma idea puede servir para otros casos,
pero jpor qué expresion habria que multiplicar para hacer algo analogo si
fuera una raiz ctibica, cuarta...? La ecuacién ciclotémica (ejercicio 1.2 pdg. 36) es una
buena pista. Trate de aprovecharla para demostrar una versiéon mas general del ejemplo
anterior que afirma: «fijado cualquier k € N, si a,, > 0 para todo n y existe a = lim,, a,

entonces lim,, ¥/a, = a».

(6) Sir € Ky |r| < 1 entonces la sucesién (a,,), donde a,, := r™ tiene limite 0. En
efecto: pongamos p = |r| y sea b > 0 tal que p = 1/(1 + b), entonces, usando
la desigualdad de Bernoulli (ejercicio 1.3, pag. 36) se tiene la estimacién

1 - 1 <1
(I+b)» 14+nb n

an = 0] = || = |r" = " =

que conduce ya de forma inmediata a la conclusion.
(7) La sucesién (z,)nen donde
1 n

Zn:ﬁ+n+1

1

tiene por limite i. En efecto: la estimacion
1 no. . 1 1 1 1 2
Grafa) =l s s
n n+1

y los ejemplos anteriores permiten concluir que fijado € > 0 existe ng € N
tal que si n > ng se verifica |z, —i| < e.

)
n n+1

n n+l-"n

(8) Una progresion geométrica de razén r es una sucesion (a,), en K donde a,
es un elemento arbitrario de K y a,, := a;7""! para n > 1. Nuestro interés
aqui es sumar los infinitos términos de una tal progresion en la que |r| < 1.

MAXIMA sabe hacer la suma de una progresiéon geométrica finita. Y también

sabe hacer la suma una progresién geométrica infinita, pero en tal caso necesita
saber que el |r| < 1.

aln] :=a*r~(n-1);
sum(alk] ,k,1,n),simpsum;
assume (abs(r)<1)$ sum(alk] ,k,1,inf) ,simpsum;

También es posible llegar a las mismas conclusiones sin la ayuda de MAXI-
MA. Comenzamos calculando una expresion para la suma de los n primeros

términos, es decir, una expresion para

Sn ;:a1+a2+...+an:2ak
k=1
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Para ello escribimos 5,,, rS,, y restamos las dos expresiones, es decir:

Sp=a1+ay+--+a,=a+ar+ar+ -+ a7
7Sy =T + agr + agr + -+ a7 + a,r
Sp(1—=7)=S8, —rS, =a; — a,r

Asi obtenemos:
a; — a,r a; — arr”

S, = —
1—r 1—r

(expresion que suele ser recordada con una especie de slogan: la suma de los
n términos de una progresion geométrica es iqual al primero menos el ultimo
por la razén dividido por 1 menos la razon).

Ahora la suma de los infinitos términos de una progresion geométrica coincide

con

ay —a,r a; —lim, ayr" " r a,

lim S,, = lim = =

n n 1—r 1—r 1—r

debido a que lim,, r™ = 0, como vimos en el ejemplo 6 anterior.

Esta suma de infinitos términos (concebida como limite de una sucesién) es
un recurso muy frecuente y 1til en el anélisis matemético. Si (a,),en €s una
sucesion, podemos definir la sucesion

Sh ::a1+a2+-~-+an:Zak
k=1

denominada la sucesién de las sumas parciales de la sucesiéon inicial. Enton-
ces, si existe el limite de (S),)nen tiene sentido escribir

(o ¢]

Zak = lim S,
n—a_o

k=1

y denominar a esta cantidad «suma infinita». Los objetos asi obtenidos, es
decir, las expresiones del tipo

o0
> a
k=1

son denominados series numéricas (series de niimeros o, simplemente, series)
y son tan importantes que dedicaremos gran parte del capitulo 7 a ellas.

Llamamos la atencién sobre el hecho de que estos ejemplos no proporcionan
una técnica de calculo de limites, sino que tnicamente demuestran que «cierto
candidato», que razonablemente parece ser limite, efectivamente lo es.
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En el capitulo 4 desarrollaremos técnicas para el calculo efectivo de limites.
& Pero apoyandonos en MAXIMA, que conoce tales técnicas aunque no sepa

demostrar nada, podemos anticiparnos y calcular ya limites de algunas suce-
siones. La sintaxis para calcular limites con MAXIMA es muy sencilla y los siguientes
ejemplos ayudardn a comprenderla y utilizarla. Pero sea precavido y compruebe que el
resultado es razonable.

limit(1/n,n,inf);
kill(all)$ assume(abs(r)<1)$ limit(r"n, n, inf);

El concepto que sigue es 1util para muchos fines y, en particular, para «visuali-
zary el concepto de limite, como luego veremos.
Definicion 2.1.4 Sia < b son numeros reales:

= Se llama intervalo cerrado de extremos a,b al conjunto

[a,b] :={z € R; a <z < b}.

= Se llama intervalo abierto de extremos a,b al conjunto
(a,b) :={r € R; a < x < b}.
= Los conjuntos [a,b) y (a,b] reciben el nombre de intervalos semiabiertos por
la derecha e izquierda respectivamente:

[a,b) ={reR a<z<b} (a,b:={reR a<x<b}

= Se llama longitud del intervalo al nimero real b — a.
Conectado con estos conceptos estd la nocién de bola de centro xy y radio r > 0.
Definicién 2.1.5
(1) Se llama bola cerrada de centro xo y radio v > 0 y se denota con Blzg,r] al
conjunto Blxg,r] :={z € K; |z — xo| < r}.
(2) Se llama bola abierta de centro xo y radio r > 0 y se denota con B(xg,r) al
conjunto B(xzg,7) :={x € K; |z — x| <7}.
Cuando K =R es claro que B(z,r) = (x —r,x +r) y Blz,r] =[x — r,x +7].

Obsérvese que, utilizando estos conceptos, el que la sucesién (a,)nen tenga
limite a puede expresarse diciendo que para cualquier € > 0 la bola abierta B(a, )
contiene a todos los términos de la sucesion (a, ), salvo, a lo mas, un nimero finito.

Un primer hecho que se deduce de forma inmediata de la definicién (especial-
mente a través de la visualizacién con bolas) es el siguiente.

Proposiciéon 2.1.6 El limite de una sucesion convergente es 1nico.

DEMOSTRACION: Supongamos, por reduccién al absurdo, que la sucesién (ay,),
tuviera dos limites distintos, digamos a # b.
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Sea € = |a — b|/4 > 0. Entonces, de acuerdo
con la definicidn, existen ntiimeros naturales ny y
ng para los que se verifica que
la, —al <esin>ny; y |a, —bl <esin>ny
asi pues, llamando ng := méx{n;, ny} se debe cumplir que

la, —a| <esin>ng y la, — b < esin>ng

De donde se deduce que si n > ngy ha de ser

la — b B la — b
4 2

la —bl=la—a,+a,—b <l|a—a,|+|a,—b <e+ec=2

y por tanto que 1 < %, lo cual no es cierto. O

Una sucesién se dice acotada si su imagen, es decir el conjunto {a, : n € N}, es
un conjunto acotado de R. De nuevo la visualizacion con bolas permite construir
de forma sencilla una demostracién de la proposicion que sigue.

Proposiciéon 2.1.7 Las sucesiones convergentes de K son acotadas.

DEMOSTRACION: Sea una sucesion convergente (a,,),en con limite a. Aplicando la
definicién con € = 1 podemos garantizar la existencia de un niimero natural n, tal
que si n > ng se cumple |a, —a| < 1y por tanto

lan| = |ap —a+al <la, —a| + |a] <1+ |al.

Llamando
M = méx{|a1],|az], - . - |an,|, (1 + ]a|)}

se cumple que
la,| < M paratodon € N,

es decir, la sucesion (a,), es acotada. O

El reciproco no es cierto y la sucesiéon (), definida por x,, = (—1)" es un ejemplo.

Un hecho que simplifica mucho las cosas es que la convergencia en C puede
reducirse a la convergencia en R.
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Proposicién 2.1.8 Sea (2,)nen una sucesion en C y sea z, = a, + ib, donde a,
y b, son, respectivamente, la parte real e imaginaria del complejo z,.

(1) Si (zn)nen es convergente con limite z = a + bi, entonces (ay,)nen €S conver-
gente con limite a y (by)nen €S convergente con limite b.

(2) Reciprocamente, si (a,)nen €s convergente con limite a y (b, )nen €s conver-
gente con limite b, entonces (z,)nen €s convergente con limite a + bi.

DEMOSTRACION: Se basa en las estimaciones
la — a,| < |z — 2z, <|a—au|+ |b— byl
a partir de los cuales el lector podra facilmente completar los detalles. (]

Trate de realizar con detalle la demostracién anterior. En primer lugar hay que
justificar por qué las desigualdades anteriores son ciertas. Y a continuacién
establecer la equivalencia. No es dificil y representa un ejercicio de manejo
del valor absoluto que conviene realizar como entrenamiento. Si lo acaba en-
tendiendo bien, tendrd mucho camino realizado para comprender las demostraciones
que vienen més adelante. Si no lo consigue hacer ahora, vuelva a intentarlo después
de haber entendido la demostracién de la proposicién 2.1.9... jSeguro que entonces lo
conseguira!

En la proposicion siguiente establecemos el comportamiento de las sucesiones
convergentes con relacion a las operaciones ordinarias.

Proposicién 2.1.9 Sean (a,)n y (by)n sucesiones convergentes en K con limites
a y b, respectivamente. Entonces:

(1) (an + by), es una sucesion convergente con limite a + b.
(2) (anbn)n €s una sucesion convergente con limite ab.

(3) Sib, #0 yb#0 entonces la sucesion (a,/by,)n tiene por limite a/b.

DEMOSTRACION: La del primer apartado es muy sencilla. Dado € > 0 existen
enteros positivos n, y no tales que se tiene

€ . g .
|a—an|<551n>n1 y |b—bn|<581n>n2.
Llamando ng = méx{ny, ny} se tiene

€ €
— + — = ¢, para cada n > ny,

|(a+b>_(an+bn)‘Sla_an|+|b_bn‘<2 9

lo que prueba que a + b = lim,(a,, + b,).
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Veamos el segundo apartado. Comencemos observando que por ser (a,), una
sucesion convergente, de acuerdo con la proposicion inmediatamente anterior, exis-
te a > 0 tal que |a,| < « para todo n € N. Por tanto, se tiene:

lab — a,b,| = |ab — a,b + a,b — a,b,|
= |(a — an)b+ a,(b—b,)|
< la — an|[b] 4 an[[b — by
<'|a — ay||b| + a|b — b,|

Pero como a = lim,, a,, y b = lim,, b,,, fijado € > 0 existen ny,n, € N tales que

|a—an|<4, sin>ny y |b—bn|<i, sin > no.
2(]o] + 1) 2

De donde se sigue

lab — a,b,| < |a — a,||b] + alb — by|
£ £

<5 jplta—<Z4+i=¢
2()b] + 1) 2 2 2

siempre que n > ng := max{ny, ny}. Esto prueba que lim, a,b, = ab.
.No le parece un poco raro tomar m? Hubiera sido més natural tomar

s6lo ﬁ, como se ha hecho en el segundo sumando. Si se hubiera hecho asi la

demostracién seria incorrecta. Explique por qué.

b - s : .
| , |” . El dltimo apartado utiliza las mismas ideas del apartado
l SR ) anterior, s6lo que, ahora, hemos de considerar una acotacion
0 [b]/2 Ib| inferior para la sucesién (|b,|), en lugar de una acotacién su-

perior. Puesto que b # 0 y |b| = lim,, |b,|, sin més que aplicar
la definicién de limite con € = |b|/2 existe un nimero natural n; tal que se tiene

10l
a=< |b,,|, para n > n;.
Por otra parte, si n > ny, se tienen las acotaciones siguientes:
a an| |ab, — a,b|
b byl [0l[bal
_|ab, —ab+ ab — a,b|
[0[[bn]
|allbn — bl + |a — an|[b]
B [b][bn]
|al[bn — b + [a — ax|[b]
B [blo
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Ahora, fijado € > 0 existen ntimeros naturales no, n3 tales que

|b—b,| < mﬂﬁa, sin>nyg y |a—a,l < ﬁ|b|a, sin > ns.
Si ahora llamamos ng := méx{n;, ny, ng} se cumple que
0ol bWl e e
b b, e 2(Ja] + 1) 2|b|
para n > ng, lo que acaba la demostracion del tercer apartado. O

Observacion 2.1.10 Fijese que en la demostracién anterior, al igual que en los
ejemplos 2.1.3, hemos utilizado la definiciéon de limite con expresiones de ¢ muy
especiales. Por ejemplo:

(1) en el caso de lim,(a, + b,), para ¢ > 0 dado, utilizamos las afirmaciones
lim, a,, = a y lim,, b, = b tomando £/2;

(2) en el caso del producto la eleccién es atin més complicada: para ¢ dado
aplicamos la nociéon de limite con los valores modificados

& £
o(p[+1) ¥ 2o

(3) en el caso del cociente, elegimos

€

L AP S
2(a] + 1) yoa%

2

Es facil darse cuenta de que estas elecciones complicadas tienen como objetivo
obtener la conclusion sobre el nuevo limite (de la suma, el producto o el cociente)
con un € «todo bonito»; por ejemplo, en el caso del cociente, hemos concluido que,
fijado € > 0, para n > ny := max{ny, ny,n3} se tiene

a a,

; bn<5

Sin embargo tales elecciones complicadas son innecesarias. En efecto, si (a,)nen €s
una sucesiéon, [ € R y demostramos que, para cierto nimero M > 0 fijo, y para
cada € > 0, existe ng € N tal que si n > ng se verifica |a, — l|< Me, entonces
hemos demostrado que lim,, a,, = [.

Esto es sencillo de verificar: si suponemos cierto lo anterior, fijamos € > 0, y
aplicamos lo demostrado para ' := ¢/M, entonces existira n(, € N (posiblemente
distinto de ng, puesto que el valor de éste depende del ¢ elegido), tal que si n > ng,
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entonces |a, — l|< Me' = e. Lo esencial, naturalmente, es que M debe ser una
cantidad fija, independiente de n.

Por ejemplo, veamos qué obtenemos en el caso del producto de la proposicion
anterior, sin ninguna eleccién especial. Fijemos ¢ > 0, puesto que lima, = a y
lim,, b, = b, existen ny,ny € N tales que:

la —an| <e, sin>n; y |[b—0b,] <e, sin>no,
de donde obtenemos:
|a,b, — ab| < |ble + ae = (|b] + a)e

siempre que n > ng := méax{n;, ns}. Esto es, se verifica lim, a,b, = ab. Asi acaba
esta larga observacion.

La idea de la proposicién anterior es obtener el limite de una sucesién construida
a partir de otras utilizando para ello los limites de las sucesiones que sirven para
construirla. Los casos considerados en la proposiciéon no son los tinicos y la misma
estrategia se utiliza, como més adelante veremos, en otras situaciones.
Observe que en la proposicién anterior, antes de hacer la suma, el producto,
etc. se supone que los limites de las sucesiones que aparecen existen. Sin
| embargo, la existencia del limite de la suma no implica la existencia del limite

de los sumandos; y otro tanto ocurre con el producto o el cociente. Busque
ejemplos que corroboren esta afirmacion.

Proposicion 2.1.11 Sean (a,)nen Y (bn)nen Sucesiones convergentes de nimeros
reales con limites a y b respectivamente.

(1) Sia, <b,, para todo n € N, entonces se verifica que a < b.

(2) Sia < b, entonces se verifica que existe ng € N tal que a,, < b, para todo
n > ny.

(3) Si(an)n, (bp)n Yy (cn)n son sucesiones de niumeros reales tales que
y lim,, a,, = lim,, b, = «, entonces lim,, ¢,, = « (regla del sandwich).

DEMOSTRACION: Para el primer apartado supongamos, por reduccién al absurdo,
que fuera a > b. Tomando € := (a — b)/4 deberia existir ny tal que para n > ng se
cumpliria

la —a,| <ey|b—0by| <e

con lo cual se tendria, siempre para n > ny,

by=b,—b+b<|b,—bl+b<e+b<a—e<a,, pues 2 <a-—0b,
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y esto contradice la hipétesis a,, < b, para todon € N.

Para la segunda parte elijamos un € > 0 de tal forma que a+¢ < b—¢; entonces,
existe ng € N tal que para n > ng tenemos a, € (a —¢,a+¢)y b, € (b—¢e,b+¢),
por lo que a, < b, si n > ng.

Finalmente para la tercera parte observemos que dado € > 0 existe ny € N tal
que si n > ng los puntos a,, y b, pertenecen a la bola B(a,¢) y al ser a,, < ¢, < b,
también se tiene que ¢, € B(q,¢€), pero eso es lo mismo que decir que |a —¢,| < ¢
para n > ng. En otras palabras, lim, ¢, = a. O

Ejemplo 2.1.12 Sea R, :=[0,+00) :={zx € R: z > 0}. Sea x € R, y sea [z] la
parte entera de x. Calculemos el valor de

ol 2]+ ]

n—o0 n2

Comencemos observando que como [z] < x < [z] + 1 se tiene z — 1 < [z] < z
y andlogamente kr — 1 < [kx] < kx para k = 1,2,...,n de donde, sumando y
dividiendo por n? se tiene

(1+2+~-~+n)x—n< [x] + [2z] + - - - + [nx] < (1+2+~-~+n)x.

n? n? n?

Pero como 1+ 2+ ---+n = (1 +n)n/2, por ser una progresién aritmétical, se
obtiene finalmente que el limite buscado es x/2.

2.2. Sucesiones mondotonas acotadas

Hemos introducido la nocién de sucesiéon convergente, pero si nos dan una
sucesion jcomo podemos saber si es convergente? jcémo calcular su limite? En
general, la respuesta a estas preguntas es complicada y a lo largo del capitulo
iremos dando respuestas parciales; no obstante para algunos tipos particulares de
sucesiones, como las consideradas en la proposicion 2.2.2, la respuesta es sencilla.

Definicién 2.2.1 Sea (a,)nen una sucesion en R.

(1) Se dice que la sucesion es mondtona creciente o simplemente creciente si
an < apy1, para todon € N.

(2) Se dice que la sucesion es mondtona decreciente o simplemente decreciente
St Ap > Apyy, para todo n € N.

1Una progresién aritmética es una lista ordenada de niimeros en la que cada término se obtiene
sumando al anterior una cantidad fija. Si una tal progresion tiene n términos, es facil percatarse
de que la suma del primero y el altimo, a1 + a,,, coincide con la suma del segundo y el penultimo,
as + an—1 y lo mismo es cierto con a3 + a,—2 etc. En consecuencia, agrupando de ese modo se

n

obtiene que a1 +az + -+ an_1 + an = (a1 + an) 5
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(3) Se dice que la sucesion es mondtona si es creciente o decreciente.

Proposicién 2.2.2 Sea (a,)nen una sucesion mondtona de nimeros reales.

(1) Sila sucesion es creciente y acotada superiormente entonces es convergente
siendo su limite el nimero real sup{a, : n € N}.

(2) Sila sucesion es decreciente y acotada inferiormente entonces es convergente
siendo su limite el nimero real inf{a,, : n € N}.

DEMOSTRACION: Si (@, )nen €8 una sucesion mondtona creciente acotada superior-
mente, entonces existe el supremo del conjunto {a, : n € N} que denotaremos
con a. Se verifica que a = lim, a,. En efecto: fijado ¢ > 0, existe ng € N tal
que a — & < ay, (segun el ejercicio 9 del capitulo 1) y al ser (a,), una sucesion
mondtona creciente para cada n > ng se tiene

a—€e<ap, <a,<a<a-+te,

lo cual significa que a = lim,, a,,.
El caso de sucesiones monotonas decrecientes es analogo. O

Escriba los detalles de la prueba en el caso de sucesiones mondétonas decrecien-
tes. Higalo de dos maneras: 1) modificando adecuadamente la demostracién
del caso creciente y 2) utilizando una astucia que permita reducir la nueva
situacién a la anterior (ya resuelta).

Ejemplo 2.2.3 Vamos a calcular el limite de la sucesion (ay,), definida recurren-
temente por las formulas

al:\/§ ) an+1:\/2+an-

Para ello observamos que a; < as < az < ..., lo que induce a pensar que la
sucesiéon (ay,), asi definida es monétona creciente, como de hecho ocurre. Vamos
a probarlo por inducciéon sobre n. Es claro que a; < as. Supongamos ahora que
ap_1 < @, €0 Cuyo caso a, = 2+ a,—1 < 2+ a, = a,+1. El método de
induccion (corolario 1.2.3) permite concluir que la sucesién (ay,,), es estrictamente
creciente.

Ademas la sucesién estd acotada por 2. Esto también se prueba por induccién
sobre n. Es claro que a; < 2 y supuesto que a,, < 2 se tiene que a,11 = 2+ a, <
V2+2=2.

Aplicando ahora la proposicion 2.2.2 se obtiene que la sucesién (a,,), converge.
Llamemos a al limite de dicha sucesién. Tomando limites (y teniendo en cuenta el
ejemplo 5 en la pagina 45) se tiene la siguiente ecuacién

lirrlnanﬂ =./2+ lignam es decir a = V2 + a,
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0, si se prefiere, a®> = 2 4 a. Esta ecuacién de segundo grado tiene dos soluciones,
pero unicamente la soluciéon a = 2 puede ser el limite de la sucesion considerada,
de modo que, finalmente lim,, a,, = 2.

Aunque sin el rigor del razonamiento anterior, MAXIMA nos permite «calculary
/ el limite de la sucesién recurrente anterior

al1]l:sqrt(2)$ aln] :=sqrt(2+aln-11);
makelist([n,float(aln])],n,1,20);

Hemos afirmado en el parrafo anterior que sélo la solucién a = 2 de la ecuacion
a? = 2 + a puede ser el limite de la sucesién. ;Cudl es la otra solucién de la
ecuacion? jpor qué no puede ser limite de la sucesién?

Corolario 2.2.4 (1) La sucesion (ap)nen definida por

1 n
Qp, = (1 + —)
n
es monotona creciente y acotada.

(2) La sucesion (by)nen definida por

es monotona decreciente y acotada.

(3) Las sucesiones (ap)nen Yy (bn)nen anteriores tienen el mismo limite, cuyo
valor se denota con e.

(4) Ademds el nimero e también es el limite de la sucesion (S,)nen definida por

1 1 1

(5) El nimero real e es irracional.
DEMOSTRACION: De la desigualdad de Bernoulli (ejercicio 1.3 pag. 36)
(I1+2)">1+nrparac#0y —1<ux
se tiene para n > 1,
a n?—1\" 1\" 1 n o\ 1 \7!
() ) e () ()
bp_1 ( n? ) ( n2) an n—1 Jrn—l
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-1
y por tanto a, > b, 1 (1 + nT) = Qp_1.
Anéalogamente

S n—( ! )n>(1+1)n>1+ Loy !
a, \n2—-1) n?—1 n? "z n

y por tanto b,_; > a,(1 + %) = b, Ademés 2 = a1 < a, < b, < by = 4
por lo que ambas convergen, al ser sucesiones monotonas acotadas. Pero siendo
b, = (1+ %)an se concluye que ambas sucesiones convergen hacia un mismo limite
que denotaremos con e. Esto acaba la prueba de los tres primeros apartados.
Veamos ahora el cuarto apartado. En primer lugar, desarrollamos segtin el binomio

de Newton, para obtener:

) = )30 w6 e ) )

y observamos que, para 1 < k < n, tenemos:

(D)~ e 8o

Entonces
1 1 1 1 -1
an:1+1+—(1——)+~-+ (1——) ..(1—" )
21 n n! n n

<3 (n>1)

"1 11
<> —=5<1+1
_;k. Hlt gttt o

La sucesién (S,), es convergente ya que es creciente y acotada superiormente.
Ademas, para cada m fijo, si n > m se tiene:

1 1 -1 1 1 -1
Gy =14 - +—(1——)...(1—m )+-~+ (1——)...(1—” )
m! n n n! n n

1 1 1 1 m—1
S1414 - (1——)+~-~+—(1——)...(1— )
21 n m! n n

y tomando limites en n se concluye e = lim, a,, > S,, para todo m. Asi pues,
a, < S, < ey dela proposicion 2.1.11 se sigue finalmente que lim,, .S,, = e.

Para probar que e es irracional procedemos por reduccién al absurdo. Obser-
vemos en primer lugar que

P

P T 1
S g i 2w

Pero sustituyendo (n+ 1), (n+2),...(n+ k) por (n+ 1) obtenemos la estimacion

n+q 1 1 g 1 1 4
k§1ﬂ_a;(n+l)(n+2)---(n+k ;z:: n+1
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Entonces, usando la formula de la suma de una progresion geométrica, se tiene la
siguiente acotacion:

Lk O | 1 I— 11
e kzzn;rl kU™ onl e Igl (n+1F  nll——g  nln

Si fuera e = g, tomando n = ¢ en la estimacién anterior se tendria

1
0<Z—)—Sq<T
q q:q

y multiplicando por ¢! obtendriamos
1
0<q!£—q!Sq< -
q q
pero siendo qlg y q!S, nimeros naturales se seguiria que existe un entero positivo
menor que 1. Esto prueba que e no es un nimero racional. (]

Veamos la lista con los «primeros» términos de la sucesiéon a[n] :=(1+1/n) "n
(50 en este caso) que nos permite encontrar el valor de los primeros decimales
del limite

a[n] :=(1+1/n) "n; makelist(float(al[n]),n,1,50);

MAXIMA sabe bien que el valor de ese limite define uno de los niimeros mas
importantes de las matematicas: el nimero e

limit(a[n],n,inf);

Compruebe numéricamente que las sucesiones (by)n, y (Sp)n también tienen
el mismo limite.

2.3. Teorema de Bolzano-Weierstrass

La siguiente propiedad de los intervalos encajados esta fuertemente relacionada
con la «completitud» de R, es decir con el hecho de que en la recta real no hay
agujeros.

Proposicién 2.3.1 (Principio de encaje de Cantor) Sea {(I,,), : n € N}
una sucesion de intervalos cerrados de R tales que:

(1) ‘[n+1 C In;'
(2) la longitud de I,, tiene por limite cero.

Entonces existe un unico numero real comin a todos los intervalos.
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Figura 2.1: Georg Ferdinand Ludwig Philipp Cantor (St Petersburg, 1845 — Halle,
1918). Cantor es el fundador de la teoria de conjuntos e introdujo el concepto de
cardinal infinito. Realiz6 progresos en el estudio de las series trigonométricas.

DEMOSTRACION: Sea I,, := [a,, b,]. Entonces para cualquier k¥ € N, by, es una cota
superior de la sucesion (a,),en ya que por ser la sucesion de intervalos encajados,
tenemos, para todo n > k:

a1§a2<"'§a’n§bn§bk-

Asi, (@, )nen €s una sucesiéon monotona creciente acotada superiormente, por lo que
es convergente. Si a := lim, a,, entonces se cumple a < by para todo k y, como
ar < a < b, para todo k se obtiene que a € (,cn In, en particular la interseccion
anterior es no vacia. Por otra parte si suponemos que existen a y 3, con a < (3
y &, 3 € Nyen In, tendriamos que el [o, 3] C N,en In; pero esto no es posible, ya
que en ese caso la longitud de todos los [, seria mayor o igual que la longitud del
intervalo [, (], 1o que contradice el hecho de que la longitud de I,, tiene por limite
cero. (]

Considere la sucesién de intervalos I, = (0,1/n). Calcule

() In-

neN

Analice el resultado a la luz de la proposicién anterior. ;La contradice? ;Qué ocurre?
Si tenemos una sucesion
ai, g, a3,a4,05,...0p, ...

podemos construir a partir de ella otras sucesiones eliminando términos de la
sucesion inicial, como por ejemplo la sucesion

ap,as,as,...AaAp—1 - - -

o la sucesion
ag, A4,06,...0A2, . . .
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Estas sucesiones «hijas» se conocen con el nombre de subsucesiones de la sucesion
inicial. Sus términos son un subconjunto de los iniciales, pero no cualquier sub-
conjunto, han de respetar el orden de la lista inicial aunque su posicion sea otra.
Asi, en el primer ejemplo el término as ocupa el tercer lugar, lo que significa que
corresponde al término b3 si denotaramos dicha sucesion como

by, bo,bs, . by,

En cambio

ay,as, as, s, a7, a4, a9, A11,06 - - .,
es una sucesion pero no es una subsucesion de la sucesion inicial porque no conserva
el orden en la numeraciéon de la misma.

Definicién 2.3.2 Sea ¢ : N — K una sucesion y sea 7 : N — N mondtona
estrictamente creciente. La sucesion ¢ o7 : N — K se dice que es una subsu-
cesion de la anterior. Si (ay)nen = (O(n))nen €s la sucesion inicial entonces la
subsucesion se denota del siguiente modo (an, )ken = (¢ o 7(k))ken.

En los ejemplos anteriores, T vendria dada por 7(k) = 2k — 1 en el primer caso
Ap, = A1, Qpy, = A3, Apgz = A5, ...0p, = A2k—1

mientras que en el segundo 7(k) = 2k y
Apy = A2, Qpy, = A4, Apz = A6, ... A, = Ao

A partir de la sucesién (a,)nen = (¢(n))nen y la aplicacién estrictamente
creciente 7 : N — N, la subsucesion (ay, )ken, donde ny = 7(k) para cada k € N,
se denotard también en la forma (a-(x))ren.

En ocasiones nos veremos obligados a tomar una subsucesion de una subsuce-
sion y esto es complicado de expresar. Siguiendo la definicién de una subsucesion,
a partir de la anterior (an, )gen = (¢ 0 7(k))ken, si ¢ : N — N es otra aplicacion
estrictamente creciente, definiriamos la subsucesién de la subsucesion anterior me-
diante

(ankp )pEN = (¢ °oTo (p(p))pEN
Como se ve la notacién (ankp )p es complicada y, en ocasiones, utilizaremos la
notacion alternativa (@rou(p))pen. Observe que una subsucesién de una subsucesién
de (ay), es subsucesion de (ay,)p,.

Por ejemplo, si, como antes, 7(k) = 2k—1y ¢(p) = 2p, entonces Top(p) = 4p—1
y la subsucesion (an, )p = (@ropm))p €5t

ankl = a37 ankQ = a77 ankS = all? A

@ Ejemplos de subsucesiones de una dada
kT11(all)$ aln]:=(-1)"n/n; makelist([n,aln]],n,1,20);

tau(k) :=2*xk+1; b[k]:=al[tau(k)]; makelist([n,b[n]],n,1,20);
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Proposicién 2.3.3 Si una sucesion (a,)nen €S convergente cualquier subsucesion
suya converge al mismo limite.

DEMOSTRACION: Supongamos que (@, ),en €S una sucesiéon convergente con limite
a. Entonces dado € > 0 existe un niimero natural p tal que si n > p se verifica que
la, —a|] < €. Sea (a,, )reny una subsucesion de (ay,),. Necesariamente para todo
k € N se cumple que k < ny ({por qué?); por tanto, dado € > 0 si p es como antes
y si k > p se tiene |a,, — a| < ¢, lo que significa que limy, a,,, = a. O

Teorema 2.3.4 (Bolzano-Weierstrass) Cualquier sucesion acotada en R posee
una subsucesion convergente.

DEMOSTRACION: Sea (a,,)nen una sucesion acotada y sean ¢, dy dos niimeros reales
tales que ¢y < a, < dy, para todo n € N. Sea my el punto medio del intervalo
Iy := [co, dp]. Entonces uno al menos de los conjuntos

{neN:a, €lco,mo]} 6 {neN:a, € [mpd)}

es infinito.

Elegimos uno de los intervalos [cg, mg] 6 [mo, dg], para el que el conjunto aso-
ciado antes sea infinito y lo denotamos con I} = [¢1,d;]. Tomamos n; € N de
forma que a,, € I;. A continuacién dividimos el intervalo I; por su punto medio y
denotamos con Iy = [¢g, ds] uno de los dos subintervalos de dicha divisién, elegido
con el mismo criterio que se eligié I a partir de los dos subintervalos de I,. Como
el conjunto {n € N : a,, € [cg,d>]} es infinito podemos elegir ny > ny de forma
que a,, € I. Por induccién se obtiene asi una sucesién de intervalos (Ij); y una
subsucesion (ap, )ken de (an)n, de modo que:

1
(1) Ij41 C I, siendo L(Iy) = FL(IO)’ donde con L denotamos la longitud del
correspondiente intervalo;

(2) Ay, € [k
Aplicando la proposicion 2.3.1 a la sucesion ([ )ren se tiene garantizada la exis-
tencia de z € (), . Como consecuencia de las dos propiedades anteriores es claro
que z = limy, a,, y la prueba estad completa. (]

El teorema de Bolzano-Weierstrass también es cierto para C.

Corolario 2.3.5 Cualquier sucesion acotada en C posee una subsucesion conver-
gente.
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DEMOSTRACION: Sea (2, )nen una sucesion acotada de complejos y sea 2z, = a,,+ib,
donde a,, y b, son nimeros reales. Las sucesiones (a,)nen ¥ (bn)nen son acotadas
en R debido a que |a,| < |z,] v |bn] < |2n]. Por tanto, aplicando el teorema de
Bolzano-Weierstrass para R, existe una subsucesion (a-(x))ren de (@n)nen conver-
gente a un real, digamos, a. La subsucesion correspondiente de las partes imagina-
rias (br(k))ken de (b,)nen es, obviamente, acotada y por tanto, aplicando de nuevo
el teorema de Bolzano-Weierstrass para R, posee necesariamente una subsucesion
(brop(p))pen convergente a un nimero real, digamos, b. Sea (drop(p) )pen la sucesién
de las partes reales correspondientes a (brop(p))pen- Al ser (@704 (p))p Una subsucesion
de (@-x))r es también convergente a a.

Finalmente, de acuerdo con la proposicion 2.3.3, Zrop(p) = Gropp) + throp(p) €8
una subsucesiéon de (z,),en convergente a a + ib. O

Corolario 2.3.6 Si una sucesion acotada (a,)nen en K tiene la propiedad de que
cualquier subsucesion suya que converja tiene por limite un valor fijo a € K,
entonces

DEMOSTRACION: Si a no fuera el limite de la sucesién entonces existiria ¢, de mo-
do que el complementario de la bola B(a,e() contendria una cantidad infinita de
puntos de la sucesion (a,),en. Por tanto existirfa una subsucesiéon de (a,)nen con-
tenida en el complementario de B(a,gg) (;como podria construirse esta sucesioén?)
que denotaremos con (b, )nen-

Como la sucesiéon (b,)n,en es acotada entonces por el teorema de Bolzano-
Weierstrass poseerfa una subsucesién (b, )ken —que también serfa subsucesion
de (ay)nen— convergente a un punto, digamos, b. Pero entonces |b — a| > ¢y ya
que |b, — a| > g para todo n y esto estd en contradicciéon con la hipdtesis de que
cualquier subsucesion de (a,)nen que converja tiene limite a. (]

2.4. Sucesiones de Cauchy: completitud

El concepto de sucesiéon de Cauchy es un concepto fundamental del Analisis
Matematico que va mucho mas alla de los contenidos de este curso. Las sucesiones
de Cauchy son aquellas cuyos términos estan entre si tan cerca como deseemos con
tal de que prescindamos de una cantidad finita de ellos.

En una sucesién convergente, por definicion, sus términos estan tan cerca del
limite como deseemos, con la condiciéon de prescindir de «unos cuantos» y, por
tanto, si casi todos estan cerca del limite también estan cerca entre si. O dicho
de manera mas precisa, una sucesion convergente es de Cauchy. En esta seccion
vamos a ver que el reciproco también es cierto en R y C.
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Definicién 2.4.1 Una sucesion (a,)nen en K se dice de Cauchy si para cada e > 0
existe un numero natural ng tal que si n,m son numeros naturales verificando
no < n ymng < m entonces |ay, — a,| < €.

Utilizando los cuantificadores y conectores 16gicos, la definiciéon anterior se es-
cribe:

Ve>03dng e NVn,m e N(n>ng Am > ng = |a, — a,| <¢)

Ejemplos 2.4.2 Las sucesiones de términos generales

"1
y by= 79

1
ap, = —
n
son de Cauchy. En el caso de la sucesiéon (a,),en esto es muy facil ya que fijado
e > 0 existe, por la propiedad arquimediana, nog € N tal que 1/ny < £/2 y en
consecuencia

1 1 1 1
et 3 33
n o m n m

+ —=-c.

€ €
2 2

Para la sucesién (b, )nen hay que observar en primer lugar que

1 1 1 1

n—1 n nnh-1)" n?
con lo que, si m > n, se tiene

1 1 1

12 (my2e T

S(%_ (nin)*((nin - (niz))*”*(ﬁ‘%)
1 1 1

n m n

‘bm _bn‘ :‘

Dado € > 0 existe ng € N tal que 1/ny < € y en consecuencia si n, m > ng se tiene
|b, — bn| < €. Esto acaba la prueba de que ambas sucesiones son de Cauchy.

Para probar que una sucesién es convergente es necesario, a tenor de la defini-
cién, tener un «candidato» a limite de la misma. El teorema que sigue es basico,
puesto que establece la posibilidad de demostrar que una sucesion tiene limite sin
necesidad de disponer del candidato.

Teorema 2.4.3 (Completitud de R y C) Una sucesion en K es convergente si
y solo si es de Cauchy.
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DEMOSTRACION: En primer lugar vamos a probar que si (a,)nen €8 una sucesion
convergente, entonces (a,)nen s una sucesion de Cauchy. En efecto, llamando a
al limite de la sucesion, tenemos que: dado £ > 0 existe ng € N tal que si n > ng
se cumple |a, — a| < £/2; por tanto tomando n, m > ny se tiene

e €
|am—an|:|am—a+a—an|§|am—a|+|a—an|<§+§:€.

Para probar el reciproco comencemos probando que una sucesion de Cauchy es
acotada. En efecto, dado € = 1 existe ng € N tal que si n > ngy se cumple

la, — an,| <e=1,
de donde siempre que n > ng se verifica
lan| = |an — ng + G| < |an — Gng| + |ang] < 1+ |an,]
y si llamamos

M = max{|ai|, |as|, ..., |an|s 1 + |an,|}

se tiene que para todon € Nes |a,| < M, es decir (a,)nen €s una sucesion acotada.

Ahora aplicando el teorema de Bolzano-Weierstrass (2.3.4 y 2.3.5) sabemos que
la sucesion acotada (a,)nen posee una subsucesién (a,, )xen convergente, digamos
a b. Para acabar, inicamente hemos de probar que b es precisamente el limite de
la sucesiéon (a,)nen. A tal fin observemos que, como (a,)nen es de Cauchy, dado
e > 0 existe ng € N tal que si n, m > ng se cumple

€
|, — am| < 7

Por otra parte, debido a que limy a,, = b, existe ky € N de modo que

€

siempre que k > kq. Tomemos p > méax{no, ko} fijo y sea n > p entonces se cumple
€ €
lan, — b = |an — ap, + an, — b < |an — ay, | + |a,, — b < §+§ =c.

Lo que significa que lim,, a,, = b, como queriamos demostrar. O

En la dltima acotacién se ha utilizado que

5
lan —an,| < 3

Explique detalladamente por qué es cierta esa desigualdad.
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2.5. Funciones elementales I: exponencial y loga-
ritmo reales

El concepto de cuerpo R nos permite hacer uso de las cuatro operaciones ba-
sicas: sumar, restar, multiplicar y dividir. En la seccién 1.2.2 hemos introducido
otra operacion: la raiz n-ésima positiva de un ntimero real positivo. En esta seccion
vamos a ocuparnos de otras operaciones (o funciones) bésicas cuyas propiedades
son conocidas de la ensefianza media, las exponenciales y los logaritmos, pero seria
necesario cimentar de forma consistente con el desarrollo axiomatico que estamos
realizando. Esto no modificard nuestros usos pero tal vez si nuestra comprension
del significado de algo tan familiar como a’. Porque... es claro el valor de 23 y de
(—2)3, pero jcuél es el valor de 22 o de (—2)V2?

Aunque no haremos las demostraciones porque requieren un tiempo del que no
disponemos, si esquematizareremos las lineas maestras de la construcciéon rigurosa.
Quien esté interesado puede encontrar los detalles en la pagina 51 y ss. del libro
de Ortega [1].

2.5.1. Exponentes enteros

Cuando a € Ry n € N, con a” se denota el producto de a por si mismo n-veces.
Y es bien conocido (y en todo caso, de comprobacién sencilla) que se verifican las
siguientes propiedades paran,m € Ny a,b € R

Proposicién 2.5.1
(1) a™*™ = a"a™.
(2) (ab)™ = a™b™.
(3) (a™)™ = a™™,

(4) @ Sia>1yn<m, entonces a™ < a™.
e Sia<1yn<m, entonces a™ > a™.

(5) ® Si0<a<byn>0, entonces a™ < b".
e Si0<a<byn<O0, entonces a™ > b".

La definicion de a™ puede extenderse para n € Z definiendo
a’:=1 y a"=1/a""sin esun entero negativo.

Y con esa definicion es sencillo comprobar que la proposicién anterior también es
cierta cuando n € Z.
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2.5.2. Exponentes racionales

En la proposicion 1.2.22 qued6 dicho que dado un real positivo a y n € N
existe un tnico real positivo b denotado como /b que cumple b = a y que recibe
el nombre de raiz n-ésima de a. Definimos entonces a'/" := {/a.

Mas generalmente se define a= donde m € Z,n € N mediante la férmula

Es sencillo comprobar que si £ = 2 entonces se cumple que
q n

a,% = \n/a,m:W:a§’

con lo que queda univocamente definido a” para todo r € Q.
Ademas esta definicién extiende la anterior para r € Z y verifica las propiedades
antes enumeradas.

Proposiciéon 2.5.2 Sean r,s € Q y a,b reales estrictamente mayores que cero.
(1) a+ = a’a’.
(2) (ab)" = a"b".
(3) () = o

(4) @ Sia>1yr<s, entonces a” < a.
e Si0<a<1lyr<s, entonces a” > a’.

(5) @ Si0<a<byr >0, entonces a” < b".
e Si0<a<byr<0, entoncesa” > b".

2.5.3. Exponentes reales

Vamos a continuaciéon a definir a* para ¢ € R y a > 0. La forma natural de
hacerlo es tomar sucesiones de racionales (7, ),en con limite z y definir a® como el
limite de (a""),en, para lo cual es necesario probar que dicho limite existe y que
no depende de la sucesion (7, )nen-

Asi ocurre y eso permite definir

a* = lim,a™
siendo (7,), una sucesién de racionales que tiene por limite .

Proposicién 2.5.3 Seana >0 yxz € R.

(1) Si(7n)nen €s una sucesion de racionales con limite x, entonces existe lima'™.
n
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(2) El limite anterior es independiente de la sucesion (ry)nen-

Proposicién 2.5.4 Sean x,y € R y a,b > 0.
(1) a**¥ = a*aV.
(2) (ab)* = a®b".
(3) (@) = ao.

(4) @ Sia>1yx <y, entonces a* < a¥ (la funcion a® es creciente si a > 1).
e Si0<a<lyuxz<uy, entonces a® > a? (a® es decreciente si a < 1).

(5)  Si0<a<byx>0, entonces a® < b*.
e Si0<a<byx<0, entonces a®* > b*.

(6) Si (zy)n converge a x entonces lim a™ = a®.

(7) ® Sia > 1, para cada k € R existe t € R tal que x > t implica a® > k (a* no
estd acotada superiormente si a > 1).
e Sia <1 para cada € > 0 existe t € R tal que x > t implica a® < £ (a*
tiene infimo 0 sia <1).

2.5.4. La funcién logaritmo

Proposicién 2.5.5 Si0<a#1 yx >0 existe un unico y € R tal que a¥ = x.

DEMOSTRACION: Supongamos a > 1 y consideremos el conjunto definido por
A={zeR:ad* <z}

Dicho conjunto esta acotado superiormente como consecuencia del apartado 7 de
la proposicion 2.5.4. Sea y := sup A. Veamos que se cumple a¥ = x.

En primer lugar, sea (z,),en una sucesion de elementos de A que converge a
y = sup A (véase el ejercicio 2.16). Entonces o™ < x, pues x, € A, y, de acuerdo
con el apartado 6 de la proposicién 2.5.4, se verifica 1im, a® = a¥, por tanto es
claro que a¥ < z.

Si fuera a¥ < z (reduccién al absurdo), vamos a demostrar que existiria ¢ > 0
tal que a¥*¢ < z. En efecto,

x
At <z e=a <=
a¥y
pero siendo z/a? > 1y lim, a’/™ = 1 necesariamente existe un n € N para el que

se cumple
x
at/" < =
ay
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y tomando € = 1/n se tiene el resultado buscado. Pero la existencia de un tal € > 0
contradice la definicién de y como supremo de A.

Supongamos ahora que 0 < a < 1 y pongamos a' := 1/a > 1y 2’ := 1/x.
Aplicando lo anterior con o’ y ' existe un tnico y € R tal que (a')¥ = 2/, es decir,

(1/a)V =1/a¥ =1/x

Lo que equivale a a¥ = . 0

Definicién 2.5.6 Para a > 0, a # 1, y x > 0, se llama logaritmo en base a de
x al unico niumero real y que satisface la ecuacion a¥ = x. Se escribe log, x = y.
Cuando a = e se llama logaritmo neperiano y se denota simplemente con log x.

Proposiciéon 2.5.7 La funcion logaritmo en base a tiene las siguientes propieda-
des:

(1) e Esuna funcion estrictamente creciente cuando a > 1, es decir, si0 < x <y
entonces log, v < log, y;
e Fs una funcion estrictamente decreciente cuando a < 1, es decir, si 0 <
x <y entonces log, x > log, y,

(2) log, zy = log, = + log, y.

(3) log, x/y = log, x —log, y.

(4) log, x* = zlog, .

(5) Si lign T =1x conx, >0 yx >0 entonces lign log, z, = logx.
siendo x,y, z numeros reales, con x > 0, y > 0.

DEMOSTRACION: Comencemos poniendo « := log,z y 3 := log,y, con lo que
r=a% y=d’
Si siendo x < y fuera a > 3, para a > 1 (el otro caso es analogo) se tendria

a*=x>ad’ =y

lo cual es absurdo.
Las féormulas zy = a®*? y x/y = a® " son consecuencia de las proposiciones
establecidas ya en esta seccion. Y corresponden, de acuerdo con la definicién, a

log,zy = a+ 3 =log,z +log, y
logax/y:a_ﬁzlogax_logay

Por otra parte z* = (a®*)* = a** o sea log, ©* = za = z log, .
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El ultimo apartado requiere un poco mas de cuidado. Queremos demostrar que
Tn
lim(log, x, —log,x) =0 que equivale a limlog, — =0
n n i

y para ello es suficiente ver que si (ay,)nen €s una sucesion tal que o, > 0y
lim,, a,,, = 1 entonces

lirrln log, a;, = 0.

Demostremos esta formula. Sea (3, := log, a,,. Como (v, )nen €s acotada y el loga-
ritmo una funcién mondtona, la sucesién (3,)nen también es acotada y aplicando
el teorema de Bolzano-Weierstrass posee subsucesiones convergentes; si todas ellas
tuvieran por limite 0 habriamos probado lo que queremos (véase el corolario 2.3.6).
Pero si (B, )ren fuera una subsucesion de ((,)nen convergente a, digamos, [, en-
tonces, por el apartado 6 de la proposicion 2.5.4 se tendria

a’ = lilgn aPre = lilgn ap, =1

con lo cual g =0 y la demostracién esta completa. (]

Observacién 2.5.8 Aunque y = log, = tiene sentido para cualquier a > 0, en el
desarrollo matematico suele utilizarse inicamente el logaritmo neperiano log z. La
razon es que los demas sélo difieren de éste en un factor de proporcionalidad. En
efecto: si log, * =y y logx = z, entonces

a’ = r = tomando logaritmos yloga = logx = log, = = | log

oga

Después del estudio realizado en esta seccion (y lo que ya habiamos hecho con
anterioridad) ya tenemos bien fundamentadas una parte de las llamadas funcio-
nes elementales (en el sentido de «elementos» basicos). Si acudimos a nuestros
conocimientos de ensenanza media o al teclado de nuestra calculadora, todavia
echamos en falta las funciones trigonométricas (seno, coseno, etc.) para acabar
con la lista de estas funciones elementales, que motivan el titulo dado a la seccion.
La fundamentacién de éstas tendra que esperar jhasta el tltimo capitulo! Pero sus
propiedades o las relaciones entre ellas seran las mismas que conocemos, y por ello,
en los ejemplos y ejercicios, podremos hacer uso de los conocimientos que tenemos,
a sabiendas de que seran justificados mas adelante. Olvidarnos de ellas hasta ese
momento empobreceria nuestro conocimiento sobre la utilidad de las herramientas
que iremos desarrollando.
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En la imagen puede verse el aspecto de las graficas de las funciones y = 27 e
y = (0.5)% en el intervalo [—5, 5] dibujadas con Gnuplot (observe que la escala

no es la misma en los dos ejes)
35 \ ‘ ‘

30
25 .
20 1
15+ :

‘(0.5%§ —

10 :
5L |
0

L 4 Il Il
-4 -2 0 2 4
MAXIMA s6lo conoce la funcién logaritmo neperiano, cuya grafica, en el inter-
valo [0, 50], aparece en la imagen mds abajo, as{ como el comando usado para
construirla.

plot2d(log(x), [x,0,50], [y,-3,4], [gnuplot_preamble,"set key left top"l);

logx —

2.6. Limites infinitos

Hasta este punto el limite de una sucesién ha sido siempre un nimero, un
elemento de K. Pero es conveniente extender el concepto para permitir que el
limite de una sucesién de nimeros reales sea un simbolo llamado infinito y denotado
con oo.

Definiciéon 2.6.1

(1) Se dice que la sucesion (a,)nen de niumeros reales tiene por limite «mds
infinitor, y se escribe lim, a,, = +00, si para cada M > 0 existe un nimero
natural ng tal que a, > M sin > ng.

(2) Se dice que la sucesion (ay,)nen de nimeros reales tiene por limite «menos
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infinitoy, y se escribe lim, a,, = —oo, si para cada M < 0 existe un niumero
natural ng tal que a,, < M sin > ng.

Los resultados de la proposicion 2.1.9 se extienden en el siguiente sentido:
(1) Silim, a, = oo (resp. —o0) y lim, b, = oo (resp. —o0) entonces

li1£n(an + b,) = 00 (resp. —00).

(2) Silim, a, = +oo y lim, b, = b # 0 entonces
HTI;H anb, = +00 0 liTILn anpb, = —00
segun que b sea positivo o negativo.

(3) Silim, a, = +oc y lim, b, = +00 (resp. —oc0) entonces lim,, a, b, = oo (resp.
—00).

(4) Silim, a, =a € Ry lim,, b, = +00 entonces lim, a, /b, = 0.
En simbolos:

a+ (—o00) = -0 a— (+00) = —00 a— (—00) = +00
(+00) + (+00) = (+00)  (—00) + (—00) = (—00)

a-(+o00)=40c0sia>0 a-(—00)=—-oc0sia>0

a-(+o00)=—-0c0sia<0 a-(—00)=+oc0sia<0

(too) - (koo) =400 (~00)(~o0) =00 (+00):(~o0) = (~o0)
0

+oo

En cambio nada puede saberse con caracter general sobre:

lim,(a, +b,) si lim,a, = +oo, lim,b, = —c©
lim,, a,,b,, si lim, a, = o0, lim,b, =0
lim,, a,, /by, si lim,, a,, = £oo, lim, b, = *oo
lim,, a,, /b, si lim, a,, =0, lim, b, =0

Es decir, el resultado depende de las sucesiones concretas. Por ejemplo, y so6lo

como ilustracion, si a, = n y b, = —n, se verifica lim, a,, = +o0 y lim, b, = —c0
y lim,(a,, + b,) = 0; pero si hubiera sido b, = n + 1 entonces el resultado seria
lim,,(a, + b,) = —1. El lector puede buscar ejemplos similares en los otros casos

(véase el ejercicio 6).
Otros resultados generales son:

(1) Si lim,a, = +oco y limb, = +oo (resp. —oc) entonces lim, a® = +oo
(resp. 0).
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b

(2) Silim,a, =0 (con a, > 0, para todo n) y limb,, = +00 entonces lim,, a’» =
0.
En cambio nada puede saberse con caracter general sobre:

’ by, < 17 o , o

lim, a;> si lim, a, =0, lim,, b, =0

; b, s 1 o . o

lim, a,» si lim,a, = £o0, lim,b, =0

lim,, afl" si lim, a, =1, lim,, b,, = o0

Esas situaciones en las que no se puede obtener una conclusion general se
formulan, habitualmente, diciendo que co — 0o, oo - 0, oo/oo, 0/0, 0°, 0c® y 1%
son indeterminaciones, lo que significa que nada puede anticiparse sobre lo que
pasara para sucesiones arbitrarias. Pero cuando se trate de sucesiones concretas, las
operaciones de suma, producto, cociente, potencia,... pueden realizarse y por tanto
podemos ver qué ocurre con la sucesion, es decir, la indeterminacion desaparece.
Aunque parezcan muy distintas, todas las indeterminaciones anteriores son
equivalentes, en el sentido de que es posible transformar unas en otras. Por

ejemplo, oo - 0 puede ser transformada en 0/0. En efecto, si lim,, a,, = oo y
lim,, b, = 0 entonces

bn, bn,

- 1/an - Cn

an - by,

siendo ¢, = 1/a, y lim, ¢,, = 0. Haga algo similar para los demés casos y convénzase
de que todas son equivalentes entre si. Para el caso de las potencias tomar logaritmos
ayuda.

2.7. Algunas sucesiones notables. Jerarquia de
sucesiones divergentes

En capitulos posteriores, particularmente en el 4, desarrollaremos herramientas
muy utiles para calcular limites. Pero calcular limites no es tarea sencilla y en
muchas ocasiones lo mas que se puede hacer, y ya es bastante, es demostrar que
una determinada sucesion tiene limite: el caso del limite de una sucesién tan simple
como (1 + (1/n))", que analizamos en el corolario 2.2.4, es significativo, jhemos
tenido que inventar un simbolo para escribir ese limite!

En esta ultima seccién estableceremos una jerarquia entre los diferentes «tama-
nos» de infinito. Ademas calcularemos los limites de ciertas sucesiones concretas,
pero muy interesantes.

Proposicién 2.7.1

(1) lirrlnnl/" =1.
- , L™
(2) Si lim 2, = £00 entonces lim (1 + —) =e.
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1\
(8) Silim, x, = +oo entonces lirrln (1 — —) —e !

T

;R .
(4) Si existe lim =L — w € R con |w| < 1, entonces lim z, = 0.
n oz n

n

DEMOSTRACION:

(1)

Sea (b,), :=n'/" —1 > 0. Entonces

n(n —1)

2
2! b

n=(1+b,)" >

y, por tanto, lim, b, = 0, es decir lim, n'/* = 1, usando, de nuevo, la regla
del sandwich.

Para el caso particular en que z,, = n la afirmacién es cierta, segun el coro-
lario 2.2.4. En particular, dado € > 0, existe ng tal que para todo n € N, con

n > ng, se verifica
1 n
‘(1 + —) —e
n

Observemos que también podemos afirmar que existe ny tal que si n > ny,

entonces:
1 n 1 n+1
1 _e| < (1 _) _
’( + o 1) e ey ‘ + - e

Para una sucesién arbitraria (z,), tal que lim, z, = +oo, consideremos
la sucesién ([z,)),, entonces: existe ny € N tal que si n > ny se verifica
[x,] > nqy; por tanto, si n > ny se tiene

1 [zn] 1 [zn]+1
<1+m> —e| <e y <1—|——> —e

(0]
es decir,
1 [%n] 1 [zn]+1
Im(14+ ——— =lm|]l+— =e
p(tr ) (i)

Ahora la conclusiéon buscada se obtiene de la cadena de desigualdades:

<1+W%>[xn}§ (1+xin)xn§ <1+ﬁ>mn§ <Hﬁ>m]ﬂ

cada una de las cuales es obvia, y de la regla del sandwich.

<e

<e€

<e€

El caso lim, x,, = —oo puede demostrarse facilmente aplicando el apartado
que sigue y haciendo un cambio de variable.
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(3) Se obtiene facilmente apoyéndose en el resultado anterior y en la siguiente
cadena de igualdades.

LN (m 1
(_x_n) _(xn—l) e

Tn—1

(4) Por la definicién de limite se tendria garantizado que existen 0 < a < 1y ng
tales que si n > ng, entonces

Zn+1
Hlca <1

Zn

En particular

|Zng 1] < |2nola
|Zn0+2| < |Z7L0+1|a’ < |2n0|a’2

|2n0+/€| < |Zn0|ak
y como lim, a” = 0 (a < 1) se tiene lim, |z,| = 0 y por tanto lim, z, = 0.
Este ultimo apartado es la pieza clave en la prueba del corolario que sigue. O

Definicion 2.7.2 Si (an)nen Y (bp)nen Son sucesiones con limite oo diremos que
(an)nen €s un infinito de orden superior a (by)nen y escribimos b, < a, si

a
Si existen constantes positivas o y 3 tales que 0 < o < - < 3 para n > ng se

n
dice que ambas sucesiones tienen el mismo orden de infinitud. Y si ademds

se dice que ambas sucesiones son equivalentes.
Los ordenes fundamentales de infinitud quedan reflejados a continuacion.
Corolario 2.7.3 Sib >0, c>1 yd > 0 son numeros reales se tiene
logn < n® <« " < n.

Ademas, si d > 1 entonces
" < nl < ni
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DEMOSTRACION: Todas, salvo la primera, son consecuencia directa del tltimo

apartado de la proposicién 2.7.1. Por ejemplo, para demostrar la afirmacion n? <
b

c", tomemos z, 1= Z_m entonces:

lbn 1 b
Hmﬁzﬁmu:ym( )

11
1+=) -
n c

oz, n pbentl T e <1
de donde se deduce que lim,, z, = 0.

Para demostrar que logn < n®, si b > 0, tomamos inicialmente b = 1 y tenemos
en cuenta que logn = M log,,n. Si 10! < n < 10* es claro que 0 < log%" <
ML—I = 10%. Aplicando el ultimo apartado de la proposicion anterior a la sucesion
Zn = 107 ¥ la regla del sandwich se obtiene el resultado.

Para b > 1 el resultado es consecuencia de lo que acabamos de hacer y de que
n < nb.

Si b < 1 tomemos m € N de modo que % < b. Para cada n € N existe k € N
tal que (k — 1)™ < n < k™; ademas si n tiende a +o00, k tiende también a +oo.
Ahora, puesto que

log10n<log10n<mlog10k
nt = %¥m - k-1

y hemos probado anteriormente que limy(log, k)/k = 0, se obtiene que, también
en este caso, lim, logn/n® = 0. U

0<

En lugar de una demostracién abstracta experimentaremos con MAXIMA para
/ comparar el orden de magnitud de las sucesiones. Las listas con los valores de
las sucesiones, el grafismo y el comando 1imit son las herramientas adecuadas.

2.8. Representacion decimal de los nimeros reales

Al comienzo del capitulo 1 fueron introducidos los reales de forma axiomatica,
pero, como senaldbamos en la seccién 1.2.3, los elementos de R (que no pertenecen
a Q) son objetos abstractos, carecen de una representacién numérica concreta. El
objetivo de esta seccion es asignarles una representacion decimal.

A tal fin conviene recordar el calculo de la suma de los términos de una pro-
gresion geomeétrica, realizado en el ejemplo 8 de 2.1.3.

Proposiciéon 2.8.1 (Representacién decimal) Sea x > 0 un ndmero real.

(1) Existe una tinica sucesion de nimeros enteros (ay), que verifica las siguientes
propiedades

a) ag>0 y 0<a, <9, para todon > 1
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b) para cada n € N

1

ag, a1as . . .y, §x<a0,a1a2...an+1—0n

donde
- 1
ap, @102 . . .0p = Z ak—k
im 10
recibe el nombre de numero decimal finito;

c) en esta sucesion no todos los términos son 9 a partir de un cierto lugar.

(2) Reciprocamente, dada una sucesion de nimeros naturales (a,) con
0<a, <9 paran >0,

tales que en esta sucesion no todos los términos son 9 a partir de un cierto
lugar, existe un unico real x > 0 que cumple las relaciones 2.1 para todo n.

Diremos que la expresion ag,ai1as...a, ... €s la representacion decimal del
numero real x. El nimero ag es la parte entera de x y se verifica

x = sup{ap, aias . ..a, : n € N}.

DEMOSTRACION: El directo lo demostraremos por induccién sobre n en la formula
(2.1). Para n = 0 basta tomar qg := [z].

Supongamos que se han encontrado ag,aq,...,a; de forma que se verifica la
férmula (2.1) para n = k. Vamos a encontrar a; de manera que la formula (2.1)
valga para n = k + 1. Para ello multiplicamos la férmula correspondiente a n = k
por 10¥*!: asi, tomando

i1 = [10FT 2 — 105 ag, aray . . . a,) = [10°™ 2 — (apl0FT + @107 + - - - + ;10)]
se obtiene el resultado buscado, ya que como,
105 (ag, ay . . . ap) < 10"z < 105 (ag, a; . . . ag) + 10

se tiene 0 < ax1 < 9. Esto prueba la existencia de la representacion decimal.

La unicidad se obtiene por induccién a partir de la féormula (2.1). En efecto,
de dicha férmula se obtiene que ay = [z], y supuesto que se han determinado de
manera univoca ag, i, . . . G,_1, de

apl0" + a110" 1+ -+ a, < 10" < aol0" 4+ a10" L4+ 4 a, + 1
se tiene que

an < 10"z — (agl0" 4+ a, 10" + - 4 a,) < a, +1
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y por tanto
an = [10"z — (ag10™ + a; 10" 4 - - 4 ay,)].

Para acabar el directo, resta probar que no puede ser a, = 9 para n > ng y
an, < 9. Si asi fuera, se tendria

aq Ay 9 9 <
GF 0 T Tow T 1o 1o T Tguern =7

para todo h € N y por tanto, sumando la progresion geométrica,

ai Qe + 1
o <
a0+10+ + 10 <ux

lo que contradice la definicién de a,.
La demostracién del reciproco es mas simple. Dada una sucesion a, con a,
entero y 0 < a, <9 sin >0, es inmediato que el conjunto

A ={ag,aq10z...a,: n €N}

estd acotado superiormente por ag + 1, con lo que denotando con x el supremo de
dicho conjunto se tiene que cada n € N es ag,a1az...a, < < ag + 1. Pero, de
hecho, como no todos los a,, pueden ser 9 a partir de un momento, es facil deducir
que x < ag + 1. Razonando de forma similar es facil darse cuenta de que, ademés
de ag + 1, también son cotas superiores de A los niimeros

ap, aias . . .a, + 1/10"

cualquiera que sea el entero n > 0 por lo que

1

xgao,alag...an+1—m,

pero de hecho, razonando como antes, se tiene de forma mas precisa que

x<a0,a1a2...an+1—0n.

En otras palabras, la férmula (2.1) es vélida. 0J

Obviamente, el papel especifico que juega el nimero 10 y sus potencias en la
proposicion anterior puede ser desempenado por cualquier otro niimero natural
distinto de 1. En particular para el nimero natural 2, recibe el nombre de repre-
sentacion diddica de los nimeros reales y permite definir a éstos como niimeros
decimales (infinitos) con las cifras 0 y 1.
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Representacion decimal de los racionales.

Una vez probado que a cada ntmero real positivo le corresponde una tnica
representacion decimal infinita, en las condiciones precisadas en la proposicién
anterior, y que cada expresion decimal infinita determina un tnico ntimero real
positivo es natural plantearse la cuestion jcomo pueden identificarse los niimeros
racionales a través de sus representaciones decimales? En primer lugar es claro que
un nimero decimal finito (es decir, un nimero decimal infinito en el que a partir
de un momento todos los decimales son 0) determina un ntmero racional. Pero
no todos los nimeros racionales son asi. Piense, por ejemplo, en 1/3 y 1/7 cuyas
representaciones decimales son, respectivamente 0,3333 ... y 0, 142857142857 . ..

MAXIMA puede obtener expresiones decimales de nimeros reales con el ni-
mero de decimales que desee. La expresion decimal de 1/7 se obtuvo con el
comando 1/7,numer; Experimente con ntimeros racionales como, por ejem-
plo, 4/21,1/57,1/13,1/23... hasta llegar a conjeturar que, siempre, antes o después,
acaba produciéndose un grupo de decimales que se repite periédicamente (es lo que

se conoce con el nombre de representacion decimal periddica). Si necesita més cifras
decimales puede conseguirlas con una sentencia del tipo

fpprec:40 $ bfloat(1/23);

Experimente luego con niimeros irracionales, como v/2,v/3... ;jqué ocurre?

Después de esa experimentacion seguramente la siguiente afirmacion le parecera
natural.

Proposicién 2.8.2 Un numero real positivo es racional si y solo si tiene una
representacion decimal periodica.

La demostracién de la proposicion anterior estd a su alcance, jtrate de rea-
lizarla!l Dos pistas: 1) Intente descubrir la causa de que una fraccién acabe
generando siempre un periodo que se repite. Si el denominador es n, jcual es
el nimero méaximo de cifras del periodo? 2) Si tenemos una expresién decimal
periddica, corriendo la coma convenientemente (lo que significa multiplicar por alguna
potencia de 10) y restando puede obtener una expresién decimal finita; eso le permitira
escribir los decimales peridédicos como fracciones.

La proposicion 2.8.1 aclara que un ntimero real x > 0 que tenga una represen-
tacién decimal infinita ag, aias . ..a, ... esta en el interior del intervalo cerrado de
extremos

ap, @102 .. .0, y ao,alag...an+1—0n

para todo n € N, por tanto en la recta se le asocia el inico punto que esta en la
interseccion de todos esos segmentos de la recta. Reciprocamente, dado un punto
P cualquiera de la recta, situado a la derecha de 0 pueden suceder dos cosas: 1)
que se trate de uno de los puntos que se obtienen en alguna etapa del proceso
de division progresiva de los segmentos en diez partes iguales, en cuyo caso tiene
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asociado univocamente un niimero real con representacién decimal finita; 2) que
no sea uno de tales puntos, en cuyo caso, debido a que la separacién entre puntos
contiguos en la etapa n es de 1/10™ deberia tener asociado un ntimero real = que
cumpliera

ag, A1Qs . .. Ay < T < g, a10s . . . a, + 1/10" (2.2)

supuesto que ag, ajas .. .a, es el nimero decimal que corresponde al extremo in-
ferior del intervalo que contiene a P en dicha etapa. Pero como esto es asi para
todo n, aplicando de nuevo la proposicién 2.8.1 el punto P tiene asociado el tinico
numero real x que cumple las acotaciones 2.2 para todo n.

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO



80 Sucesiones numéricas

2.9. [Ejercicios

Resueltos

2.9.1 Con la axtomadtica que hemos empleado para R hemos podido demostrar la
propiedad arquimediana y el principio de Cantor de los intervalos encajados
utilizando la existencia de supremo en los conjuntos acotados. Pruebe que,
reciprocamente, si tenemos un cuerpo totalmente ordenado en el que la pro-
piedad arquimediana y el principio de Cantor de los intervalos encajados son
ciertos, entonces cualquier conjunto acotado superiormente A tiene supremo.

SOLUCION: Sea A un conjunto no vacio acotado superiormente. Queremos ver
que tiene supremo. Sea K una cota superior de A. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que K — 1 no es cota superior (si lo fuera cambiarfamos K
por K — 1 repitiendo el proceso en caso necesario). Sea K —1 < a; < by = K
con a; € A. Tomemos el punto medio m; del intervalo Iy := [ay, b1]. Si my es
cota superior de A definimos ay := a1 y by = my. Si my no es cota superior de
A existe ay € A con my; < as < by y entonces definimos by := b;. En ambos
casos el intervalo I := [ag, bs] estd contenido en I; y su longitud es menor o
igual que 1/2 de la longitud de I;. Procediendo recursivamente construimos
una sucesioén de intervalos encajados [a,, b,] siendo a,, € Ay b, cota superior
de A y longitud de I,, menor o igual que (1/2)"~! veces la longitud de I, con
lo que, por la propiedad arquimediana dicha longitud tiende a cero. Entonces,
por el principio de encaje de Cantor (), I,, posee un tnico elemento, digamos

N, I, =: {a}.

Afirmamos que o = sup A, lo cual requiere probar dos cosas:

(1) « es cota superior de A. En efecto, si para algun a € A fuese a < a
entonces habria de ser b, < a para algin n ya que en caso contrario se
tendria a < b, para todo n, de donde se llegaria a

O<a—a<b,—«

lo cual es absurdo puesto que a = lim,, b,,. Pero, por otra parte, al ser
b, cota superior de A se tiene a < b,, lo cual es también contradictorio.
En consecuencia « es cota superior de A.

(2) « es la menor cota superior de A. En efecto si 5 < « fuese cota superior
de A se tendria a, < # < a y por tanto tomando limites a < § < « lo
cual es absurdo.

Resumiendo, la propiedad de que los conjuntos acotados superiormente po-
seen supremo es equivalente a que se verifiquen la propiedad arquimediana
y el principio de encaje de Cantor. U
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2.9.2 Una sucesion (a,), se dice que es contractiva si existe 0 < ¢ < 1 tal que
para todo n € N se verifica |an1 — a,| < cla, — an_1|. Demuestre que las
sucesiones contractivas son de Cauchy.

SOLUCION: Sea m > n entonces haciendo uso de la desigualdad triangular y
de la estimacion |a, 1 — a,| < cla, — a,_1| se tiene

|an - am| S |an - an+1| + |an+1 - an+2| + |am—1 - am|
<lan — an1|(1+c+c® + -+ ™ ™) [progresién geométrica]
1— Cm—n—l—l 1
1 — §|an_an+1|1_c

= |an - an+1|

Por otra parte |az — a3| < clay — aa|, laz — as| < claz — az| < c*la; —ag| y en
general es sencillo obtener por induccién que

|t — | < ¢ Hag — ay

de donde se tiene

a, - a,,| < ot 1=l

siempre que m > n.

Como lim,, ¢" = 0, fijado € > 0 existe ng € N tal que si ng < n se tiene

1—

<o

a1 — as]

y por tanto

a; —a a;—ay l—c

|an—am|§cn_1| : 2|<€| ] =€

1—c l—c |a; — as|

siempre que n,m > ng + 1. Asi pues (a,), es de Cauchy. O

2.9.3 Demuestre que para cualquier sucesion (T,)nen de numeros reales que con-
verja hacia 0, siendo |z,| <1 y x, # 0, se cumple

log(1 + @» ]
T k) B S Pl S (2.3)

n—o0 Tn n—oo .
Aplique lo anterior para probar que silim,(z,) =1 ylim, y, = +00 entonces
lirrln(xn)y” — elfmnyn(@n—1) (2.4)
supuesto que el sequndo limite exista.
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SoLUCION: Comencemos por el primero de los limites de (2.3) y supongamos
que 0 < x, < 1 para todo n. Se tiene

log(1 + z, -
tim 8L T) o g (14 )
n—00 Tn n—00
1\
= lim log <1 + —) [haciendo 1/x,, = y,]
1\
= log lim (1 + —) [usando la prop. 2.5.7 |
n—oo yn
=loge =1 [usando la prop. 2.7.1]
Cuando 0 > x,, > —1 la prueba es idéntica (en esta situacién lim,, y,, = —00).

Para el caso general en el —1 < x,, < 1 los términos de la sucesion se reparten

en dos sucesiones disjuntas, una, (z/,),, que contenga los términos positivos

y la otra, (z7),, los negativos. Entonces puesto que

log(1 + 7)) lim log(1 + zI)

lim p =1, - =1
n—00 T, n—o0 x
se llega a la conclusion de que
log(1+ z,
li 08+ _
n—oo ',I;n

El segundo limite de la férmula (2.3) puede reducirse al primero mediante el
cambio de variable y,, = e¢* — 1 ya que entonces

7 e’ —1 ; Yn
lim = lim ———

puesto que lim,, y, = 0.

Pasemos a la aplicacion. Como

(z,)¥" = e¥n logzn _ oyn log(1+(zn—1))

usando la proposicion 2.5.4 se tiene

lim(xn)y” — elimn yn log(1+(zn—1))
n

supuesto que este segundo limite exista. Pero sabemos que

log(1+ (z, — 1))
(o —1)

ya que lim,(z, — 1) = 0. Se tiene asi probada la féormula (2.3). O

lim y, log(1 + (2, — 1)) = imyy (2, — 1) = lim y, (z, — 1)
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2.9.4 Fstudie el limite de la sucesion (s,)nen cuyos términos son:

H =1H,=1+1/2/H;=1+1/2+1/3,...H, =1+1/2+1/34+---+1/n

SOLUCION: Esta sucesiéon es conocida como la serie armdnica (en inglés
«Harmonic»).

Es claro que se trata de una sucesion mondétona creciente. En consecuencia
o estd acotada superiormente, en cuyo caso tiene por limite un niimero real
(proposicion 2.2.2); o no lo estd, en cuyo caso su limite es +oo. {Como
determinar cual de los dos casos se da? El primer caso se da si y solo si la
sucesion es de Cauchy (teorema 2.4.3). Por tanto el limite serd +oo si y sélo
si la sucesién no es de Cauchy, que es lo que ocurre como vamos a ver.

Recordemos que una sucesién es de Cauchy si para cada ¢ > 0 existe un
no € N tal que siempre que n, m > ng se cumple |H,, — H,,| < . Por tanto,
negar que la sucesion es de Cauchy significa demostrar que hay al menos un
g9 > 0 de manera que para cada ny que tomemos siempre existen nimeros
n,m > ng de modo que

|Hn — Hm| Z 0.

Veamos que tomando €y = 1/2 se cumple la tltima desigualdad para ciertos
n,m > ng cualquiera que sea el ng elegido. Tomemos n = ng y hagamos
m = ng + k para cierto k € N que luego determinaremos. Entonces

1 . 1 + 1 4y 1 S k
77,0—|—1 n0+2 n0+3 n0+k_n0+k

|H n HM| =
y si la sucesion fuera de Cauchy habria de ser

k
<|H,—-H,|<1/2
— < <1

para todo k, pero eso es imposible puesto que lim =
k' ng+ k

Conseguido nuestro objetivo, queremos advertir al lector que este resulta-
do no debe hacerle llegar a la conclusion de que una suma con «infinitos
sumandos» da siempre como resultado oo. Por ejemplo, la sucesion

Sp=1/24+1/22 +1/22 +1/2" + .-+ 1/2"
tiene por limite 1 (es la suma de una progresién geométrica infinita). O

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO



84

Sucesiones numéricas

pesar de que en las férmulas para MAXIMA no podemos escribir los puntos

& A MaxiMA le han dicho cual es el limite de esta sucesién (H,)nen. Pero a
suspensivos ... que contiene la férmula de H,,, y por ello no podemos usar el

comando limit, si podemos hacer uso de un comando que hace sumas. Por ejemplo,

sum(1/n, n, 1, 100);

sum(1/n, n, 1, 100),numer;

permiten calcular el valor de Higg de forma exacta como fraccién, o en forma decimal
aproximada, respectivamente. El limite de (H,,),en se obtiene mediante

sum(1/n, n, 1, inf),simpsum;

Aqui inf denota a co, como puede suponerse, y simpsum es un parametro técnico que
viene a significar algo asi como «simplifica la sumay. Pero jcuidado! no debe pensarse
que MAXIMA sabe hacer cualquier suma infinita... jlos humanos no somos capaces de
hacerlo!

2.9.5 Calcule el siguiente limite, donde suponemos que a, b y ¢ son constantes

positivas.
lfm (g log((n + a)(n+b)(n+c)) — log n")

SOLUCION: Puesto que

(5 log((n + a)n + D)(n + ) — logn" ) =
n. (n+a)(n+b)(n+c)

3 log n3 -

1
= - (nlog <1+ ﬁ) +nlog <1+§) +nlog <1+ E))
3 n n n

hemos de calcular lim,, nlog(1l 4+ a/n) (también para by c). Pero usando el
ejercicio 3 de esta misma seccién se tiene

log(1
lim nlog(1 + a/n) = limn 2 28T _
" noon a/n

En consecuencia el limite buscado es (a + b+ ¢)/3. O

El limite anterior sirve para mostrar que MAXIMA puede calcular algunos
& limites de sucesiones que dependan de pardmetros (a,b,c en nuestro caso).
Asi ante el comando
limit( (1/3)*n*log( (n+a)*(n+b)*(n+c) ) - log (n"n),n,inf );
MAXIMA pregunta sucesivamente en tres ocasiones si a, b y ¢ son positivos o negativos;
respondiendo en cada ocasiéon con
positive;
proporciona finalmente que el valor del limite es (a + b+ ¢)/3.

2.9.6 Sea (¢p)nen una sucesion arbitraria. Pruebe que existen sucesiones (ap)nen

Y (bp)nen (b # 0) tales que lim, a,, = 0 =1im,, b, y ¢, = a,/by,.
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SOLUCION: Basta tomar a, = > Y observar que

T v =
cfl+n2y 2+n

lan| =

para obtener el resultado. O
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Ejercicios propuestos

2.1) Demuestre, aplicando las definiciones correspondientes, que la sucesién de

termino general z, =

5n — 3

o 1 converge hacia 5/2.

2.2) Utilizando el concepto de limite resuelva las siguientes cuestiones

a)

b)

Una sucesion es convergente y sus términos son alternativamente, posi-
tivos y negativos. ;Cual es su limite? Razone la respuesta.

Pruebe que si
lim x, = lim y, = A,
n—oo

n—oo

la sucesion xq, Y1, T2, Y2, - - - Ty Yn, - - - también tiene limite A.

2.3) Pruebe que lim z,, = a equivale a lim z, = 0, siendo z, = |z, — al.

2.4) Sea (z,), una sucesién de ntimeros reales o complejos tales que existe el
limite de las subsucesiones (22, )n, (T2n41)n,

a)
b)

JExiste lim x,,7

Si ademas lim x3,, jexiste lim x,,?

2.5) Si a > 0 tomamos z; > /a y definimos la sucesién recurrente (z,)nen
mediante la férmula

a)

b)

1 a
Tp4+1 = 5 <xn + SL’_)

Demuestre que (x,)nen €s una sucesion mondtona decreciente y que
lim,, z,, = V/a.
Sea &, := x, — y/a. Demuestre que

€n _ _En

Enp1 = -2 <
T2, T 2Va

y en consecuencia que

€1

271
5), n=123...

Ent1 < 5<

en donde 3 := 2y/a.

La sucesién (x,), proporciona un buen procedimiento para calcular
aproximaciones decimales de una raiz cuadrada. Por ejemplo, tome a =
3y x1 = 2 y calcule el una estimacién para c5, es decir, el error maximo
que se comete al tomar el término x5 como aproximacién de v/3 jcuantas
cifras exactas proporciona x;?
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2.6) Sea (z,), la sucesion que tiene por términos

1 1 1 1

BRI L U el i Wl prap——
1+1 I+ —L—

)

a) Encuentre una férmula recurrente para los términos x,, de la forma
Tpy1 = f (xn)
b) Calcule el limite de la sucesion.

INDICACION: estudie por separado la subsucesién de los indices pares e im-
pares.

27) Sixpyy =1—+/1—x,, paran > 1y 0 < z; < 1. Pruebe que z, es una
x
sucesion decreciente con limite 0. Pruebe también que

1/2.

1 .
converge hacia

n

2.8) Calcule los siguientes limites:

& MAXIMA puede ayudarle a obtener los resultados.

lfmy,_oo(n? + n) 72

a) lim,, ., SoE;=n
b) 1m0 Lot
¢) limy, oo(VAN? =1 — (20 — 1))
d) 1fm,, oo n-L
e) limy oo (V12 +n? +1—/n2 —n? —1)
£) 1y, o M/ TE20E)
) litm,, o (B e o
h) lim, o, TS
T —7
nt/n+v/n
§) limy (/= a)"
k) lim, e ¥/n3 —1
1) 1y, oo (YE2)VT
m) lim,, oo (L20ER )
)
)

lim,, (2 + n2)$

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO



88 Sucesiones numéricas

log(n+a) )n logn

0) Mmoo (Fhes

2.9) Estudie si son de Cauchy las siguientes sucesiones

n34+2n+1.
a) Qp = 2 n—:’i—_2i_2+17
_ =Dt 4 (=nn,
b) b" T oon + 2 )

__senl sen 2 senn
C) Cn = 9 "‘ 922 ++2—n

2.10) Analice la convergencia de la sucesién (s,)nen definida por la formula
Sp=1-+1/22+1/32 4 1/4% + .-+ 1/n?

SUGERENCIA: Compare con el ejercicio 4 de la pagina 83 y tenga en cuenta
la siguiente desigualdad

1 1
n—1 n

1
>ﬁ paral <neN

2.11) Calcule el limite de la siguiente sucesion:

1 1 1
RN CES | ERR T

2.12) Este ejercicio presenta un resultado importante que constituye un criterio
util a la hora de calcular limites
Sea (a,), una sucesién de nimeros reales con limite a € R. Pruebe que
N e
lim =a

n n

INDICACION: Comience suponiendo que a = 0.

2.13) Este ejercicio presenta un resultado importante que constituye. . .
Sea (@n)nen una sucesién de nimeros reales, con a, > 0y lim,a, = a.

a) Demuestre que lim,, {/a1as ... a, = a.

b) Demuestre que si existe
;. Qng1
lim =b

n an

entonces lim,, &/a,, = b.

INDICACION: Para el primer apartado si a = 0 razone directamente y si a > 0
calcule logaritmos y utilice el ejercicio anterior.
Para el segundo apartado, sea by = a; y b, = an41/a, para n > 2. Estudie

la sucesién /biby ... b,.
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2.14) Sea (ay), una sucesién acotada superior e inferiormente. Supongamos que
existe a := lima,, — a,_1. ;Cuanto vale a? Justifique la respuesta.

Suponga ahora que a = 0. {Es la sucesion (a, ), necesariamente convergente?
Justifique la respuesta.

2.15) Sobre la constante de Euler

1 1
a) Deduzca las siguientes desigualdades 1 <log(l+ —) < —
n n. o n

b) Pruebe que la sucesién

1 1 1
Tp=14+—-4+=-+---4+——1logn
2 3 n
es convergente. A su limite se le denomina la constante de Euler y es
usualmente denotada como v (més sobre el tema en wikipedia). Utilice

MAXIMA para obtener las primeras cifras decimales de ~.

2n 1
c¢) Calcule lim »  —.
" k=n+1 k

2.16) Sea A C R no vacio y acotado superiormente (resp. inferiormente) y sea
a = sup A (resp. o = inf A). Pruebe que existe una sucesién (a,),en de
elementos de A tal que a = lim,, a,,.

2.17) En caso de que sean convergentes, calcule el limite de las siguientes sucesio-

nes:
a) lim,_. 2V7"
. sen(nm/2)
b) lmy, o ZH5
c) lim, . nsen(%")
’ Vn24+1+4n)?
e) lim, %
£) lmp, o Vs 12— /211

3/ n442—/n3+1

(n+2)14(n+1)!
(n+3)!

)

) lity oo V2 — 20+ 1 —vVnZ —Tn + 3
1) lmy, oo Vn2[Vn3 +1—/n3 — 1]
)

)

)

lim,, o

lim,, o, n(0.9)"

lim, oo Va;a>0

, log(n
lim,, o %
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Sucesiones numéricas

124224 4+(n—1)?
n3

lim,, oo V312 +n

lim,, o v/1+ e

m)
)
)
) limy, oo 25
)
)
)

lim,, o0

s B

=)

_2 )2/(2+1n n)
n+1

limy, oo (2520 ) 4 (2

; (n+1)? - 105n343n2
hmTHOO( 2 ) T U - 2wi-ion3

1im,, oo (

L T

T

& MAXIMA puede serle de utilidad para verificar sus calculos.
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Limite funcional y continuidad

Competencias

poppoapppANAANNANQNQ

P> Saber analizar la continuidad de funciones sencillas utilizando el lenguaje

€-90.

P> Conocer la continuidad de las funciones elementales y saber utilizarla para
analizar la continuidad de funciones compuestas.

P Saber utilizar la continuidad para permutar limites y funciones.

P Adquirir cierta habilidad para resolver problemas de existencia de puntos
con propiedades especiales usando el teorema de Bolzano.

P Saber usar MAXIMA para dibujar y «visualizar» el limite de una funcién
en un punto.

P> Ser capaz de conjeturar si una funcién es uniformemente continua a través
de su grafica.

\do\o\o\o\o\o\olooooaoeeee

CONTENIDOS
3.1. Limite de una funcién en un punto
3.2. Funciones continuas
3.3. Funciones reales continuas en un intervalo
3.4. Continuidad uniforme

3.5. Ejercicios
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92 Limite funcional y continuidad

Las funciones constituyen el objeto primordial de estudio para el Anélisis Mate-
matico. Muchas de las leyes de la naturaleza y, en particular, de la Fisica pueden ser
formuladas mediante una relacién de dependencia de una variable respecto de otra
u otras. Las funciones de una variable, que son las estudiadas en este curso, consti-
tuyen las relaciones de dependencia funcional mas sencilla. Cambios de valor en la
variable independiente pueden a su vez producir cambios en el valor de la funcion
e interesa el estudio de las funciones «regulares». La regularidad puede tener dife-
rentes niveles de exigencia; en este capitulo nos ocuparemos del nivel mas simple,
la continuidad, que corresponde con el hecho de que «pequenas» modificaciones
en el valor de la variable independiente produzcan «pequenias» modificaciones en
el valor de la variable dependiente o funcion.

3.1. Limite de una funcién en un punto

En este capitulo y en los posteriores consideraremos funciones f : D — F' de-
finidas en un conjunto D (llamado dominio o conjunto inicial) que toman valores
en un conjunto F' (llamado conjunto final) entendiendo por tal una corresponden-
cia, del tipo que sea, que permite asignar a cada elemento x € D un unico punto
f(z) € F. Las més de las veces f(z) vendra dado en términos de una férmula en
x, pero eso no es imprescindible.

En sentido estricto la funcion es la terna (D, F, f) y un cambio en alguno de
los elementos significa cambiar la funcién. Sin embargo no es infrecuente encontrar
en los libros enunciados del tipo sea la funcién f(x) = va? —Tx+ 1, lo cual
representa un «abuso de lenguaje» no solo porque D y F no han sido escritos
explicitamente, sino, incluso, porque f(z) no es la funcién, es sélo el valor de
la funcién f en el punto x. Este abuso de lenguaje se sustenta en razones de
economia de escritura y, ocasionalmente, también lo emplearemos aqui, apelando
a la benevolencia y complicidad del lector y siempre sin ambigiiedades insalvables;
cuando eso ocurra el lector debera tener presente las reflexiones que acabamos de
hacer.

Normalmente denotaremos por R la denominada «recta real ampliada», obte-
nida adjuntado a R los sfmbolos del infinito, es decir, R := R U {+00, —oc0}. En
lo que sigue por intervalo I de extremos a,b € R entenderemos cualquiera de los
siguientes intervalos:

[a,b], [a,b), (a,b], (a,b), (—o0,+00), (—00,b), (—00,b], (a,+0), [a,+00).

Recordemos también (definicion 2.1.5) que se llama bola abierta de centro
x € K y radio r > 0 al siguiente conjunto

B(z,r) ={yeK:|ly—z| <r}.
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3.1 Limite de una funcién en un punto 93

Figura 3.1: Nicolas de Oresme (Allemagne, 13237—Lisieux, 1382), a izquierda, y
René Descartes (La Haye, 1596—-Estocolmo,1650)

El concepto de funciéon en matematicas puede parecer hoy en dia extre-
madamente sencillo y elemental, pero esta idea no refleja en absoluto el
proceso histérico en torno a dicha nocién. Un concepto incipiente de fun-
cién aparece hacia la mitad del siglo X1V a través de los estudios, mitad filoséficos mitad
matematicos, de los escolasticos en torno a la llamada latitud de las formas o varia-
bilidad de las cualidades. Entre estos estudiosos podemos destacar a Nicolas Oresme
(13237-1382) que en el estudio de los cambios de una magnitud (temperatura, veloci-
dad, etc.) concebia una representacién grafica que aproxima la idea de la grafica de una
funcién:

Entonces, cada intensidad que pueda ser adquirida sucesivamente deberia
ser imaginada por una linea recta perpendicularmente erigida sobre algun
punto del espacio o sujeto de la cosa intensiva.

Mas tarde René Descartes y Fermat con la introduccién de la geometria analitica reafir-
marian la representacién de las funciones (algebraicas) mediante coordenadas. Pero fue
en la segunda mitad del siglo XVIII cuando la nocién de funcién se hizo fundamental
para el andlisis matematico y cuando se plantearon las principales cuestiones acerca
de qué habia que entender por funcién. Mientras que hasta entonces una funcién era
simplemente una expresién o férmula (en términos de una o mds variables) Euler, y
posteriormente, Dirichlet abrieron el concepto admitiendo funciones mucho mas gene-
rales. A raiz del estudio de una cuerda sujeta por sus extremos que es desplazada y
se deja vibrar libremente Euler proponia que debia admitirse como posicién inicial de
la cuerda una funcién con un pico (es decir definida de forma diferente en dos regio-
nes adyacentes, idealizacién matematica de la posicién inicial al tafer la cuerda). Més
tarde, en 1837, Dirichlet escribiria:

Si ahora a cada x le corresponde una dnica y finita [...] entonces y es lla-
mada una funcion de x para este intervalo [...] Esta definicion no requiere
una regla comun para las diferentes partes de la curva; uno puede imagi-
nar la curva como siendo compuesta de las componentes mas heterogéneas
o como sitendo trazada sin ninguna ley.

Otra terminologia que resulta 1til es la siguiente:

Definiciéon 3.1.1

(1) Se dice que V' es un entorno de v € K si existe r > 0 tal que B(xz,r) C V.
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94 Limite funcional y continuidad

(2) Si A es un subconjunto de K diremos que x es un punto de acumulacion de
A si para cada v > 0 el conjunto B(x,r) N A contiene al menos un punto
diferente de x.

Ejemplos 3.1.2

(1) Si A =0, 1] entonces cada punto x € A es de acumulacién de A.
(2) Si A=(0,1) entonces cada punto x € [0, 1] es de acumulacién de A.

(3) Si A= {1/n: n € N} entonces 0 es un punto de acumulaciéon de A; y de
hecho es el tnico.

(4) Si A =N entonces A no tiene puntos de acumulacion.

Obsérvese que si x es un punto de acumulacién de A, z puede o no pertenecer a
A, pero en todo caso, existe una sucesiéon (x,), C A con x, # x, para todon € N,
tal que z = lim,, z,,.
Cémo puede construirse una tal sucesion? Pues aplicando la definiciéon de

punto de acumulacién y tomando una sucesién de valores de r que converja a
cero. Complete los detalles.

Definicién 3.1.3 Sea f: D C K — K. Si ¢ es punto de acumulacion de D se
dice que L es el limite de f en ¢, y se escribe

lim f(z) = L,

si para cada e > 0 existe 6 > 0 tal que para cada x € D si0 < |z —c| < & entonces
|f(x) = L| <e.

Una formulaciéon equivalente con el lenguaje de bolas es la siguiente: para cada
bola B(L, ¢) existe una bola B(c,d) tal que f((B(c,d) N D)\ {c})) C B(L,e).

Simbdlicamente la anterior definicién de limite la escribiriamos en la forma:
Ve>036>0Ver e D (0<|;1:—c|<5 = |f(x) — L] <5)

También puede caracterizarse la existencia del limite de una funciéon en un
punto en términos de sucesiones.

Proposiciéon 3.1.4 Sean f: D C K — K y ¢ un punto de acumulacion de D.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) L =lim,_.. f(x).
(2) Para cada sucesion (Tn)neny C D tal que lim, x, = ¢ y x, # ¢ para todo

n € N, se verifica L = lim,, f(x,,).
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3.1 Limite de una funcién en un punto 95

DEMOSTRACION: La implicacién 1)=-2) resulta muy sencilla ayudandose de un
esquema. La implicacién 2)=-1) se realiza facilmente por reduccién al absurdo. [

Deliberadamente la demostracién anterior no esta escrita con detalle; pero las
ideas estan ahi. Apoyandose en esas ideas, o en otras que se le ocurran, escriba
la demostracién con precision.

Otra cuestién. Supongamos que para una sucesién (z,)nen C D tal que
lim, x, = ¢y x, # ¢ para todo n € N, se verificara que L = lim,, f(z,).
¢ Necesariamente habria de ser L = lim,_,. f(x)?

Conviene advertir que, sobre todo en libros antiguos, a veces se dice que f tiene
limite L en c si los valores de f(z) estan «tan cerca como se desee» de L con tal de
que x esté «suficientemente cerca» de c. Aunque se trata de un lenguaje informal
e impreciso, esa formulacién expresa la idea de la definicién 3.1.3.

De la unicidad del limite de una sucesiéon, junto con la proposicién 3.1.4, se
deduce facilmente el siguiente resultado.

Proposiciéon 3.1.5 Si existe el limite de una funcion en un punto, entonces es
unico.

Al igual que ocurre con las sucesiones, también es posible dar aqui una condicién
de Cauchy para la existencia de limite de una funcién en un punto.

Proposicién 3.1.6 (Condicién de Cauchy) Sean f : D C K — K y ¢ un
punto de acumulacion de D. Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) Eziste lim,_.. f(z):=L €K

(2) Para cada € > 0 existe 0 > 0 tal que para todo x,y € B(c,0) \ {c} se verifica
que |f(z) = f(y)] <e.

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar que existe lim,_.. f(x) y vale L € K.
De acuerdo con la definicién 3.1.3, dado e > 0 existe § > 0 tal que si0 < |[x—¢| < ¢
(es decir, z € B(c,0) \ {c}) se cumple |L — f(z)| < &/2. Analogamente, si
y € B(c,9) \ {c} se tiene |L — f(y)| < e/2 y en consecuencia

€

228.

€
[f(2) = fF)l = f(2) = L+ L= fly)l < [f(x) = LI+ L = fly)l < 5 +
Veamos el reciproco. Para probar que (2) implica (1) haremos uso de la pro-
posicion 3.1.4. Dado € > 0, tomemos un 0 > 0 en las condiciones de lo afirmado
en (2). Para cualquier sucesiéon (x,), con lim, x, = ¢y x, # ¢ para todo n € N se
cumple que existe nyg de modo que

Ty T € B(c,6) \ {c}, paran,m > ng
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96 Limite funcional y continuidad

pero entonces
|f(x,) — f(zm)| <&, paran,m > ng,

es decir, (f(z,))n es una sucesién de Cauchy y por tanto convergente, por lo que
existe L := lim,, f(x,). Sélo falta probar que L no depende de la sucesion (x,,)p,.
Pero eso es sencillo, pues si para otra sucesiéon (z,),, con lim, z,, = cy z!, # c fuera

L’ :=1im, f(x}) se tendria

L= L) = |tim () — lim f(2)] < 2
para cualquier valor de €, ya que, al ser lim, z, = ¢ = lim, 2/, se cumple que
T, — x| < 0 para n > nj y cierto nj. O
n P 0y 0

Ejemplos 3.1.7

(1) La funcién f : R — R definida por f(z) = z tiene por limite ¢ en el
punto c. En efecto, si (z,), es una sucesién en R con limite ¢ es claro que
(f(zn))n también tiene limite ¢ (pues f(z,) = x, para cada n) y aplicando
la proposicién 3.1.4 se obtiene el resultado.

(2) La funcién f : R — R definida por f(x) = x3 tiene por limite ¢ en el punto
c. En efecto, si (z,), es una sucesién en R con limite ¢ entonces, aplicando
las reglas de calculo del limite de un producto de sucesiones, se tiene que
(x3),, es una sucesién con limite ¢® y, de nuevo, el resultado se obtiene de la
proposicion 3.1.4. Evidentemente el exponente 3 no tiene nada de particular
y el mismo resultado, con idéntica demostracion se aplica a cualquier entero

k> 0.

(3) La funciéon f : R — R definida por f(z) = /x tiene por limite /c en
el punto ¢ y algo andlogo ocurre con cualquier raiz k-ésima. La técnica de
demostracion utiliza la ecuacion ciclotémica e ideas que ya han sido utilizadas
en los ejemplos 2.1.3. Dejamos al cuidado del lector los detalles de la prueba.

(4) La funcién f: R — R definida por f(z) = sen z tiene por limite sen ¢ en el
punto c.

La demostracién ahora no es tan simple. De hecho una demostracion rigu-
rosa exigiria tener definida de forma precisa la funciéon seno, cuestion ésta
que no abordaremos hasta el capitulo 8. A pesar de ello es posible dar una
«justificaciéon» basada en nuestra intuicion y en el conocimiento adquirido
en la ensenianza secundaria sobre la interpretacion geométrica que tienen la
funciones trigonométricas, seno, coseno y tangente y en las relaciones trigono-
métricas entre ellas. La clave para la «justificacién» se apoya en la figura 3.2.
Resulta intuitivamente claro en dicha figura que

senz <z <tgr paraz € [0,m/2] (3.1)
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Figura 3.2: Relacién entre el seno, el arco y la tangente

Pero entonces se tiene

xr—cC x4+ c
sen CcOos

|senz — senc| = 2
2 2

r —cC

§2‘ = |z — ¢

debido a que |cosa| < 1 para cualquier . A partir de esta desigualdad es
claro que para cada ¢ > 0 dado, tomando 0 = € se concluye que si |z —c¢| < ¢
entonces |senx — senc| < €.

Otra consecuencia interesante de la relacion (3.1) es que
sen x

lim
z—0 x

=1 (3.2)

ya que dividiendo por senz (para x € (0,7)) en (3.1) se tiene

—_

1< L

<
senz T CcosT

y aplicando el teorema del sandwich podemos tomar limites para obtener

T 1

lim
z—0 sen x

que es una férmula equivalente a (3.2).

La funcién f : R — R definida por f(x) = e” tiene por limite e en el punto
c. Esto se obtiene facilmente utilizando la proposicién 3.1.4 juntamente con
la proposicién 2.5.4 (apartado 6).

La funcién f : (0,00) — R definida por f(z) = log z tiene por limite log ¢ en
el punto ¢ € (0, 00). Esto se obtiene facilmente utilizando la proposicién 3.1.4
juntamente con la proposicion 2.5.7 (apartado 5). Sin embargo no existe
lim,_.qlog .
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98 Limite funcional y continuidad

La funcién f; : R — R definida por fi(z) = cosz, la funcién fo : R — R
definida por fo(xz) = a® y la funcién f3 : (0,00) — R definida por f3(z) =
log, « con a > 0, en ambos casos, cumplen que

lim f(z) = fr(c) parak=1,2,3.

Justifique esta afirmacién, indicando en su caso, los teoremas o propiedades utilizados
(en el caso de la funcién coseno puede hacer uso de las relaciones que conozca de la
ensefianza secundaria).

(7) La funcién f : R — R definida por f(z) = [z] tiene por limite [c] si ¢ € Z
y no tiene limite si ¢ € Z.

(8) La funcién f : R — R definida por f(z) = sen(1/x) no tiene limite para
¢ = 0. Si lo tuviera y fuera L, de acuerdo con la proposiciéon 3.1.4, habria
de tenerse L = lim,, f(x,) para cada sucesion (z,), que cumpla lim,, z,, = 0.
Pero las sucesiones de términos generales 2/, = 1/nmy a2 = 1/(2nm + 7/2)
cumplen que

mientras que
lim f(z),)=0 y limf(z!)=1

(9) La funcién f : R — R definida por f(z) = xsen(l/z) tiene por limite 0
para ¢ = 0. En efecto, la estimacién

|[f(x) = 0] = |z sen(1/z)[ < [z]

garantiza que se cumple la definicién 3.1.3 tomando § = ¢.

Para visualizar méas facilmente el comportamiento de las funciones considera-
das en los dos tultimos ejemplos en relacién con la existencia del limite puede
utilizarse MAXIMA para dibujarlas en un entorno del punto 0.

plot2d( sin(1/x),[x,-0.1,0.1] );

plot2d( x*sin(1/x),[x,-0.1,0.1] );

Utilizando la proposicién 3.1.4 y las correspondientes propiedades para los limites
de sucesiones (proposicion 2.1.9) puede probarse sin dificultad el siguiente enun-
ciado.

Proposiciéon 3.1.8 Sean f, g funciones de D C K en K y ¢ un punto de acumu-
lacion de D tales que existen

Li=limf(z) €K, y Ly=Ilimg(z)eK

r—cC r—cC

Entonces:
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3.1 Limite de una funcién en un punto 99

(1) Existe lim,_.. f(x) 4+ g(z) y vale Ly + Ls.
(2) Existe lim,_.. f(x) - g(z) y vale Ly - Ly

Ly

3) Si Ly # 0 existe lim,_,, —= (z) vale —.
L,

g(z)

(4) Si ademds las funciones toman valores en R se cumplen las dos propiedades
stquientes:

w Si f(x) < g(x) para todo x € D se verifica que Ly < Ls.

» Si h es otra funcion de D en R tal que f(z) < h(z) < g(x) en D y
ademds Ly = Ly = L, también se verifica que L = lim,_.. h(x).

Complete de forma precisa los detalles de las pruebas para cada uno de los
items de la proposicion 3.1.8 indicando de forma explicita en qué resultados
se apoya para obtener las conclusiones. Si, con la notacién anterior, es f(z) <
g(x) {se cumple que Ly < Lo? Expliquelo.

(Es necesario que f(x) < g(z) para todo € D para tener L; < Ly?, jo basta
con que la desigualdad se cumpla para ciertos  en D? En caso afirmativo,
. puede precisar para qué valores de x es suficiente?

Hasta ahora hemos considerado que ¢ y L son niimeros reales o complejos, pero
es posible ampliar la definicién 3.1.3 para que incluir también los casos en que ¢
o L sean +oo. Utilizando la terminologia de las bolas podemos emplear la misma
definicién y tnicamente necesitamos identificar el sentido que atribuiremos a las
«bolas» (es mas adecuado hablar de entornos) de centro z, cuando = es £oo con
el sentido que hemos asignado a los simbolos +00 en la seccién 2.6.

Asi, consideraremos como entorno de oo a cualquier conjunto de la forma
(k,4+00), y entorno de —oo es cualquier conjunto de la forma (—oo, k).

Concretemos. Por ejemplo si f(x) es una funcién definida en un intervalo de la
forma (a,+00), decir que lim,_,,, f(z) = L significa que para cada € > 0, existe
k € R tal que si z € (a,+00) y @ > k entonces |f(x) — L| < e.

O, como otro ejemplo, si f: D C R — R y ¢ es un punto de acumulaciéon de
D diremos que lim,_,. f(z) = +00 si (en términos de entornos): para cada entorno
de 00, (k,+00), existe una bola B(c,d) tal que f(B(c,6) N D\ {0}) C (k,+00).

El lector debe preocuparse de escribir con detalle las otras posibilidades (véase
el ejercicio 2).
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Figura 3.3: Jean Le Rond d’Alembert (Paris, 1717 — Paris, 1783) y Augustin Cau-
chy (Paris, 1789 — Sceaux, 1857)

da, una integral, un suma de una serie, ... todos son ejemplos de limites. Se
trata de un concepto complejo, una concepcién mental bastante elaborada
y no es, pues, de extranar que costara mas de 2000 afios conseguir formalizarla correc-
tamente. Sin entrar a distinguir los conceptos de limite de una sucesién y una funcién
en un punto, intimamente relacionados por otra parte, podemos ligar el nombre del
matematico Jean d’Alembert como uno de los que més se aproximé a la nocién tal y
como la conocemos hoy:

(" 1 Lamnocién de limite es esencial al cdlculo diferencial e integral: una deriva-
|
\
J

Se dice que una magnitud es el limite de otra magnitud, cuando la sequnda
se puede acercar de la primera mds cerca que una magnitud dada, tan
pequena como se pueda suponer, sin que sin embargo, la magnitud que se
acerca, pueda nunca sobrepasar la magnitud a la que se acerca; de forma
que la diferencia de tal cantidad en su limite es absolutamente inasignable.

Naturalmente es preciso citar a Augustin Cauchy. Su lenguaje es dificil de entender
porque recurre a la nocién de cantidad variable y a la de infinitésimo:

Cuando los valores numéricos sucesivos de una misma variable decrecen
indefinidamente, de manera a descender por debajo de todo numero dado,
esta variable llega a ser lo que se llama un infinitamente pequeno o una
cantidad infinitamente pequeria. Una variable de esta especie tiene a cero
como limite.

Fue finalmente Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815-1897) quien establecié el con-
cepto de limite en su actual versién e-0. A él se debe en gran parte el Gltimo proceso
de introducciéon del rigor y el formalismo actuales en el anélisis mateméatico y también
la extensién de estas ideas sobre el nuevo anélisis, que realizé a través de unos famosos
cursos en la Universidad de Berlin.

3.1.1. Limites laterales

En ocasiones interesa considerar limites de una funciéon en un punto a través de
un subconjunto de su dominio, lo que no es otra cosa que considerar la restriccion
de la funcién a ese subconjunto del dominio. De forma precisa, si f : D C K — K
es una funcién con dominio D y S es un subconjunto de D llamamos restriccion
de f a S ala funcién g : S — K definida por la formula g(z) := f(x) para cada
rxeS.
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3.1 Limite de una funcién en un punto 101

Especial interés tienen en R los limites laterales que a continuacion se definen.

Definicién 3.1.9 Sea f: D C R — R y sea ¢ un punto de acumulacion de D.

(1) Se llama limite por la derecha de f en c y se denota con f(ct) =lim, ..+ f(x)
al limite de la funcion

g:DnN(c,+00) — R

en ¢, supuesto que ¢ sea un punto de acumulacion del dominio de g, siendo
g la restriccion de f a DN (c,+00).

(2) Se llama limite por la izquierda de f en c y se denota con f(c¢™) = lim, .~ f(x)
al limite de la funcion

g:DN(—o00,c) — R

en ¢, supuesto que ¢ sea un punto de acumulacion del dominio de g, siendo
g la restriccion de f a DN (—o0,c).

Asi pues, en términos de -6, las definiciones anteriores se escriben en la forma
siguiente:

» lim, .+ f(z) = L si para cada € > 0, existe 0 > 0 tal que para cada = € D,
si0 <z —c <9 entonces |f(z)— L] < e.

» lim, ..~ f(z) = L si para cada € > 0, existe 6 > 0 tal que para cada z € D,
si0 < c—ax <9 entonces |f(z)— L| < e.

De la definicion es evidente que si existe el limite de una funcién en un punto,
entonces en ese punto existen los dos limites laterales y coinciden. Pero también,
reciprocamente, si en un punto existen los dos limites laterales y coinciden, entonces
existe el limite de la funcién en dicho punto (que, claro estd, coincide con los limites
laterales).

Ejemplos 3.1.10

(1) La funcién parte entera, f(x) = [z] tiene limite por la izquierda en cada
entero ¢ que vale ¢ — 1 y limite por la derecha que vale c.

(2) La funcién f(z) =sen(1l/x), x # 0, no tiene limites laterales en z = 0.

(3) Para la funcién f(z) = 1/x, © # 0, se verifica que lim, - f(z) = —co y
lim, o+ f(x) = +o0.

(4) La funcién f(x) = —, x # 0, tiene por limite +oo en z = 0.
x
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102 Limite funcional y continuidad

(5) Para la funcién f(x) = e~(/%) x #£ 0, se verifica que

lim f(x)=0 y lim f(z)=+oc.

xz—0+t x—0~

(6) Para la funcién f(z) = e~ (/**) 2 £ 0, se verifica que lim,_ o f(z) =
lim, ., o f(z) = 1.

(7) Las funciones mondtonas (si no sabe lo que esto significa, consulte la defini-
cién 3.3.5) f: C C R — R tienen limite lateral en cada punto.

Todas las afirmaciones realizadas en los ejemplos anteriores son muy faciles
de verificar. jTémese la molestia de escribir con cuidado las demostraciones
de las mismas! Si f es una funcién mondtona y ¢ es un punto de su dominio
.f(c) ha de coincidir siempre con alguno de los limites laterales en ¢?

3.2. Funciones continuas

La continuidad de una funcién en un punto ¢ de su dominio responde a la idea
de que los valores que toma f en los puntos cercanos a ¢ estan proximos al valor
f(c). La definicién que sigue formaliza esa idea.

Definicién 3.2.1 Sea f: D C K — K y sea ¢ € D. Se dice que [ es continua
en ¢ si para € > 0 existe 6 > 0 tal que si |z —c| < entonces |f(x) — f(c)] < e.

Podemos utilizar MAXIMA para que nos ayude a comprender el significado
geométrico de la definicion de funcién continua en un punto y del papel jugado
por € y 4.

Obsérvese que si ¢ € D es un punto de acumulacion de D, lo anterior equivale a
que f(c) = lim,_. f(z). Mientras que si ¢ no es un punto de acumulacién de D (es
lo que se llama un punto aislado de D) entonces la condicién anterior se cumple
trivialmente (;jpor qué?). En otras palabras una funcién es siempre continua en
los puntos aislados de su dominio; y en los puntos de acumulacién del dominio,
que pertenezcan al dominio, lo es si, y soélo si, el limite de la funcién en el punto
coincide con el valor que la funciéon toma en dicho punto. Es decir, se obtiene asi
el resultado siguiente.

Proposiciéon 3.2.2 Sea f: D C K — K y sea ¢ € D. Las siguientes afirmacio-
nes son equivalentes

(1) f es continua en c.

(2) Para cada sucesion (z,), C D con ¢ =lim, x,, se tiene f(c) = lim,, f(x,).
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3.2 Funciones continuas 103

Observe que el resultado de esta proposicién puede ser resumido afirmando que
la continuidad de f es equivalente a la conmutatividad entre f y la operacién de
tomar limites, es decir, que:

iy 2,) = Jim, f(z,).
Esta proposicion es muy ttil porque permite aplicar propiedades de los limites
funcionales estudiados en la seccién 3.1 para obtener resultados sobre funciones
continuas. En particular, el lector podra demostrar sin dificultad la siguiente pro-
posicion.

Proposiciéon 3.2.3 Sean f,g funciones de D C K en K continuas en un punto
c e D. Entonces:

(1) La funcién f + g es continua en c.
(2) La funcién fg es continua en c.

(8) Si g no se anula en D entonces f/g es continua en c.

En el dltimo apartado de la proposiciéon precedente bastaria, en realidad, con
que g(c) # 0, porque en tal caso existe un entorno de ¢ en el que g no se anula, y
reduciéndose a ese entorno podria aplicarse la proposicién anterior. La no anulacién
de g en un entorno de ¢ es consecuencia de un resultado méas general que conviene
explicitar.

Proposiciéon 3.2.4 Sea f : D C K — K wuna funcion continua en ¢ € D. Si
f(c) # 0 entonces existe § > 0 tal que f(x) # 0 para todo x € B(c,0). Ademds si f
toma valores en R entonces el signo de f(x) es el mismo en todos los x € B(c,J).

DEMOSTRACION: Como f(c) # 0 tomando gy = |f(c)|/2 > 0 y aplicando la
definicién de continuidad, existe § > 0 tal que si x € B(c,d), es decir, |z —¢| < ¢
entonces |f(z) — f(c)| < €0, 0 sea f(x) € B(f(c),e0), pero dicha bola no contiene
el punto 0. La primera parte queda asi probada.

Veamos ahora la segunda. Como 0 # f(c) € R entonces f(c) es positivo o
negativo. Supongamoslo positivo (el otro caso es andlogo y queda al cuidado del
lector) y tomemos g9 = |f(c¢)|/2 > 0y § como antes. Entonces, la bola B(f(c), o)
es el intervalo (f(c)/2,3f(c)/2) con lo que f(z) > 0six € B(c,d). Y se obtiene la
conclusiéon buscada. 0J

Proposiciéon 3.2.5 Sea f; : D — K una funcion continua en ¢ € Dy y sea
fo 1 Dy — K tal que fi(D1) C Do continua en fi(c). Entonces foo f1 es continua
en c.
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104 Limite funcional y continuidad

DEMOSTRACION: Para cualquier sucesion (z,),en C D tal que ¢ = lim,, z,,, por
la continuidad de f; en ¢ se tiene que fi(c) = lim,, f(z,), pero al ser f, continua
en fi(c) se tiene, a su vez, fa(fi(c)) = lim, fo(fi(x,)), o dicho de otra forma
(f2 0 f1)(c) = lim,(fs o f1)(x,) vy en consecuencia, aplicando la proposicion 3.2.2,
se obtiene que f, o f; es continua en c. U

Definicién 3.2.6 Una funcion f: D C K — K se dice que es continua en D si
es continua en cada punto de D.

Ejemplos 3.2.7

(1) Las funciones constantes, la identidad y, mas generalmente, los polinomios
son funciones continuas en K.

(2) La funcién exponencial, f : R — R, definida por f(x) = e, es continua en

R

(3) La funcién logaritmo neperiano, f : (0, +00) — R, definida por f(z) = logz
es continua en (0, +00).

(4) Las funciones seno y coseno son continuas en R.

(5) La funcion definida por f(t) = cost +isent para t € [0, 27] es continua.

En los cuatro primeros ejemplos se establece que las funciones habituales
en Analisis Mateméatico son continuas. Trate de justificar las afirmaciones
anteriores. Los ejemplos 3.1.7 junto con las proposiciones 3.2.2 y 2.1.8 le seran
de utilidad.

(6) También es continua la funcién f : [0,1] U [2,3] U {4} — R definida por

r sixzel0,1]
z? size(2,3]U{4}

a pesar de que no sea posible dibujarla sin levantar el lapiz del papel. Sin
embargo la funcién
r sixzel0,2]
glx) =19 , |
r?  sixz e (2,4

no es continua debido a que no lo es en el punto ¢ = 2. Este hecho indica
que la continuidad de una funcién no depende sélo de la «féormula» que,
eventualmente, la define: depende también del dominio.
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(7)

La funcién f : K — [0, 00) definida por f(z) = |z| es una funcién continua
en cada c € K ya que

[f(z) = f(o)] =

|z = Jel| < |z = ¢

(véase las proposiciones 1.2.20 y 1.3.4) y en consecuencia basta tomar § = ¢
en la definicién de continuidad en c.

La funcién de Dirichlet D; : R — R definida mediante

)0, sizgQ
Dif):= {1, sixeQ,

no es continua en ningtn punto de R. En efecto, si ¢ € Q entonces D;(c) = 1,
y por otra parte existen sucesiones (), de nimeros irracionales con limite ¢
(véase el corolario 1.2.17) con lo que lim,, Dy (z,) = lim,,0 =0 # 1 = D;(¢);
y sisi ¢ € R\ Q entonces D;(c) = 0, y también existen sucesiones (z/,),
de nimeros racionales con limite ¢ (véase el corolario 1.2.13) con lo que

lim,, Dy(2))) = lim,, 1 = 1 # 0 = D4(c).

La funcién de Dirichlet Ds : (0,00) — R definida mediante

0, siz g Q
D = .
2(2) 1/q, SIIE:]—), donde p,qg € Ny m.c.d.(p,q) =1,
q
es continua en los irracionales y discontinua en los racionales. El hecho de que
Dy es discontinua en los racionales es bien facil: si ¢ € (0,00) N Q entonces
Ds(c) # 0 mientras que, como ya hemos senalado, existen sucesiones (),
de irracionales convergentes a ¢ y entonces 0 = lim Dy(z,,) # Da(c).

Para demostrar la continuidad en los irracionales es necesario trabajar un
poquito més. Supongamos que ¢ ¢ Q y consideremos cualquier sucesién
(2)n con limite ¢. Hemos de probar que

0= Ds(c) = lim Dy(zy,)
o lo que es lo mismo que fijado € > 0 existe ng € N tal que
|Dy(x,) — 0] < € (3.3)

Evidentemente para los z,, de la sucesion que sean irracionales (si los hay)
la férmula (3.3) se verifica trialmente y también se verifica si s6lo un nime-
ro finito de x, son racionales, porque puede elegirse un ng suficientemente
avanzado que los eluda. Sélo queda ver lo que ocurre cuando el niimero de
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racionales x, = p,/q, que hay en la sucesion es infinito. Pero en esa situa-
cién la sucesion de naturales (g, ), cumple necesariamente que lim,, g, = oo,
como ahora probaremos, y por tanto existe ng tal que para n > ng se cumple
1/q, < €y en consecuencia se verifica la férmula (3.3).

Para probar que lim,, ¢, = co comenzaremos por observar que en el intervalo
cerrado I de extremos [c] y [c] + 1 s6lo hay dos racionales con denominador
1 (los extremos del intervalo); con denominador 2 sélo hay 3 en el intervalo
(los extremos y el centro); con denominador 3 hay 4 racionales... con deno-
minador ¢ solo hay ¢ + 1 racionales. En conclusién, fijado ¢, en el intervalo
I sélo puede haber un nimero finito de términos de la sucesion (z,),, cuyos
denominadores pertenezcan al conjunto {1,2,3,...,q}. Pero al ser ¢ irracio-
nal, no coincide con ninguno de ellos y al tratarse de una cantidad finita
existiria una bola B(c,d) C I que no contendria a ninguno de tales términos
de la sucesion.

Por otra parte, la sucesion (¢,), C N o bien esta acotada o bien no lo esta.
1) Si esta acotada existiria un cierto ¢ de manera que todos los denominado-
res pertenecerian al conjunto {1,2,3,...,q} y entonces la bola B(c,d) C I
no contendria a ninguno de tales términos, lo cual es contradictorio con el
hecho de que lim,, x,, = c.

2) Si no estd acotada, contiene una subsucesion con limite oo, pero, en princi-
pio, podria también contener subsucesiones acotadas. Si una tal subsucesion
acotada existiera, razonando como en 1), la subsucesién de los correspon-
dientes x,, no podria tener limite ¢, lo cual, de nuevo, es contradictorio.

Los razonamientos anteriores prueban que cuando el nimero de términos
racionales en la sucesion (), sea infinito, necesariamente ha de ser lim,, ¢, =
00.

10 . f(c) -

! c ! c
Figura 3.4: Discontinuidad evitable (izquierda) y de primera especie

A veces una funciéon f no es continua en un punto ¢ de su dominio porque,

a pesar de que existe lim, .. f(x), el valor de dicho limite no coincide con f(c).
Un punto ¢ de esa naturaleza se llama una discontinuidad evitable para f, en el
sentido de que f puede redefinirse en ¢ de modo que sea continua en dicho punto.

Para el caso de funciones reales de variable real, si existen los dos limites

laterales en ¢ pero no coinciden se dice que la discontinuidad de f en ¢ es de
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primera especie y se llama salto de f en ¢ a la diferencia |f(c¢™) — f(¢7)|. Tal
ocurre con la funciéon parte entera en los puntos de Z y maéas generalmente con
cualquier funcion monétona. Si alguno de los dos limites laterales no existe la
discontinuidad se suele llamar discontinuidad de sequnda especie.

La nocién de continuidad evoluciona a lo largo de la historia a la par que
la de limite, dada la proximidad entre ambas. Podriamos pues citar como
precursores a los ya citados en la pagina 100. Para ser un poco mas precisos

veamos dos citas originales.
La primera corresponde a Bolzano:

Una funcion f(x) varia segin la ley de continuidad para todos los valores
que estan entre dos limites no es otra cosa que esta: si x es cualquiera
de estos valores, la diferencia f(x + w) — f(x) puede hacerse menor que
cualquier cantidad dada, si uno hace w tan pequena como desee.

La segunda, naturalmente, a Cauchy que en su Cours d'Analyse de 1821 escribe:

[...] En otros términos, la funcion f(x) serd continua con respecto a x en-
tre los limites dados, si, entre estos limites, un incremento infinitamente
pequeno de la variable produce siempre un incremento infinitamente pe-
queno de la misma funcion.

En 1787, la Academia de San Petersburgo, como consecuencia del debate que hemos
citado de pasada en la pagina 100, propuso un premio al que diera la mejor respuesta
a la siguiente cuestion sobre funciones:

Si las funciones arbitrarias a las que se llega integrando ecuaciones [dife-
renciales/ [...] representan cualquier curva o superficie [...] o bien si esas
funciones incluyen sdlo a las curvas continuas

El premio lo gan6é Louis Arbogast que distinguia entre curvas descritas por funcio-
nes continuas (aquéllas que estédn definidas por una tnica ley o férmula), discontinuas
(aquéllas en las que se pueden distinguir varias partes o que estdn trazadas libremente,
con tal que las distintas partes se unan unas o otras sin interrupcién) y discontiguas
(en las que las diferentes partes no se unen entre st sin interrupcion).

3.3. Funciones reales continuas en un intervalo

En esta seccion y en la siguiente nos ocuparemos de cuestiones relativas a
continuidad global para funciones reales, es decir, a la continuidad en un intervalo.
Los resultados centrales, los teoremas de Weierstrass y Bolzano, dependen de la
completitud de la recta real.

3.3.1. Teoremas de Weierstrass y Bolzano

Una funcién acotada no alcanza necesariamente su maximo, incluso aunque sea
continua. La funcién identidad f : (a,b) — R definida por f(z) = x es un buen
ejemplo. Asimismo es sencillo construir una funcién (no continua) definida en un
intervalo cerrado que no es acotada. Las funciones continuas definidas en intervalos
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Figura 3.5: Grafica de la funcién 1/z en un entorno del punto ¢ = 1, con € = 0.1,
0 = 0.1 y 0 = 0.05, respectivamente

cerrados y acotados tienen un comportamiento més satisfactorio, recogido en el
teorema que sigue.

Teorema 3.3.1 (Weierstrass) Sea f : Bla,r] C K — R una funcién continua
definida en una bola cerrada y acotada de K. Entonces:

(1) [ es una funcion acotada.

(2) Ezisten c¢,d € Bla,r| tales que f(c) < f(x) < f(d), es decir, [ alcanza sus
valores maximo y minimo en su dominio.

DEMOSTRACION: El primer apartado lo demostraremos por reduccién al absurdo.
Si f no estuviera acotada, para cada n € N, existirfa 2, € B[a,r] de modo que
|f(x,)] > n. La sucesion (z,)nen asi construida evidentemente es acotada ya que
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Figura 3.6: Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (Ostenfelde, 1815 — Berlin, 1897).
Biografia en MacTutor.

|z, — a] < r. Aplicando el teorema de Bolzano-Weierstrass (2.3.4 y 2.3.5), se
tiene garantizada la existencia de una subsucesion (x,, )ken de la sucesion (z;,)nen
convergente a un punto, digamos, c¢. El punto ¢ pertenece a la bola Bla,r] por ser
cerrada ya que

|z, —a| <r = |liI£na:nk —a|l=|c—a|l<r

por ser el valor absoluto una funcién continua (véanse los ejemplos de 3.2.7).
Pero entonces, como f es continua en ¢ la sucesién (f(x,, ))ken converge a f(c)
y por tanto es una sucesién acotada, lo cual es absurdo, ya que |f(z,, )| > ng.
Veamos ahora el segundo apartado. Por el primer apartado sabemos que el
conjunto f(Bla,r]) es acotado. Si o = sup{ f(z) : x € Bla,r|} existe una sucesion
(xn)n C Bla,r] con a = lim,, f(z,) y, procediendo como antes, existe una subsuce-
sion (xp, )ken de la sucesion (x,)nen convergente a un punto, digamos, d € Bla, 7).
Entonces por la continuidad de f es f(d) = lim f(x,, ), pero como a = limy, f(x,,)
se concluye que a = f(d), es decir, la funciéon f alcanza su méaximo absoluto en el
punto d. La demostraciéon de que f alcanza su minimo absoluto en Bla,r| puede
realizarse de forma analoga y se deja al cuidado del lector. 0

Obsérvese que el teorema anterior se aplica a cualquier funcién continua con
valores reales definida en un intervalo [a, b] cerrado y acotado, ya que tal intervalo
puede ser interpretado como una bola cerrada con centro en el punto medio del
intervalo y radio la mitad de su longitud.

La clave de la demostracion anterior esta en la llamada propiedad de Bolzano-
Weierstrass, que asegura que cada sucesién acotada en [a, b] (en Bla,r]) posee una
subsucesién convergente a un punto de [a,b] (de Bla,r]|). De hecho, mas general-
mente, el teorema es valido para cualquier funciéon continua cuyo dominio cumpla
esa propiedad. Tales conjuntos reciben el nombre de conjuntos compactos y se
estudian en Topologia.

Teorema 3.3.2 (Bolzano) Sea [ : [a,b] — R una funcion continua tal que
f(a)f(b) < 0. Entonces existe ¢ € (a,b) de modo que f(c) = 0.
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Figura 3.7: Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (Praga, 1781 — Praga,
1848). Biografia en MacTutor.

DEMOSTRACION:

La condicién f(a)f(b) < 0 significa que f tiene
signos opuestos en los extremos del intervalo [a, b].
Supongamos, por ejemplo, que

a m b f(a)<0yf(b)>0

y definimos a; = a y by = b. Tomemos m el punto
medio de [a,b]. Si f(m) = 0 el teorema esta pro-
bado; si f(m) # 0, entonces f cambia de signo en
alguno de los intervalos [a, m| o [m, b]. Supongamos,
por ejemplo, f(a) < 0y f(m) > 0y pongamos as = a; y by = m. Procediendo
recursivamente, o bien se encuentra un cero de f en alguna de las etapas, o bien se
obtiene una sucesiéon [ay,, b, en las condiciones del principio de encaje de Cantor.
En el segundo caso, sea {c} := N, [an, b,]. Entonces se tiene ¢ = lim,, a,, = lim,, b,,.
Como f(a,) <0y f es continua se tiene que lim,, f(a,) = f(c) <0, y también al
ser f(b,) > 0 se tiene que lim, f(b,) = f(c) > 0. Y de 0 < f(¢) < 0 se concluye
que f(c¢) =0. O

Usted ha aprendido en la ensefianza media a resolver de forma exacta ecua-

ciones de primer y segundo grado. Tal vez haya resuelto también ecuaciones

bicuadradas y algunas ecuaciones algebraicas de grado superior. Esto podria
crearle la imagen falsa de que «las ecuaciones se podran resolver, aunque yo todavia no
sepa como hacerlo». Nada més alejado de la realidad! En manos de una herramienta
como MAXIMA, que hace los calculos con mucha agilidad, el Teorema de Bolzano se con-
vierte en una herramienta poderosa para encontrar las soluciones reales aproximadas
de ecuaciones de cualquier tipo.

Corolario 3.3.3 (Propiedad de los valores intermedios) Si f : [a,b] — R
es continua y z esta comprendido entre f(a) y f(b), entonces existe ¢ € [a,b] tal

que f(c) = z.
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DEMOSTRACION: Basta aplicar el teorema anterior a la funcién continua g definida
por g(z) = f(z) — 2. O

El teorema de Bolzano 3.3.2 y la propiedad de los valores intermedios 3.3.3
son resultados equivalentes desde un punto de vista matematico. ;Qué cree
que significa esa afirmacion? ;Sabria demostrar que son equivalentes?

Haga un grafico que visualice la propiedad de los valores intermedios. §FEn-
tiende ahora la idea geométrica que hay en la prueba de 3.3.37

Los dos teoremas de este apartado son piezas clave en el desarrollo del
andlisis matematico. A propdsito del teorema de Weierstrass escribia el
gran matematico David Hilbert en 1897:

Con este teorema |...] Weierstrass creé una herramienta que hoy es
indispensable a todos los matemadticos para otras investigaciones analiticas
o aritméticas mas refinadas.

Sobre el teorema de Bolzano, de los valores intermedios, se han escrito muchas péaginas.
Era conocido, y utilizado, desde mucho antes, pero fue Bolzano el que en 1817 publica
un panfleto, ya citado en la pagina 7, titulado: Una demostracién puramente analitica
de teorema que afirma que entre cada dos raices que garantizan un resultado opuesto
existe al menos una raiz real de la ecuaciéon. Como el propio titulo indica Bolzano es el
primero en intentar obtener una demostracion del resultado, sin darlo por «evidente»
y esto suponia, como ya hemos visto, abordar el fondo de muchas cuestiones todavia
imprecisas; la nocién de limite, de funcién continua, el sustrato numérico (la recta real
y sus propiedades, en particular la propiedad del supremo), etc.

El panfleto de Bolzano, y otros de sus trabajos, permanecié practicamente ignorado
durante cincuenta anos. Entretanto, en 1823, Cauchy incluye el teorema en uno de sus
cursos publicados. Diversos historiadores han defendido la idea de que Cauchy tomo el
resultado de Bolzano sin citar a éste, es decir, que Cauchy cometié plagio. La discusién
sobre este tema sigue abierta, con grandes estudiosos de uno y otro lado.

Corolario 3.3.4 Si I es un intervalo de R y f es una funcion continua definida
en I, entonces f(I) es un intervalo. Ademds si I es un intervalo cerrado y acotado,
también f(I) lo es.

DEMOSTRACION: Para probar que f(I) es un intervalo necesitamos demostrar que
dados y; < y, puntos arbitrarios de f([), cualquier punto z que cumpla y; < z < ¥
también pertenece a f(I). Pero eso es inmediato aplicando la propiedad de los
valores intermedios.

Una vez visto que f(I) es un intervalo esta claro que los extremos del mismo
que llamaremos « y 3 cumplen que

a=if{f(x):xel}eR y B=sup{f(z):z€l}eR

Si I es cerrado y acotado, entonces f(I) coincide con [a, 3] debido el teorema de
Weierstrass 3.3.1. O
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3.3.2. Continuidad y monotonia. Funcién inversa

La existencia de inversa para funciones reales de variable real no requiere la
continuidad. Por ejemplo, la funcién f : R — R definida por f(z) = (1/z) si
r # 0y f(0) =0 es biyectiva, siendo f~! = f, y no es continua. En este apartado
analizaremos la existencia de inversa para funciones continuas y la continuidad
de la funcién inversa y veremos que la respuesta a estas cuestiones depende de la
relacién existente entre continuidad y monotonia.

Definicién 3.3.5 Dada una funcion f: I — R, se dice que f es

(1) mondtona creciente si para cualquier par de puntos 1 < x5 en I se cumple

f(z1) < f(w2);

(2) mondtona decreciente si para cualquier par de puntos x1 < xo en I se cumple

f(z1) = f(2);

(3) estrictamente creciente si para cualquier par de puntos x; < xo en I se
cumple f(x1) < f(xs);

(4) estrictamente decreciente si para cualquier par de puntos 1 < o en I se
cumple f(x1) > f(xs);

(5) mondtona si es monétona creciente o mondtona decreciente;

(6) estrictamente mondtona si es estrictamente creciente o estrictamente decre-
ciente.

Teorema 3.3.6 (Funcién inversa) Sea f : I — R continua donde I es un
intervalo arbitrario de R. Entonces:

(1) [ es inyectiva si y sdlo si es estrictamente monétona.

(2) Si f es estrictamente mondtona, también lo es su inversa f~1 que, ademds,
es continua.

DEMOSTRACION:

(1) Es claro que si f es estrictamente mondtona,
n entonces es inyectiva, ya que si z; < xy no puede
! ser f(x1) = f(x2). Supongamos, por reducciéon al ab-
i surdo, que siendo f inyectiva no fuera estrictamente

d monotona. Entonces, como f es inyectiva, para toda
1 T2 T3

terna x; < xe < x3 los valores f(xy), f(z2) v f(x3)
son diferentes dos a dos. Si f fuera estrictamente monoétona habria de ser: o bien
f(z1) < f(z2) < f(x3), o bien f(x1) > f(x2) > f(x3). Asl pues, negar la mo-
notonia estricta equivale a que exista una terna x; < xy < x3 tal que, o bien
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f(z1) < f(z2) > f(x3) o bien f(z1) > f(x2) < f(x3). En ambos casos la idea
de la prueba es la misma y se basa en la propiedad de los valores intermedios.
Siguiendo el esquema grafico, supondremos que f(z1) < f(z2) > f(x3) y ademas
f(x1) > f(x3). Tomando 7 en el intervalo (f(x1), f(z2)) por la propiedad de los
valores intermedios debe existir ¢ € (x1, z2) tal que f(¢) = ny también debe existir
d € (x9,x3) tal que f(d) =n, pero eso contradice el que f sea inyectiva.

(2) Por el corolario 3.3.4, J := f(I) es un intervalo y siendo f estrictamente
mondtona es inyectiva, por lo que existe la funcién inversa f~!: J = f(I) — I
que es también una biyeccion estrictamente mondtona. Supongamos, por ejemplo,
que sea estrictamente creciente (el razonamiento es similar para funciones estric-
tamente decrecientes) y sea d € J de modo que no sea un punto extremo del
intervalo. Vamos a probar la continuidad de f~! en el punto d'. Sea ¢ = f~!(d), o
lo que es lo mismo f(c) = d. Como la funcién f es estrictamente mondtona ¢ no
puede ser el extremo del intervalo /. Dado € > 0 se trata entonces de garantizar
la existencia de 9 > 0 de modo que se tenga

1 (B(d,6)) C Blc,e).

Pero como ¢ no es un punto extremo de [ existe 0 < & < & de modo que
(c—¢€',c+¢€') C Iy porser f estrictamente creciente se tiene que

(fle=e), fle+e)) = f((e—¢,c+¢€))

es un intervalo que contiene a f(c) = d y en consecuencia existe 6 > 0 tal que
B(d, §) esta contenida en dicho intervalo siendo entonces claro, por el crecimiento
estricto de f~1, que

fH(B(d,0) C(c—¢€,c+e)C(c—ec+e)= B(ce).

En el caso en que d sea un punto extremo del intervalo J (f~1(d) = ¢ lo serd
del intervalo I) es sencillo modificar ligeramente la prueba anterior, utilizando las
mismas ideas, para obtener el mismo resultado. 0l

El corolario que sigue muestra que la continuidad en el teorema anterior es
esencial.

Corolario 3.3.7 Sean I,J intervalos de R y sea f : I — J biyectiva. Entonces
f es continua si y solo si f es estrictamente mondtona.

DEMOSTRACION: El directo (continua implica estrictamente mondtona) estd con-
tenido en la proposicion 3.3.6. Para el reciproco observemos que, por ser f estric-
tamente monétona, existen los limites laterales f(xy) y f(xd) en cada zy € I.

'El lector deberia de ayudarse de un esquema para facilitarse el seguimiento del razonamiento.
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Figura 3.8: Una funcién no uniformemente continua

La funcién f es continua en zq si y sélo si f(zg) = f(zg). Si para algtin z
fueran diferentes, por ejemplo, f(zy) < f(xg), entonces los puntos de interva-
lo (f(xg), f(z§)) € J = f(I) deberfan tener antiimagen que, por la monotonia
no podria ser ni mayor estrictamente que xy , ni menor estrictamente que .
Esto iria contra la hipétesis de que f es biyectiva, y en consecuencia ha de ser
f(zg) = f(zd) = f(xg), o dicho de otra manera, la funcién f es continua en cada
punto zy de su dominio. O

3.4. Continuidad uniforme

Una funcién f es continua en un punto c si para cada € > 0 existe 6 > 0 tal
que si |z — ¢| < 0 entonces |f(x) — f(c)| < e. El valor de 6 depende, obviamente,
del valor de ¢, pero, a priori, también puede depender del valor de c. La grafica de
la figura 3.8 resulta bastante sugerente al respecto.

MAXIMA puede ayudarle a visualizar graficamente la situacién. Las ideas uti-
/ lizadas en la figura 3.2 de la pagina 108 resultan adecuadas.

Si se puede conseguir que el valor de § dependa tinicamente de ¢ para todos los
puntos del dominio, se dice que la funcién es uniformemente continua. De forma
precisa:

Definicién 3.4.1 Se dice que la funcion f : D C K — K es uniformemente
continua (en D) si para cada € > 0 existe § > 0 tal que para z,y € D arbitrarios,
si se verifica |x — y| < entonces |f(x) — f(y)| < e.
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Seguramente la figura 3.8 le predispondréa a «convencerse» de que para la
funcién f definida por f(x) = 1/x, tomando € = 0.1 no es posible elegir un
mismo niimero § que sirva para todos los puntos ¢ del intervalo (0, c0). Trate
de demostrarlo rigurosamente. Consideremos ahora la funcién g : (1,00) — R
dada por la misma férmula g(z) = 1/z. Para e = 0.1 jse podria elegir un d que sirviera
para todos los puntos de (1,00)? Si lo necesita, aytdese de MAXIMA.

Observe que la continuidad uniforme depende del conjunto donde se esté consi-
derando definida la funciéon. Evidentemente toda funcién uniformemente continua
en un conjunto es continua en dicho conjunto, pero, en general, el reciproco no es
cierto, como ya hemos comprobado anteriormente. El teorema que sigue establece
la equivalencia de ambos conceptos en las bolas cerradas de K, en particular en
los intervalos cerrados y acotados de R.

Teorema 3.4.2 (Heine) Toda funcion continua definida en una bola cerrada y
acotada Bla,r] y con valores en K es uniformemente continua.

DEMOSTRACION: Si una funcién continua en Ba,r] no fuera uniformemente con-
tinua, existiria ¢ > 0 para el que no se cumple la condicién de continuidad uni-
forme y en consecuencia existirian sucesiones (), y (z,), en Bla,r| tales que
|zn—al | < 1/ny|f(x,)—f(x))| > €. Por el teorema de Bolzano-Weierstrass (2.3.4)
existen subsucesiones (z,, )r ¥ (77, )x de las anteriores que son convergentes a un
mismo punto (;por qué?), digamos z € Bla,r]. Usando la continuidad de f en z

se tendria entonces

lim f(2y,) = [(2) = lim f(2n)

pero por otra parte |f(zn,) — f(z;, )] = € > 0 con lo que pasando al limite se
obtendria 0 > ¢, lo cual es absurdo. O

De nuevo, como en el teorema de Weierstrass (3.3.1), la demostracién se basa
en el hecho de que las sucesiones en Bla,r| poseen subsucesiones convergentes a
un punto de Bla,r] y, por tanto, el teorema de Heine mantiene su validez cuando
se reemplaza una bola cerrada Bla,r] por un conjunto que tiene esa propiedad
respecto a las sucesiones, éstos son los conjuntos denominados compactos (esto
ultimo se demuestra en Topologia).

La funcién sen 22 no es uniformemente continua en R. Los gréaficos que aparecen
en la figura 3.10 muestran la grafica de esta funcién en dos intervalos de igual
longitud ([0, 47| y [67,87]) y ayudan a visualizar geométricamente la significacion
de la falta de continuidad uniforme.

Los graficos de las figuras 3.10 y 3.11 han sido realizados con MAXIMA. Com-
/ ruebe el codigo usado y haga sus propias experiencias en otros intervalos.

Asimismo, la funcién real xsen z, que es un producto de funciones uniforme-
mente continuas, tampoco es uniformemente continua en R, tal y como se intuye
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Figura 3.9: Heinrich Eduard Heine (Berlin, 1821 — Halle, 1881). Biografia en
MacTutor.

a partir de dos fragmentos de la gréfica que aparecen dibujados en la figura 3.11
en dos intervalos diferentes de igual longitud con la misma escala en el eje OY.

# ] Lamnocién de continuidad uniforme fue surgiendo muy poco a poco: ausente
- de forma explicita en el trabajo de Cauchy sobre integracién (donde es im-
prescindible), parece haber sido considerada por Dirichlet, en primer lugar,
en 1854, y por Weierstrass en 1861. Aparecié por primera vez en una publicacién en
1870, en un trabajo de Eduard Heine. El teorema que afirma que una funcién continua
sobre un intervalo cerrado y acotado es uniformemente continua aparece publicado en
otro trabajo de Heine de 1872, aunque él mismo parece asignar un papel en este y otros
de sus resultados a Weierstrass, Schwarz y Cantor.

Heine define la continuidad uniforme en la forma siguiente:

Una funcion f(z) se llama [...] uniformemente continua desde x = a
hasta © = b, si para cualquier cantidad positiva dada €, por pequenia que
sea, existe otra cantidad positiva 1y tal que para todos los valores positivos
1 menores que Ny, f(x+n) — f(x) es menor que . Cualquiera que sea el
valor que demos a x, suponiendo sélo que x y x =1 pertenezcan ambos a
la regidn entre a y b; el mismo 1y debe satisfacer la [propiedad] exigida.
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Figura 3.10: Graficas de la funcién f(z) = sen2? en [0, 27] y [67, 87]
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Figura 3.11:

eje OY
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Gréfica de la funcion f(z) = xsenz (producto de dos funciones uni-
formemente continuas) en dos intervalos diferentes de igual longitud sin escalar el
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3.5. Ejercicios

Resueltos

3.5.1 Estudie la existencia de los siguientes limites y calcule su valor o los valores
de los limites laterales correspondientes, cuando existan:

, P+ r -6 || , , N3
ey ey, mErsell/n) W)
) : ’+x—06 . :
SOLUCION: Numerador y denominador de —a2 4 o funciones conti-
x J—

nuas por lo que, salvo que de lugar a indeterminacion, el limite coincide con

el cociente entre los limites de numerador y denominador. En este caso am-

bos son cero y se produce la indeterminacion. Pero al tratarse de polinomios

que se anulan para x = 2, el teorema de Fubini garantiza que ambos son

divisibles por x — 2, asi que, para cada x # 2 se tiene la igualdad
?’4+r—-6 (r—2)(x+3) (z+3)

2—4  (z-2)(z+2) (242

y ahora es claro que
. 2’4+ 2—-6 5
lim ———— = —.
=2 g2 —4 4

) x
Para el caso lim,_, 2|7|
¢+

podemos dividir numerador y denominador por z. Pero, ahora |z|/x, que es
lo que se conoce como «signo de x», es la funcion o definida por

U(gj):{l siz>0

tenemos otra vez una indeterminacién. De nuevo

-1 siz<0

y entonces se tiene

, || , 1
lim 5 = lim =
z—0t ¢ + X z—0t+t x4+ 1

mientras que
, || , —1
lim = lim =
rz—0~ .§L’2 +x z—0,2~ T + 1

Asi pues, el limite no existe aunque existen los limites laterales.

lim,_o(2+sen(1/z)) = 2+1lim, _o(sen(1/z)), pero este limite no existe porque
tomando las sucesiones convergentes a cero definidas por =, = 1/(2n7) y
x, = 1/(2nm + 7/2) se verifica que

dm (sen(1/2,)) =0# 1 = nlirgo(sen(l/x;)).
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N7
2 +sen(1/x)
y el denominador no tiene limite. A pesar de ello existe el limite buscado y
vale 0 ya que

Por ultimo en el caso de lim,_.g el numerador tiene limite cero

VT ‘SI\/EI

0< 1 1<2 1 <3
_‘Q—i—sen(l/x) al ser 1 <2+ sen(l/x) <

1 )
y si
limn [— VT ’ _0
2—0]2 4 sen(1/x)
también es
m— YL
@—0 2+ sen(1/x)
y por tanto el limite es 0. U

3.5.2 Estudie el dominio y la continuidad de las siguientes funciones.

flr) = atsen - gla) = LD

2 W) = log(1 + x) ;log(l — )

SOLUCION: Haciendo uso de la continuidad de ciertas funciones que hemos
ido estableciendo en los ejemplos y de los resultados sobre operaciones con
funciones continuas podemos afirmar:

1) La funcién f esta definida inicialmente para cualquier x € R\{0}. Ademas
como la funcién z — z es continua tambien lo son z — 2 (por producto de
continuas) y « +— 1/x si  # 0 (por cociente de continuas) y al ser continua
la aplicacion y +— seny también lo es (por composicion de continuas) la
funcién = — sen(1/x) si x # 0. Asi que, finalmente, la funcién f es continua
(por producto de dos continuas) en su dominio. ;Qué ocurre en x = 07 En
principio f no estéa definida, pero podriamos plantearnos si existe lim,_.q f(x)
y de existir prolongar la funcién f que ya es continua en x € R\ {0} haciendo
£(0) :=lim, ¢ f(z). Pero como el seno es una funcién acotada, se tiene que
lim, o f(x) = lim,_¢2?sen(1/x) = 0.

2) La funcién g es un cociente de polinomios y, por tanto, es continua (por
cociente de continuas) en todos los puntos en los que el denominador no se
anule, que en nuestro caso es R\ {0} siendo este el dominio inicial para g. En
cambio en z = 0 numerador y denominador se anulan: podemos dividir am-
bos por z y extender el dominio de g a todo R, definiendo ¢(0) = lim, .o g(x)
a tal fin hacemos uso de la ecuaciéon ciclotéomica

(an-i—l _bn—i—l) — (a—b)(a" +an—1b+ ___+abn—1 +bn)
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y tenemos que

lim g(z) = lim (T+z)—D((Q+2)"+ X +a)" t+--+1)

:glcigé((1+x)"+(1+x)"*1+-~-+1):n+1

debido a que hay n + 1 sumandos cada uno de los cuales tiene limite 1. [

3.5.3 ;Qué se puede decir de una funcion real continua que solo toma valores
racionales?

SOLUCION: Sea f : R — R continua tal que f(z) € Q para todo z € R.
Como f es continua si existieran z1,zo € R de modo, que f(z1) < f(z2),
entonces, por la propiedad de los valores intermedios, f debe tomar todos
los valores del intervalo [f(x1), f(z2)] pero en ese intervalo hay puntos que
no son racionales y f sélo toma, por hipétesis, valores racionales, por tanto,
es imposible que existan dos puntos en los que el valor de f sea diferente.
Dicho de otro modo, f es constante. Ol

3.5.4 Sea f: R — R una funcion continua que verifica

[f(x) = f(y)| = Mz —y]

para todo x,y € R, donde M > 0 es una constante. Pruebe que f es estric-
tamente mondtona y deduzca que f(R) =R.

SOLUCION: Al ser f continua, es estrictamente mondtona si y sélo es in-
yectiva. Pero si f(x) = f(y) como |f(z) — f(y)] > M|z — y| se obtiene
que x = y, es decir, f es inyectiva. En consecuencia, f es estrictamente
creciente o estrictamente decreciente. Ademés f(R) es un intervalo por ser
f continua; pero como se tiene que |f(z) — f(0)] > M|z| se cumple que
lim, 100 | f(z) — f(0)] = +00 v, en consecuencia lim, . |f(z)| = +o00. Lo
cual requiere que f(R) =R. O

3.5.5 Sea f : (a,b) C R — R wuna funcion continua. Pruebe que las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

(1) f es uniformemente continua en (a,b).
(2) Eziste una funcién continua F : [a,b] — R tal que restringida al

intervalo (a,b) coincide con f.

SOLUCION: Si existe la funcién F en las condiciones de (2), entonces F es
uniformemente continua en [a,b] por el teorema de Heine; es decir, dado
e > 0 existe 0 > 0 de modo que cualesquiera que sean x,y € [a,b] tales que
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|z — y| < d se verifica que |F(x) — F(y)| < e. En particular, si x,y € (a,b)
cumplen que |z — y| < ¢ se verifica que |F(z) — F(y)| = |f(z) — f(y)| < e.
Y esto es exactamente afirmar que f es uniformemente continua.

Supongamos ahora que f es uniformemente continua y queremos ver que
existe la funcién F' en las condiciones exigidas. Si tal F' existe, ya conocemos
su valor en todos los puntos de [a, b], salvo en a y en b (porque coincide con
f, que no esté definida en los extremos); pero como es continua en a y en b
ha de ser

F(a) = lim F(x) = lim f(z), siendo z # a

r—a r—a

F(b) = HH}) F(x) = lin% f(z), siendo z # b.

En consecuencia, lo tinico que tenemos que probar es que existen los siguien-
tes limites:

lim f(x). lm f(x).

r—a

Probaremos sélo la existencia de lim, ., f(z) porque el otro es anédlogo. De
acuerdo con la condicién de Cauchy de existencia de limites de funciones,
basta demostrar que para cada € > 0 existe § > 0 tal que si

x,y € B(a,0) N (a,b) setiene |f(z)— f(y)| <e.
Pero como f es uniformemente continua para el € dado existe § > 0 tal que
si|lr—y|<0,z,y € (a,b), entonces |f(z)— f(y)| <e,

y hemos conseguido asi encontrar el § que necesitabamos. 0l
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Ejercicios propuestos
T —2

2(1+2)
los que |z — 3| < ¢ implica

3.1) Calcule A = lim,__3 y acote superiormente los niimeros ¢ > 0 para

1
< —
— 100

r—2
)
‘ 2(1+2)

3.2) Escriba con todo detalle, en términos de -6 y de bolas o entornos, la defini-
cién de cada una de las siguientes afirmaciones (a, L € R):

) = )
lim, oo f(z) =L lim, . o f(x) =400 hmmHJroo f(z) =
lim, o f(z) =L lim, . o f(z) =400 lim, _ f(z) =

3.3) Determine los dominios de definicién y los puntos de discontinuidad de las
funciones:

f@) =120 f@)=\r—[1] f@a)=¢ &% f(z)=7— V3]
flx) = se‘r;(fil) f) = 2 flo) = {|x\ cos(a/x) six #0

0 siz=0

3.4) Calcule los siguientes limites ordinarios (o laterales):

lfm, ., 2= lfm, ., V2L lfm, oo (Va3 + 1 — 1)
liInh%O \/F Voth- Ve me%% i;;%mx Hm$%0(ﬁ - lfclos:v)
lim, .y &l Jim,_ 25ne lfm, ,(a® — 22) tg =
lim, o % lim, .o SGLL% lim, .z 242tgw
dteT e +1 2 242
lim, o (22)7 dm, L, e/
lfm, o % im0 T2 limy—o0 ZFeens
lim, . 2= Hm, 4o /7 lm, o, (VT VSTT2) s

3.5) Dadas dos funciones reales f y ¢ continuas en xy. Pruebe que las funciones
M(z) = max{f(z),g(x)} y m(x) = min{f(z), g(x)} también son continuas
en xo.
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3.6) Sean I un intervalo de la recta real, f : I — Ry zq € I. Suponiendo que
para cada n € R existe un 9,, > 0 tal que
|f($)—f($0)| < 1n++21n si |{L'—,I‘0| <5n7 $€I,
ise puede afirmar que f es continua en xy?
3.7) Encontrar una funcién f : R — R que solamente sea discontinua en los
puntos del conjunto D = {Z : n € R}.
3.8) Demuestre que las siguientes ecuaciones tienen solucién:
213
r—senz —5H=0 '+ =12.
2+ 2?2 +sen?w
& Apodyese en el grafismo y en el comando find_root de MAXIMA para
calcular las soluciones aproximadas de estas ecuaciones.
3.9) Sean f,g : [a,b] — R dos funciones continuas tales que f(a) < g(a) y

g(b) < f(b). Pruebe que la ecuacién f(x) = g(x) tiene solucién en [a, b].

3.10) Sea f :[0,1] — [0, 1] una funcién continua. Pruebe que la ecuacion f(x) =

x tiene solucién en [0, 1].

3.11) Un escalador parte, a la salida del sol, para conquistar la cima de una mon-

tana. Tras varios intentos en que asciende y desciende consigue conquistar
finalmente la cima a la puesta del sol. Pasa la noche en la cumbre y, a la
salida del sol, empieza el descenso por el mismo camino, llegando a la base
también a la puesta del sol. Pruebe que a una misma hora de los dos dias se
encontré en la misma altitud.

3.12) Sea f : [a,b] — R continua y p, ¢ reales no negativos tales que p + ¢q = 1.

Pruebe que existe ¢ € [a,b] tal que f(c) = pf(a) + qf(b).

3.13) Pruebe que si f : R — R es una funcién continua con linl flx) =

lim f(x) =1, entonces f tiene un maximo o un minimo absoluto en R.
T——0Q

3.14) Sea [a, b] un intervalo cerrado y acotado de R, y f : [a,b] — R una funcién

continua tal que f(z) # = para todo = € [a,b]. Demuestre que existe un
nimero real k > 0 tal que |f(xz) — z| > k para todo = € [a, b].

3.15) Sea f : (a,b) — R una funcién continua tal que existen los limites lim f(z),

r—a™t

lim f(z) y son finitos. Demuestre que f es uniformemente continua en (a, b).

r—b—
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3.16) Sea f : R — R continua y periddica de periodo T' > 0 (es decir, f(t+T) =
f(t), para todo t € R). Pruebe que f(R) es un intervalo cerrado y acotado
de R y que f es uniformemente continua.

3.17) Sea I un intervaloy f: I — R. Sea (x,)nen una sucesién de Cauchy en 1.

a) Pruebe que si f es uniformemente continua, entonces {f(x,)} es de
Cauchy.

b) Suponga que f es continua, pero no uniformemente: muestre con un
ejemplo que la afirmacion anterior es falsa.

¢) Suponga otra vez que f es continua, pero no uniformemente. ;Puede
dar una condiciéon sobre I que asegure que la afirmaciéon del primer
apartado es cierta?

3.18) Sea f: D C C — C una funcién continua en z,. Pruebe que las funciones
Ref(z), Im f(z) y |f(2)| son continuas en z.

3.19) Discuta, en cada caso, la continuidad uniforme en [ de f: [ — R.

fla) = e, I = (0,1);  f(x) =cos(a?),I =R,
log(z +xsen ), I = [1,+00);

(z) = (1 +sen )7, I = [0, +00):
f I — R mondtona continua y acotada.

3.20) Si [y] denota la parte entera del niimero real y, estudie los siguientes limites

P 7
i =5y Jim 2]
3.21) Sea f : [0,+00] — R una funcién acotada en cada intervalo acotado de
[0, +o0].
a) Si existe el limite linl (f(x +1) — f(z)) = A, pruebe que también

existe el limite lim @ =\

r—>+400

b) Ponga un ejemplo que muestre la falsedad de la implicacién reciproca.

3.22) Sea f: R — R una funcién continua y no identicamente nula que satisface
la ecuacion

flx+y) = f(x)f(y)

para cada par de nimeros reales x e y.

a) (Cuéanto vale f(0)?
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126 Limite funcional y continuidad

b) Sia:= f(1), pruebe que a > 0

c¢) Determine el valor de f(n) en términos de a cuando n € N. Y también
cuando n € Z.

d) Determine el valor de f(1/n) para n € N en términos de a.
e) Determine el valor de f(p/q) parap € Z y ¢ € N en términos de a
f) {Cuanto vale f(x)?

3.23) Sea f : [a,b] — [a,b] una funcién continua tal que existe una constante
0 < k <1 demodo que |f(z) — f(y)| < k|z — y|. Consideramos la sucesién
(n)n definida a partir de un punto arbitrario z; € [a,b] por la férmula
Tni1 = f(x,). Pruebe que la sucesién (z,,), tiene limite. Si denotamos con
z dicho limite, pruebe que se verifica f(z) = z y que ademaés sélo existe una
solucién de la ecuaciéon f(x) = x.

3.24) Sea f : (0,00) — R creciente tal que g(z) = L% sea decreciente. Pruebe

x
que f es continua.
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Calculo diferencial

Competencias

apppppApAANANNANNQAQA(N

>

\ 4

\4

\4

| Do ed\d\d\e\e\eo\ooe

Adquirir el concepto de derivada y las destrezas necesarias para el calculo
de derivadas de funciones concretas utilizando operaciones con funciones
derivables, las derivadas de las funciones elementales y la propia definicion.

Saber aplicar el célculo diferencial para el estudio del comportamiento y
el dibujo de funciones y para la resolucién de problemas concretos (opti-
mizacién, desigualdades...) que pueden ser abordados mediante el anélisis
de ciertas funciones.

Comprender el significado de los desarrollos de Taylor y saber utilizarlos
para realizar calculos aproximados del valor de una funcioén, para la discu-
si6én del comportamiento local de funciones, para la estimacion de tamafios
relativos, desigualdades, convexidad, etc.

Saber usar los potencialidades de grafismo, célculo simbdlico y numérico
de MAXIMA como herramienta de apoyo en la formulacién y resolucién de
los problemas abordados en este capitulo.

CONTENIDOS
4.1. Funciones derivables
4.2. Extremos de funciones derivables. Teoremas del valor medio
4.3. Férmula de Taylor
4.4. Funciones convexas
4.5. Ejercicios
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128 Calculo diferencial

La derivada es uno de los conceptos mas tutiles en el estudio de las funciones
reales, no sélo desde un punto de vista abstracto sino como herramienta practica
para la modelizacién mateméatica de diferentes fenémenos de la realidad, en parti-
cular de la Fisica, donde es sobradamente conocida la conexién existente entre la
derivada y la velocidad (o la aceleracién) de una particula en movimiento.

Las rectas son las funciones cuyo comportamiento es mas simple. La derivada
esta conectada con la posibilidad de aproximar, al menos localmente, una funcién
mediante una recta. Atn sin definir el contenido preciso que asignamos a los tér-
minos, es claro que una recta no va a permitir «aproximar» una funcion «bastante
general» con caracter global. La aproximacion podra ser adecuada tinicamente con
caracter local y ello si es elegida una «buena rectay.

A las rectas siguen, en grado de dificultad, los polinomios. Las funciones poli-
némicas son mas flexibles y es razonable plantearse la pregunta de si los polinomios
podran ser utilizados como alternativa a las rectas en la aproximacion de las fun-
ciones.

Este tipo de cuestiones y sus consecuencias mas destacadas constituyen el eje
central de este capitulo. Los resultados principales son el teorema del valor medio
(en diferentes formulaciones) y su generalizacién a través del teorema de Taylor,
asi como la aplicacion de los mismos al estudio local de una curva o al célculo de
extremos de funciones. En todo este capitulo nos limitaremos a considerar funciones
reales de variable real.

4.1. Funciones derivables

Definicién 4.1.1 Una funcion f : I — R definida en un intervalo abierto I de
R se dice que es derivable en c € I si existe

fleth) = fle) _
Y = f'(c).

El valor f'(c) recibe el nombre de derivada de f en c y es frecuente llamar a

fleth) = fle)

lim
h—0

h

cociente incremental de f en c.

fle+h)
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4.1 Funciones derivables 129

El cociente incremental representa la «tasa de variacion media» de la funcién
entre los puntos ¢ y ¢ + h. Es este un concepto usado en muchas situaciones para
modelizar mateméaticamente comportamientos en promedio de ciertas magnitudes.
El concepto de velocidad media de un mévil es bien conocido: f(z) representa la
distancia al punto de partida de un mévil al cabo del tiempo x y

fleth) = fle)
h

es el cociente entre el espacio recorrido desde el tiempo ¢ al ¢ + h dividido por
el tiempo empleado en hacerlo. Si f(z) representa el niimero de bacterias en un
determinado cultivo al cabo del tiempo x el cociente

fleth) = fle)
h

representa ahora la tasa de crecimiento medio de la poblacién bacteriana entre
los instantes ¢ y ¢+ h. Modelos analogos se utilizan para medir la productividad
media en un proceso industrial, la productividad de una inversiéon financiera, etc.

La derivada es una abstraccion matematica para formular la «tasa de variacion
instantanea» de un determinado proceso, entendida como limite de la tasa de
variacion media al tender a cero la longitud del intervalo en el que se mide la
variacion.

Definicién 4.1.2 Una funcion f : I — R definida en un intervalo abierto I se
dice derivable en I si f es derivable en cada punto de I. La funcion f': 1 — R
ast definida se llama la derivada de la funcion f.

Ejemplos 4.1.3 En los ejemplos que siguen, salvo que se indique lo contrario, el
intervalo I sera siempre abierto.

(1) Si f: 1 CR — R es una funcién constante en un intervalo I, entonces f
es derivable en [ con derivada nula.
Esto es evidente, puesto que f(x + h) — f(z) = 0 siempre que x,z+h € [y
por tanto el cociente incremental es nulo.

(2) Si f: 1 CR — R esta definida por f(z) = x entonces f es derivable en [
con derivada f’(z) = 1 para todo z € I.
En efecto, el cociente incremental en este caso siempre vale 1 ya que

Jla+h) —f@) at+h-a
h a h

=1 z,z+hel.

(3) La funcién f : R — R definida por f(x) = |z|, es derivable siempre en todo
punto ¢ # 0 siendo f'(¢) =1sic>0y f'(c) = —1si ¢ <0, como es sencillo
comprobar. En cambio en ¢ = 0 no es derivable ya que

|0+ Al h 0+n|

—h
lim = lim —=1%# lim lim — =

—1.
h—0+t h h—0+ h h—0— h—0- h
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La existencia de derivada en un punto interior de un intervalo requiere un
cierto nivel de «suavidad» en el grafico de la funcion: los puntos «angulosos»
de la gréafica son puntos en los que, como ocurre con la funcién valor absoluto,
no existe la derivada.

La funcién f definida en R mediante f(x) = 2™, n € N, es derivable en R y
su derivada es la funcién f'(z) = na™ 1.

Para comprobarlo basta utilizar la definicién y desarrollar (z + h)™ mediante
el binomio de Newton. En efecto:

B — S n\ pn—kpk
PNCES)IET > 21 1) = <”> 2 =g,
h—0 h h—0 h

1

La funcién seno, g(x) = senz, es derivable en R con derivada ¢'(x) = cosx
y la funcién coseno, g(z) = cosx, también es derivable en R con derivada
g'(zr) = —senu.

Para hacer la derivada del seno basta recordar que

sen(z + h) —senx = 2 cos[(2z + h)/2] sen(h/2)

y admitir! que
sen

lim 1.
z—0

En efecto:

sen(x + h) —senz 2cos[(2z 4+ h)/2]sen(h/2)

no h = h
h/2
- fllii%cos[@x + h)/2] senh(/Q/ ) = COSX

La derivada del coseno puede hacerse de forma analoga, resultando que

(cos)'(x) = —senz.

1Una demostracién de esta afirmacién requiere la definicién analitica precisa de la funcién
seno que realizaremos en el capitulo 8. A pesar de ello, el lector podra aceptar sin dificultad
dibujando una circunferencia de radio 1 y un pequefio arco de amplitud 0 < z < 7/4 a partir de
0X (véase la figura de la pagina 96), que

senr <z <tgx

dividiendo por sen z y utilizando la regla del sindwich se obtiene inmediatamente que

1m
z—0 senx
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(6) La funcién exponencial, f(z) = e”, es derivable en R y su derivada es la
funcion f'(x) = e*. Para probarlo observemos que, por la proposicién 2.7.1,
se tiene

lim y~"log(1 + y) = limlog(1 +y)'/* = 1,

de donde se sigue (haciendo el cambio de variable e — 1 = y) que

el —1
lim = 1.
h—0 h
Asi pues:
) z+h _ oz ) xeh -1 .
lim ——— =lime =",
h—0 h h—0

(7) La funcién logaritmo, f(z) = logz es derivable en (0,00) y f'(x) = 1/x.

(8) La funcién f definida por las féormulas f(z) = xsen(1l/z)siz #0y f(0) =0
no es derivable en x = 0. En cambio si es derivable en todo R la funcién g
dada por g(z) = z%sen(1/x) si x # 0y g(0) = 0.

Trate de demostrar la férmula para la derivada del logaritmo; el ejercicio 2.9.3
puede serle 1til. Volveremos sobre este tema en el teorema 4.2.13.
Demuestre también las afirmaciones del ejemplo 8. Aunque no le va a ayudar
en las demostraciones, si dibuja con MAXIMA las funciones f y ¢ del ejemplo
en cuestién en intervalos muy pequenos [0, 0.001] podré visualizar por qué una
es suave y la otra no.

En la definicién 4.1.1 puede reemplazarse el intervalo abierto I por cualquier
abierto {2 C R supuesto que f : ) — R.
Incluso para intervalos que no sean abiertos puede tener sentido

o Fet ) = (O
h—0 h

siempre que ¢, (c+h) € I, lo cual, en el caso de que ¢ sea uno de los extremos del
intervalo I puede reducirse a un limite por la derecha o por la izquierda. En ese
caso todavia se dice que la funcién f es derivable en c.

Lo anterior lleva, para funciones definidas en un intervalo en que los limites

o FEEN IO g St ) = f©)

h—0+ h h—0— h

=)

existan, al concepto de derivada por la izquierda f'(c”) de f en ¢y de derivada
por la derecha f'(c¢*) de f en c.

Un ejemplo tipico de esta situacién es la funcion f : R — R definida por
f(z) = |z|. En 2 = 0 la funcién no es derivable, pero tiene derivada por la izquierda
y por la derecha.
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MAXIMA es capaz de calcular derivadas de funciones de manera formal me-

diante diff (Funcidn,x, Ndmero) ; donde Nimero es 1 (no hay que ponerlo)

si se trata de la primera derivada, 2 para la segunda, etc. Pero también le
puede ayudar en un acercamiento experimental a la nocién de derivada.

Definicién 4.1.4 Llamaremos entorno reducido de a € K a cualquier conjunto
de la forma V '\ {a} siendo V un entorno de a.

Observaciéon 4.1.5 El hecho de que exista la derivada de f en ¢ y valga m puede
formularse diciendo que

f(c+h) = f(c) + mh + ha(h) (4.1)

donde a(h) es una funcién definida en un entorno reducido del origen con la pro-
piedad de que lim;,_qa(h) = 0. En efecto, si la funciéon f es derivable en ¢, en el
sentido de la definicién 4.1.1, definiendo

o) = L g

se tiene que « estd definida en un entorno reducido de 0, siendo limj_oa(h) = 0.
Despejando en la férmula anterior f(c + h) se obtiene

flc+h)=f(c)+ f'(c)h + ha(h)

que es justo la ecuacion (4.1) con m = f’(c¢). Reciprocamente, si se cumple la
ecuacion (4.1), despejando ahora m se obtiene

fle+h) = Fle)

m = Y + a(h)

y como limy,_o a(h) = 0, resulta que

o Het ) = (o)
h

h—0

:m’

con lo cual f es derivable en ¢y f'(c) = m.
La ecuacion 4.1 también se escribe a veces en la forma

f(c+h) = f(c) + mh+o(h) (4.2)

donde o(h) representa una funcién definida en un entorno reducido de 0 con la
h

propiedad de que limy_.q % = 0. La funcién o(h) se llama una «o pequena de

hy.
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Figura 4.1: La recta tangente

La funcién g (véase la figura 4.1) definida por g(z) = f(c) +m(z — ¢) tiene por
grafico una recta de pendiente m que pasa por el punto (¢, f(c)). Dicha funcién
recibe el nombre de recta tangente a la curva y = f(x) en el punto (c, f(c)).

Definicién 4.1.6 Una funcion f : I — R se dice diferenciable en el punto
c € I si existe una aplicacion lineal L : R — R, llamada diferencial de f en c y
Fleth)— fe) ~ L) _,
N = 0.

denotada con df (c), tal que limy_g

La diferencial es una aplicacion lineal de R en R que aproxima el incremento
de la funcién en el sentido de que f(c+ h) — f(c) = df(c)(h) + o(h).

De lo anterior se deduce el resultado siguiente.

Proposiciéon 4.1.7 f es una funcion derivable en el punto ¢ si y solo si [ es
diferenciable en c y, en ese caso, df (c)(x) = f'(c)x.

aplicaciones lineales de R en R. ;Por qué niimero estan caracterizadas? ;Cuél
es ese numero en el caso de la diferencial de f en ¢? ;Es claro lo que significa
la féormula

& Utilice sus conocimientos béasicos de algebra lineal para identificar todas las

y que es cierta?
Proposiciéon 4.1.8 Si f : I C R — R es una funcion derivable en c € I entonces
f es continua en c.
DEMOSTRACION: De la férmula

fle+h) = f(c)+mh+ o(h)
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se sigue que limy_o f(c+ h) = f(¢) que corresponde a la continuidad de f en el
punto c. l

El reciproco no es cierto. Basta considerar la funcién f definida en R por la féormula
fx) = |x].
Operaciones rutinarias para el célculo de la recta tangente en un punto, el

dibujo de la misma en relacién con la curva, pueden ser realizadas de forma
sencilla con MAXIMA.

Algunas férmulas elementales para el calculo de derivadas vienen dadas por las
proposiciones que siguen.

Proposiciéon 4.1.9 Si f, g son funciones del intervalo abierto I C R en R deri-
vables en un punto ¢ € I entonces:

(1) La suma f + g es derivable en ¢ con
(f +9)(c) = f(c) +g'c)-
(2) El producto fg es derivable en ¢ con
(f9)'(c) = f'(e)g(c) + f(c)g'(c)-
(3) Sig(x) # 0 en I entonces f/g es derivable en c y

IY (o = '99(0) = f(©)g'(0)
(g) © 9%(c) '

DEMOSTRACION: El primer apartado se obtiene de forma inmediata aplicando la
definicion de derivada, ya que

(+)eth) = (F+9)0) . fleth) +gleth) = [(0) = g(c)

My h o h
o et = Q) gleth) = g(o)
h—0 h h—0 h
= f'(c) +g'(c)

Observe céomo el limite de la suma es igual a la suma de los limites, pues la
derivabilidad de f y g en ¢ garantiza la existencia del limite de los dos sumandos.

Para el segundo, escribiendo la definicién de derivada y sumando y restando
f(c)g(c+ h) observamos que

i L+ Byl ) = F(©)g() fleth) = 10

h—0 h - illii%g(c +h) h +
RO [
= g(c)h'(c) + f(c)g'(c)
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ya que g es continua en ¢, por ser derivable en dicho punto (proposicién 4.1.8).
Para probar la formula de la derivada del cociente escribimos:

f f
g T fet gle) — Flogleth)
h—0 h h—0 hg(c)g(c+ h)
i e Wg0) = £(0g(e) + £(gle) = F(egle-+ 1)
i hg(O)glc+ )
e FEE R = F© L g(0) = gle+ 1)
= Jim g(c) hgOgle+ i) o/ (c) hg(c)g(c+ h)
NCIN e
s 10 (-55)
sin mas que recordar, de nuevo, que la funcién g es continua en c. (]

Observe que en la férmula de la derivada del cociente aparece la expresion
g*(c) que no es mas que una forma rapida de escribir la cantidad (g(c))?. En
realidad es 16gico escribir g2(c), ya que g* es una nueva funcién definida mediante
g%(c) := (g(c))?. Esta notacién es mas clara que la alternativa g(c)?.

Proposiciéon 4.1.10 (Regla de la cadena) Sean Iy, Iy intervalos abiertos de R
y sean las funciones fi : [; — Ry fo : [y — R tales que f1([;) C 1. Si fi es
derivable en ¢ € I y fo es derivable en fi(c) entonces fy o fi es derivable en c y

(f20 f1)'(c) = fo(f1(c) a(c).

DEMOSTRACION: El resultado se obtiene utilizando que

fle+h) = f(e) +hf'(e) + ha(h);  g(f(c)+k) = g(f(c)) + kg'(f(c)) + kB(k)
donde limy, o a(h) = limy, ¢ G(h) = 0. En efecto:

g(f '(c) + ha(h))
= g(f(c >> (hf'(c) + ha(h))g (f(c)+

+ (hf'(c) + ha(h))3(hf'(c) + ha(h))

g(£(0)) + hf'(c)g (f(c))+

+h(alg (F0) + (1) + alm)B(hf (@) + ha(h)),

es decir,

go flc+h) =go f(c)+hf'(c)g'(f(c)) + hy(h),
donde lim;_,oy(h) = 0. Esto acaba la prueba del teorema, de acuerdo con la
observacion 4.1.5. U
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Ejemplos 4.1.11 Vamos a aplicar los resultados anteriores (particularmente las
proposiciones 4.1.9 y 4.1.10 més los ejemplos 4.1.3) y la definicién de derivada para
calcular la derivada de algunas funciones.

(1) Para estudiar la derivabilidad y, en su caso, calcular la derivada de la funcion
definida mediante

fx) =

a?sen’ T siz #0
0 siz=0

consideraremos en primer lugar que z € R y = # 0. Hemos visto que la
funcién = — x es derivable y su derivada en todo punto es 1 (v. 4.1.3); por
tanto, salvo para x = 0, la funcién g;(z) := 1/x es derivable y su derivada
es gi(z) = —1/x* (v. 4.1.9). También que go(x) := z* es derivable siendo su
derivada la funcion g(z) = 2z (v. 4.1.3). La funcién g3(z) := sen z también
es derivable y su derivada g¢5(z) = cosz (v. 4.1.3). Aplicando la regla de
la cadena (4.1.10) se tiene que la funcién g4(x) := senl/z = g3 0 gi(x) es
derivable y su derivada es

—cosl/x
91(g1(2)) g () = cos(gi(x))(—1/2?) = T/
Por 1ltimo la aplicacion
2 1 1 2
g5(:c) ‘= sen ; = (Sen ;) = go og4(x)

y por tanto también es derivable, por la regla de la cadena, siendo su derivada

—cosl/x

95(x) = g2(9a(2)) - gi(x) = 294(x) - gj(x) = 2(sen 1/w)——

T

Ahora bien f(x) = go(2)-g5(z) y por tanto se trata de una funciéon derivable,
por ser producto de funciones derivables, siendo su derivada (v. 4.1.9)

1 —cosl/x

F/(2) = gh() - g5(2) + ga() - gh(z) = 2o sen? — + 2%(sen 1 /) — LT
5 1 2
= 2rsen® — — sen —
T T

Somos conscientes de que usando «recetas» aprendidas el lector podria haber
encontrado la férmula para f’'(z), pero, posiblemente, no habria sido cons-
ciente de que son las proposiciones que hemos ido realizando en esta primera
seccion del capitulo las que dan soporte a esas recetas. En este nivel no sélo
hay que manejar con destreza las recetas, sino que ademas hay que saber dar
razén de ellas.

Para todos los x # 0 la funcién f viene dada por la férmula f(z) = z? sen? %

v hemos visto que f es derivable siendo f’(z) = 2rsen?1 — sen 2. Sélo nos
x T
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queda ya estudiar la derivabilidad de f en x = 0. Pero jcuidado! no debe
pensarse, como alguno de nuestros alumnos escribi6é en cierta ocasion, que
siendo f constante en x = 0 su derivada es 0: jcualquier funcién es constante
en x = 0! Para calcular la derivada en x = 0 hay que acudir a la definicién.

/ [ h __ 2 —

debido a que la funcién seno es acotada.

Analicemos ahora la derivabilidad y calculemos la derivada de la funciéon f
definida mediante f(z) = x® en los puntos en que sea posible. La primera
cuestion a tener en cuenta es que f sélo esta definida cuando z > 0 (véase
la seccién 2.5) siendo

f($’) — T = emlogm.

Como la funciones identidad (z — z), logaritmo (para x > 0) y exponen-
cial son derivables, se obtiene que f también lo es (utilice un proceso de
descomposicién andlogo al del ejemplo anterior), siendo

f(z) = e (log a + x%) = 2" (logz + 1). (4.3)

Resulta que f estd definida en el intervalo (0,00) y es derivable en todos
los puntos, siendo su derivada la que aparece en la férmula (4.3). Cabe pre-
guntarse si serd posible prolongar de forma «natural» (lo cual significa de
forma continua) f en z = 0 y asi es, ya que existe lfm, ,qe?1%8% = ¢ = 1
porque, aunque lim,_ .o xlogx corresponde a una indeterminacion, en el en-
frentamiento x — 0 con logz — —oo «gana» la x (cuestién de tamanos).

En el corolario 2.7.3 se demostré que logn < n® para todo b > 0. En particular

para b = 1 esto significa que lim,_ & = 00. De ello se puede deducir,
cambiando el signo en el lugar adecuado, que

1 1
lim —log— =0
n

n—oo n

Y ahora se puede generalizar para obtener

lim zlogz =0

z—0

Para ello basta mayorar por una expresion en términos de [ﬂ Realice los detalles de
todo esto.

Siendo analiticamente escrupulosos la cuestién funciona ast:

1 —log(1 1
BT _ 1, —losl/a) g Zloey

lim zlogx = lim =
x—0t & x—0t 1/37 z—0+ 1/37 y——+o0 Yy
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Figura 4.2: Grafica de la funciéon f(z) = 2 en [0, 1]

En consecuencia el dominio de f es [0,00) y hacemos f(0) = 1, para que f
sea continua. La posibilidad de derivar f en x = 0 y el valor de la derivada,
en su caso, depende del siguiente limite:

h) — mlogh _ 1 hlogh
i L0 SO e POk e = o
h—0+ h—0+ h r—0t h h—0+

donde hemos recurrido al célculo de lim,_.q exT—1 realizado en el ejercicio 2.9.3. Asi
pues, f no es derivable en 0.
La figura 4.2 ha sido realizada con MAXIMA: genérela. ;Qué ocurre al dibujarla

para x € [—1,1]? Utilice esta herramienta para calcular las derivadas de las
funciones de los ejemplos 4.1.11, prestando especial atencién al origen.

4.2. Extremos de funciones derivables. Teoremas
del valor medio

Recordemos que una funciéon f : I — R definida en un intervalo I se dice
creciente si x < y implica que f(x) < f(y) cualesquiera que sean los puntos
z,y € I. La funcién se llama estrictamente creciente si se verifica que f(z) < f(y)
siempre que z < y.

La funcién f se dice decreciente si x < y implica que f(x) > f(y) cualesquiera
que sean los puntos x,y € I. Y estrictamente decreciente si x < y implica que
f(z) > f(y) cualesquiera que sean los puntos x,y € I.

Las definiciones anteriores corresponden a propiedades globales de crecimiento
en el intervalo. La definicion que sigue formula los conceptos con caracter local, de
forma coherente con los correspondientes conceptos globales.
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Definicién 4.2.1 Sea f : I C R — R una funcion definida en un intervalo I.
Sea ¢ € I, se dice que:

(1) [ es creciente (respectivamente, estrictamente creciente) en c, si existe un
entorno reducido V' de c tal que

@) = /) >0 (respectivamente @) = /) >0)
r—c r—c

para cada x € INV.

(2) [ es decreciente (respectivamente, estrictamente decreciente) en c, si existe
un entorno reducido V' de c tal que

M <0 (respectivamente M <0)
T—c r—c

para cada x € INV.

(3) [ tiene un mdzimo local en ¢ € I si existe un entorno V de ¢ tal que
f(@) < f(c)
para todo x € V.

(4) [ tiene un minimo local en ¢ € I si existe un entorno V' de c tal que

f(x) = f(c)
para todo x € V.

(5) [ tiene un extremo relativo en c si f tiene en ¢ un mdximo o un minimo
relativo.

Observe que f es creciente en c significa que en un entorno V' de ¢ se tiene que
f(z) > fle) parax € V, x> ¢,y f(z) < f(c) para x € V, x < ¢. Un comentario
analogo puede hacerse para las otras propiedades de crecimiento, estricto o no,
en c. No debe confundirse esta nocion local, referida a los valores que toma f en
comparacion al valor f(c) con el crecimiento o decrecimiento en un entorno de c,
por muy pequenio que éste sea, véase a este respecto la observaciéon 4.2.4 (3).

El siguiente resultado establece la equivalencia entre el crecimiento global y el
crecimiento local en cada uno de los puntos del intervalo.

Proposiciéon 4.2.2 Sea f: I — R. Son equivalentes:
(1) [ es creciente (decreciente) en I.

(2) f es creciente (decreciente) en cada x € I.

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO



140 Calculo diferencial

DEMOSTRACION: Evidentemente la segunda afirmacién es consecuencia de la pri-
mera.

Reciprocamente, supongamos f creciente en cada x € I. Sea y con = < y; se
trata de probar que f(x) < f(y). Consideramos A :={z: z € (z,y], f(x) < f(2)}.
El conjunto A es no vacio, pues f es creciente en x, y A estd acotado superiormente
por y; sea « := sup A. Para obtener el resultado buscado es suficiente probar que
a=yyque f(z) < f(a).

Como f es creciente en « existe § > 0 con f(z) < f(«) paracada z € (a—9, a).
Pero por definicion de « existe zp con a—9 < 29y 29 € A siendo, por tanto, f(z) <
f(20); aplicando la propiedad transitiva se obtiene finalmente que f(z) < f(«).

Veamos ahora que o = y. Desde luego o < y; pero si fuera o < y existiria
z€lcona<z<yytal que f(a) < f(2), debido al crecimiento de f en «; pero
entonces se tendria f(x) < f(a) < f(2), es decir, z € A lo que contradice el que
a = sup A. O

Proposicién 4.2.3 Sea f: I C R — R una funcion definida en un intervalo I,
sea c € I y f derivable en c.

(1) Si f'(c) > 0 entonces f es estrictamente creciente en c.
(2) Si f'(c) < 0 entonces [ es estrictamente decreciente en c.

(3) Sic esun punto interior del intervalo I, f es derivable en ¢ y ¢ es un extremo
relativo, entonces f'(c) = 0.

DEMOSTRACION: Es una consecuencia inmediata de la definicién 4.2.1 y del sig-
nificado de f'(c). O

Observaciones 4.2.4

(1) La anulacién de la derivada en un punto no implica que la funcién tenga un
extremo en dicho punto. Un ejemplo de ello es la funcion f(z) = 23 (v. la
figura 4.3) que es estrictamente creciente a pesar de que f'(0) = 0.

(2) La funcion f : [0,1] — R, definida por f(x) = z, tiene un méximo relativo
en r = 1y sin embargo f'(1) =1 # 0.

(3) No debe confundirse el que una funcién sea creciente en un punto con que
lo sea en un entorno del punto. Por ejemplo, la funciéon f : R — R definida
por f(z) =z +2z%sen(1/x) si x # 0y f(0) = 0 verifica que f'(0) =1y por
tanto es estrictamente creciente en x = 0; sin embargo su derivada f'(z) =
1+4x sen(1/z)—2 cos(1/x?), parax # 0, toma valores positivos y negativos en
cada entorno reducido de 0. Entonces f no puede ser estrictamente creciente
en ningun entorno de 0 pues, si asi fuera, no podria ser decreciente en ningin
punto, pero lo es en todos aquellos en los que su derivada es estrictamente
negativa.
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0.5 |- .

-0.5 .

Figura 4.3: La funcién f(z) = 23

nula en el origen.

es estrictamente creciente aunque tenga derivada

0.025 T T T

0.02 -

0.015

0.01 -

x + 222 sin(1/z)

0.005

0 0.005 0.01 0.015 0.02

Figura 4.4: La gréafica de la funciéon de la observacién 4.2.4 (3). Aunque se ha
elegido un intervalo bastante pequeno, el crecimiento aparente cerca de 0 se debe a
problemas de precisién y a que las oscilaciones son muy pequeinias en comparacion
con el grosor del trazo. Conviene darse cuenta de que la grafica oscila todo el
tiempo, como lo hace, de forma aparente, en la zona derecha.
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Verifique con rigor la afirmacién realizada antes: la derivada f'(z) = 1+
4dxsen(l/x) — 2cos(1/x), para x # 0, toma valores positivos y negativos en
cada entorno reducido de 0.

Teorema 4.2.5 (Teorema de Rolle) Sea f : [a,b] C R — R continua en [a, b]
y derivable en (a,b). Si f(a) = f(b), entonces eziste ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

DEMOSTRACION:
Si la funcién es constante entonces tomando

a+b
C .=
2

|
/ :\ (o cualquier otro punto) se tiene el resultado. Si la fun-
| | |
a c b

cién no es constante utilizando el teorema de Weiers-
trass 3.3.1 sabemos que la funciéon f posee un maximo
y un minimo absoluto en [a,b]. Alguno de ellos ha de alcanzarse en un punto c¢
interior al intervalo, es decir, en ¢ € (a,b), porque se trata de una funcién no
constante y f(a) = f(b). Pero entonces podemos aplicar el tercer apartado de la
proposicién 4.2.3 para concluir que f’(c¢) = 0. O

Corolario 4.2.6 (Teorema del valor medio de Cauchy)
Sean f,g : [a,b] — R continuas. Si f,g son derivables en (a,b) entonces existe

¢ € (a,b) tal que (f(b) — f(a))g'(c) = (9(b) — g(a))f'(c)-

DEMOSTRACION: Basta considerar la funcién h definida por

W) = (9(b) — g(a)) f(z) — (f(b) = f(a))g()
y aplicarle el teorema de Rolle 4.2.5 0l

Observacion 4.2.7 La conclusion del teorema del valor medio de Cauchy se es-
cribe a menudo en la forma:

f(0) = fla) _ f'(¢)
g(b) —gla)  g'(c)

(entre otras razones porque puede ser més facil de recordar). Pero, json equiva-
lentes ambas formas? Obviamente los problemas pueden venir de que se presen-
ten ceros de los denominadores en la formula anterior, de manera que la primera
formulacién es, en principio, mas general. Observe sin embargo que si tenemos
garantizado que ¢'(z) no se anula en (a,b), entonces, por el teorema de Rolle, se
debe tener f(b) — f(a) # 0, y, en tal caso, la concusion puede escribirse en forma
de fraccion.
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Figura 4.5: Significado geométrico del teorema de Lagrange: la recta secante es
paralela a alguna de las rectas tangentes

Corolario 4.2.8 (Teorema del valor medio de Lagrange)
Sea f: [a,b] — R continua. Si [ es derivable en (a,b), entonces existe 6 € (a,b)

tal que f(b) — f(a) = f/(0)(b— a).

DEMOSTRACION: Se obtiene como caso particular del teorema de valor medio de
Cauchy tomando g(x) := x. La figura 4.5 esquematiza el contenido geométrico de
este teorema. (]

Figura 4.6: Joseph-Louis Lagrange (Turin, 1736 — Paris, 1813) y Augustin Louis
Cauchy (Paris, 1789 — Paris, 1857). Biografias en MacTutor

A veces el teorema del valor medio de Lagrange se enuncia en la forma siguiente:
existe A € (0,1) tal que

Fb) = f(a) = f'(Aa+ (1= M\b)(b— a).

Naturalmente esto no es més que una forma de escribir todos los puntos de (a, b)
como combinaciones lineales (con coeficientes que suman 1, es decir combinaciones
convexas) de a y b.

En el esquema que hemos seguido hemos probado el teorema de valor medio
de Lagrange a partir del teorema de Rolle. Pero de hecho, el teorema de Rolle es
un caso particular del teorema de Lagrange. Asi pues
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T. de Rolle = T. de Cauchy = T. de Lagrange = T. de Rolle

O dicho de otro modo, los tres teoremas son equivalentes.

El teorema de Lagrange (y sus equivalentes) tiene consecuencias muy impor-
tantes, como tendremos ocasién de ir desgranando a lo largo de este capitulo.
Una de ellas es que una funcién derivable cuya derivada estd acotada necesa-
riamente es uniformemente continua. En lugar de escribir nosotros los detalles
proponemos al lector que los escriba él. jSin miedo! Es una cuestién sencilla. Pero le
permitird profundizar un poco mas en la comprension del significado «intuitivo» de
funcién uniformente continua.

Corolario 4.2.9 Sea f : [a,b] — R continua en [a,b] y derivable en (a,b)
(1) Si f'(x) =0 para todo x € (a,b), entonces [ es constante en [a,b].
(2) f'(x) >0 en (a,b) siy solo si f es creciente en (a,b).
(3) f'(x) <0 en (a,b) siy solo si f es decreciente en (a,b).
(4) Si f'(x) >0, en (a,b), entonces f es estrictamente creciente en (a,b).

(5) Si f'(x) <0, en (a,b), entonces f es estrictamente decreciente en (a,b).

DEMOSTRACION: Todas se realizan de forma sencilla aplicando el teorema de valor
medio de Lagrange. Haremos la primera de ellas y dejamos al cuidado del lector
la comprobacién de las otras.

Fijado = € (a,b], por el teorema de Lagrange, aplicado al intervalo [a, x], te-
nemos que f(x) — f(a) = f'(¢)(x — a) para algin ¢ € (a,z) C (a,b). Pero, por
hipotesis, f’ se anula en (a,b) y en consecuencia f(x) = f(a) cualquiera que sea
z € (a,b]. Es decir, f es constante. O

Obsérvese que una funciéon puede ser estrictamente creciente y tener derivada
cero en algin punto, asi ocurre, por ejemplo, con f(z) = 2% y ¢ = 0 (véase su
grafico en la pagina 141).

Si f : [a,b] — R es continua, entonces f es creciente (o decreciente) en (a, b)
si y s6lo si f es creciente (o decreciente) en [a,b]. Asi pues en los apartados
(2) y (3) del corolario anterior se puede reemplazar el crecimiento o decre-
cimiento en el intervalo abierto (a,b) por la misma propiedad en el cerrado
a,b]. Exactamente lo mismo se puede decir del crecimiento o decrecimiento estrictos
b]. Exact te lo mi de decir del imiento o d imiento estrict
respecto a los apartados (3) y . Justifique estas afirmaciones.
to a1 tados (3 4)). Justifi tas afi i

Corolario 4.2.10 Sea f : (a,b) — R derivable y sea ¢ € (a,b) tal que f'(c) = 0.

(1) Si existe § > 0 tal que f'(x) <0 para x € (c—d,¢) C (a,b) y f'(z) > 0 para
x € (¢,c+9) C (a,b), entonces f posee un minimo relativo en c.
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(2) Si existe 6 > 0 tal que f'(x) > 0 sixz € (¢ —d,¢) C (a,b) y f'(x) <0 si
x € (¢,c+9) C (a,b), entonces f posee un mdximo relativo en c.

DEMOSTRACION: Se obtienen de forma sencilla utilizando el corolario anterior. En
el primer caso: f es decreciente en [¢ — ¢, ¢| y creciente en [c, ¢ + §], por tanto f
posee un minimo relativo en c. O

Ejemplo 4.2.11 La desigualdad de Bernoulli
(I+2)">14nx; siz>-1l,x#0ynéeNconn>1

puede ser demostrada por induccién sobre n cuando n es un niimero natural (ejerci-
cio 1.3). Pero es cierta incluso cuando n > 1 es un nimero real, como mostraremos
a continuacion.

Para probarlo, fijemos un ntmero real o > 1 y consideremos la funciéon f
definida para x > —1 por la férmula

flx)=(14+2)*—-1-az.

Como f(0) = 0, para obtener lo que pretendemos es suficiente probar que f es
estrictamente creciente, si x > 0 y estrictamente decreciente si —1 < x < 0.
Derivando tenemos que

fw)=a(@+ar-1)

y mediante esta férmula podemos obtener lo que deseamos. Si x > 0 entonces
1+ > 1y por tanto f'(z) > 0, es decir f es estrictamente creciente en (0, +00).
Por otra parte, si —1 < x < 0 entonces 0 < 1 + 2z < 1 y por tanto f'(x) < 0, es
decir f es estrictamente decreciente en (—1,0).

Los resultados tedricos esta seccién proporcionan instrumentos muy Tutiles
para abordar problemas de optimizacién y verificacion de desigualdades.

Si una funcién f es derivable y la derivada f’ es continua, entonces f’ posee la
propiedad de los valores intermedios. Sin embargo, como se muestra a continuacion,
la continuidad de la derivada no es una condiciéon necesaria para la validez de dicha
propiedad.

Proposicién 4.2.12 (Propiedad de los valores intermedios en derivadas)
Sea f: (a,b) — R derivable y sean x,y € (a,b) tales que f'(z) <n < f'(y). En-
tonces existe z € (a,b) tal que f(z) =n
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DEMOSTRACION: Supongamos x < y y consideremos la funcién g definida en [z, y]
mediante
g(t) = f(t) —nt.

La funcién g es continua y derivable. De acuerdo con el teorema de Weierstrass 3.3.1
alcanza un minimo absoluto en un punto z € [z, y]. Como ¢'(x) < 0, g es estricta-
mente decreciente en x, por lo que existe x1 > x, tan préximo a x como queramos,
tal que g(z1) < g(z). De forma anéloga, como ¢'(y) > 0, existe y; < y con
9(y1) < g(y). No hay inconveniente en suponer x; < yi, lo que significa que el mi-
nimo de g en [z,y], en realidad se alcanza en [xq,y1] C (z,y), por tanto z € (z,y)
y en consecuencia ¢’'(z) = 0 (proposiciéon 4.2.3), es decir, f'(z) = 7. O

Teorema 4.2.13 (Teorema de la funcién inversa) Sea I un intervalo de R y
f I — R continua en I y derivable en el interior de I con derivada no nula.
Entonces f es una biyeccion de I sobre un intervalo J de R y

g —1
b
f(f )

DEMOSTRACION: Como f’ no se anula, aplicando la proposicién 4.2.12, obtenemos
que o bien f’(x) > 0 para todo x € I, o bien f'(x) < 0 para todo x € I; en otras
palabras, f es estrictamente mondtona. Asi que f es una funcién biyectiva de [
sobre un intervalo J siendo f~! estrictamente monétona y continua (véanse el
corolario 3.3.4 y el teorema 3.3.6). Por simplicidad en la notacién, utilizaremos
la x para referirnos a los elementos del intervalo I y la y para referirnos a los
correspondientes elementos de .J. Debido a que f : [ — Jy f~':.J — I son
biyecciones, a cada x € I le corresponde un tnico y € J tal que f(x) = y. Sean
Y,y0 € J y pongamos x = f1(y) y w0 = f~(yo). Entonces debido a que fy f~1
son estrictamente mondtonas y continuas se tiene que x — xg si y sélo si y — o
y, ademas, y # yo si y solo si x # z¢. A tenor de estas observaciones tenemos que

(FY(o) = lim ) = 7 o) _ 1

Y=o Y — Yo y—yo ——2=Y0

es continua en J y derivable en el interior de J con (f~') (y) =

T =1 )

oy 11

T obey T@=F@) ~ fi(g,)
T—x0

Lo que prueba que f~! es derivable en y, (cualquiera que sea yo en el interior de

J) ¥ que
1 1

U ) = UG = 56 = 7T

que es justo lo que queriamos probar. O
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Ejemplos 4.2.14 Podemos aplicar el teorema de la funcién inversa para calcular
las derivadas de las funciones logaritmo, arco seno, arco coseno y arco tangente,
puesto que tales funciones son las inversas de funciones cuyas derivadas ya fueron
establecidas en los ejemplos 4.1.3.

(1)

f =1log: (0,00) — R es derivable con derivada

1

/ e
fa)==.
En efecto: f es la funcién inversa de g : R — (0, 00) dada por g(z) = €”.
Asi que utilizando la notacién del teorema de la funcién inversa (f = g=1)

tenemos:
/ o —1\7 _ 1 _ 1 _ 1
f (y) - (g )(y) - g,(f(y)) - 610gy - y

f=arcsen: (—1,1) — (—n/2,7/2) es derivable con derivada

by 1

En efecto: f es la «inversa» de la funcion seno. Pero para ello hace falta
que la funcién seno sea biyectiva, cosa que no ocurre si consideramos que
su dominio es todo R, en cambio si es biyectiva tomando un dominio mas
reducido como, por ejemplo, el intervalo [—m /2, 7/2]. En resumen, tomando

g9:=7/2,7/2] — [-1,1]
definida mediante g(z) = sen(z), entonces resulta que
f : [_17 1] - [_W/27W/2]

es justamente ¢~!. Utilizando de nuevo la notacién del teorema de la funcién
inversa se tiene:

, 1y 1 1 1 1
Fy) =) =——== = = = 7
g'(x) cosx /1—sen?z 1—y
Y esto es justo lo que queriamos demostrar. Observe que al escribir cosz =
V1 — sen? x estamos eligiendo la rama positiva de la raiz cuadrada, esto es asi
porque variando z en el intervalo (—m /2, 7/2) sabemos que cos x es positivo.

Observe también que f no admite derivadas laterales en 7/2 ni en —7/2, de
modo que se ratifica el enunciado del teorema de la funcién inversa: solo se
puede asegurar que f~! es derivable en el intervalo abierto (7/2,7/2).
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(3) f:arccos: (—1,1) — (0, ) es derivable con derivada

—1

fo =

La demostracion es andloga a la anterior, utilizando ahora que f es la inversa
de la funcién
g: (Ovﬂ-) - (_17 ]-)

definida por g(z) = cosx (jcomplete los detalles!).
(4) f =arctg: R — (—m/2,7/2) es derivable con derivada

1

f@) = 1

La funciéon que nos ocupa ahora es la «inversa» de la funcién tangente. La
funcién tangente no esta definida en los puntos en los que se anula el coseno;
pero ademas, siendo las funciones seno y coseno periodicas, la funcién tan-
gente también lo es y por tanto, al igual que ocurre con el seno y el coseno,
no puede ser biyectiva a menos que tomemos un dominio adecuado. Pero
sabemos que tg'(z) = 1/cos?x > 0 siempre que esté definida y eso ocurre,
por ejemplo, considerando

g:(—7m/2,7/2) — R

definida por g(x) = tgx. Utilizando el mismo método que en los ejemplos
anteriores

P =Y @) = — ! : ! !

g'(x) B 1/ cos?x s 1+tg2z  1+y2

_ idi .
a que al ser sen? z + cos? z = 1, dividiendo por cos? z, se obtiene

1
1+tg?x

1
tg2 r+1= o equivalentemente cos® x =
¢

0s? x

El resultado que sigue es de utilidad en la resolucién de diversos tipos de

indeterminaciones de la forma 0 o bien —.
00

Proposicién 4.2.15 (regla de L’Hopital) Sean f, g funciones derivables en I =
(a,b) C R donde —c0 < a < b < 400. Supongamos que g y g’ no tienen ceros en
I y que se cumple una de las condiciones siguientes:

(1) lim, - f(z) = lim, - g(x) = 0.
(2) lim, ;- g(z) = £o0.
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Entonces, si existe

@ _

!
f/(x) € R también existe lim —% =
et g'(a) i g(a)

En el caso de que x — a™ los resultados son anélogos. En consecuencia si f, g
son derivables en (a, b)\{c}, y existe

/
L= limf (z) e R,

r—cC g/

S
N~—

entonces también

siempre que se verifique que

lim f(z) = lim g(z) =0

r—cC r—cC

o bien
lim g(z) = to0.

r—cC

En la demostracion de la regla de I’'Hopital utilizaremos una forma especial de
expresar un limite, concretamente: lim, ,,- u(x) = L € R equivale a que, para
cada ky, ko para los que tenga sentido ky < L < ks existe un entorno V' de b de
modo que ky < p(z) < ko siempre que x € V. En efecto, si L € R entonces es
obvio que k1 < L < ks tiene sentido y, dado € > 0 en la definicién usual del limite,
basta tomar ky = L—e y ko = L+¢. En el caso L = 400 sélo tiene sentido ky < L,
que no expresa mas que k; es un nimero real arbitrario, mientras que L < ko no
tiene sentido, no expresa nada. Algo andlogo ocurre si L = —o0 en cuyo caso solo
L < ko tiene sentido.

DEMOSTRACION:

1) Supongamos ki, kj tales que k] < L < k}. Tomamos k; y ke de modo que
k, < ki < L < kg < k. Entonces para z € V N (a,b) se tiene k; < g,lg% < ko y por
tanto )
k1<f(x)—f(y):f(z)<k2 z,y € VN (a,b)

9(x) —g(y)  g(2)

(observe que la hipdtesis ¢'(z) # 0 implica que g(z) # ¢(y)). Tomando limites
cuando y — b~ se tiene

~~

()

K <k <2 <ky <k, ze€Vnl(ab)

()

)

(z

Es decir, lim,_,;- Wc; = L, de acuerdo con la observacion antes realizada.
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2) Dados k/, k., tomamos k) < k; < L < ky < kb v, como en el apartado
1> V2 1 2 O
anterior, consideramos un entorno V' de b para el que

_ @)~ 1)

" 9(x) — g(y)

< kysiz,yeVniab). (4.4)

Supongamos lim, ;- g(x) = +oo (en caso contrario cambiar g por su opuesta) y
fijamos y; necesariamente es

g(@) —gly) [, 9)
(- g) o

para z € V' N (a,b) siendo V' C V otro entorno de b, ya que el limite de dicha
expresion es 1. Multiplicando la desigualdad (4.4) por esta expresion se tiene:

(9w S f@) e 9wy | fW)
kl(l .q(w))+.q(w)<g(:v) <k2(1 .q(w))+g(w)

o) = 0 tenemos que

, 9wl SW)
S (1= 00) * iy =

y analogamente para ko. Por tanto existe un cierto entorno V" C V' de b tal que
para z,y € V" N (a,b) se verifican las desigualdades:

, PO OO
“<hngQ+gu> k(1 wm)+mm<k”

Como lim,_,;-

es decir
f(x)
9(z)

Como se queria demostrar. O

J

<k sizeV'nN(a,b).

Observacion 4.2.16 El reciproco de la proposicion anterior no es cierto.

En efecto:

., T +senzx , 14 ==L
lim ——— = lim —*%= = 1.
z—oop —seny T ] — =2

Pero, sin embargo, no existe el limite

. (z+senx) ., l4cosz
lim ———C = lim ——.
=00 (r —senz) == 1 —cosw
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finiment petits pour lintelligence des lignes courbes que fue el primer libro
de texto sobre el calculo diferencial. En la introduccién, L’Hépital reconoce
su deuda con Leibniz, Jacob Bernoulli y Johann Bernoulli pero considera el trabajo
como fruto de sus propias ideas, algo que no se corresponde con la realidad. Véase al
respecto la biografia de L’Hopital en MacTutor.

} ( ~ ] En 1695 el marqués de L'Hopital publicé su famoso libro Analyse des in-
=
3|

EaiE

Ejemplos 4.2.17 Incluimos aqui algunas muestras de cémo utilizar la regla de
L’Hopital en el calculo de limites.

(1)

lim0 Vzxlog x.

1 1 3/2
lfm v/ log z = lim —2~ — lim [ T
z—0 z—0 x*1/2

M 12 R e (e

label fm <1— 1 >

z—0 \x sen x
i 1 1 ., senx —x ) cosx — 1
lim [ — — =lim ——— = lim
z—0 \ T sen x z—0 xsenx z—0senx + xrcosx
, —senx 0
= lim = - =0.

z—0 COST — xrsenx -+ cosx 2

Téngase en cuenta que, de acuerdo con la observacién precedente, la igual-
dad entre los limites de las sucesivas derivadas (dos en nuestro caso) deben
considerarse «bajo cuarentenay hasta que se esté seguro de que el ultimo de
ellos existe y, en cada paso, deben verificarse las hipotesis.

La ultima observacion es importante: «a cada paso deben verificarse las hi-
potesisy, de no ser asi este «abuso» de la regla de I’'Hopital puede producir
monstruos. Vea, si no, qué ocurre cuando continuamos, en el ejemplo ante-
rior, la aplicacion de esta regla. Ya la hemos utilizado dos veces, jpor qué no
una tercera? Tendriamos pues:

, 1 1 ) —senz
lim [ — — =lim
z—0 \ 2 sen x z—0 COSTx — Trsenx + cosx
, —Ccosx -1
=lim = — = -0
z—0 —senx —Ssenxr — rCcosxT — senx 0

Obviamente la tultima aplicacién de la regla es incorrecta, porque como se ve
en el punto anterior, el denominador no tiende a 0 ni a £oo.

De igual modo, es preciso verificar el resto de las hipétesis de la regla de
I'Hopital, es decir que g(x) y ¢’(x) no se anulan en (a, b). En realidad es obvio
que esta condicidon no es necesario exigirla globalmente, sino tan sélo en un
pequeno entorno reducido del punto en el que deseamos calcular el limite (o
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en dicho entorno pero a izquierda o derecha en caso de que deseemos calcular
un limite lateral). Esta verificacion puede ser dificil en algunos casos. Veamos
que en las dos aplicaciones de la regla del ejemplo (2) anterior.

En la primera aplicacién el denominador es la funcién g(x) = xsenz. Es
claro que en el intervalo (—7/2,7/2) la funcién sen x sélo se anula en z = 0,
por tanto lo mismo le ocurre a g(x). En cuanto a ¢'(z) = senz + x cosz,
observemos que sus ceros son soluciones de la ecuacion x = —tgx. Pero
esta ecuacién no tiene soluciones, distintas de x = 0, en (—7/2, pi/2), pues
el signo de tgx es igual al signo de x en dicho intervalo. Para la segunda
aplicacion de la regla, el denominador es precisamente ¢'(x) que ya sabemos
que no se anula en un entorno reducido de 0. ;Qué ocurre con su derivada
g"(z) = 2cosx — xsenz? En este caso lim, .0g¢"(x) = 2 > 0, luego en un
entorno de 0 se tiene ¢”(z) > 0.

(4) La regla de L’Hopital es una herramiental 1til para el célculo limites, como
acabamos de mostrar en los ejemplos anteriores. Pero no es una técnica que
resulte eficaz en cualquier situacion. Para convencerse de ello considere la
funcién f definida por las férmulas f(0) = 0y f(z) = e~ /**. Compruebe
que f es derivable en el origen y calcule su derivada en el origen (debe obtener
f(0) = 0). Puede utilizar MAXIMA si lo cree conveniente.

4.3. Férmula de Taylor

La féormula de Taylor es uno de los instrumentos mas ttiles del calculo diferen-
cial y constituye un contenido esencial del curso. La idea bésica es la posibilidad
de aproximar localmente una funcién varias veces derivable mediante polinomios.
El interés de la férmula reside, por una parte, en que los polinomios constituyen
una clase de funciones cuyo manejo es sencillo en términos relativos, y por otra, en
que determinadas cuestiones que se estudian en el Andlisis Matemético (limites,
extremos...) tienen un caracter local. Junto a ello, la férmula explicita del resto,
que se establece, permite estimar el orden de magnitud del error cometido cuando
se utiliza una aproximacién polinémica de una funciéon en un punto.

4.3.1. Desarrollos limitados

Definicién 4.3.1 Sea I C R un intervalo,a €l y f: 1 — R

(1) Si f es derivable en un entorno de a y [’ también es derivable en a se dice
que f es dos veces derivable en a y la derivada de f' en a se denota con f"(a)
o bien f?(a) y se llama la derivada sequnda de f en a. Si f es derivable
dos veces en todo punto de I se dice que f es derivable dos veces en I.
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(2) Por induccion, se dice que f es n veces derivable en a si f es (n — 1) veces
derivable en un entorno de a y la derivada (n—1)-ésima, f™=Y, es derivable
en a, en cuyo caso se denota la derivada con f™(a) := (f™V)(a). Si f es
n veces derivable en cada punto de I se dice que [ es derivable n veces en I.

(3) Se dice que f es de clase €™ en I si f es derivable n veces en I y la derivada
n-ésima de f es continua en todo punto de I. Se dice que f es de clase €
en I si es de clase €™ para todo n.

Los polinomios P(z) = a,2" +a,_12" '+ - -+ag son funciones de clase € en
R y conociendo el valor de P y sus derivadas en un punto xg es posible reconstruir
el polinomio. En efecto, basta observar que dividiendo P(x) por (z —x()" se puede
escribir P(z) = b,(z — 20)" + Qn_1(x) donde b, es constante y Q,_1(x) es un
polinomio de grado n — 1. Procediendo por induccion se obtiene:

P(I‘) = bn<x - l’o)n + bnfl(ﬂf — :I,’O)nfl 4+ 4 bO-
Pero entonces by = P(xg) y derivando sucesivamente se obtiene que

pn) (xo)
n!

b, =
con lo que

P'(x0)
1!

n!

P(z) = P(x) + (x —mo) + -+ (x —x0)".
En el caso de funciones f que sean n veces derivables puede construirse la
expresion que figura en el segundo miembro de la identidad anterior, con f en

lugar de P.

Definicién 4.3.2 Sean € N. Si f: [ — R es una funcion n veces derivable en
el punto xq del intervalo abierto I, se llama polinomio de Taylor de grado n de f
en xqo al siguiente polinomio

Pn(faiU;xo) = f(xo)—F@(x—xo)_k..._F

f(n) (z0)

n! (&= 20)"

En lo sucesivo, cuando los parametros estén claros por el contexto, nos limitaremos
a escribir P,(x) para denotar el polinomio de Taylor.

Antes hemos probado que cuando f es un polinomio de grado n entonces f(z) =
P,(x), pero, obviamente, esto sélo ocurre cuando f es un polinomio. En otro caso
f(z)—P,(z) # 0; el teorema de Taylor, objeto de esta seccién, expresa de diferentes
formas el valor de f(z) — P,(z).

El concepto de «o pequena de h», a menudo denominada «o de Landauy, in-

troducido en la observacion 4.1.5 puede extenderse del siguiente modo:
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Definicién 4.3.3 Se dice que una funcion g definida en un entorno reducido de
xo es una «o pequena de |x — xo|"» y se escribe g(x) = o(|x — zo|") si

L el

r—x0 |.I’ — :Lv0|n B
Si g(z) = o(|z — xo|™) obsérvese que también se tiene

gt

=0, paratodo0<k<n (4.5)
2550 |7 — 2o|F

sin més que multiplicar numerador y denominador por (z — )" *.

Definicién 4.3.4 Se dice que dos funciones f y g tienen un contacto de orden n
en xo si f(x) — g(x) = o(|]z — xo|").

Por ejemplo, una funcién derivable en z( y su tangente tienen un contacto de orden
1 en xy. La proposicion siguiente extiende este resultado y afirma que cualquier
funcion de clase " tiene un contacto de orden n con su polinomio de Taylor de
grado n en el punto x,.

Proposiciéon 4.3.5 Si f : (a,b) C R — R es n — 1 veces derivable en (a,b) y
existe la derivada n-ésima en xy € (a,b), entonces f(x) = P,(f, x; xo)+o(|x—x|™),
donde P, es el polinomio de Taylor de grado n de f en xy.

DEMOSTRACION: Aplicaremos la regla de L’Hopital n — 1 veces y la definicién de
derivada n-ésima de f en el punto xz.

f(x) = Po() f'(x) = B (=

lim — lfm 22 "\ Y{m f (x) ()
T—T0 (a: — :L’O)n T—T0 n(aj — xo)nfl T—Z0 n(n —_ 1) o 2($ _ IO)

pero al ser P, el polinomio de grado n

f(l)(fto)
1!

(") (1
(x—x0)1+~-~+fn7(!0)(x—xo)”

Bu(x) = f(wo) +

el calculo de su derivada n—1 es muy sencillo, ya que sdlamente es necesario prestar
atencion a los términos de grado n — 1 y n (los demas desaparecen al derivar n — 1
veces), siendo

2f(n) (o)
n!

'f("‘l)(:co)
C(n—=1)!

=D xo) + fU) (o) (z — o)

P D (z) =(n —1) +nn—1)... (x — xo)
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En consecuencia

L@ P ) - PO ()

T—T0 (g; — 3;0)” ~ z—a ’n,(’rl, — 1) R 2(.’17 — SL’Q)
e 1) = D) — F ) x0)
R n!(x — x0)
B S VR Al GO Al O NS _
K e A

por la definiciéon de £ (xq). Resumiendo: f(z) = P,(f, x;x0) + o]z — 20|"). O
Una expresion de una funcion f en la forma
f(x) = ag+ai(z — 20) + az(x — 20)* + - -+ an(z — 20)" + o(|z — z0|™)

se llama un desarrollo limitado de orden n para f en el punto xy. La proposicién
anterior significa, en particular, que las funciones de clase ¥ admiten desarrollos
limitados de orden n en xy y proporciona ademés el valor de las constantes ay
(0 <k < n). De hecho se tiene:

Proposicién 4.3.6 El desarrollo limitado de orden n de una funcion en un punto
(cuando existe) es unico.

DEMOSTRACION: Supongamos que f es una funcién de clase €™ que admita otro
desarrollo limitado en la forma

f(x) =bo+ bi(x — x) + bo(x — xo)2 + o+ by(x — o))" + o | — xo|™).
Entonces se tiene
(bo —ag) + (b1 —ay)(x —xo) + -+ -+ (b — apn)(x — x0)" = o(|z — z0|").

Tomando limites cuando x tiende a x( se tiene, como consecuencia de la férmu-
la 4.5, que by = ag. Eliminando dicho término en la expresion anterior y dividiendo
por (x — z) se obtiene igualmente b; = a; y repitiendo el proceso se concluye que
by, = a para 0 < k < n. O

Los desarrollos limitados son tutiles para diferentes propositos. En lo que res-
ta de seccion veremos algunas aplicaciones al calculo de limites y al estudio del
comportamiento local de una funciéon en un punto.

El calculo del desarrollo limitado en x de una funcién concreta requiere realizar
el calculo de las sucesivas derivadas en xg hasta el orden n. Aunque esto puede
hacerse en cada caso resulta sin embargo muy conveniente tener un listado de
los desarrollos limitados de funciones usuales, ya que a partir de ellos pueden
construirse muchos otros. Nos limitamos aqui a relacionar los desarrollos limitados
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de funciones que tienen una férmula sencilla para la derivada n-ésima, ya que es
eso, en ultima instancia, lo que va a posibilitar disponer de una «férmula regular»
para su desarrollo limitado de cualquier orden.

- 1 1 1, n
et = 1+x+ax2+§x3+---+mx + o(z™) (4.6)
_ 1 3 1 5 n 2n+1 2n+1
senr = x—ix +al’ —|—"'—|—(—1) ml’ —|—0($ ) (47)
1 1 1
cosr = 1—axZ+I:p4+---+(—1)"(2n)!x2"+0(x2") (4.8)
1
T2z = l—2+2* 2>+ 4+ (=1)"2" + o(z") (4.9)
1’2 .’173 n—ll n n
log(l4+2z) = 2——+ —---+(—1)""—=2" + o(a") (4.10)
2 3 n
(1+z)* = 1+<(f>:c+<Z>x2+~-~+<a>x”+0(3¢n) (4.11)
n

Demostraremos estas féormulas en la seccion siguiente (ejemplos 4.3.12), pero el
lector que se lo proponga sera capaz de obtenerlas por si mismo sin mayores difi-
cultades y, desde luego, le animamos a que lo haga.

Algunas reglas nemotécnicas para recordar estas formulas son:

(1 + ) es, formalmente, como el binomio de Newton. Cuando « no es un
numero natural la definicion de (Z‘) es la siguiente:

(i) _ala— 1)--];:!(a—k+ 1)

- es facil de reconstruir acordandose de la formula de la suma para una
x
progresion geométrica infinita.

log(1+z) tiene por derivada 1 cuyo desarrollo, calculando una primitiva

término a término, produce el desarrollo de log(1 + z).

cosx se obtiene del desarrollo de sen x derivandolo término a término, y al
revés, por lo que basta recordar uno de los dos desarrollos para reconstruir
el otro. Observe que en el desarrollo del senx todos los términos son de
exponente impar y los signos positivo y negativo se alternan. En el desarrollo
del cos z todos los términos son de exponente par.

Cuando estudiemos series de potencias en el capitulo 8 quedaran justificadas estas

reglas nemotécnicas.
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Observe que todas las férmulas anteriores proporcionan los desarrollos limitados
en el punto ry = 0. Cada una de las funciones anteriores admiten desarrollos
limitados en otros puntos, que naturalmente no coinciden con los anteriores y que
seran polinomios en x — xg.

El conocimiento de los desarrollos limitados de las funciones habituales, que
aparecen en las férmulas anteriores, nos permite realizar desarrollos limitados de
funciones que se obtienen como resultado de operaciones con tales funciones. El so-
porte para estas manipulaciones formales de los desarrollos limitados se encuentra
en la proposicion siguiente.

Proposicién 4.3.7 Sean f y g funciones de clase €™ definidas en sendos entornos
de los puntos xy e yo y derivables n veces en dichos puntos.

(1) Si yo = xo entonces el desarrollo limitado de orden n de f + g en xy se
obtiene sumando los desarrollos limitados de orden n de f y g.

(2) Siyo = zo entonces el desarrollo limitado de ordenn de f-g en xy se obtiene
multiplicando los desarrollos limitados de orden n de f y g y agrupando
los términos convenientemente, tanto en la parte polinomica de grado no
supertor a n como en la parte del resto de Landau.

(3) Siyo=xo y g(xg) # 0 entonces el desarrollo limitado de orden n de f/g en
o se obtiene dividiendo los desarrollos limitados de f vy g y agrupando los
términos convenientemente tanto en la parte polinomica de grado no superior
an como en la parte del resto de Landau.

(4) El desarrollo limitado de orden n—1 de f' se obtiene derivando formalmente
el desarrollo limitado de ordenn de f y bajando el orden del resto de landau
en una unidad.

(5) Si f(xo) = yo y la funcion g o f estd definida en un entorno de xy y admite
un desarrollo limitado en xy entonces tal desarrollo se obtiene sustituyendo
formalmente el desarrollo de f en el de g, y agrupando los términos conve-
nientemente tanto en la parte polinomica de grado mo superior a n como en
la parte del resto de Landau.

La proposicién 4.3.7 tiene un valor mas operacional que conceptual. Y aunque
no la demostremos aqui, si vamos a sefialar que la prueba se apoya en la
unicidad de los desarrollos limitados (proposicién 4.3.6). El lector interesado
en la justificacién del enunciado puede tratar de hacerlo por s{ mismo (los
primeros items son muy faciles) y si tuviera dificultades puede consultar el libro de
Fernandez Vina [4], por ejemplo.
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Ejemplos 4.3.8

(1) El célculo de

i SERT — 2

=0 tgxr —x
genera en primera instancia una indeterminacion, porque numerador y deno-
minador tienen limite 0 en z = 0. Pero sabemos (proposiones 4.3.5 y 4.3.6)
que tanto el numerador como el denominador de la fraccién admiten un
desarrollo limitado univocamente determinado, pudiendo asi —para calcular
el limite propuesto— sustituir el cociente original por el cociente de los res-
pectivos desarrollos limitados, el cual dara origen «esencialmente» al limite
de un cociente de polinomios y de ese modo el calculo resulta trivial.

Pongamos F'(z) :=senz — x y G(z) := tgx — x. Se tiene entonces que
F(z) = ap + a1z + apz® + - -+ + a, 2" + o(a")

donde podemos tomar el valor de n que queramos, n = 1 o n = 2... Los
numeros ag, ai, etc. existen y son tnicos, siendo precisamente los que corres-
ponden al polinomio de Taylor de grado n para F' en el x = 0; para calcular
estos coeficientes tenemos dos opciones: o hacer las sucesivas derivadas de F’
en 0, o bien utilizar el desarrollo del seno que hemos visto en la pagina 156
y restarle x. Por una economia de esfuerzo utilizamos esta segunda opcion,
resultando entonces, por ejemplo, que
x> b x>

— N 5
F(z)==z 3!+5!—|—0(:c) T = 3!—|—5!+0(1:)

También podriamos haber empleado las siguientes férmulas

3 b Al
F(z) = —5 T o(z?) = g teta Tt o(z")
y muchas otras, que son igualmente validas. ;Cual utilizar? Pues como que-
remos hacer un limite cuando * — 0 lo que nos interesa es el «tamafio», el
valor aproximado en términos relativos a x de F(z) (cuando x — 0) y eso
claramente corresponde a F'(z) ~ —z°/3! ya que los restantes sumandos son
despreciables frente a éste. De modo que utilizaremos la mas simple de las

formulas, es decir,
3
F(x) = T o(z?).

Para la funcion G hacemos lo mismo
G(x) = by + b1w + by + - - - + bz + o(2")
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pero como no conocemos el desarrollo limitado de la funciéon tg hemos de
obtenerlo calculando para ello las sucesivas derivadas de tg en x = 0, que son
tg0 =0, tg’(0) = 1, tg”(0) = 0, tg”"(0) = 2 siendo, en este caso, innecesario
calcular mas derivadas por las mismas razones de «tamano» empleadas con

F'. Es decir,
3 3
G(x)=z+ 25 +o(z?) —z = 5+ o(z?)
con lo que finalmente se tiene
, senz—x . Fz) —g—?Jro(:p?’)
hm — = |1Im = lim —%¥————
z—0 tg[]j‘ — X r—0 G(gj) r—0 % + 0(373)

. —g +o(x?)/z*  —1/3
= lim . N3 =—c
20 = +o(z3)/x 1/3 2

En el ejemplo anterior hemos obtenido el desarrollo limitado de la tangente
en z = 0 calculando sus derivadas sucesivas. Pero también podiamos haber
obtenido su desarrollo, digamos

tgx = ap + a1z + azx® + azx® + o(z?)

haciendo uso de la proposicién 4.3.7. Puesto que, por ejemplo,

sen x
tgx = = senxr = cosxtgx
Ccos T

y como conocemos los desarrollos limitados de sen z y cosz podemos sustituir éstos en
la formula anterior e ir calculando sucesivamente los parametros ag,...as. Complete
los detalles.

Otra posibilidad, usando de nuevo la proposicion 4.3.7, es obtener el desarrollo divi-
diendo ordenadamente los desarrollos limitados del seno y el coseno. Utilice también
este procedimiento.

(2) Para calcular

1 x
i tg? (1 —x—a? — 7)
oo SO + 2t " log(1 + x)

lo escribiremos en términos de un cociente como

y (log(1 + x)) (1 + iz — xz) —x
o0t (tga)(log(l + 7))

Procederemos aqui como con el ejemplo anterior, pero comenzando con el
desarrollo del denominador, por ser mas simple. Realmente sélo estamos
interesados en el desarrollo hasta el primer coeficiente no nulo, desarrollo que
podemos obtener multiplicando los desarrollos de las funciones que definen
el denominador: tgx - tgx - log(1 + x). Y para ello bastara (;por qué?) con
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tomar el desarrollo de primer orden tanto para la tangente, como para el
logaritmo, es decir

(2 +0(2)) - (z +o(x)) - (x + o(x)) = 2° + o(a”).

En cambio en el numerador no es suficiente utilizar el desarrollo de primer
orden del logaritmo, ya que, debido a que tienen lugar ciertas cancelaciones, si
hiciéramos de esta forma obtendriamos un coeficiente erréneo para el término
x2. Tampoco basta con quedarse en el orden 2 para el logaritmo, ya que de
nuevo se producen cancelaciones en el grado 2 y el término de grado 3 que
obtendriamos seria incorrecto. Es necesario hacer el desarrollo del logaritmo
hasta el grado 3 para no obtener un desarrollo incorrecto del numerador. La
moraleja de esta experiencia es que no puede decirse a priori hasta qué grado
hay que hacer los desarrollos de las funciones «componentes», eso es algo que
depende de las cancelaciones que se vayan produciendo. En concreto para el
numerador haciendo las cuentas cuidadosamente se obtiene

En consecuencia el limite buscado vale —11/12.

Una vez entendida la idea, el calculo de limites de este tipo resulta muy sencillo,
porque se reduce a un calculo de limites con polinomios. La tnica dificultad estriba
en los errores que se pueden producir al calcular los desarrollos limitados.
Con ayuda de MAXIMA el calculo de los desarrollos limitados resulta trivial
debido a que esa tarea puede realizarse con el comando
taylor (Funcién,variable,punto,grado) .
Y como es MAXIMA quien hace las cuentas resulta muy «barato» (algo que no sucede al

hacerlo manualmente) mandarle que calcule desarrollos con bastantes términos, aunque
luego no los usemos.

En el dltimo apartado de la proposicion 4.2.3 ha sido establecida una condicién
necesaria para la existencia de extremos relativos. La proposicion 4.3.5 nos permite
ahora dar una condicién suficiente de extremo relativo.

Corolario 4.3.9 Sean f : (a,b) CR — R y z¢ € (a,b). Supongamos que f es
n — 1 wveces derivable en (a,b) siendo f'(xg) = [P (z) = --- = fOVD(xg) =0y
que existe ™ (zq) # 0.

(1) Sin es par, entonces [ presenta en xo un mdzimo relativo en el caso de que
f™(x0) < 0 0 un minimo relativo en el caso de que f™ (xg) > 0.

(2) Sin esimpar, entonces f no tiene extremo relativo en xg.
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DEMOSTRACION: De acuerdo con la proposicién 4.3.5 se tiene que

ﬂ@Zf@d+%ﬁm@w@—%W+d@—&W) (4.12)

y por tanto
f(x) = f(xo)

(x — xo)"

(2 = 20)")

_ 1w 0

Supongamos que n es par. Si ademas f™ (zy) < 0 entonces, existe un entorno de
xo en el cual el segundo miembro de la igualdad anterior es estrictamente negativo
y por consiguiente, también lo es el primero, pero al ser n par ello requiere que

f(z) = flxo) <0

en dicho entorno, es decir, f tiene en zy un maximo relativo estricto. Si, por el
contrario, fuera f(™(x) > 0 un razonamiento analogo mostraria que

f(z) = f(zo) >0

en dicho entorno, es decir, f tiene en xy un minimo relativo estricto.

Si n es impar, procediendo de forma similar llegariamos a la conclusién de
que existiria un entorno de x en el que el primer miembro de la ecuacion (4.12)
habria de ser, o bien estrictamente negativo, o bien estrictamente positivo. Pero
un instante de reflexion sobre el signo del numerador de la fraccién del primer
miembro de la ecuacion (4.12) muestra que ambas situaciones son incompatibles
con la existencia de extremo relativo en xg. l

Ejemplos 4.3.10

(1) Vamos a determinar los extremos de la funcién
f:R — R dada por f(z) =€¢" 4+ e * + 2cosz.
Para ello derivamos f obteniendo
fl(x) =€"—e™™ —2senxw

Es claro que = = 0 es una solucién de la ecuacion f'(z) = 0 y como ademas
f"(0) = f(0) = 0, pero la cuarta derivada de f en 0 vale 4, podemos aplicar
el corolario 4.3.9 para concluir que la funcién tiene un minimo en x = 0. Pero,
Jtiene mas extremos? El grafismo de MAXIMA puede ayudarnos a conjeturar
una respuesta a esa cuestion (experiméntelo); pero una respuesta matematica
a la misma requiere un poco mas de trabajo. Comencemos observando que
como f es una funciéon par (f(x) = f(—z)) bastard con que analicemos
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los puntos criticos (es decir, los puntos en los que se anula la derivada?) en
(0,00). Ademés para valores «grandes» de z > 0 es f’(x) > 0y por tanto f es
estrictamente creciente en cierto intervalo de la forma (a, +00). Veamos qué
pasa en los restantes puntos. Al igual que f’ sirve para analizar el crecimiento
de f, f” hace lo propio con f’y asi sucesivamente. En nuestro caso al llegar
a la cuarta derivada

fW(x)=e®+e "+ 2cosx

la situacién se clarifica, puesto que no sélo f*(0) > 0 sino que, de hecho,
f@(z) > 0 en todo el intervalo [0,7/2] ya que los dos primeros sumandos
son mayores que cero y el tercero es no negativo en dicho intervalo. A partir
de m/2 se tiene

fW(z) > e +2cosx>e* —2>e?—2>e—2>0.

En resumen, como f®(z) > 0 en [0, +00) se sigue que £ es estrictamente
creciente y siendo f®(0) = 0 se tiene que f® (x) > 0 en (0, +00) y repi-
tiendo el razonamiento también se cumple que f@(z) > 0y f'(x) > 0 para
r € (0,400). Lo que significa que no existen mas puntos criticos y f es
estrictamente creciente en [0, +00).

(2) La determinacién de los extremos de la funcién g : R — R definida por

gle)=e 2 siz£0y g(0) =0
utiliza las mismas ideas. Comencemos calculando la derivada.
J(x) = e*a%?(Qx’?’) siz#0

con lo cual g es estrictamente creciente para x > 0 y estrictamente decreciente
para x < 0, por tanto x = 0 es el punto en el g alcanza su inico minimo
(relativo y absoluto), aunque, eventualmente, no fuera un punto critico (pues
podria no ser derivable en dicho punto ). Pero si lo es, ya que acudiendo a la
definicién (jque no sustituyendo en la formula de ¢’(x) antes calculadal) se

tiene )

§(0) = 1im LN =90 e e g Uk

0
h—0 h, h—0 h, h—0 6’%2

Este ultimo limite puede ser calculado haciendo el cambio de variable 1/h = x
y aplicando el corolario 2.7.3 del siguiente modo:

1/h

N
€h?

Z. x e x
= lim — < lim — =0.
r—+400 ¥ r—400 %

0 < lim
h—0

2En ocasiones un punto en donde se anula la derivada de f se denomina punto critico o,
también, punto estacionario.
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Figura 4.7: Representacion gréfica de f(z) = e~ V/*

En sentido estricto, el corolario 2.7.3 tinicamente asegura que lim,,—, 1 & =
0. Pero nosotros hemos aplicado un resultado maés fuerte (al menos, formal-
mente) que dice lim, 4o 2 = 0. ;Podria demostrar este resultado a partir

de aquél?

Esta funcion, cuyo gréafico aparece en la figura 4.7, es muy interesante porque,
como vamos a ver a continuacién, no sélo ¢’(0) = 0 sino que g™ (0) = 0 para
todo n € N, lo que significa que jcualquier desarrollo limitado de g en 0 es
nulo! En efecto, anteriormente hemos probado que

J(2)=eF (20 = FPy(1/a)siz #0y ¢(0) =0

donde P3(1/x) representa un polinomio de grado 3 en la variable 1/x. Apli-
cando induccién (jhagalo!) puede comprobarse que para cada n € N se cum-
ple que

9" (@) = e 2 Py, (1/x) siz £ 0y g™ (0) =0

donde Ps,(1/x) representa un polinomio de grado 3n en la variable 1/x.

4.3.2. Foérmula de Taylor con resto

En la seccion anterior hemos visto que para una funciéon n veces derivable en
un intervalo (a, b) se verifica que

f(z) = Py(x) + o(|x — x0|™) 0 equivalentemente f(x) — P,(z) = o(|z — xo|")
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si g € (a,b). De la diferencia f(x) — P,(x) sélo sabemos, hasta ahora, algo en
términos comparativos: su valor es «despreciabley frente a (x—x¢)". En esta seccion
vamos a obtener una férmula méas precisa para esa diferencia, mas alla del caracter
de «despreciable» frente a (z — 2()". Una tal férmula nos serda de utilidad, en
particular, para calcular valores aproximados, con estimaciones precisas del error
cometido, de funciones no polinémicas usando polinomios.

Teorema 4.3.11 (Férmula de Taylor) Sea f : (a,b) — R n veces derivable
en (a,b) y sean xg,x € (a,b). Sea

Ry1(wy20) :==f(x) — Puo1(@; 30)

(o)
= (@) — | flaw) + 5

f(n—l) (IEO)

(n— 1) "

(x —xo) +---+ (x — xo

Entonces para cada k € N1 < k < n, existe c estrictamente contenido entre
x Y xy de modo que

(x — 20)¥(x — )"~

(n—1)k

k
R, _1(x,20) = 7).

Esta forma de expresar el resto se llama la forma de Schéomilch, como casos par-
ticulares tomando k =1 y k = n se obtienen, respectivamente, los siguientes:

(1) Resto de Lagrange: existe ¢ € (a,b) tal que

(x4 (1) (2 G )
flz) = f($o)+f (1! )(fc—xo)+~ : ~+%(1)!)(:c—xo)” +f n!( )(37—370) :
(2) Resto de Cauchy: existe c € (a,b) tal que
(o) f™(e) n1
f(z) = f(zo) + 1 ($—$0)+"‘+(n_l)!@—%)@—c) :

DEMOSTRACION: Aplicando el teorema del valor medio de Cauchy 4.2.6 a las
funciones:

1
(n—1)!

F(t) = f(z) = [f(O) + /()@ =) + -+ fV -1y

en el intervalo de extremos zy y x, se obtiene
(F'(x0) — F(x))g'(c) = (g(x0) — g(x)) F'(c)
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pero como
F(z) =0, F(xo) = Ry—1(x; x0)
g9(z) =0, 9(xo) = (v — @0)"
g(0) = —ka— 0!

el teorema del valor medio de Cauchy adopta la forma

Rnfl(ﬂf; SL’Q) = };//(<CC)) (SL’ — "L‘O)k.

Solo resta ya calcular la derivada de F' en el punto ¢

1
(n—1)!

F(t) == [70)+ T/ 0 =)+ + e fO0 - "+

+ [0+ 25O = 1)+ -+ (0= D= 00w — 17 =
ey TA O
para concluir
P2 (g — eyt x— )" F(x — x0)k
Ry (x; 20) = W;ﬂgf_ C)k)l (2 — 20)F = ( k><n _< ol ) Ff™()  (4.13)

y obtener asi la formula de Schomilch para el resto. Haciendo k =1y k =n en la
ecuacion (4.13) se obtienen, respectivamente, las férmulas de Lagrange y Cauchy
para el resto que aparecen en el enunciado. O

A veces se escribe x = xg+hy ¢ = x9+ 0h con 0 < § < 1 en cuyo caso la
formula de Taylor adopta diferentes formas, que se muestran a continuacion.

(1) Para el resto de Lagrange:

(o (n=1) ( () (
ﬂ@=f@@+f§ﬂh+u~+§;j%$m1+f_L%E%%n<4M>
(2) Para el resto de Cauchy:
/ - ™) (g + 6
) = e+ Lo L)oo LI gy
(4.15)

Cuando zy = 0 la férmula de Taylor recibe el nombre de formula de Mac-
Laurin. La expresion
f(n_l)(xo)

($—$0)+"'+m(f€—$o)"7

f' (o)
1!

1

Poa(f, @320) := f(xo) +
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se llama el polinomio de Taylor de gradon — 1 de f en xy.

Una cuestiéon natural para funciones de clase ¢(*) (por ejemplo en todo R)
es estudiar si f coincidird con su polinomio de Taylor «infinito». El segundo de
los ejemplos 4.3.10 permite responder de forma negativa a esta cuestion. Existen,
sin embargo, una gran cantidad de funciones para las que la respuesta es positiva,
como veremos en el capitulo 8; pero eso requiere dar sentido a sumas con infinitos
sumandos, lo cual serd abordado en préximos capitulos.

Encontrar los primeros términos en los desarrollos de Taylor es sencillo. Las
dificultades pueden aparecer en el célculo del término general o del término co-
rrespondiente al resto. Veamos a continuacién algunos ejemplos importantes de
desarrollos de Taylor que, de hecho, han sido ya utilizados como desarrollos limi-
tados con resto de Landau en la pagina 156.

Ejemplos 4.3.12 Calcularemos ahora las férmulas de Taylor en el origen (Mac-
Laurin) de algunas de las funciones de uso mas frecuente en el curso.

(1)

e@x

T =1+ +1 2+1 4.4 L n-l n
e’ = T+ 2+ "+ /T —
2! 3! (n—1)! n!

En efecto: el calculo de las derivadas sucesivas es, en este caso, muy sencillo
pues si f(z) = €”, es claro que cualquier derivada de f coincide con f, es
decir, f™(z) = €, y por tanto, f((0) = 1.

(2)

_ 15 145 14 sen(fx +nm/2)
senx—x—gx —|—§x—ﬂx + .-+ — T

En efecto: si ponemos f(z) = senz se tiene:

f(z) =senzx f(0)=0

f'(x) =cosx  =sen(x+7/2) f(0)=1
f@(x) =—senx =cos(z+7/2) =sen(z +27/2) [fP(0)=0
fO(z) =—cosz =cos(x+2m/2) =sen(x+37/2) f3(0)=-1
f@(z) =senx  =cos(x+3m/2) =sen(x+4r/2) fD(0)=0
£ (:c) = sen(z + nm/2) fM(0) = sen(%)

(3)
1, 1, 1 cos(0z +nm/2)
cosle—ix +Ix—ax6+---+ o x

Los calculos en este caso son analogos a los realizados para el desarrollo del
seno y se dejan como ejercicio al lector.
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(4)

1
1+

=1 —:L’+I2 —:L’3 —|—x4_|_..._|_ (_1)”(1 +¢91’)_(n+1)xn

En efecto: tomando f(z) = (1 +z)~! se tiene

f@) =(1+2)" F0) =1
(@) = (~1)(1+) F0(0) = 1= -1
o) = (D=2 +2)F  FO0) = (-1)(-2) =2

FO @) = (=1 i1+ ) f(0) = (~1)n!

2  xd gt 1

1 1 — 7 - _1n71 n
og(l+z)=ux st T +(—1) n(1+0x)”x

En efecto: tomando la funcién f(x) = log(1l + x) se tiene:

f(x) =log(l+x) f(0)=0
fO@) =(1+2)" F(0) =1
[P(@) = (=) +x)2 f@(0) = =1 = -1!
fP@) = (=)(=2)A+2)7 FO0) = (=1)(=2) =2

flx) =Q1+a)° f0)=1
W(x) =a(l +z)! fD0) =«
fO) =al@—1)(1+z)*? fP0) = a(a—1)

fO@) =a-(a—(-1)1+2)*" FO0)=a-(a—(n—1))

La férmula es ahora consecuencia de la siguiente definicion:

(a) a(a—l)(a—Q)...(a—(k:—l)).

- k!
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Figura 4.8: Brook Taylor (Edmonton, 1685 — London 1731). Ademaés de descubrir
la férmula que lleva su nombre, Taylor invento la integracion por partes y anadi
una nueva rama a las matematicas que hoy se conoce con el nombre de «calculo
de diferencias finitas». Biografia en MacTutor

MAXIMA puede ayudarnos a visualizar el significado geométrico de los polino-
mios de Taylor de una funcién f en un punto, en relaciéon con la aproximacion
polinémica de la funcién mediante tales polinomios. En la figura 4.9 aparecen
los gréficos de la funcién seno y de sus primeros polinomios de Taylor para xg = 0 en
el intervalo [0, 7] construida (esencialmente) del siguiente modo
f(x):=sin (x)$ T(x,n):=taylor(f(x),x,0,n)$
plot2d([f(x),T(x,1),T(x,3),T(x,5),T(x,7)], [x,0,%pil, [y,0,11);

Ejemplos 4.3.13 Con ayuda de los desarrollos de Taylor con resto es posible
realizar calculos aproximados como los que siguen.

(1) El nimero e fue introducido en el corolario 2.2.4 como el valor de

, I\
lim <1+—)
n n

y demostramos alli que es irracional. Veamos que la férmula de Taylor nos
permite obtener aproximaciones racionales del valor de e con la precisién
que queramos. De esta forma, aplicando toda la maquinaria desarrollada, el
numero e pasa de tener una existencia puramente teédrica a tener una realidad
«tangible». Para fijar ideas, supongamos que deseamos una aproximacion
racional de e con error menor de 1/1000.

Sabemos que

L IR S S S S
e’ = T+ ="+ ="+ —x
2! 3! (n—1)! n!

y por tanto para cada n € N se tiene que

S S I +ee
e = — — “e e - J—
21 3l (n—1)! " n!
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1 T T
Ty ()
0.8
0.6
0.4
0.2
0 | |
0 0.5 1

Figura 4.9: La funcién seno y sus primeros polinomios de Taylor para o = 0

donde 6, cuyo valor desconocemos, verifica 0 < 6 < 1. Si prescindiéramos del

término complementario 2—6!, cuyo valor desconocemos, podriamos calcular
con
I P
21 3l (n—1)!

: . . 0 .
un valor aproximado para e siendo precisamente £; el error cometido, del

cual s6lo podemos conocer una estimaciéon de su tamano (recordemos que
e < 3)

e? e 3

—<— <=,
n! nl nl
Dando valores a n observamos que para n = 7 se cumple que

3/n! =171 =1/1680 < 1/1000,

asi que?
PR S N N S O
20 731 41 51 6 720

es una aproximacion de e con error inferior a 1/1000.

~ 2,718

Vamos a calcular ahora el seno de 31 grados con error inferior a 1/100000. Lo
primero que debemos senalar es que a diferencia de las funciones exponencial
y logaritmo, las funciones trigonométricas no han sido introducidas de for-
ma rigurosa; esto se hara en el capitulo 8. A pesar de ello, las hemos venido

3

@E Ademés de manualmente, la suma puede hacerse con MAXIMA mediante sum(1/n!, n,
0, 6).

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO



170

Calculo diferencial

utilizando, porque los estudiantes ya conocen su significado geométrico y pro-
piedades béasicas. Sin embargo desde un punto de vista operacional-analitico
es necesario hacer algunas precisiones (que sean consistentes con el andlisis
que se realizara en el citado capitulo) relacionadas con la medida de dngulos.

Los estudiantes saben que los angulos se miden utilizando grados, minutos y
segundos y aun en los grados se distingue entre sexagesimales y centesimales.
Seguramente también han hecho uso de los radianes en los célculos con la
calculadora electrénica y conocen, por ejemplo, que 360 grados sexagesimales
corresponden a 27 radianes, 90 a w/2... Pero, en la férmula

_ L, 15 14 sen(fx + nw/2)
Senx—x—gx +§x_ﬂx + 4 - T

icudl de estos valores de « debo poner? O dicho de otra manera ;cual es la
forma natural de medir los dangulos y cudl es la unidad a utilizar en las for-
mulas del Anélisis Matematico? La respuesta a esta pregunta es inequivoca:
los angulos se miden utilizando la medida de longitudes en la circunferencia
y la unidad que se utiliza es la misma que para medir longitudes en la rec-
ta. Lo cual significa que los angulos se miden siempre en radianes; que eso
es lo que significa radian, tomar como unidad de longitud la del radio. Asi
pues, la imagen corresponde a utilizar una misma «cinta métrica» flexible
tanto para medir longitudes de segmentos rectilineos, como regiones angu-
lares determinadas por dos semirectas concurrentes, para las cuales se mide
el correspondiente arco que, en la circunferencia de radio 1, delimitan las
semirectas.

Asi pues los 31 grados sexagesimales representan un valor
x = (2m/360)31 = 317 /180

y la formula es entonces

31lm

3 5 nm n
3lr _ 31w _ 1 (31r 1 (3ix sen(0 355 +%5°) (31n
SN T30 = 180 T 31 (180) + 5 (180) +o Tt nl 180 (4.16)

Aplicando el mismo procedimiento que en el ejemplo anterior hemos de de-
terminar n € N para acotar el término complementario

sen(03% + o) (317r)"§i(31_7r)"§i(31-11)”:: R(n) < 1
n! 180 n! \ 180 nl \ 7-90 100 000

donde hemos utilizado la acotacién de Arquimedes:

<3+1
ﬂ' J—
7
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Para la determinacién del entero n que satisface R(n) < 10~° puede ayudarnos
MAXIMA. Para ello definimos la funcién
R(n) :=n!*(7*90) "n-(31*11) "n*1075;
y calculamos R(n) para distintos valores de n hasta obtener una cantidad positiva,
obteniendo como menor valor n = 7.

En consecuencia el valor aproximado que buscamos es
3lr 31w 1 (317r)3 1 (317r)5 1 (317r)7
sen — R — ——~ | — | + =] — = | ==
180 180 3!\ 180 5\ 180 71\ 180

10 1
&é«’ La acotacién de Arquimedes 3+ — < 7 < 34 — es bastante conocida. Arqui-

f:./::‘:-f medes la obtuvo mediante el método de exhauscién. Puede consultar la obra
C.H. EDWARDS JR., The Historical Development of the calculus, Springer-
Verlag, 1979.

Otra manera de abordar el calculo del seno de 31 grados sexagesimales es
tomar zq = /6 (que corresponde a 30 grados sexagesimales) en lugar de
xo = 0. La razon es que los valores del seno y coseno de 7/6 son conocidos
(v eso es todo lo que necesitamos para hacer el desarrollo limitado en ese
punto) y ademdas como

3lm « < 3l
180 6 180
a igual valor de n el resto es menor para xy = 7/6 que para o = 0. En la

formula

1 T 1 2
senxr = sen xg + Fsen (xo+ 5) (!E —$0) + ESGH($0+7T)($—IE0) +.
1

!
m sen (l‘o + (n — l)g) (x — 1‘0)"*1 + ] sen (91‘0 + ng) (2 — 20)"

tomamos x = 317 /180 y xy = /6 y buscamos n de manera que se tenga
1 (317? 7r>" 1/ = \"
< (=_-2) === <
—nl\180 6 n!\ 180
1 ( 1 )" 1
<=—(=) <
n! \45/ — 100000

Ayudandonos, como antes, de MAXIMA podemos comprobar que n = 3 es
un valor adecuado, obteniendo:

| T\ (3lm  w 1 ™\ /3lr  m\?
17/180 ~ sen — + — AT Y D] 6)\180 6
sen 31 /180 & sen = + 4 (COS 6) (180 6) 2! (Sen 6) (180 6)

—1+ 3 1(7?)2
2 2180 12 \180

1
— |sen (91‘0 + ng) (x — xp)"

n.
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con un error menor de 1/500 000.

Dibuje un triangulo equildtero de lado 1. Como todos los lados son iguales
también lo son los angulos. Por otra parte es conocido de la ensefianza secun-
! daria que la suma de los 4ngulos de un tridngulo son dos rectos, es decir 7.
Trace una altura y use el teorema de Pitdgoras para deducir que sen7/6 = 1/2

y cosm/6 = /3/2.

En los ejemplos anteriores hemos necesitado calcular la férmula de la derivada
n-ésima para poder acotar el resto de Taylor. No siempre los calculos son tan
simples. Incluso para funciones sencillas como, por ejemplo, f(z) = log(1l +
2?) calcular el resto de orden 7 resulta tedioso. MAXIMA no implementa un comando
que permita realizar directamente tales calculos pero, sabiendo la férmula del resto
de Lagrange con ¢ como punto intermedio, es muy sencillo construirlo (la sintaxis es
autoexplicativa).
R(n) :=diff (subst(c,x,f(x)),c,n)*x"n /n!;
Ahora es muy facil hacer esas cuentas con f (x) :=log(1+x~2)$ R(7); que proporciona

_10080c | 80640c _ 161280c¢” 92 160c” | .7
(2+1)* © (2+1)° (c2+1)° (2417

5040

4.4. Funciones convexas

La convexidad y concavidad son propiedades relevantes de las funciones. Sin
embargo, el hecho de que estos términos se utilicen también en el lenguaje comiin?
propicia la confusion terminolégica cuando son empleados en matematicas. De
hecho, a diferencia de lo que ocurre con otros conceptos de las matematicas, unos
manuales de ensenanza media llaman funcién convexa al mismo objeto que otros
denominan funciéon céncava. Ciertamente, ponerle una u otra denominacién es
cuestion de convenio y no es esencial para la comprension o creacion matematicas.
Pero no establecer el convenio terminoldgico resulta, cuando menos, incémodo.

Volveremos a introducir aqui la terminologia y los conceptos en el modo comun-
mente utilizado en el lenguaje y los escritos de las matemaéticas «universitarias».

Definicién 4.4.1 Sea f: I — R una funcion definida en un intervalo I.

(1) f se dice convexa en I si para todo x,x’ € I se verifica
F(Q =tz +ta') < (L= 1) f(2) + tf(2).
(2) [ se dice concava en I si para todo x,x’ € I se verifica

F(L =tz +1ta') > (1= 1) f(z) + tf ().

4Por ejemplo, «las concavidades existentes en la pared nos permitieron realizar la escaladan»
o «me encanta el perfil convexo que tiene el jarrony.
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Obsérvese que f es concava si, y solo si, —f es convexa; en consecuencia, es
posible limitar el estudio al caso de las funciones conexas.

Geométricamente, f es convexa si para cada par
de puntos z,z’ € I la grafica de la secante que une
| los puntos (z, f(z)) y (2/, f(z')) estd por encima de la

| £ grafica de la funcién f para el intervalo determinado
: : por x y . Y f es coéncava si para cada par de puntos
x z x x,x’ € I la grafica de la secante que une los puntos
(x, f(z)) vy (2, f(2')) estd por debajo de la gréfica de
la funcién f para el intervalo determinado por x y .

Para darse cuenta de que eso es justamente lo que se afirma en la definicion de
convexidad basta observar que:

» Cualquier punto z del intervalo [z, 2'] puede ser expresado en la forma

z=x+t(x' —x)=(1—t)z+tz’, dondet € |0,1]. (4.17)

» La ecuacién de la recta secante que une el punto (x, f(z)) con el (z/, f(z'))
puede ser escrita, como es bien conocido, en la forma

o(s) = fla) + P2 TD oy
En particular para s = z se tendria
o) =)+ LT
f@) — f(x)

=f(@) + ==t — ) [usando laec. (4.17)]
=f(x) + (f(z") — f(2))t
=(1=t)f(z) +tf(2') > f(2).
Ejemplos 4.4.2 Las siguientes funciones, definidas en R, son convexas:
(1) f(z) = az + b para todo a, b.
(2) f(z) =2
(3) f(z) = |z|.

La convexidad admite una reformulacion sumamente 1til, para la que resulta con-
veniente introducir la siguiente notacién (véase la figura que ilustra la definicién de
convexidad) para la pendiente de la recta secante pasando por los puntos (x, f(z))

y (@', f(2))
Observe que se verifica p,(z') = pw ().
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Proposiciéon 4.4.3 Sea f : I — R una funcion definida en un intervalo I. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) f es convexa en I.

(2) Cualesquiera que sean a < x < b en I se verifica que p,(z) < pp(x).

DEMOSTRACION:
Sean a < b puntos en el intervalo I. Entonces
Pa(b |
() r=a+tlb—a)=(1—t)a+1b

|

|
P a(2) | | para cierto ¢t € (0, 1). En consecuencia
| | |
a x b

x—a=tb-a), r—b=(1—-t)(a—0b) (4.18)

y se tiene la siguiente cadena de equivalencias (atencién a las notas aclaratorias)

f@) = fla) _ f(x) — f(2)
T — - z—>

(f(l“) — fla))(z —b) = (f(z) = f(b))(x — a)

Pa(z) < polz) &

f(@)(a=0) = f(a)(z = b) = f(b)(x — a)
7<:>f(ﬂf)(a—b) > fla)(1 = t)(a—b) = f(b)t(b—a)
P flr) < fla)(1 1) + f(b)t

< f es convexa.
La equivalencia queda asi probada. O

Como observacién final vamos a establecer que, con las notaciones de la demos-
tracién anterior, para todo x € (a,b) se verifica p,(b) > p,(z). Mirando el dibujo
esta propiedad es clara. La justificacion analitica es muy sencilla.

f(bl)) - Z:(a) L f@ =1 w (—a) 1+ fla)> f(x)

r—a

y esto ultimo es cierto debido a que f es convexa. Con otras palabras esto significa
que la funcién z — p,(z) es creciente.

Corolario 4.4.4 Una funcion conveza definida en un intervalo es continua en los
puntos del interior.

SMultiplicando por (x — a)(x —b) < 0
6Reagrupando

"Usando las ecuaciones (4.18)
8Dividiendo por a — b < 0

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO



4.4 Funciones convexas 175

DEMOSTRACION: Sea f : I — R convexa y sea xy un punto del interior de I.
Sean x’ < xg < x con x,x’ € I. De acuerdo con la proposicién 4.4.3 se tiene

Pay (2') = Par (z0) < pa(0) = Pay (7)

y como hemos visto antes que p,, es creciente, esta formula nos permite concluir
que existe o := hmx_,xg P (). Pero por otra parte es claro que si > g se tiene

f(@) = f(wo)

T — 2o

f(z) = f(zo) + (z — x0)

y tomando limites

f(@) — f(20)

T—z] T—z] r — XTg T

lim_ f(z) = f(zo) + lim lim (2 — z0) = f(20) + - 0= f(z0)

Esto prueba la continuidad por la derecha de f en zy. Un razonamiento analogo
permite probar la continuidad por la izquierda. O

Aunque las funciones convexas definidas en un intervalo sean continuas en los
puntos del interior pueden no ser continuas en los extremos del mismo. Por ejemplo,

1 siz=0
flx)=qx size(0,1)
2 siz=1

esta en esa situacion.

Corolario 4.4.5 Sea f : I — R una funcion derivable en el intervalo abierto I.
Las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) [ es conveza.
(2) [’ es una funcion creciente en I.

(3) Para cada punto de I la grdafica de la funcion f estd situada por encima de
la recta tangente correspondiente a dicho punto.

Ademds, si f es dos veces derivable en I, se verifica que f es convexa si y solo si
f">0enI.

DEMOSTRACION: Probemos que (1) implica (2). Supongamos que a < b son dos
puntos de I. Se tiene que

) — i L@ 1@

z—at Tr—a z—at T

, . f(@) = f(b) ,
=1 - f! =1 —_— =] ' .
fm po(z); f1(b) = lim —— im py ()
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Si f es convexa, aplicando la proposicién 4.4.3, se obtiene que
Pa(2) < por(x) = po(2) < py(a'), siempre que a <z < 2’ <b

de donde se sigue que f'(a) < f/(b) y por tanto que f’ es creciente.

Probemos ahora que (2) implica (3). Fijado cualquier zy € I hemos de demos-
trar que el grafico de la funcién f esta situada por encima de la recta tangente a
f en xq, es decir, que para cada x € [ se verifica

f(@) > f(xo) + f'(20) (2 — x0). (4.19)

Para probarlo vamos a distinguir los casos zo < z y x < xg. Si fuera o < x, por
el teorema del valor medio de Lagrange 4.2.8 se tendria

f(@) = f(xo) + f'(c)(x — wo),

pero como [’ es creciente y ¢ € (zg,x) seria f'(c)(x — x¢) > f'(xo)(z — x0) y por
tanto se obtiene la desigualdad (4.19). Si fuera x < xg seria ¢ € (x, x) y, de nuevo,
utilizando que f’ es creciente obtendriamos f'(c)(x — x¢) > f'(xo)(x — xg) y por
tanto se verificarfa también (4.19).

Para acabar con el ciclo de equivalencias veamos que (3) implica (1). Procede-
mos por reduccion al absurdo.

_______ Si f no fuera convexa, de acuerdo con la defini-
f (x%>: cion de convexidad, existirlan a < xy < b en [ tales
[ | que f(z) estaria por encima de la secante que une los
: | puntos (a, f(a)) y (b, f(b)). Pero es claro que ninguna

a T9 b recta que pase por el punto (zg, f(xg)) (en particular,

la tangente a f en xy) puede dejar por encima de ella,

simultdneamente, a los puntos (a, f(a)) y (b, f(b)). Pero esto contradice la hipétesis

(3) que afirma que la curva estd situada por encima de la tangente correspondiente
al punto x.

El hecho de que si f es dos veces derivable en I, se verifica que f es convexa si

y sélo si f” > 0 en I, es una consecuencia inmediata de la equivalencia entre (1) y

(2) y de las proposiciones 4.2.3 y 4.2.9. jPiénselo! O

4.4.1. Convexidad local y comportamiento de una funcién
respecto de su tangente

La definicién de convexidad que hemos dado es una definicion global para un
intervalo. Resulta también interesante considerar un concepto de convexidad local.

Definicion 4.4.6 (Convexidad local) Sea f : I — R una funcion definida en
el intervalo I derivable en xg € 1.
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0.04 T T T T T

x? seirl(l/x)
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Figura 4.10: Gréfica de f(z) = 2*sen(1/z) en un entorno del origen

(1) Diremos que f es convera en xq si existe 6 > 0 tal que si x € B(xo,d) NI
entonces se verifica que f(x) > f(zo) + f'(zo)(x — x0).

(2) Diremos que f es concava en xq si existe 6 > 0 tal que si x € B(xo,d) NI
entonces se verifica que f(x) < f(xo) + f(x0)(x — z0).

(8) Diremos que xo es un punto de inflexion si existe 6 > 0 tal que si x €
B(xzg,0) NI entonces se verifica que
f(x) < f(zo) + f(xo)(x — 20) para x < z9 y
f(x) > f(xo) + f(x0)(x — x0) para x > xy.

Asi, la funcién es convexa en xq si la grafica se sitia por encima de la recta
tangente en xy para algin entorno de zg, y céncava si se sitiia por debajo de la
tangente. Si a un lado estd por encima y a otro estd por debajo se dice que f
tiene en xy un punto de inflexion, en cuyo caso la grafica de f atraviesa a la recta
tangente en xg.

No siempre se presenta una de las tres situaciones: la funcién f(z) =
z?sen(1/x) en 2o = 0 es un buen ejemplo de ello. El grafico de dicha funcién,
que esta representada en la figura 4.10, ayuda a comprender intuitivamente lo
que ocurre. Pero eso no es suficiente. Demuestre analiticamente (calculando

la recta tangente) que en el punto xg la funcién f no es convexa, ni céncava y tampoco
tiene una inflexion.

Proposiciéon 4.4.7

1) Sea : I — R donde I es un intervalo abierto. Sea o € I supongamos
que f es derivable en un entorno de To Y que existe fl/(ZL‘()).
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a) Si f"(xg) > 0 entonces f es convexa en x.
b) Si f"(x9) <0 entonces f es concava en xy.
c) Sixy es un punto de inflexion entonces f"(xy) = 0.
(2) Si f es n — 1 veces derivable en un entorno de xy y existe f(™(xq) siendo
ademds @ (zg) = - = fOD(y) = 0, pero f™(z0) # 0 entonces:
a) Sin es pary fM(x) > 0 se verifica que f es conveza en xg.
b) Sin es pary f™(xy) <0 se verifica que [ es concava en xq.
c) Sin es impar, se verifica que xo es un punto de inflexion para f.

DEMOSTRACION: La primera parte se puede obtener ficilmente utilizando el desa-
rrollo limitado

F(a) = $a0) + F(0)x — z0) + 5 (o) — 0)? + ol — 70)?

y teniendo en cuenta que la ecuacion de la recta tangente es, precisamente, f(xq)-+

f'(xo) (% — o).

Para demostrar la segunda parte se usa de nuevo el desarrollo limitado

F() = (o) + £ (@) = 20) + - [ o) — w0)" + ol — w0)"

iComplete los detalles! Si no se le ocurre y necesita una ayudita, revise, con espiritu
critico, la demostracion del corolario 4.3.9. 0

La segunda derivada, cuando existe, permite analizar de forma muy sencilla la

convexidad de una funcién. Pero lo importante de la convexidad es la férmula

que la define (v. la definicién 4.4.1), que se utiliza para probar cierto tipo de
desigualdades.

Para funciones derivables en un intervalo abierto hay dos conceptos de conve-
xidad: uno local y otro global. La relacion entre ellos es la siguiente:

Proposiciéon 4.4.8 Sea f : I — R derivable en el intervalo abierto I. Las si-
guientes afirmaciones son equivalentes:

(1) [ es (globalmente) convera en I.

(2) f es (localmente) convexa para cada x € 1.

DEMOSTRACION: Utilizando el corolario 4.4.5, es claro que (1) implica (2).
Para demostrar que (2) implica (1) procederemos por reduccién al absurdo.
Supongamos que existieran a < b tales que la secante a la grafica en estos puntos
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no la deja por debajo en todos los puntos del intervalo [a, b]. Es decir que existe

a < c<bcon ,
7@ > fla) + Ty

Consideremos una funcion g : [a, b] — R que mida la separacion entre f y la recta
secante, definida por

o(0) = 1(a) - (700 + L =10 0)).

La funcién g es continua (por serlo f y la recta secante) y 0 = g(a) = g(b) < g(c),
por lo que existe el maximo absoluto para g en [a, b] que necesariamente se alcanza

en un punto interior ¢ € (a, b) siendo g(£) > 0. Por tanto, aplicando el teorema de
Rolle 4.2.5, ha de ser ¢'(§) = 0. Asi que

e =TU" Dy ) <ge) puatodorelat)  (a20)
Por consiguiente
0= (10 + L9210 - 0) < 519 - (100 + LY =10 e - )

lo cual, reagrupando y teniendo en cuenta las férmulas (4.20), conduce a

Ol g = @+ 1@ -6, parawelal] (121)

Por otra parte, al ser f convexa en & existe (por definicién) un intervalo [, 8] C
[a, b] tal que & € (o, 3) de modo que

FE&)+ (€)= &) < f(x) para x € [a, f] (4.22)

lo que, unido a la desigualdad (4.21), nos lleva a

f(x) = f(&) + f(§)(x — &) para todo = € [a, ],

es decir, f coincide con una recta en [a, 3]. Dicha recta es paralela a la recta
secante, pues ambas tienen la misma pendiente de acuerdo con las féormulas (4.20),
y no coincide con ella puesto que g(§) > 0y, recordemos, g mide la separacién
entre f y la recta secante. En consecuencia

fla) < f(&) + f(€)(a—¢) (4.23)

Sea [o/, ] (con [o, 5] C [/, ] C [a,b]) el mayor intervalo para el que la
féormula (4.22) es cierta. Para finalizar basta con que demostremos que a = o/, pues
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ello significaria que (a, f(a)) pertenece a la recta f(&)+ f'(£)(x — &), obteniéndose
asi una contradiccion con la ecuacion 4.23.

Probemos entonces que a = «’. Si fuera a < o’ como f es convexa en o se
tendria

f(z) > f(a)+ f'(a)(z — ') paraciertor >0y z € B(d,r).

Pero como a la derecha de o’ f coincide con una recta de pendiente f'(¢), necesa-
riamente f'(o/) = f/'(§), de modo que

f(z) =2f(@) + (&) (z = o) = f(a') + f(§)(z — o)
=f(&)+ F(&)(a = &)+ f(§)(z —a)
=f(&)+ f(E)(z-¢)

para todo z € B(«/,r).
Pero, usando de nuevo (4.21) obtenemos la desigualdad opuesta y se concluye
que

f(2) = [+ f(€)(z—¢&) paraz € B(a,r).

Esto contradice la supuesta maximalidad de [/, §']. O
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4.5. Ejercicios

Resueltos

4.5.1 Calcule el siguiente limite

, T —tgx
lim
=0 (1 +2)* — 1 —sen?x

SOLUCION: Es un limite tipico para usar desarrollos de Taylor. Se trata
de realizar los desarrollos limitados de numerador y denominador hasta el
primer coeficiente no nulo. En el numerador bastara con obtener el desarrollo
limitado de la tangente hasta la primera potencia no nula superior a 1, que,
en este caso, es la tercera

1 1 1
tgx =tg0+ T tg'(0)z + o1 tg” (0)z? + 3 tg”(0)z® + o(x?)
! , ! !
:0+x+0x2+§x3+0(:p3) :x+§:p3+0(x3)

Obteniéndose, por tanto, el siguiente desarrollo limitado del numerador

1
T —tgr = —§x3 + o(z?).

Para el denominador podria procederse del mismo modo, pero habida cuenta
de que puede ser escrito en términos de funciones cuyos desarrollos limitados
son conocidos

(1+2)* —1—sen’z = e84 _ 1 _ (senz)?

podemos sacar ventaja utilizando convenientemente productos, sumas y com-
posicion de los siguientes desarrollos

" u? b u” .
e :1+u+§+§+~-~+ﬁ+o(u) (4.24)
2,3 4 n
log(l—i—v):v—%+%—%+-~-+(—1)”“%+0(v") (4.25)
W W w2t
_ 7 - _q\nt+1_= 2n+1
Senw =w — -+~ + + (—1) Gn 1) +o(w™ ) (4.26)
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para obtener que
3 4 n+1
u = zlog(l+x) =2° — % + % +-- 4 (—1)"+1x— + o(z")
n

x> xt
el — emlog(l-ﬁ-a}) =1+ (.TZ . 7 + ? —|—O<.§L’5)> +

1 3 4 2
+ = <x2 _ 4L +0(x5)> +o(u?) =

2! 2 3
3 5 4
:1—%+%+o(z4)
.1'3 .IB .IA
(senx)? = (a: T 0(:53)) (:c g T 0(:1:3)) =2 — 3t o(z")

con lo que sustituyendo y efectuando ordenadamente los célculos se obtiene
el desarrollo del denominador

3 Tat 3

e?1oslF®) _ 1 _ (senx)? = -5 T e +o(z*) = —% + o(z?)

que basta realizar hasta tercer orden porque el numerador es de grado 3. Con
ayuda de estos desarrollos el limite es inmediato

) T —tgw . =zt to(a®) . —1+o(a?)/2?
lim =lim 4 5——+—= = lim —} —
e—0 (14+x)* —1—sen?z 20 —Z 4 o(a?) 2=0 —1 4 o(23) /a3

[GCRIN )

Las ideas son sencillas y también los procesos, sélo hay que tratar de hacer
unicamente los calculos necesarios para determinar la menor potencia de x
que no se anula y tener cuidado de no olvidar ninguna potencia de x al operar
con los desarrollos limitados. 0l

Con MAXIMA obtener los desarrollos limitados de cualquier orden es inme-
diato usando el comando taylor (Funcion,variable,punto,orden). Y como los
célculos los hace la maquina, no es costoso poner un orden alto y luego que-
darnos con los que nos interesa, que es el primer término no nulo del desarollo.
Podriamos haber empezado, por ejemplo, por desarrollos de orden 5 en el numerador
y denominador, para darnos cuenta de inmediato que con los de orden 3 es suficiente.
taylor (x-tan(x),x,0,3);
taylor ((1+x)"x -1- (sin(x))~2,x,0,3)
proporcionan respectivamente —%x3 y —%x3 lo cual permite calcular el limite de forma
sencilla entendiendo bien el resultado.
Podriamos haber utilizado también
limit( (x-tan(x))/((1+x)"x -1- (sin(x))~2),x,0); y el resultado hubiera sido
el mismo. Pero entonces MAXIMA habria sido una caja negra para nosotros.

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO



4.5 Ejercicios 183

4.5.2 Sea la funcion f: (0,1) — R definida por f(z) = (1 — 2)0=") ",
(1) FEstudie y dibuje la funcion.
(2) Pruebe que es simétrica respecto al eje x = %
(3) Pruebe que es conveza.
(4) Demuestre que (1 —z)3=2® < (1 —z)? + 22
SoLUCION: Como z,1 — z > 0 la funcién estd bien definida y corresponde a

f(:L‘) = e(lfm) log(lfzv)emlog:v — 6(lfan) log(1—x)+x log =

La funcién puede ser prolongada por continuidad en 0 y 1 con valor 1 en
ambos casos ya que lim,_;(1 — z)log(l — z) = lim,_ozlogz = 0% y en
consecuencia

HIT(l)[(l —z)log(l —z)+ zlogz] =0 = HH%[(I —z)log(1l — ) + zlog x]

El dominio de f es pues [0, 1] después de realizar esta prolongacién por
continuidad. El teorema de la funcién compuesta nos garantiza que f es
derivable en (0, 1).

Para analizar el crecimiento de f basta con que lo hagamos en el exponente
g(x) = (1—x)log(l —z) + xlogz

ya que la funcién exponencial es creciente y positiva. Pero

1 —
g'(x) = —log(l —x) + ﬁ(—l) +logz + 1 =log N f
y por tanto

1
(:)le—x(:)xza

/
g@)=0s —
siendo ¢'(z) > 0 para x > 1/2y ¢'(x) < 0 para x < 1/2. En consecuencia g,
y por ende f, tiene un minimo en x = 1/2 siendo f una funcién estrictamen-
te creciente a la derecha de 1/2 y estrictamente decreciente a la izquierda
de 1/2. Ademés ¢’ es estrictamente creciente, porque el logaritmo lo es y,
trivialmente, también lo es z/(1 — x). En consecuencia (y sin necesidad de
calcularla) sabemos que g” > 0. Pero entonces f(z) = ¢9®) tiene por derivada
segunda (e9®@) g/ (1)) = e9@[(g'(x))? + ¢"(x)] > 0 y por tanto f es convexa.
Con esa informacion ya resulta muy sencillo construir la grafica.

Ademas la «simetria de la formula» de f sugiere una «simetria geométricay
en la grafica, como asi ocurre y aparece explicitamente sefialado en uno de

90bserve que x — 0, logz — —oo ;quien gana? Justifiquelo usando la regla de L’Hospital.
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los items. La demostracion analitica de la simetria se hace comprobando con
un calculo sencillo que

1 1 1

flz—y)=f(5+y) parayc [05

2 2 ]

o sea, que sustituyendo en la férmula = por 1/2 — y o bien por 1/2 + y se
obtiene el mismo valor.

La desigualdad
(1—2)02% < (1 —2)% 422

es consecuencia de que la funciéon exponencial es convexa y por tanto
=Wtz < (1 4)ev 4 te?

cualesquiera que sean w,z € Ry t € [0,1] lo cual conduce a

(1= 2)1=9)g% = (U-)log=a)taloga < (1 _ 3 Jos(1=0) | gelogw — (1 _ z)2 4 42

obteniendo de ese modo la férmula buscada.

1 T T . T T
: h(z) = (1 —x)? + 22
0.8 - : _
0.6 _|
L f@) = (-2
04 _
0.2 _
0 | | " | |
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 M

4.5.3 Determine intervalos en los que exista una unica solucion para las ecuacio-
nes siquientes

3rt —4r® —122° +12=0; 2 —2° —log(l+2)=0.

SoLUCION: La funcién f(z) := 3z* — 42® — 122* 4+ 12 un polinomio de grado
4 por lo que, como maximo, tiene 4 ceros que son las raices de la primera
ecuacion. Como f es infinitamente derivable, entre cada dos ceros de f ha
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de existir un maximo o minimo relativo, que seran, a la sazén, puntos en los
que se anula f’. La derivada

fl(z) =122° — 122° — 247 = 122(2® — 2 — 2) = 122(z + 1)(z — 2)

se anula en = —1,0, 2 siendo f'(z) < 0en (—oo, —1), f'(x) > 0en (—1,0),
f'(x) >0en (0,2) y f'(x) > 0 en (2,400). Asi pues f es decreciente en el
intervalo (—oo, —1) hasta f(—1) = 7 por lo que en ese intervalo no existe
ningin cero de f. En el intervalo [—1,0] tampoco puede existir debido al
crecimiento. En el intervalo [0,2] f va decreciendo desde f(0) = 12 hasta
f(2) = —20 debiendo por tanto existir un cero en dicho intervalo como
consecuencia del teorema de Bolzano, y s6 existe uno puesto que la funcién
es estrictamente decreciente en dicho intervalo. Como f es estrictamente
creciente en [2,400) (por ser f' > 0) y lim, .+ = 400 existe uno y sélo un
cero en dicho intervalo, de hecho el cero esté en el intervalo [2, 3] puesto que
f(3) = 39. Resumiendo, el polinomio propuesto tiene sélo dos raices reales,
una en el intervalo [0, 2] y otra en el [2,3].

Una vez «separadas» las raices, el calculo aproximado de las mismas podria
realizarse con el mismo procedimiento que el utilizado en la demostracion abs-
tacta del teorema de Bolzano. Pero esa tarea, ya rutinaria, puede ser realizada
por una maquina y, de hecho, MAXIMA dispone de un comando para obtener soluciones
aproximadas en tales situaciones!®
find_root (Funcion=0, Variable, Punto 1, Punto 2);
find_root(3*x74 -4x x73 - 12%x72 + 12=0,x,0,2); devuelve 0,95786495175773.
find_root(3*x74 -4x x~3 - 12%x72 + 12=0,%,2,3); devuelve 2,633286420252845.
Para el caso de polinomios, para obtener raices aproximadas, se pueden utilizar tam-
bién
e realroots(Polinomio=0, Precisién); donde Precisién es de la forma 0.00001
que calcula las raices reales fijando la precisién de la aproximacién
e allroots(Polinomio=0) ; que proporciona las raices reales y complejas.

Para separar los ceros de la funcién g(z) = x — 2 — log(1 + z) utilizaremos
ideas similares. En primer lugar, el dominio de la funcién es (—1,400) y
se trata de una funcién infinitamente derivable, porque el logaritmo y los
polinomios lo son. Ademés lim, , 1+ g(x) = 400 y lim,_, 1 g(x) = —c0 (ya
que es x? quien determina el tamafio de g en +00) por lo tanto g tiene al
menos un cero; de hecho g(0) = 0. S6lo nos falta determinar si g tiene maés
ceros. Como

() =1— 25— 1 —z(1 + 27)
1+x 1+x
tenemos que ¢’ se anula en z = —1/2 y z = 0 siendo ¢'(x) < 0 cuando
x € (=1,-1/2), ¢'(z) > 0 para z € (—1/2,0) y ¢'(x) < 0 para x € (0, +00).
En x = —1/2 existe un minimo, siendo
4
g(—l/2)=—%—i—log%zlog2—%: ilog% <0
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Hemos afirmado que log(2*/e®) < 0, es decir, que 24/e® < 1. Esta desigualdad
no es evidente y el lector cuidadoso quiza haya comprobado, con MAXIMA
o con cualquier otra calculadora, que efectivamente asi es. Sin embargo, un
instante de reflexién muestra que esa no es una respuesta satisfactoria desde
un punto de vista riguroso, puesto que tales herramientas electrénicas conocen el valor
aproximado de e, mientras que nosotros, realmente sélo sabemos que e es el limite de
la sucesién mondtona creciente (1 + 1/n)". En consecuecia

_17449402268886407318558803753801

24 =16 < (1+1/10)% = ~17.449 < €®
6 <(1+1/10) 1000000000000000000000000000000 4 <€

En consecuencia, existe un unico cero en el intervalo (—1,—0,5) cuyo valor
aproximado podemos calcular mediante

find_root (g(x),x,-0.99,-0.5); obteniendo —0.68380262375202. En el
intervalo (—1/2,0) no existe ningtn cero pues g es estrictamente creciente y
g(0) = 0, tampoco existe ningin cero de g en el intervalo (0, +00) pues g es
estrictamente decreciente en ese intervalo. Con esto finaliza el anélisis sobre

la distribucion de ceros de la funcién g. 0l
t
4.5.4 Pruebe que <5 sz e (0,7/2).
sen x

SOLUCION: La desigualdad propuesta es equivalente a probar que la funcién
f:(0,7/2) — R dada por f(x) :=senxztgx — z* cumple que f(x) > 0. La
funcién f puede prolongarse por continuidad en x = 0 haciendo f(0) = 0. Si
f fuera estrictamente creciente en (0, 7/2) tendriamos resuelto el problema.
Y también lo tendriamos resuelto si al sustituir f(x) por su desarrollo de
Taylor fueramos capaces de asegurar que f(x) > 0 en (0,7/2). Veamos si
alguna de estas estrategias, o ambas, producen el resultado deseado.

sen
f'(x) = cosxtga + —
cos? x

— 2

Es claro que f’(0) = 0 pero no esta claro el signo de f'(x) en (0,7/2).
Podemos tratar de aplicar a f’ la misma idea y calcular f”

Y cosz  cos®x + 2sen?xcosx
f'(x) = —senwtgr + —— + 3 -2
cos? cos3

—sen?zx 1 cos’x + 2sen’z
+—+

COS T COS T cos? x

1 —sen?z N cos?x + sen? +sen? x 5
COS T cos? x
14 senz

zcosx+72—2:cosx+ 5
cos? x cos? x

+tglar — 2
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f"(x) =cosx+1+2tg’r — 2 =cosx +2tg’z — 1
= thQZL‘—ZSGIng = 2(tg2x—sen2%)

1
> 2(tg? % — sen? g) = 2sen? g(

—-1) = ZSenthgZE

cos? 2

3
Con lo cual f”(x) > 0 en (0,7/2), por lo tanto f’ es estrictamente creciente y
siendo f'(0) = 0 se tiene que f'(x) > 0 en (0,7/2), es decir f es estrictamente
creciente en (0,7/2). Hemos obtenido lo que buscabamos.

Utilizando el desarrollo de Taylor de f en x = 0 tenemos

fla) = f(0) + f1<10)x+ f2<!0)x2 X fg(!c)x?, _ f3<!C)x3

para z € (0,7/2). Pero

f"(x) = (cosz +2tg*x — 1)’ = —senx + 2tgr—
cos?

2 ) = sen x(2 — cos® z)
y por tanto f”(c) > 0 para cualquier ¢ € (0,7/2). Con este procedimiento
obtenemos también lo que buscabamos. O

= (senzx)(—1+

cos® x cos® x

4.5.5 Sean f,g : [0,1] — R funciones continuas en [0,1] y derivables en (0,1),
tales que

flo)=0,  g0=2  [f®)<L |d@)<L
para todo x € (0,1). Demuestre que f(x) < g(x) para todo x € [0,1) y
f1) <g(1).
SOLUCION: Por el teorema del valor medio del calculo diferencial existen
a,3 € (0,1) tales que
fl@) = f0)+ fla)r = fll@)z,  g(x) =g(0) + g (B)z =2+ 7 (B)z.
Por tanto,
9(z) — f(z) =2+ (¢'(B) — f'(a))z.
< |d'(B)] + |f'(a)] <141 =2 o dicho de otra forma
En consecuencia

Pero [¢'(8) — f'(a)]
—2<g'(6) = fl(a) <

2.
9(x) = f(x) =2+ (¢'(B) — f(a)x >2—22 >0
y se obtiene asi que f(x) < g(x) para todo x € [0, 1]. Ademas
g(z) = f(z) >2-22>0
para x € [0,1). 0
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4.5.6 (1) Pruebe que la funcion f(x) = zlogx es estrictamente convexa en
(0,00) —en particular esto significa que el producto de dos funciones
concavas puede ser una funcion estrictamente convexa—

(2) Six,y,a,b son reales positivos pruebe que

r+y
a+b

xlog£+ylog% > (z +y)log
a

siendo la desigualdad estricta salvo si T = ¥

(8) Determine el valor minimo de

Tn
n

xtws? .
bajo la condicion x1 + x9 + -+ x, = S, siendo S > 0 constante.
SOLUCION:
Para analizar la convexidad estudiaremos el signo de la segunda derivada de
! 1 1
f'(x)=logx +x—=logz+1, f'(z)=->0

x x

por lo que f es estrictamente convexa.

a b
+—— = 1y en consecuencia utilizando la convexidad
a+b a+b

Observemos que

de f se tiene

xlogEerlogy :aflongrbylogg
a a a a b a

= (a2 0L+ L Y1og )

a—'—ba a a—l—bbo
[f es convexa] > (a+b)f(a+b5+a+bg)

T+ r+y

=(a+b)f( )= +y)log_—

a x by

La desigualdad del segundo apartado esta probada.

Continuando con la demostracién de dicho ftem, supongamos £ = ¥. Enton-

ces también se cumple £ = %%, como es facil probar, y por tanto

T+
a+b

x x
xlog5+ylog% =(z+y)log— = (z +y)log

Por otra parte siendo f estrictamente convexa la igualdad

a . b w) = a () + b
a+b a+b ' a+b a+b

oA f(w)
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solo puede darse cuando z = w, lo cual completa la demostraciéon del segundo
apartado.

Veamos ahora el tercer apartado.

xiflx§2 o x:vn — em log:vlemg log 2 )

o @)+ f )

o emn log zn

P @)t f(@n))
nf(fot ozt hon) — onf(S/m)

[f convexa y exponencial crece] > e
_ en(S/n) log(S/n) _ eSlog(S/n)

S
o log(S/n)\S _ (~\S
= (e =
(B = (2)
Y cuando x; = 29 = -+ = x, = S/n se cumple
S.s
siendo, por tanto ese el valor minimo de la expresion. O
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Ejercicios propuestos

4.1) Estudie la derivabilidad en x = 0 de las siguientes funciones

f(x) = (:f?’ + 22)3 £(z) = /]|
_Je B o siz#0 B x%logm sixz#0
f(x)_{() siz=0 f(x)_{() siz=0
_ sefla: six 7& 0 . fL'2 SGHQ% six 7é 0
f(x)_{l six=0 f<x)_{0 six=0

x) = arctg %,xe(o,ﬁ).

= (sen )", z € (0, 7).

x :xsixg(),f(x):‘;i;siO<x<%,f(x)zlsi§§x.
r)=—-z+asiz <0, f(z)=2+brsi0<z <1, f(z)=csil<uz.

) f(x)
) f(x)
¢) f(z)=2"",2>0.
) f(x)
) f(z)
) S

4.3) Sea f:R — R tal que |f(z) — f(y)| < (z — y)? para cada par de ntimeros
reales x,y. Pruebe que f es una funcion constante.

4.4) Sea f una funcién derivable en = € (a,b). Pruebe que existe el limite

, f(l‘+h)_f(x_h)_ /
hlglo 2h = f'(z).

De un ejemplo de una funcién f para la que existe el limite anterior, sin ser
derivable en .

4.5) Pruebe que el determinante de una matriz cuyos elementos son funciones
derivables también es una funcién derivable.

Considerando el determinante de orden n

1+2 1 1

1 1+« 1 ... 1
Fo(z) = 1 1 1+2 ... 1

1 1 1 ... 1+

Establecer la formula F!(z) = nF,_;(z) y deducir que F,(z) = 2" + nz"" .
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4.6) Pruebe que si 0 < z; < z9 < 7/2 se tiene

tgxy T
> J—
tg T Al

4.7) En cada uno de los casos siguientes, encuentre los intervalos de crecimiento
y de decrecimiento y los méximos y minimos relativos y absolutos de f (si
existen) en el conjunto en el que f esta definida:

a) f(x)=a4+ax+0b; xR
b) f(z) = log(:c —9); |z| > 3.

c) flx)= (:L‘—l) x € [0,1].

d) f(0) =1, f(x) =*7*5 0 <z < 3.

4.8) Halle las dimensiones del rectangulo de drea maxima inscrito en una elipse
de semiejes a y b.

4.9) Halle la relacién entre la arista de un cubo y el radio de una esfera para que
siendo constante la suma de sus areas, sea minimo el valor de la suma de sus
volimenes.

4.10) Calcule el tiempo necesario para cruzar en linea recta y con la minima ve-
locidad, una calle de anchura k, por el centro de la cual circulan a la misma
velocidad y en el mismo sentido, automoviles de ancho a separados uno de
otro por una distancia d.

4.11) Sea f : I — R una funcién continua, y zo un punto de /. Sabiendo que f
es derivable en todos los puntos de I distintos de xg y que existe el limite de
f'(z) cuando x tiende a xg, pruebe que f también es derivable en z.

4.12) Sea f : (0,1] — R una funcién continua, derivable en (0, 1), con derivada
acotada. Pruebe que f es uniformemente continua en (0, 1].

4.13) Pruebe que 0 < 1 —*2% < %2 siz e (0,7/2)

4.14) Establecer las siguientes desigualdades:

. T __,—x
tanhz < z < senhx, Vo € [0,+00); siendo senhz = “=F coshz =
xT —x
eT+te tanh r = senh x
2 cosh z

e’ > m Vz € (0,+00);

r—22? <log(l+z) < tgw, Vz € (0,1);

H—xx <log(l+z) <z, Vo > —1;

1—3<logb—loga<9—1 para 0 < a < b;

1 tgy—t
— < gy—1gx < 2 t
cos“ T Yy—x cos

para 0 <z <y < 7.
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)< 2

4.15) Demuestre que para todo z > 0 se tiene |V1+x — (1 +§ — %) < <3

4.16) Pruebe que para una funcién f : [a,b] — R derivable hasta el orden n que
se anula en n + 1 puntos distintos de [a, b], existe un punto en (a,b) donde
™ es nula.

4.17) Sea f : (a,b) — [0,00) tres veces derivable en (a,b). Supongamos que
existen dos puntos z; < x2 € (a,b) tales que f(z1) = f(22) = 0. Pruebe que
existe al menos un punto ¢ € (a,b) tal que f”(c) = 0.

4.18) Calcule los siguientes limites

, l4senxz —¢e” , 1 , z
i LIy o (1427
er — e5n” log x 5
lim —— 1 1i 2 1 —-1-2
mino T —senzx xinl T — \/E m—lggoox <\/x T+ \/SL’ \/§>

4.19) Determine los siguientes desarrollos limitados en un entorno del origen

De orden 4 para f(z) = log*(1 + x); De orden 3 para f(zx) = e**;
De orden 6 para f(z) =log(cosx);  De orden 4 para f(x) = (1 + z)*.

& Hégalo también usando MAXIMA.

4.20)
1 log(1 + senx) — log(1 + x)
fm
z—0 r—tgw

logsecx — sen? x

=0 x(r —tgx)cosx
& Hégalo también usando MAXIMA.

4.21) Haciendo uso de la féormula de Taylor para la funcién (1 + a:)% situando el
término complementario en el lugar de las derivadas terceras, calcule apro-
1
ximadamente (1,03)3. Estime el error cometido en la aproximacion.

4.22) Calcule cos 64° con error menor de una milésima.

1
4.23) Represente gréaficamente la funcién f(z) = e para x > 0
x

a) (Cudl de los dos ntimeros e, 7 es mayor?

b) ;Cuantas soluciones tiene la ecuacién n™ = m™ en N?

& Hégalo también usando MAXIMA.
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4.24) Estudie y dibuje las graficas de las siguientes funciones:

fla) == fr) =P, f(z) =2— VB — 22

& Hégalo también usando MAXIMA.

4.25) Las funciones seno, coseno y tangente hiperbdlicos se definen mediante las
formulas siguientes:

T T T —x

—e” h
senhx:% coshx:% tanh:czsen <

a) Estudie los dominios de definicién, continuidad, derivabilidad, convexi-
dad y represente graficamente estas funciones.

b) Estudie la existencia de inversa para cada una de ellas y sus dominios
de definicion. Dichas inversas son llamadas argumento seno hiperbdli-
co,. .. Exprese dichas inversas en términos de la funcién log

c¢) Estudie los dominios de definicién, continuidad, derivabilidad, convexi-
dad y represente graficamente estas funciones inversas.

d) Demuestre las siguientes férmulas:
cosh® x — senh?x = 1

senh 2z = 2senhz coshz  cosh 2& = cosh® z + senh® x
y deduzca las férmulas de senh? z, cosh® z en funcién de cosh 2z
e) Calcule los primeros términos del desarrollo limitado de estas funciones.

4.26) Pruebe que para x € [0,7/2] se verifica sen z > 2.

4.27) Sea [ : (1,00) — R definida por f(x) = —log(logz). Pruebe que f es
convexa y que si a,b € (1,00) se cumple log(%t?) > \/logalogb.

4.28) Demuestre que la media aritmética de n niimeros reales positivos es mayor
o igual que la media geométrica.
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Calculo integral

Competencias

pppoppppppAaRn

P> Saber definir el concepto de integral de Riemann y conocer que las funcio-
nes continuas y mondétonas son integrables.

P> Saber aplicar las propiedades de linealidad y monotonia de las integrales.

P Conocer y saber aplicar el teorema fundamental de calculo para evaluar
integrales o discutir ecuaciones.

P> Saber evaluar integrales y calcular areas, utilizando el teorema fundamen-
tal del calculo, el cambio de variable, la integracién por partes.

\o\o\o\o\o\o\o\o\0\0\ 000

P Saber usar MAXIMA para calcular integrales.

CONTENIDOS

5.1. La integral de Riemann

5.2. Caracterizacién y propiedades elementales
5.3. Teorema fundamental del calculo

5.4. Aplicaciones de la integral

5.5. Ejercicios
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196 Célculo integral

Una de las interpretaciones mas simples del concepto de integral de Riemann
esta vinculado con el concepto de «area» bajo la grafica de una funcién positiva y
acotada f, definida en un intervalo acotado [a,b], que es representada simbdlica-
mente en la forma

/a " f ) a.

Intuitivamente la nocién de area estd conectada con principios basicos bastante
naturales:

» Elegir la unidad de medida, para la que tradicionalmente se adopta el cua-
drado de lado unidad.

= Aceptar que el drea de un conjunto es un niimero mayor o igual que cero.

= Aceptar que si un conjunto se descompone en un numero finito de subcon-
juntos disjuntos, entonces el area del conjunto total es la suma de las areas
de los subconjuntos.

= Aceptar que realizar movimientos rigidos en un conjunto no varia su area.

Con esos principios es sencillo asignar area a rectangulos y triangulos, y por ende
a regiones que admiten una descomposicién en triangulos, como los poligonos.
Incluso se podria llegar a determinar el area de un circulo a través de las areas
de una sucesion de poligonos regulares de n lados inscritos en él, o circunscritos a
él, si tales limites existieran. Pero, jpor qué limitarse a estos tipos especiales de
figuras? jpor qué no ir mas alla dejandose guiar por los mismos principios? y poder
asi asignar area a conjuntos mas generales. Esa es la perspectiva de la integral de
Riemann que definimos en este capitulo y cuyas propiedades estudiamos.

Desde otro punto de vista, pero conectado con la nocién anterior, aparece la
nociéon de integral indefinida

Fz) = / F(t) dt.

Ahora la integral se muestra como una funciéon que podemos analizar con ayuda
de la herramientas del calculo: estudiando su continuidad, derivabilidad, etc. El
resultado de este analisis nos lleva al célebre Teorema Fundamental del Céalculo,
que establece el vinculo entre el célculo de derivadas (tangente a una curva) y el de
integral de Riemann (4rea bajo una curva), como problemas inversos, y proporciona
una herramienta utilisima para la evaluacion de areas y el calculo de integrales.

Las ideas pueden ser aplicadas y adaptadas a situaciones de otro tipo, tanto
en el ambito de las matemaéticas (volimenes, superficies de revolucion...), de la
ingenierfa y la fisica (trabajo, energia, centros de gravedad, momentos de inercia...)
de la estadistica y probabilidad o de la economia.
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5.1. La integral de Riemann

A lo largo del capitulo f : [a,b] — R serd siempre una funcién acotada aunque
no se mencione explicitamente.

Definiciéon 5.1.1

(1) Llamaremos particion de [a,b] a cualquier conjunto finito P = {tg,t1, ..., tp}
tal que
to=a<t;<ty...<t,=0.

El conjunto de todas las particiones de [a,b] lo designaremos con P|a,b).
Denotaremos con M; = supy, | 1 f(t) y con m; = infy,_, ) f(t) donde con
to=a <t <ty...<t, =0 representamos un elemento de P|a,b).

(2) Si P e Pla,b| llamamos suma superior y suma inferior de f correspondiente
a P a los nimeros reales definidos por las siguientes formulas

S(f,P)= z:l: M;(t; —t; 1)

S(f, P) :im,(tl — ti—l)-

my;

a tifl tl b a tifl tz b
Es sencillo ver la interpretacion geométrica de tales sumas (véase la figura 5.1)
y también que s(f, P) < S(f, P), pues para cada i € {1,...,n} se tiene m; < M,.
A continuacién establecemos una relacién de orden (no total) en el conjunto
de las particiones y estudiamos el comportamiento de las sumas inferior y superior
respecto a dicho orden.

1L

a ti—it; b a ticit; b

Figura 5.1: Sumas superiores, S(f, P), e inferiores, s(f, P).
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Desde los albores de la matemaética el calculo de areas de figuras planas y
de volimenes de cuerpos tridimensionales constituye un problema central.
La matematica griega desarrollé un método perfectamente riguroso para
dicho célculo en casos complicados: el de figuras o cuerpos curvilineos. los origenes
del llamado método de erhauscion se remontan al siglo V a.d.C. con los trabajos de
Hipocrates de Quios, pero alcanza su expresion rigurosa con Eudoxo de Cnido, en
el siglo IV a.d.C., siendo esta aproximacién rigurosa posible en base a la teoria de
las proporciones de este matematico y, muy especialmente, a la conocida hoy como
propiedad arquimediana (véase la nota histérica de la pagina 11).

La esencia del método de exhauscién (que, en espafiol, es més habitualmente deno-
minado «exhaucién») es la siguiente: dada una figura curvilinea S, consideramos una
sucesion de poligonos Py, P, Ps,...inscritos en S. El punto clave consiste en mostrar
que el area de la diferencia S — P, es decir el area de la regién no «llenada» por
el poligono P, puede hacerse tan pequenia como se desee eligiendo n suficientemente
grande. Es en este punto en el que el Principio de Eudoxo resulta fundamental.

La exposicion rigurosa de la idea anterior se completa con una doble reduccion al absurdo
caracteristica del método que, en términos genéricos, para probar la igualdad de dos
cantidades a y b, supone alternativamente a > by a < b, llegando en ambos casos a
contradiccién. La fuente principal, anterior a Arquimedes, para el método de exhauscion
es el libro XII de los Elementos de Euclides; en él al menos ocho de las dieciocho
Proposiciones utilizan el citado método. Segun los comentarios de Arquimedes se puede
concluir que Euclides debe gran parte de este libro XII a Eudoxo.

La busqueda de métodos especificos para el calculo de areas continud a lo largo de la
historia del calculo como uno de sus objetivos primordiales: s6lo con Leibniz y Newton
esta busqueda fue ligada al otro gran problema del célculo, el calculo de tangentes a
curvas. Ese fue el momento en el que se considera «creado» el cdlculo infinitesimal (o,
si se prefiere, el cdlculo diferencial e integral).

Definicién 5.1.2

(1) Si P, P’ son particiones de |a,b] diremos que P’ es mds fina que P, y escri-
biremos P < P’, si todos los elementos de P estin en P'. En otras palabras,
si P es un subconjunto de P'.

(2) Denotaremos con PV P' a la particion cuyos elementos son los puntos per-
tenecientes a alguna de las particiones P o P’ (obviamente es una particion
pues contiene al menos los puntos a,b). Se trata de la particion union de
ambas.

Proposicién 5.1.3 Sean P, P’ particiones de |a,b|. Entonces:
(1) P < P’ implica s(f, P) < s(f, P').
(2) P < P’ implica S(f, P) > S(f,P).

DEMOSTRACION: El resultado es inmediato si P’ tiene un punto més que P. En
efecto, sea P la particiéon a =ty <t; <...<t, =0by P’ la particién que consiste
en todos los puntos de P junto con el punto s € (¢;_1,t;). Entonces se verifica:
m; = inf f(t) < inf ]f(t) =m; y m;= inf f(t)< [mf} f(t) :=m!
st

[ti—1,ts] [ti—1,s [ti—1,ts]
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Por tanto:

zn: ity —tj—1) =s(f, P) < s(f,P): ij 1)+

+mi(s —ti1) +mi(ti —s)+ Y my(t; —tj-1)
j=it1

El caso general se obtiene reiterando. O

Corolario 5.1.4 Si P, P' son particiones de |a,b] entonces s(f, P) < S(f, P’).

DEMOSTRACION: Obviamente P < PV P’ y lo mismo le ocurre a P’. Podemos
aplicar entonces la proposiciéon anterior

s(f, P) <s(f, PV P)<S(f,PVP)<S(f,P)
y obtenemos el resultado. O

La propiedad expresada en este corolario da sentido a las definiciones que si-
guen.

Definicién 5.1.5

(1) Se llama integral inferior (de Darbouz) de f al nimero real
/abf = sup{s(f, P); P € P|a,b]}.

(2) Se llama integral superior (de Darbouz) de f al nimero real
Zf = inf{S(f, P); P € P[a,b]}.

(3) Se dice que f es integrable Riemann en |a,b] y se escribe f € Z|a,b] si las
integrales inferior y superior de f coinciden. A ese valor comin se llama
integral Riemann de f y se denota por

[

El contenido geométrico, para funciones positivas, de la definicién anterior es bas-
tante claro y esta relacionado con la asignacién de areas a cierto tipo de regiones
planas, sea por exceso, sea por defecto, con el horizonte de que el valor de ambas
asignaciones sea el mismo. Algo similar a lo que se haria con poligonos regulares

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO
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inscritos y circunscritos a un circulo para calcular el drea de éste, o, mas general-
mente, mediante la descomposiciéon en figuras de area conocida para determinar la
superficie de un territorio. En este caso se recurre a la aproximacion mediante el
area de regiones que se descomponen en rectangulos.

Observe que la integral inferior esta bien definida ya que, segun el corolario,
el conjunto {s(f, P); P € Z]a,b]} estd acotado superiormente por cualquier suma
superior S(f, P). En particular

L?SSMP>

para cualquier P € Z]a,b]. Ahora, de forma andloga, {S(f, P); P € Z|a,b|} esté
acotado inferiormente por f; f, de donde se obtiene que la integral superior estéa

bien definida y, tomando infimos, se tiene:
b b
[r=]r
5.2. Caracterizaciéon y propiedades elementales

El siguiente resultado establece una caracterizacion 1til de la integrabilidad
Riemann.

Teorema 5.2.1 La funciéon [ : [a,b] — R es integrable Riemann si y solo si,
para cada € > 0 existe P € Pla,b] tal que S(f, P) — s(f, P) < ¢.

DEMOSTRACION:

Supongamos que f € Z[a,b]. Dado € > 0 existen
particiones P, y P, tales que

S<f7P1>_/bf<g
b ¢ c
/af_3<f7p2)<§'

Y, por tanto, si P = P, V P,, utilizando el corolario 5.1.4 se tiene

3

S(f’P)—/abf<§
b €
| =str.p) <5

Entonces basta sumar estas desigualdades para obtener S(f, P) — s(f, P) < e.
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Reciprocamente, supongamos que para cada € existe una particion P que cum-
ple la condicién S(f, P) —s(f, P) < €. Entonces fijado ¢ existe una particién P tal
que

b b
0< [f=[F<S4.P)=s(f,P) <=
Y al ser € arbitrario se concluye que las integrales superior e inferior coinciden. [J

Observe que la diferencia S(f, P) — s(f, P) decrece cuando se refina la parti-
cion P, por tanto la caracterizacion anterior de la integrabilidad Riemann puede
enunciarse, de forma equivalente, en la forma siguiente: f € Zla,b] si y sélo si
para cada € > 0 existe P € Z]a,b] tal que para cualquier otra P’ € [a,b] con
P < P’ se verifica S(f, P') — s(f, P') < e.

Ejemplos 5.2.2

(1) Como es facil comprobar considerando las sumas superiores e inferiores, un
ejemplo de una funcién no integrable Riemann en [0, 1] lo proporciona la
funcién de Dirichlet D, definida como la funcién caracteristica de los irra-
cionales del intervalo [0, 1], es decir, Di(z) =0siz € QN [0,1] y Di(z) =1
size (R\Q)NIo0,1].

(2) En cambio la segunda funcién de Dirichlet Ds, definida como cero en los
irracionales y Do(z) = 1/q supuesto que x = p/q es irreducible, es integrable
Riemann y su integral es cero, como posteriormente justificaremos.

El corolario que sigue proporciona ejemplos més importantes.
Corolario 5.2.3 Sea f : [a,b] — R.
(1) Si f es continua entonces f € Z[a,b).

(2) Si f es mondtona entonces f € Z[a,b|.

DEMOSTRACION: Aplicaremos el teorema 5.2.1 teniendo en cuenta que:

n

S(f,P) = s(f, P) =D (M —mi)(t; — ;1)
i=1

s Cualquier funcién continua alcanza su supremo y su infimo sobre una inter-
valo cerrado y acotado, por tanto, si [t;_1, ¢;] es uno de los intervalos definidos
por una particién arbitraria, se verifica: M; = f(&)y m; = f(n;), para ciertos
& mi € [tio, b
Por otro lado, si f es continua es uniformemente continua (teorema de Heine),
por lo que para cada € > 0 existe 6 > 0 tal que si t; — t;_; < J entonces

M; —m; = f(&)— f(m) < ﬁ y por tanto

S(f, P) — 8<f, P) = i:(MZ — mz)(tl — tifl) < b j a il(tz — ti,1> =e€.

i=1
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» Si f es monétona creciente y f(a) = f(b) entonces es constante, por lo que
es continua y, por tanto, integrable Riemann. Si f es mondtona creciente y
f(a) < f(b) eligiendo una particién tal que

£
S T ey
puesto que M; = f(t;) y m; = f(t;_1), se tiene:
SO(M; = mi)(t — tio1) < o S (f(t) — f(tin)) =€

i=1 f() — f(a)
y por tanto S(f, P) — s(f, P) < e.

Asi pues tanto las funciones continuas como las monétonas son integrables. 0J

Sumas de Riemann: otra caracterizacion de la integrabilidad

Definicién 5.2.4 Sean f :[a,b] — Ry P={a=1t <t <...<t,=0>b} una
particion de [a,b]. Sea {z1, 22, ..., z,} una coleccion arbitraria de puntos tales que
2 € [ti_1,t], para cada i = 1,2,...,n. Se llama suma de Riemann asociada a la
particion P y a los puntos {z;}; a

n

S(f, Pozi) =) f(zi)(ti = tioa).

i=1
En términos geométricos las sumas de Riemann son sumas intermedias entre las
sumas superiores y las sumas inferiores, en el sentido de que

n

S(f,P) SS(f,P,ZZ) ::Zf(zi)(ti_ti—l) SS(f,P)

i=1

f(z)

a ti—l tz b

Figura 5.2: Sumas de Riemann

Teorema 5.2.5 Sea f : [a,b] — R acotada. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:
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(1) f es integrable Riemann en |a,b].

(2) Existe un nimero real A con la propiedad siguiente: para cada € > 0 eziste
Py € P[a,b] tal que si Py < P € Pla,b] se cumple

|A_S<f7P7ZZ)‘ <€7

para cualquier suma de Riemann correspondiente a P.

. b
Ademas en ese caso A= [] f.

DEMOSTRACION: Supongamos en primer lugar f € Z[a,b] y tomemos A = [ f.
Dado € > 0, sea P, tal que

S(f,Py) — s(f,Py) < .

Por tanto, si Py < P, se tiene S(f, P) —s(f, P) < S(f, Py) —s(f, P) < €. Por otro
lado, para cualquier colecciéon de puntos z; € [t;_1,t;] se tienen las desigualdades

s(P)S [ 1 <S(.P)

que implican
|A—=S(f,P,z)| <e.

Veamos ahora el reciproco. Supongamos que A cumple la condicién fijada en
el apartado (2). Dado € tomamos P para que

A= S(f,Pz)] < 5

y tomamos z; de modo que

se tiene entonces:

S(f,P)—S(f, P, z)= ;(Mi — f(z))(t —tioa) < Q(bi a) 4

(2

5
(ti —ti1) = 3

n n
=1
y como |A— S(f, P, z)| < % se tiene
IA—S(f,P)| <e.
En resumen, para cada £ > 0 existe una particiéon P con

|A—S(f,P)| <e.
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De forma andloga puede probarse que |A — s(f, P)| < £ y en consecuencia
S(f,P)—S(f,P) = |S(faP)_A+A_S(faP)| < 2e.

Esto prueba, de acuerdo con el corolario 5.2.1, que f es integrable Riemann en
[a,b] y, como hemos probado en la anterior implicacién, A = [ f. O

El teorema anterior establece que, en algtin sentido (que no detallaremos aqui),
la integral de Riemann corresponde a un cierto concepto de limite para las sumas
de Riemann cuando las particiones se ordenan mediante refinamiento.

Con ayuda de MAXIMA es sencillo calcular, para funciones concretas, la ima-

/ gen geométrica que corresponde al valor de las sucesivas sumas inferiores,

superiores y de Riemann asi como el valor de la suma de las areas de los

correspondientes rectangulos. Sumas que convergen a la integral en el correspondiente

intervalo, que MAXIMA es capaz de calcular de forma exacta, en algunos casos particu-
lares, y de forma numérica en casos méas generales.

Otra manera de presentar la integral como «limite» es a través de la norma de
la particién.
Definicién 5.2.6 Si P ={tgy=a <t; <ty <...<t, =b} es una particion del
intervalo [a,b] se llama norma de la particion a

0= méX{tl — tifl 01 < 1 < 77,}

Lema 5.2.7 Sea P’ una particion de [a,b] obtenida a partir de la particion P
anadiéndole k puntos y sea 0 la norma de la particion P. Sea f : [a,b] — R una
funcion acotada con m < f(x) < M para todo x € [a,b]. Entonces

IS(F.P.z) = S(f. P, )| < 6(M —m)k

supuesto que los puntos z; y z;- coinciden en aquellos intervalos de P que no han
sido subdivididos por la particion P’.

DEMOSTRACION: Consideremos en primer lugar que & = 1. En tal caso todos
los sumandos, salvo uno, de la suma de Riemann S(f, P, z;) coinciden con los
correspondientes sumandos de S(f, ', z}). Por tanto el valor de

|S(f7P>Zz) - S(f’P/,Z;”
coincide con
F@)E =) = (F)(E —u) + F")(u—s))]

siendo u el nuevo elemento de P’ introducido entre dos elementos sucesivos, t < s,
de la particiéon P. Pero
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Asi pues, cada adicién de un nuevo punto a la particién incrementa el valor de
|S(f, P, zi) — S(f, P', 2| alo més en (M —m)d de donde se obtiene el resultado
buscado. O

Teorema 5.2.8 Sea f : [a,b] — R acotada. Las siguientes afirmaciones son
equivalentes:

(1) f es integrable Riemann en [a,b].

(2) Eziste un nimero real A con la propiedad siguiente: para cada € > 0 eziste
0 > 0 tal que para cada particion P de norma menor que § se cumple

|A—S(f,P,ZZ)| <g,
para cualquier suma de Riemann correspondiente a P.

b
Ademds en ese caso A = / f.
a

DEMOSTRACION: Es claro que si se cumple el segundo apartado del teorema 5.2.8
entonces también se cumple el segundo apartado del teorema 5.2.5 y por tanto f
es integrable.

Reciprocamente, si f es integrable, entonces, aplicando de nuevo el teore-
ma 5.2.5, dado ¢ > 0 existe una particiéon Py tal que para toda particion P’
mas fina que Py se tiene

A= S(f, P 2)| < 3, (5.1)

para cualquier eleccion de z;. Sea k el nimero de puntos de la particion F, y sean
m, M tales que m < f(z) < M para todo x € [a, b]. Elijamos 6 > 0 de modo que
0(M —m)k < €/2. Sea P una particién de norma menor que § y sea P’ = PV P,.
Entonces aplicando el lema precedente se tiene que

S(F. P, ) = S(f, P, )| < 0(M = m)k < (5.2)
(eligiendo los puntos z; como iguales a los z; para los que se sitiian en los intervalos
de P que no han sido subdivididos por los puntos de F).
Las férmulas (5.1) y (5.2) junto con la desigualdad triangular nos permite
concluir que

/ / / €
[A=S(f, Poa)l < [A=S(f, P z)| +[S(f, P 25) = S(f, Pzi)| <25 =«

y el teorema esta demostrado. O
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Linealidad, positividad y aditividad respecto de intervalos

b
Proposicién 5.2.9 Zla,b] es un espacio vectorial y el opemdor/ es lineal.

DEMOSTRACION: Es conocido (y sencillo de probar) que el conjunto de las aplica-
ciones acotadas de [a, b] en R es un espacio vectorial. En consecuencia, para probar
que Z[a,b] es un espacio vectorial basta verificar que si f,g € Z[a,b] v k € R,
entonces f + g € Z[a,bl y kf € Z|a,b].

De acuerdo con el teorema 5.2.5, dado ¢ existe P tal que para Fy < P se
cumplen

[ r-stpe) 9 5t0.7,2)

con lo que utilizando la desigualdad triangular tenemos

<5 <€
7 ¥ 9’

AV+L%—SU+%RM ff—ﬂﬁaw+LZ—ﬂ%Rm

<E.

Aplicando de nuevo el teorema 5.2.5 se concluye que f + g € Z[a,b] y que

/abf+g=/abf+/abg-

Para la funcion kf se procede andlogamente: por la integrabilidad de f fijado
e > 0 existe Py tal que para Py < P se cumple

e
1+ |k

<

[ 5-stpz)

pero entonces

3

= |k
%1 1+ |k

< [K]

<e.

[ 5= s0.P,2)

/abkf:k/abf.

b
En resumen, Z[a, b] es un espacio vectorial y / es una aplicaciéon lineal en dicho
a

‘k/abf—S(kf,P,zi)

Asi pues, kf € Z[a,b] y

espacio. 0

Proposicién 5.2.10 Sean f,g € Z|a,b).
b b
(1) Si f(z) < g(x), para todo x € |a,b], entonces/ f §/ g.
b
(2) Sim < f(x) < M, para todo x € |a,b], entonces m(b—a) < / f<M(b—a).
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DEMOSTRACION: Obviamente s(f, P) < s(g, P) para cualquier particién, de donde
se sigue de forma inmediata el primer apartado. El segundo es consecuencia directa
del primero. 0

Dada una funcién f : [a,b] — R se definen las funciones parte positiva de f
y parte negativa de f mediante: f*(z) = mdx{f(x),0}, f~(x) = —min{f(z),0}.
Es decir:

vy ) fle) st f(z) =0 SN 0 si f(x)=>0
/ <x)—{ 0 si f(z)<0 / (x)—{_f(x) st f(z) <0

Observe que se verifican las dos igualdades importantes siguientes:
f=1r=fr v lfl=f+f
que son faciles de verificar distinguiendo en cada caso, segin el signo de f(x).

Proposicién 5.2.11 Si f € Z[a,b] entonces f+, f~, |f| € Z[a,b] y se verifica

/abf\gfabm

DEMOSTRACION: Denotemos con M/, m/, el supremo y el infimo, respectivamente,
de f* en [t;_1,t;]. Entonces se tiene:

En efecto, si f no cambia de signo en [t;_1,t;] la desigualdad es evidente (pues, o
bien f* = f o bien f* = 0), y si f cambia de signo basta tener en cuenta que
M = M;, m, =0y m; <0.

Como consecuencia de ello tenemos

S(er,P)—S(er,P)SS(f,P)—S(f,P)

y, como f es integrable Riemann podemos aplicar la caracterizaciéon de integrabi-
lidad del teorema 5.2.1 y concluir que f* € Z]a, b].

Utilizando la linealidad de la integral se obtiene entonces que f~ = f* — fy
|f| = fT+ f~ son integrables Riemann en [a, b].

La acotacion ) ,
[ al< [
a a

que se afirma en el enunciado de la proposicién es consecuencia de que —|f| < f <
|f| v del apartado (1) de la proposicién 5.2.10. O

Una consecuencia de los resultados anteriores es que si |f(z)| < M para todo
x € [a,b] entonces

/abf‘ < M(b—a) (5.3)
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Proposicién 5.2.12 Sea f : [a,b] — R acotada y sea c € |a, b].
(1) f € Zla,b| implica f € Rla,c| y f € X|c,b] siendo ademds

b c b
[r=[s+]r
(2) f € Rla,c]l yfeERc,b| implica [ € Ra,b].

DEMOSTRACION: Para la primera parte vamos a demostrar algo méas general: que
dado un intervalo arbitrario [a, 8] C [a,b], si f € Z|a,b] entonces f € Z[a,[].
En particular tomando [a, f] = [a,c] y [, 5] = [e,b] obtendremos el resultado
deseado.

Para ello consideremos, para cada ¢ > 0, una particion P € Z]a,b] tal que
S(f,P) — s(f,P) < e. No hay inconveniente en suponer que « y (3 son puntos
de P, pues, en caso contrario, podemos refinar P anadiéndole dichos puntos, y la
desigualdad anterior sigue siendo cierta.

Si ahora en la suma S(f, P) — s(f, P) = >0 (M; — m;)(t; — ti—1) tomamos
sélo los términos correspondientes a subintervalos [t;_1,t;] contenidos en [«, ],
obtendremos una cantidad menor, y, asi, tenemos una particiéon P’ € Z[a, (] tal
que S(f, P') — s(f,P") < e, por lo que f € Z|a, 3].

Para la segunda parte, dado ¢ > 0, existen P, € P[a,c] y Py € P[c,b] tales
que:

SUP) =s(F.P) <5 ¥ SUP)=s(f.B) <

Si tomamos P = P; V P, entonces P € Z|a,b] y tenemos:

S(f,P)—S(f,P):(S(f,Pl)—S(f,Pl))+<S(f,P2)—S(f,PQ))<€

por tanto f es integrable Riemann en [a, b].
Para probar la igualdad f; f=Lr+ fcb f consideremos, con la notacién ante-
rior, las desigualdades:

DO ™

SULP) =s(f P+ s(f ) < [+ [ F < SU R+ S( B) = S P)

Puesto que también se verifica

s(rP) < [ F <8P

b c d
Lo=l=1
La desigualdad anterior es cierta para todo € > 0, por lo que se tiene la igualdad
buscada. OJ

tenemos:

SS(f,P)—S(f,P)<€.
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Definicién 5.2.13 Sea f : [a,b] — R wuna funcion acotada.

/aafzo.
[ref

Con esa definicién para a, b, ¢ arbitrarios, con las hipotesis de integrabilidad ade-

cuadas, se verifica
c b b
Lo+l =]

El lector puede convencerse de ello utilizando la definicién anterior y considerando
los diferentes casos que pueden presentarse en las posiciones relativas de a, by ¢
(es decir, a < ¢ < b, a <b<c, etc.)

(1) Sia=10b se conviene que

(2) Si f € Z]a,b] pondremos

Proposicién 5.2.14 Si f € Za,b] y g : [a,b] — R coincide con f salvo en un
nidmero finito de puntos, entonces g € Zla,b| y

[r-Ls

DEMOSTRACION: Supongamos, inicialmente, que f y ¢ difieran en un tnico punto
¢ € [a,b], o dicho de otra manera que g se obtiene a partir de f modificando el
valor de f es un tnico punto. Consideremos la funciéon h := g — f. La funcién
h es nula en todos los puntos menos en c. Supongamos que h(c) > 0. Es obvio
entonces que s(h, P) = 0 para cualquier particién P de [a, b], con lo que la integral
inferior de h es cero. Ademés, para cada € > 0 existe una particion P de modo
que 0 < S(h,P) < e. En efecto, basta tomar una particion P tal que el intervalo
[ti—1,t;] que contenga al punto c¢ verifique t; — t;_; < €/h(c) pues, en tal caso
S(h,P) = h(c)(t; — t;—1) < e. Entonces la integral superior de h es cero. Asi
que h es integrable y su integral es cero. Pero como g = f + h, aplicando la
proposicion 5.2.9 se obtiene que

gealet] v [o=[r+[n=["r

El resultado esta probado cuando f y ¢ difieren en un tnico punto. En el caso en
que difieran en n puntos basta reiterar el proceso anterior n veces, modificando
cada vez el valor de f en un tinico punto. 0l
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Figura 5.3: Georg Friedrich Bernhard Riemann (Hanover, 1826 — Selasca, 1866).
Biografia en MacTutor.

Caracterizacion de Lebesgue de la integrabilidad Riemann

Definicién 5.2.15 Un conjunto A de nimeros reales se dice que tiene medida
cero si para cada € > 0 existe una sucesion numerable (I,),, de intervalos cerrados
y acotados tales que A C UI, y Y. L(1,) < &, donde L(1,) denota la longitud del
intervalo 1I,,.

De acuerdo con esa definicion, claramente cualquier conjunto finito tiene medi-
da cero. Pero también tiene medida cero cualquier conjunto numerable de puntos.

En efecto, denotemos con (x,,),en los puntos de dicho conjunto A. Dado € > 0
tomemos un intervalo cerrado I; de longitud €/2 que contenga a x;, un intervalo
I, de longitud /2% que contenga a x», y, en general, un intervalo I,, de longitud
£/2™ que contenga a z,,. De ese modo A C U1, y

ZL(In):5<%+i+%+...):eli/f/Q:e

utilizando la suma de una progresién geométrica de razén 1/2. Observe que, en
particular el conjunto de los racionales del intervalo [0, 1] tiene medida cero y, por
tanto, el conjunto de los irracionales de dicho intervalo tiene medida 1, puesto que
[0, 1] es la unién disjunta de dichos conjuntos.

Enunciaremos sin demostracion el siguiente teorema de caracterizacion de la
integrabilidad Riemann.

Teorema 5.2.16 (Teorema de Lebesgue) Sea f : [a,b] — R una funcion
acotada y sea D(f) el subconjunto de [a,b] formado por los puntos en los que
f mo es continua. Entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) f € Z[a,b].
(2) D(f) tiene medida cero.
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Figura 5.4: Henri Léon Lebesgue (Beauvais, 1875 — Paris, 1941). Biografia en
MacTutor.

Ejemplos 5.2.17

(1) La funcién D; de Dirichlet definida en los ejemplos 3.2.7 no es integrable
porque es discontinua en todo punto. Pero la funcién D, si es integrable
porque su conjunto de puntos de discontinuidad es [0, 1] N Q, como ya vimos
alli.

(2) Si f esintegrable en [a,b] y ¢ coincide con f salvo en un conjunto numerable
de puntos, entonces también ¢ es integrable y la integral de ambas funciones
coincide. En particular la funcién D, de Dirichlet tiene integral nula.

Corolario 5.2.18 Si f,g € Z]a,b] entonces fg € Zla,b.

DEMOSTRACION: Comencemos considerando el caso particular en que ¢ coincida
con f. Se trata pues de probar la integrabilidad de f? sabiendo que f es integrable.
Pero como es claro que D(f?) C D(f) podemos aplicar el teorema de Lebesgue
para obtener que f? es integrable.

Pasemos ahora al caso general y observemos que se tiene la siguiente identidad

fg=1((F + 9V~ (F ~ )

Puesto que Z[a,b] es un espacio vectorial, basta ver que (f +¢)®y (f — g)? son
integrables para concluir que fg lo es. Pero eso es facil puesto que (f+¢) v (f —9)
son integrables y aplicando el caso particular antes considerado, también (f + g)?
v (f — g)? son integrables. O

&é’ En el libro de J.M. Ortega [1], pg. 152, puede encontrar una demostracién del
), ﬁ:jf/ corolario 5.2.18 que no requiere el teorema de Lebesgue. Esta otra demostra-

cién se basa en la propiedad, demostrada en la citada referencia, de que si f
es integrable y g es continua, entonces go f es integrable. La lectura de estos resultados
constituye un buen ejercicio tanto de caracter matematico propiamente dicho, como de
manejo de bibliografia: queda invitado a realizar tal ejercicio.

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO


http://www-history.mcs.st-and.ac.uk/Biographies/Lebesgue.html

212 Célculo integral

5.3. Teorema fundamental del calculo

Como consecuencia de la proposiciéon 5.2.12 si una funciéon f es integrable
Riemann en [a, b], lo es en cualquier intervalo [a, ], siendo z € [a, b], lo que permite
definir de forma correcta una funcién sobre [a, b], que asigna a cada z el valor [ f.

Teorema 5.3.1 (Teorema fundamental del célculo) Sea f € Z[a,b]. Para
cada x € [a,b] se define

Flz) = / f (5.4)

La funcion F' asi definida recibe el nombre de integral indefinida y verifica las
propiedades siguientes:

(1) F es continua en [a,b).
(2) Si f es continua en c € |a,b], entonces F es derivable en ¢ y F'(c) = f(c).

DEMOSTRACION: La férmula
Y
P@) - Pyl = | [ 1] < Ml — )

donde M :=sup|f]| en [a,b], muestra que F' es uniformemente continua en [a, b].
Sea p := f(c) y supongamos h > 0 (para h < 0 los razonamientos son analogos)
tal que ¢+ h € [a, b]. Es claro que

c+h
/ p = ph

y por tanto, aplicando la proposicién 5.2.10, se tiene que

F(c+h)—F(c) |1 peth 1 pe+h | |1 peth
h _p_h/c F=5l, p_h/c (f =p)
1
<= sup |f(t) —pllhl = sup [f(t)—pl. (5.5)
‘h‘ telc,c+-h) telc,c+h]

Como f es continua en ¢, fijado € > 0 existe 6 > 0 tal que si |h| < J entonces

[F(&) = f)l = [f(t) =pl <e
para todo t € [c,c + h]. La acotacién dada en (5.5) y esta observacién garantizan

que F' es derivable en ¢ y que F'(c) = p = f(c). O

Obsérvese que en el teorema anterior la derivabilidad en a significa sélo derivabi-
lidad por la derecha, es decir existencia de

lim F(a+h) — F(a)
h—0t h

)

mientras que derivabilidad en b significa sélo derivabilidad por la izquierda.
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Definicién 5.3.2 Dada f : [a,b] — R se dice que g es una primitiva de f si g
es derivable y ¢’ = f.

Habitualmente la derivabilidad de una funcién sélo se estudia cuando el domi-
nio de la funcién es un intervalo abierto (o més generalmente un conjunto abierto
en sentido topoldgico). La definicién anterior implicitamente esta suponiendo de-
rivabilidad lateral en los extremos del intervalo.

Observaciones 5.3.3

(1) Por el teorema anterior las funciones continuas tienen primitivas. La funcion
integral indefinida definida por (5.4) es una de ellas. Las otras se obtienen
sumando a ésta una constante (véase el corolario 4.2.9).

(2) La integral indefinida puede no ser una primitiva. Por ejemplo, basta tomar
como f : [0,1] — R la funcién caracteristica de [3,1]. En este caso la
integral indefinida viene dada por

Flz) = 0 size[0,1/2]
YTV —1/2 size /2]

que no es una funcién derivable en x = 1/2.

(3) Hay funciones discontinuas que tienen primitiva. La derivada de la funcion
g(z) =a?sen L siz #0y g(0) =0 estd en esas condiciones.

Teorema 5.3.4 (Férmula de Barrow) Sea f € Za,b] y sea g una primitiva
de f. Entonces

[ 5 =9) - gla). (5.6

DEMOSTRACION: Dado € > 0, de acuerdo con el teorema 5.2.5, existe una particion
P={to<t; <...<t,} tal que

/bf—S(f,P,zi) <e

para cualquier coleccién {z;}, con z; € [t;_1,t;]. Pero por el teorema del valor
medio 4.2.8 se tiene

g(ti) —g(tioa) = g'(&)(ti — tia) = f(&)(ti — ticn)

y por tanto

n n

g(b)—g(a) = g(tn) —g(to) = >_ (9(t) —g(t:i1)) = D ¢ (&)t —ti1) = S(f, P.&).

i=1 i=1
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Por consiguiente,
<€

7= (o08) ~ 9(a)

para todo £ > 0, lo cual prueba la férmula (5.6). O

Corolario 5.3.5 (Integracién por partes) Sean f,g € Zla,b] y supongamos
que tienen primitivas F, G respectivamente. Entonces,

b b
/ Fg = F(H)G(b) — F(a)G(a) — / fG.

DEMOSTRACION: F'G es primitiva de Fig + fG ya que (FG) = FG' + F'G =

Fg+ fG. La funcion Fg + fG es integrable pues lo son f y g, por hipdtesis, y

también F'y G pues, siendo derivables, son continuas. Podemos aplicar entonces
la férmula de Barrow y tenemos:

F(O)G(b) — F(a)G(a) :/abFG:/ab(Fg+fG) :/angJr/abfG

que es justo lo que se quiere probar, sélo que escrito de otra forma. O

Ejemplo 5.3.6 Para calcular

b
/ ze®
a

observemos que ze® = F(z)g(z) donde F(x) =z y g(x) = €”, con lo cual f(x) =1
y G(x) = e*. Aplicando la férmula de integraciéon por partes se tiene

b b
/ xem:beb—ae“—/ e = be’ — ae® — (e’ — e%).
a a

Teorema 5.3.7 (Cambio de variable) Sea ¢ : [¢,d] — [a,b] una funcion de-
rivable con derivada continua tal que ¢(c) = a y ¢(d) = b. Sea [ : [a,b] — R
continua. Entonces

[1=[ o0 5.)

DEMOSTRACION: Si F' es una primitiva de f en [a, b] entonces Flo¢ es una primitiva
de (f o @)@’ en [c,d] ya que, por el teorema de la funcién compuesta se tiene

(Fog)(t) = F'((t))¢'(t)
y por tanto

[ 7= F®) - F(a) = Fo(@) - F((0)
= (Fod)d)~(Fos)(e) = [(fo)d,
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con lo que se obtiene la férmula buscada. En la cadena de igualdades anterior se
utiliza el hecho de que ¢’ es continua para asegurar que (f o ¢)¢’ es integrable,
condicién requerida para tener la igualdad de la regla de Barrow. 0l

Este teorema sirve de motivacion a la notacién habitual que explicita la variable

en las integrales
b b
| f@yda= [ 5.

porque escrito de esa manera, si x = ¢(t) y escribimos dx = ¢'(t)dt, lo que resulta
bastante natural, la férmula del cambio de variable se escribe en la siguiente forma

b d
[tz = [ rowyoa

C

que es mas sencilla y natural para recordar que la férmula 5.7.

Ejemplo 5.3.8 Para calcular
1/2 1
——dx
0 V1—a?
hacemos el cambio de variable x = sent. Observe que sen0 = 0y sen7/6 = 1/2,
y que la imagen por la funcién sent del intervalo [0, 7/6] es el intervalo [0,1/2].

Tenemos entonces, utilizando la férmula del cambio de variable en la integral de
Riemann, que:

/1/2 1 d /6 cost
—dx = -
0 1 —2x2 0 1 —sen?t

donde hemos utilizado que cost es positivo sobre el intervalo [0, 7/6].

/6
dt:/ dt = 7/6
0

pero para poder aplicarla es necesario obtener una primitiva. Los métodos de

célculo de primitivas seran considerados en el capitulo 6, pero MAXIMA los
conoce y podemos hacer ya calcular integrales de funciones que admiten una primitiva.
El mismo comando permite calcular primitivas e integrales definidas,

& La férmula de Barrow proporciona una herramienta para calcular integrales,

integrate (Funcidn, Variable, ValorInicial, ValorFinal)

con la salvedad de que en el caso de las primitivas no es necesario incluir el ValorInicial
y el ValorFinal

Lamentablemente son muchas las funciones para las que no se puede encontrar una
primitiva explicita en términos de las funciones elementales; en tales casos es necesario
acudir a la integracién numérica, y en MAXIMA existen comandos con esa finalidad.

Teorema 5.3.9 (Resto integral en la férmula de Taylor) Si f es una fun-
cion de clase € ([a,b]) y P.(f,a) su polinomio de Taylor de grado n en a,
entonces

F(B) = Pulf,0) + Ra(f,0) = Pu(fo) + o [ (0= 0 £ 0)
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DEMOSTRACION: Aplicando reiteradamente la féormula de integracién por partes
se tiene

L b=ty ey e =

TL!a

-0y s [0t

:_f(n)(a)(b_a)”+..._7

n!
S (a) SV (a)
B 1!

(b—a)+ f(b) = fla) =
= —Fu(f,a) + f(b)

que es justamente lo que se queria demostrar. (]

5.4. Aplicaciones de la integral

Siendo la integral de Riemann, en alguna forma, el limite de area de una fi-
gura formada por rectangulos, cuando éstos van decreciendo en anchura, se puede
tomar [° f como la definicién del drea de la regién delimitada por la grafica de la
curva, las rectas x = a, x = b y el eje de abscisas. Otras ideas semejantes permi-
ten obtener el calculo del volumen de ciertos cuerpos tridimensionales. Aunque el
concepto de area y volumen es, a priori, independiente y mas primitivo que el de
integral, no entraremos en este curso en un intento de definiciéon de estos conceptos,
aparentemente intuitivos, pero en absoluto sencillos.

5.4.1. Determinacién de areas planas en cartesianas

Consideremos una funcién f : [a,b] — R tal que f(z) > 0 para todo x € [a, b].
Consideremos el recinto plano, referido a ejes perpendiculares, delimitado por la
grafica de f, es decir por la curva {(z, f(x)) : = € [a,b]}, los segmentos de x = a
y = b que unen los puntos extremos de dicha grafica con el eje horizontal y el
segmento sobre dicho eje delimitado por a y b.
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Definiremos entonces ,
area(M) := / f
a

Esta definicién estda basada en el hecho de que cualquier suma de Riemann es la
suma de las areas de los rectangulos definidos por la particién y la region compuesta
por dichos rectangulos se aproxima a M cuando la particién se va refinando. La
vision de la integral como limite cuando la norma de la particién tiende a cero nos
permite asegurar que, naturalmente en el caso de que f sea integrable, el limite
obtenido es independiente de las particiones elegidas.

Una vez tomada el area de M de esta forma, su calculo, que es el calculo de
f(f f(z) dzx, se realiza usualmente mediante la férmula de Barrow,

siendo F' una primitiva de f, es decir una funcién derivable tal que F’' = f.

Partiendo en trozos adecuados pueden calcularse areas de recintos mas compli-
cados.

Observe ademéas que la integral puede ser vista como un area, pero area con
signo, de modo que si se trata de calcular el area entre la grafica de una funcion y el
eje de abscisas, cuando la funcion no es positiva tendremos que tomar precauciones.
Por ejemplo, en el caso de la funciéon de la figura siguiente

definiremos el area delimitada por la grafica y el eje horizontal, sobre el intervalo

[a, b] en la forma:
oy = [r- [+ s

2 2

Ejemplo 5.4.1 Cdlculo del drea de la elipse :1:_2 + v _q

a b2

La ecuacion del primer cuadrante de la elipse es

2

X

y=flz)=b/1-—
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Eje de rotaciéon

Eje de totacion Hirotaciéon

Figura 5.5: Volumen de revolucion

el area es, por tanto,

a 2 /2 /2
4/ b\/l—x—dezél/ b\/l—senztacostdt:élab/ cos® t dt
0 a 0 0
w/2
= 2ab/ (cos(2t) + 1) dt = mab
0

5.4.2. Determinacion de volimenes de revolucion

Si el recinto M, como en el apartado anterior, gira un angulo de 27 alrededor
del eje de abscisas, engendra un sélido R, que denominamos de revolucion.

Concibiendo que los rectangulos definidos por las sumas de Riemann aproximan
el recinto M, y girando dichos rectangulos obtenemos una serie de cilindros que
podemos considerar aproximan el sélido R,. Si calculamos el volumen del sélido
obtenido a partir de dichos rectangulos observamos que coincide con
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n

> owf(z)?(t — tic1)
i=1
que no es otra cosa que una suma de Riemann correspondiente a la funcién 7 f(x)?.
Asi, podemos definir el volumen del sélido R, como

U(Rm)zﬁ/abe

que es el limite al que tienden las sumas de Riemann anteriores cuando tomamos
particiones de norma que tiende a cero.

Si en lugar de rotar el recinto M alrededor del eje de abscisas lo hacemos
alrededor del eje de ordenadas, obtenemos un nuevo sélido de revolucién que de-
nominamos f2,.

Si aproximamos M por rectangulos y rotamos, cada rectangulo engendra un
tubo cilindrico hueco de radio interior ¢;_1, radio exterior ¢; y altura f(z;). Asi el
volumen de cada uno de estos tubos es 7 f(z;)(t? — t2_,).

Eje de rotacion

Si sumamos todos estos voliimenes podemos pensar que estaremos aproximando-
nos, refinando la particién, al volumen de R,. Sin embargo la suma de los volu-
menes de los tubos no nos proporciona una suma de Riemann, aunque podemos
verla como tal suma con las consideraciones siguientes. Pongamos

li+1i

22— =2
—1 2

(2

(ti —tic1)

Teniendo en cuenta que (t; + t;_1)/2 es el punto de medio del intervalo [t; 1, ;]
si elegimos z; como dicho punto, tenemos que la suma de los volimenes de los
tubos es precisamente la suma de Riemann correspondiente a la funciéon wx f(x),
asi definiremos

v(Ry) :W/Clbxf(a:) dx

sin olvidar que esta es una forma intuitiva de ver el problema; una definicion
rigurosa del volumen de estos sélidos se estudiara en la asignatura de Anélisis
Matematico de segundo curso.

& Con las ideas de esta seccién y las potencialidades de MAXIMA es posible

calcular calcular areas de figuras planas o voliimenes de revolucion.
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5.5.

Ejer
5.5.1

Ejercicios

cicios resueltos

Sea f:1]0,1] — R una funcion continua. Pruebe que
1’ 1 n 1
im — E f(zk) =
noni () /0 /

para cualquier eleccion de z, € [%, %] para k yn enteros con 1 < k < n.

SOLUCION: Al ser f una funcién continua es integrable (corolario 5.2.3).
Aplicando la caracterizacién de la integrabilidad en términos de la norma de
la particién (teorema 5.2.8) sabemos que fijado € > 0 existe § > 0 de modo
que para cualquier particion P de norma menor que  y cualquier suma de
Riemann correspondiente a una tal particion se verifica que

<E.

[ r-s0m2)

La férmula que queremos probar significa, en otros términos, que fijado £ > 0
existe ng tal que si n > ny se cumple

1 1
A f—gkglf(zk) <€
pero obviamente
1& E k-1
p ) =2 1 (- )

y esto ultimo sumatorio es una suma de Riemann correspondiente a la parti-
cién de [0, 1] determinada por los puntos 0 < 1/n < 2/n < ... <n/n, o sea
es una suma del tipo S(f, P, z;) ante considerada, y si su norma fuera menor
que o podriamos escribir

/Olf—lif(zk)

n,=5

<E.

En nuestro caso los puntos de la particion estan equidistribuidos y por tanto
su norma es 1/n. Existe ng € N tal 1/ng < § y en consecuencia para n > ng
la norma de la correspondiente particién es inferior a § que es justo lo que
necesitamos para poder escribir

/Olf—lzn:f(zk) <é

ny4

para n > ny. l
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5.5.2 Calcule

1 1 1 1
lim — + + + -+
n—00 n, \/n2_ 12 \/n2_22 n2 — (n_ 1)2

SOLUCION: Este es un limite tipico para calcularlo mediante sumas de Rie-
mann

1 n 1 N 1
\/n2 — 12 \/n2 — 92

1
1 1 1 1

+ + +
\/nQ—O2 Vn?2 —12  /n?2 —22

1( 1 1 1 >:
V1= (0/n)? ¢1— (1/n)? \/1— 2/n)? 1= ((n—1)/n)

(f7 P7 zi)
para la particién de [0, 1] dada por
0o 1 2 —1
P={0=—-<—-—<— n <ﬁ:1}
n n n n n
siendo
n—1
21_07’22__7 Zp =
n
Yy
flz) = N
V1— 22
Con lo cual
m Sy ! / L
im — 4+ ——— + - — [ = =
n—oo n, ,/n2_12 /ng_n_lg 0 ,/1_1.2
/2 1 7/2 cost
—————costdt = / —dt —/ dt =
0 V1—sen?t cost
Y calculamos asi el limite con técnicas de integracion. 0J

5.5.3 Sea f: R — R continua. Sea F: R\ {0} — R definida por

1

F(z) = 20

f()

(1) Calcule lim, o F(z). Definiendo F(0) = lim,_o F'(x) pruebe que la fun-
cion asi definida en R es continua.
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(2) Pruebe que F' es derivable R\ {0} y calcule su derivada.

SOLUCION: La funcién F est4 bien definida para cada z € R\ {0} porque al
ser f continua [*_ f estd bien definido. Ademas la funcién

G = [ fwar= [ swars [feya=- [ pwars [

es derivable como consecuencia del teorema fundamental del calculo y el
teorema de la funcion compuesta siendo

G'(z) = —f(@)(=1) + f(z) = 2f(x)
Para calcular lim, .o F'(z) utilizaremos la regla de L.’Hospital y obtenemos

lim - /_i f(t)dt = lim Glz) = lim ¢lz) = lim f(x) = f(0)

z—0 2 z—0 2 z—0 92 z—0

puesto que f es continua. Salvo para x = 0 la funcién F es un cociente
de dos funciones derivables y por tanto continuas, asi que I’ es continua en
z € R\ {0} y como F(0) ha sido definida mediante F'(0) = lim, o F(z),
también es continua en el origen.

F es derivable en x € R\ {0} por ser un cociente de funciones derivables
siendo

G'(x)2x —2G(x) _Axf(x) -2/, f{O)dt _ 2zf(x) — %, f(t)di

F’ =
(z) 44 4t 24

La derivabilidad de F' en = = 0 depende de que exista lim, . [(=) U

T -

5.5.4 Sea f : [a,b] — R continua y mondtona creciente. Pruebe que la funcion

definida por

verifica

1 1
F<x;y> < 5F (@) + 5F(y) para todo z,y € [a, Y

¢ Es cierto el resultado si f es unicamente continua?

SOLUCION: Por el teorema fundamental del calculo F' es derivable siendo
F'(z) = f(x) y por tanto F’ es creciente, pero entonces F' es convexa, de
acuerdo con el corolario 4.4.5. Y la féormula que queremos demostrar es sélo
un caso particular de la convexidad de F'.

El lector escrupuloso se habra percatado que en la hipotesis del corolario
utilizado se pedia que el dominio de la funcién fuese un intervalo abierto,
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mientras que aqui lo hemos aplicado a un intervalo cerrado, asi que, en
principio, la convexidad de F' sélo esta garantizada en (a,b). Sin embargo
podemos utilizar una astucia para solventar este inconveniente. Prolongamos
fa(a—1,b+41) haciendo f(z) = f(a) para x € (a — 1,a] y f(x) = b para
x € [b,b+ 1), con lo cual F’ es creciente en (a — 1,b+ 1) siendo convexa en
dicho intervalo y, en particular en [a, b].

El crecimiento de f es esencial. Si, por ejemplo, tomamos f(z) = senz
definida en [0, 7] entonces la funciéon F' no es convexa. 0J

5.5.5 Sea [ una funcidn integrable Riemann en [a,b], pruebe que
b

/abf(x)dx :/ fla+b—x)dx

a

Utilice el resultado anterior para calcular
™ xsen”x
[,
0 1+ cos?x
paran =1,2,3
SOLUCION: Hagamos en la segunda integral el cambio de variable t = a+b—x
que produce dt = —dx. Veamos ahora las modificaciones que se producen en

los extremos de integracion con el cambio de variable: para x = a se tiene
t=a+b—a=0byparax=>bsetienet=a+b—b=a asi que

/abf(a+b—x)dx=/baf(t)(—dt) :/abf(t)dt:/abf(;p)dx

Observe que la ultima igualdad es obvia porque ambas expresiones, con in-
. . . b
dependencia de como denotemos la variable, representan el valor de [ f.

En particular podemos aplicar la formula anterior y tenemos

/W xsen™ x / (m — ) sen (W—x)d /7T (W—x)sen":cd
B — = €Tr = —_— X
0o 1+cos?x 1 + cos?(m — x) 0o l+cos?x
™ sen"x ™ rsen"x
=T s dr |
0 1+cos“x 0 1+cos“x

y por tanto

T rsen"x T [T sen"x
dx
0

14 cos?x 1T 0o 1+ cos?x
En el caso de n = 1 para calcular esta ultima integral hacemos el cambio
de variable t = cosz que es derivable y lleva el extremo 0 al 1 y el 7 al —1
siendo dt = — sen xzdx, de modo que

T osenzx -1 —dt 1 dt
[ ok pd

0o 1+cos?x 1 14122 11412
= arctg 1 — arctg(—1) = % +

T T
4 2
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El caso n = 3 sigue las mismas pautas y dejamos al cuidado del lector
los detalles. En el caso n = 2 hay que prestar atencién para no llegar a
conclusiones erroneas. Para calcular

T sen’x
T2,
0 1+cos*x
observamos que se trata de una funcién par en seno y coseno, por lo que el

cambio aconsejable es, como sabemos por las técnicas de calculo de primiti-
vas, t = tgx, que nos conduce aparentemente a

T sen’z sen®z)/(cos?z) o, dx 0 t2
/ ———dxr = / cos” = / dt
0o 14 cos?x 1/0052x+1 cos?x  Jo (2412)(1+1¢2)

con lo que, segun esto, la integral buscada seria nula. Pero esto es imposible,
porque el integrando es continuo y estrictamente positivo.

. Doénde esta el error? Esta en que el cambio de variable no corresponde a una
funcion derivable en [0, 71]. Aunque si lo es en [0, 7/2) y en (7/2, 71]. Hagamos
pues las cosas con cuidado

T sen’x sen? ™  sen’xw
[ L R
0o 1+ cos?x 1+ cos?x 7/2 1 + cos?

+oo +2 +2
B /0 (2+12)

0
e /. rearm?

Las integrales que nos han aparecido requieren un comentario, porque hasta
ahora hemos utilizado inicamente funciones acotadas definidas en un interva-
lo cerrado y acotado. La integracion sobre intervalos no acotados sera objeto
de estudio detallado en un capitulo posterior, pero anticipandonos a dicho
estudio nos limitaremos a decir ahora que, cuando tienen sentido, se defi-
nen de manera natural como limites de intregales definidas sobre intervalos
acotados. De suerte que, en concreto,

400 t2 T t2
/0 (2+)(1+ t2)dt = o (2+t3)(1+ t2)dt
/ 2 arctg <%>
- xETOOT

R L

(hemos omitido los célculos para obtener la primitiva). La otra integral vale

—arctgx

lo mismo, siendo por tanto, el resultado final (v/2 — 1)% O
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Ejercicios propuestos

5.1)

5.2)

5.3)

5.4)

5.5)

5.6)

5.7)

5.8)

5.9)

2
Utilizando la definicién de integral calcule / f(x) dx siendo
0

x? si0<x<l1
) =
/(@) {3—ZL‘ sil<z<2

Calcule los limites de las siguientes sumas de Riemann:

n n

) n+j ) J Jjo
lim —_— — sen lim ~— sen
n—>+00j§1 n? + 52’ L n Z n— o0 2 n*  2n+1

7=1

n—-—4oo n,

1/n
Calcule lim l<(n+1)(n+2)(n+n)> :

Haciendo uso de una integral definida adecuada calcule

n

i n!
lim —
n—oo n

Calcule

T T 2w 2m
lim ———(sen — cos — + sen — cos — + - - - +sen 7 cos )
nonf 41 n n n n

Calcule el siguiente limite:

1 1 1
lim 4 ...
ntioo n<12+4n2Jr32+4n2+ Jr(2n—1)2+4n2>
b
Sea f una funcién continua en [a,b] tal que / |f(x)|dz = 0. Pruebe que
f(z) =0 en todos los puntos z € [a, b]. ’
Caleule lim [ " sen"z da y lim /Z tg" xdx.

n—s--+o0 Jo n—--+0o0 Jo

Sea f una funcién continua en [a,b], y sea M = max{|f(x)| : x € [a,b]}.
Pruebe que
b 1/n
I (/ |f(x)|"dx> _ M.

Indicacién: Suponga primero que M = 1.
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5.10) Sean f,g : [a,b] — R continuas tales que para todo x € (a,b) se verifica
/ flt)dt = / g(t) dt. Pruebe que f(x) = g(z) para todo z € [a, b].

a

5.11) Halle las derivadas de la funcién F(z) en cada uno de los casos siguientes:

T

$3 2 t6 T 1
F :/‘ Stdt F :/' dt F! :/-——ﬁ.
(:L‘) 0 Sett (:L‘) senz2 1 + t4 (:L‘) o 1 +1

2

5.12) Sea f : [0,00) — R continua, con / (1 +1t)f(t)dt = 62*. Determine f.
0

5.13) Sea f una funcién dos veces derivable en [a,b] siendo f” continua en [a, b].
Pruebe que se verifica la siguiente férmula:

[ o @) de = 0 ®) - F0) ~ (af (@) - f(a)

y apliquelo para calcular

w/4
/ rtgr(l +tg’z) da.
0

Indicacién: Puede hacerse integracién por partes o bien observar que la fun-
cién F(x) :=xf'(x) — f(z) es una primitiva de x — zf"(x).

5.14) Calcule el siguiente limite
2

/ ,log(2 + sent) dt

—X

i
oo g2 (r —senx)

5.15) Sea f :]0,00) — (0, 00) continua. Pruebe que la funcién definida por

g(z) = Fm——— paraxz #0y g(0) =0

es creciente.

5.16) Sea f :[0,400) — R continua y, para cada z € [0, 4+00), sea
F(z) :/ of (1) dt
0
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a) Calcule F'(x) para cada = € [0, +00) y demuestre que

A$f00¢p—10du::4$(4uf@yﬁ)du

1+ (141
b) Calcule lim Uty -y
el T P

5.17) Calcule las siguientes integrales:

w/4 /3 d
/ tg? x dx / _®  a /
0 7/6 SEN X COS T 1

™ w/2
/ e cos x dx / cos x log(sen x) dx /
0 /4 0

2
a2

a+:pdx
\/a—x
T
7a4+x4dx

5.18) Calcule el area del recinto limitado por las curvas de ecuaciones y = 2% — 12z
vy =%
2 g2 22

5.19) Calcule el area de la interseccion de las elipses $—2 +5=1ys+5=1
a’> b b  a?

5.20) Calcule el volumen del sélido engendrado al girar alrededor del eje OX el
recinto limitado por las curvas y = 0,y = 22 + 1, y la tangente a esta tltima
en el punto de abscisa z = 1.

5.21) Calcule el volumen del sélido engendrado al hacer girar un disco de radio r
alrededor de una recta situada a una distancia a del centro del disco, donde
a>r.

5.22) Sea f una funcién real de variable real continua y periédica, con periodo
T z+T

T'. Pruebe que para todo x € R se cumple / f)dt = / f(t)dt. Calcule

0 T

1 x
I —/ £)dt.
BN A0
5.23) Sea f(r) = ————
’ ca JiT - 5+4cosz’

a) {Cudl es el mayor subconjunto de R en el que f admite una primitiva?

b) Determine una primitiva en dicho conjunto.
5.24) Mediante un cambio de variable establezca la igualdad

/Oaf(:c)d:c = /Oaf(a—x)da:

T iy 3 2
Como aplicacién, pruebe que / rsen’(2z)dr = g / sen*(22)dr = %
0 0
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2" (qx — p)

5.25) Se considera la funcién f,(x) = ' donde n,q,p € N
n!

a) Pruebe que f, y todas sus derivadas toman valores enteros para x = 0
yz=p/q
b) Si [, = / fn(z) senz dz, Pruebe que lim,, I,, = 0
0

c) Mediante integracién por partes en la expresion de I, (sin escribir ex-
plicitamente f]), Demuestre que si 7 = p/q entonces I, seria un entero

no nulo. Concluir que ‘7‘(‘ es irracional ‘
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Calculo de primitivas

Competencias

P Saber aplicar las técnicas para el calculo de integrales racionales.

P> Saber aplicar las técnicas para el calculo de integrales racionales trigono-
métricas.

P Saber aplicar las técnicas para el cdlculo de integrales trascendentes sen-
cillas.

P Conocer y saber aplicar las técnicas para el cdlculo de algunas integrales
irracionales frecuentes..

AANNNNAAANANND
\do\o\o\oo\oooaeee

P Saber usar MAXIMA para calcular integrales.

CONTENIDOS

6.1. Cambio de variable e integraciéon por partes
6.2. Funciones racionales

6.3. Funciones racionales en seno y coseno

6.4. Funciones racionales de e”*

6.5. Funciones racionales en senh y cosh

6.6. Algunos tipos de funciones irracionales

6.7. Ejercicios
Este capitulo esta dedicado a describir técnicas para el calculo de primitivas.
Dada una funcién f se llama primitiva de f a cualquier funciéon g derivable con
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la propiedad de que ¢’ = f. No siempre existe una tal funcién, como ya hemos
senalado en el capitulo 5. Pero en este capitulo adoptaremos una filosofia mas
operacional que analitica y la existencia de primitivas estard siempre asegurada
para las funciones que consideraremos aqui puesto que nos limitaremos a funciones
continuas o con un nimero finito de puntos de discontinuidad.

Una primera observacion evidente es que si g es una primitiva de f también lo
es g+ C siendo C' una constante arbitraria. De hecho todas las primitivas de f, en
un mismo intervalo, son de dicha forma.

La segunda observacion, también clara, es que el calculo de primitivas esta
directamente relacionado con el calculo de derivadas, siendo necesario conocer las
reglas que regulan el calculo de derivadas para poder obtener reglas para el calculo
de antiderivadas. En el capitulo 4 hemos demostrado las reglas del calculo de
derivadas, que recogemos de forma sintética a continuacion.

(1) (af) = af’ (siendo a una constante);
(2) (f+9) = [f+¢ (derivada de la suma);

(3) (f9)' = f'g+ fg' (derivada del producto);

/ ’ /
(4) <i> = M (derivada del cociente);
g 9

(5) (fog)(x)= f'(g(x))g (x) (derivada de la composicién de funciones);

(6) Derivadas de las funciones elementales:

Funcién Derivada | Funcion Derivada | Funcién Derivada
1
C 0 sen x CcOS T arcsenr —————
Vv1—2a?
n n—1 — 1
T n CcoS T —senx arc cos T
— 2
e e gx arctg x
cos? x 1+ 22
| 1 —1
ogxT — cotgx —
T sen? z

Como ya hemos convenido en otras ocasiones la funcién log x representa a la
funcion logaritmo neperiano (a menudo, representada por Inz).

Las reglas de derivacion anteriores dan lugar a algunas pautas para el calculo
de las llamadas primitivas inmediatas, asi llamadas porque se obtienen de forma
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inmediata aplicando en sentido inverso («antiderivaciény») las reglas anteriores. El
siguiente cuadro recoge algunas de ellas:

Funciéon Antiderivada | Funcién Antiderivada
n 1 oy St f'()
FErre mA-n S0 | B @)
f'() —['(x)
e log | f(z)] sen? f(2) cotg f ()
el @ (g el @) A arcsen f(x
() e /()
sen f(x))f'(x —cos f(x —f') arccos f(x
(sen f(z)) f'(2) f(z) ) f(z)
: f'(z)
(cos f (@) (2) enf(@) |y wets(f)

Llamamos la atencion sobre el hecho de que, aunque f(x) tome valores negativos,
la derivada de log | f(z)| se expresa mediante la formula habitual: J;((;)).

En el cuadro anterior unicamente hemos incluido, en cada caso, una de las
infinitas antiderivadas de la funcién en cuestion, o dicho de otra manera, a cada
una de ellas hay que sumarle la constante de integracion. Ademas la antiderivacion
es una operacion lineal lo que significa que la antiderivada de la suma de dos
funciones es la suma de las antiderivadas de tales funciones y la antiderivada del
producto por una constante de una funciéon se obtiene multiplicando por dicha
constante la antiderivada de la funcion.

Es tradicional utilizar el simbolo
/1

para denotar el conjunto de las antiderivadas de f. Ese simbolo se emplea también
para el concepto de integral, como ya hemos senialado en el capitulo 5, y a veces ello
es causa de confusion entre los novicios. Advertimos al lector que antiderivacion
e integracion son conceptualmente diferentes, aunque —lamentablemente para su
ensenanza— compartan un mismo simbolo para representarlos. El hecho de utilizar
un mismo simbolo se sustenta en que existe una estrecha relacién entre ambos
conceptos, debida al teorema fundamental del calculo 5.3.1. A lo largo de este
capitulo el significado de la simbologia [ f se limita a la antiderivacion.

Conviene senalar que el calculo de la antiderivada de una funcién es un pro-
blema mucho més dificil que el calculo de la derivada. La derivada de cualquier
férmula, resultado de operaciones bésicas (sumas, productos, cocientes, raices...)
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Figura 6.1: Sir Isaac Newton (1643-1727)

sobre funciones elementales, es calculable de manera explicita (utilizando las reglas
de derivacién) mediante una féormula de naturaleza anéloga. Por el contrario uni-
camente ciertos tipos de férmulas con funciones elementales admiten antiderivada
expresable mediante una formula de naturaleza anéloga. Por ejemplo, funciones re-
lativamente sencillas como (senx)/x o e~ no tienen una antiderivada expresable
en términos de funciones elementales. O hablando informalmente, si escribimos una
formula un poco complicada al azar podremos calcular su derivada sin problemas,
pero la posibilidad de encontrar una formula para su antiderivada es escasa.

5 F ~ ] Sir Isaac Newton, considerado uno de los dos cofundadores del calculo infini-
tesimal moderno (el segundo es Gottfried Wilhelm von Leibniz), a propédsito
del problema de la integraciéon de una ecuacion diferencial cualquiera, que

incluye la cuestion del calculo de la antiderivada de una funcién arbitraria, escribia en
1666:

£

Si esto pudiera ser hecho cualquier cosa podria ser resuelta.

Isaac Newton nacié en Woolsthorpe, una aldea de Lincolnshire (Inglaterra), el 4 de
enero de 1643 y murié el 31 de marzo de 1727 en Londres.

Este capitulo esta dedicado a describir técnicas que permiten calcular antide-
rivadas de ciertos tipos de funciones. Pero después de lo senalado, la estrategia
para el calculo de primitivas debe contemplar dos etapas: en la primera se trata
de identificar el tipo (o tipos) a que pertenece la funcién y en la segunda apli-
car, de acuerdo con las tipologias, las técnicas de antiderivacion que correspondan,
seleccionando, cuando existan varios, el méas cémodo de los procedimientos.

En la primera seccion se describen las técnicas generales para el calculo de pri-
mitivas. En las siguientes secciones describiremos técnicas especificas para calcular
las antiderivadas de ciertos tipos particulares de funciones.

Por razones de brevedad y para concentrarnos en las técnicas operatorias, fre-
cuentemente pasaremos por alto cuestiones como el dominio de la funcién o la
existencia de primitiva. El lector deberia percatarse de este hecho y, eventualmen-
te, fijar el sentido del simbolo [. Queremos con ello decir, por poner un ejemplo,
que mientras que escribir [ ﬁ dx tiene perfecto sentido para cualquier valor de

x, la situacion es diferente si escribimos [ \/117 dx.
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6.1 Cambio de variable e integracién por partes 233

6.1. Cambio de variable e integracién por partes

Una variante de la notacion [f es [f(x)dz. La segunda forma de denotar la
antiderivada tiene ventajas de naturaleza nemotécnica sobre la primera: facilita los
cambios de variable en el calculo de primitivas. La férmula del cambio de variable
corresponde, en términos de antiderivaciéon, a la regla de derivacién de funciones
compuestas, recordada al iniciar este capitulo. Puede ser formulada del siguiente
modo:

[f@)de = [fle®)e @ dt, dondet = o)

supuesto que x = ¢(t), siendo ¢ una funcién derivable que establece una corres-
pondencia «uno a uno» entre x y t. El significado de la formula anterior es pues que
para calcular la antiderivada [ f(z) dx podemos calcular, si nos conviene, la antide-
rivada [ f(p(t))¢'(t) dt y, a continuacién, sustituir ¢ por su expresién en términos
de x, que viene dada por t = ¢ ~1(x). La férmula anterior resulta nemotécnicamente
sencilla con el siguiente convenio:

si hacemos x = @(t) entonces =’ = ¢'(t) y si escribimos =’ = dz/dt,
sustituyendo y operando formalmente se tendria dz = ¢/(t) dt.

Ejemplo 6.1.1 Para ilustrar el cambio de variable consideremos la siguiente pri-
mitiva

/de.

Obviamente /1 — z2 sblo tiene sentido para —1 < x < 1 y podemos hacer el
cambio de variable determinado por la féormula x = sent, que es una funcién
derivable y que establece una correspondencia «uno a uno» entre x € [—1,1] y
t € [-m/2,7/2], siendo dx = costdt, con lo que

/\/1—:1:2d:c = /\/1—sen2tcostdt:

1 2t
= /COSQtdt:/i:

2
t  sen2t t +sentcost
2T 5 +
12
[deshaciendo el cambio] = arcsen +2 eI =22 Lo
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MAXIMA puede ayudarnos a comprobar que el resultado obtenido es realmente
una antiderivada. Y, en efecto,
diff( (asin(x)+ x*sqrt(1-x72))/2, x );

proporciona (traduciendo el resultado al simbolismo usual)

V1—a2? - 1/11_2352 + 11_Z2
2

y haciendo la simplificacién racional de esta expresién mediante la sentencia
fullratsimp(%); (% es la forma de referirse a la dltima salida)

proporciona finalmente
V1—a2.

Por otra parte MAXIMA puede obtener de forma directa la primitiva buscada mediante
integrate( sqrt(1-x72),x );

La féormula del cambio de variable, como ya hemos dicho, es tinicamente una
reformulacién en términos de antiderivadas de la regla de derivacién para funciones
compuestas. Otras reformulaciones de las reglas de derivacion son las siguientes:

/af(x) dx = a/f(:p) dz, siendo a constante

JU@) +g@)de= [f@)de+ [g()da
/u(x)v'(x) dr = u(z)v(x) — /u'(x)v(w) dr.

Las dos primeras expresan que [ actia linealmente, mientras que la tltima, conoci-
da con el nombre de integracion por partes, es la reformulacién, para antiderivadas,
de la regla de derivacién para un producto de funciones.

Ejemplos 6.1.2 Ilustraremos el método de integracién por partes calculando dos
primitivas.

(1) /xlog:vda:

Haciendo u(z) = logz y v'(z) = x se tiene v'(z) = 1/x y v(x) = 2%/2, de

donde
/xlog:vda: = (2?/2)logx — /(:1:2/2)(1/56) dr = (v*/2)logx — (2*/4) + C.

arccos x
xre

(2) ﬁdx

1
Mediante el cambio de variable t = arccosx, (cost =z y dt = —

\/ﬁdw)

se obtiene
xearc COosS T

ﬁdl’ = —/et COStdt.
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Esta ultima primitiva puede ser calculada mediante integracion por partes
en dos etapas.

/etcostdt:etcost+/etsentdt:etcost+etcost—/etcostdt

y en consecuencia

1
/et costdt = aet(cost + sent).

Asi pues

arccos x
xre

1 arc cos x /

Sin embargo el excelente comportamiento proporcionado, hasta ahora, por
MAXIMA en el calculo de primitivas no deberia llevarnos a conclusiones preci-
pitadas sobre «la pérdida de tiempo y energias» o la futilidad que los razona-
mientos teéricos representan frente al poder del artefacto informatico. Concretamente,
cuando con
integrate( (x*%e~(acos(x)))/sqrt(1-x*x),x );
tratamos de obtener una primitiva para el segundo de los ejemplos anteriores el resul-
tado que se obtiene corresponde a

arc cos x
xre

iDescorazonador! Dirfase que MAXIMA no hace nada salvo el dar como respuesta la
propia pregunta reescrita. En realidad la situaciéon no es tan dramética y MAXIMA
sabe mas sobre el resultado de lo que a primera vista puede parecer. Por ejemplo, es
capaz de calcular la segunda derivada de la funcién resultante mediante
diff(%,x,2);

Pero, pafios calientes aparte, en este enfrentamiento con el humano, MAXIMA resulta
perdedor.

A pesar de este fracaso hay que sefialar que el humano puede todavia tratar de sacarle
partido a MAXIMA. Podemos decirle que realice en la primitiva el cambio de variable
que realizariamos nosotros

changevar (integrate( (x*%e” (acos(x)))/sqrt(l-x*x),x ), t-acos(x),t,x );

obteniendo ¢

t sint

B / e’ cost sin dt = [es decir] — / e costdt
V1 —cost+/cost+ 1

... lo cual nos va a permitir obtener el resultado deseado.

6.2. Funciones racionales

Un polinomio es una funcién obtenida sumando distintas potencias enteras,
afectadas de coeficientes, es decir, una funcién de la forma:

P(z) = Mp2™ + My_jz" ' + - 4+ M,
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siendo los coeficientes M;, 0 < ¢ < n, nimeros reales o complejos. El valor de n,
la mayor de las potencias que aparece en el polinomio, se denomina el grado del
polinomio. También podemos representar un polinomio genérico, como el anterior
P(x), en forma mas breve, utilizando el simbolo Y, denominado suma o sumatorio:

P(x) = Mpa™ + My_q2™ '+ -+ My =Y Mya®
k=0

El denominado 7ndice del sumatorio (es decir, k) puede ser sustituido por cualquier
otra letra, a excepcién en este caso, de las letras M y x que intervienen en la ex-
presion de las cantidades sumadas. El significado del sumatorio es claro: sumamos
diversos términos que dependen del indice k, para valores de dicho indice que, en
la expresion anterior, varian entre los valores 0 y n.

Los polinomios son funciones que siempre admiten primitivas que se calculan
de forma sencilla utilizando la linealidad y las primitivas de ™ para n un nimero
entero positivo. Asi, para el polinomio anterior:

+1

n n k
/P(x)d:p:/ZMk:pkd:p: Zka
k=0 i kAt

Con el nombre de funciones racionales nos referimos a funciones que son co-
ciente de dos polinomios, es decir, de la forma:

P(x)
Q(x)
donde Py @) son polinomios. Para que la funciéon R esté bien definida requeriremos,

en un primer momento, que el polinomio () no tenga ceros en un cierto intervalo
[a, b], donde estudiaremos dicha funcién.

R(z) =

Un ntimero «, real o complejo, se dice que es raiz de un polinomio P(x), o que
es un cero del mismo, si P(«) = 0. Es sencillo comprobar que « es raiz de P(z) si
y sélo si el polinomio (z — a) divide al polinomio P(x), es decir, si y sélo si existe
un polinomio Q(x) tal que P(x) = Q(z)(z — «).

El teorema fundamental del algebra (que se incluye en el capitulo 8) establece
que cualquier polinomio P(x) = M,z" + M, 12" ' + -+ + M, de grado n, tiene
exactamente n raices, reales o complejas, digamos z, 29, . .. z,. Esto permite una
factorizacion del polinomio P en la forma siguiente:

Mpa™ + My 2™ oo My = My (2 — 21) (2 — 22) ... (2 — 2p).

Si algunas de las raices coinciden (por ejemplo, si z; = z5) entonces el valor comiin
se denomina raiz multiple (doble, triple, etc. segiin el niimero de veces que se repite
en la descomposicién anterior).
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Si los coeficientes M; del polinomio son reales, que es el caso del que nos
ocuparemos aqui, con cada raiz compleja z; existe la compleja conjugada, Zx, y el
producto (z — 2;)(x — Z) produce un factor del tipo (22 + bx + ¢), exactamente:

(x—2)(x—Z) =2° — (s +Z0)T + 2%

Si tomamos z, = «y + 0, con ag, [, nimeros reales e i = /—1, la unidad
imaginaria, tenemos, por definiciéon del conjugado, Z; = ay, — 10, y asi:

2 +7Zy = 204

— 2 2
2Rk = Oék‘i‘ﬁk

Por tanto:
22+ br +c= 2% — 2047 + (af + 37).

Como consecuencia el polinomio M,z + M,_12" * +- - -+ M, puede descomponerse
(excluido el factor constante M,,) como un producto de factores elementales del
tipo (z — d)* y (2% + bz + ¢)? donde los factores del tipo (22 + bx + ¢) no tienen
raices reales.

Para una funcién racional R(z) = %, si descomponemos como antes cada
uno de los polinomios P(z) y Q(z), podemos eliminar aquellos factores del tipo
(v —d)* y (ax?® + bz + ¢)? que sean comunes al numerador y al denominador,
consiguiendo que cada uno de dichos factores sélo aparezca en una de esas dos
posiciones. Asi nos damos cuenta de que, una vez «simplificada» en dicha forma la

fraccion %, la misma funcién racional R(x) se puede escribir como cociente de
dos polinomios % tales que p(z) y ¢(x) no tienen ninguna raiz comun. Ademas,

una vez simplificada, nos damos cuenta de que R(x) estd definida para cualquier
valor de x con la tinica excepcién de los valores que son raiz del denominador ¢(x).

Para describir la técnica del calculo de primitivas de las funciones racionales
distinguiremos dos casos segin que haya o no raices multiples. Pero comenzamos
haciendo notar que no es restrictivo suponer que el grado del polinomio del nume-
rador es menor que el grado del polinomio del denominador, ya que en otro caso,
puede hacerse una divisién escribiéndolo en la forma % = C(z) + %, siendo
C(z) el cociente y R(x) el resto de la divisién (que siempre tiene grado menor que

el divisor).

6.2.1. Caso de raices simples

Se trata de calcular la primitiva de una funcién racional % con grado de P

menor estrictamente que grado de () y donde Q(x) sélo tiene raices simples, en
otras palabras

Qx) = Mz — 21)(x = 22) (% — z5)
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donde todas las z; son diferentes. Si alguna de las z; no es real también aparece
su compleja conjugada por lo que, agrupando convenientemente, se obtiene una
factorizacion polinémica del siguiente tipo

Q(z) = My(x — 1) ... (v — 23)(2® + bz 4 1) (2% + box 4+ ¢3) ... (2 + bjx + ¢;),

en donde los factores de primer grado corresponden a las raices reales simples,
mientras que los factores de segundo grado corresponden a los productos determi-
nados por las raices complejas (también simples) agrupando cada una de ellas con
su compleja conjugada.

Una vez realizada esta factorizacion polinémica pueden encontrarse constan-
tes Ay, Ag, ... Ag, B1, By, ... Bj,Cy,Cy, ... Cj univocamente determinadas de forma
que se verifica para todo x la identidad

P(x A A Bix+C B:x + C;
<>: 1 +...+ k + 1 L +...+# (61)
Q) x—x r—x, 2+bar+c 22+ bjx + ¢

Aunque es posible dar una demostracién abstracta de este hecho!, en la practica
lo utilizaremos en casos concretos, y se comprobara, de forma particular, la validez
del enunciado general. Y como el calculo de primitivas es una operaciéon lineal, la
primitiva de Ot) S€ obtendra sumando las primitivas de las fracciones que aparecen
en el segundo miembro de la identidad.

Ahora bien todas esas primitivas responden a dos modelos dados, respectiva-

mente, por
A B
/ L dr y /LCH dz.

T — T 2+ bixz+

De estas dos primitivas, la primera es realmente trivial ya que es

A
/ L dx=Alog|lr — x|+ D
r — T

siendo D una constante arbitraria.
La segunda también es sencilla, pero requiere trabajar un poco méas. Para sim-
plificar la escribimos en la forma:

/ Bz +C

e+ pr +q

A partir de esta ultima seguimos una serie de pasos, sencillos y sistematicos que
se exponen a continuacién y que son explicados mas adelante.

/Lw —/ B+ C dx [paso 1]

2?2+ pr+q (x+p/2)? + (¢ —p?*/4)

Véase, por ejemplo, la seccién 7.2.2 de Ramis, E. ; DEscHaMPS, C. y OpoUX, J. Algébre,
Masson et Cie, 1974.
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dx [paso 2]

:/ B(x+p/2)+ C — Bp/2
(z+p/2)* + (¢ — p*/4)

B 2(x+p/2) .
2 /($+p/2)2+(q—p2/4)d "

C — Bp/2
ot e e

:g log |(x + p/2)* + (¢ — p*/4)| +

C — Bp/2
e e eod

zg log [(x +p/2)*+ (¢ — p2/4)} +

+(C — Bp/2)¥arct v p/2

Va—p*/a ° Va—p*/4

+D

En el primer paso realizamos el procedimiento conocido como el de completar
cuadrados, es decir: manipulamos el polinomio 2 4 px + ¢ para conseguir escribirlo
como suma de dos cuadrados. Para ello comenzamos escribiendo pz = 2%z, vy,
ahora, la suma 22 + 281 es del tipo obtenido al elevar un binomio al cuadrado.

’ P 2 2 p2 7 . p2 . .
Asi, (x4 5) = x° +pr+ 7 y puesto que el término 7 1o aparece en el polinomio
inicial, conseguimos la expresion deseada sumando y restando dicho término.

Acabamos de afirmar que mediante la idea de completar cuadrados, consegui-
mos escribir el polinomio cuadratico 22 4+ px + ¢ como suma de dos cuadrados.
. Es esto cierto? ;Qué estamos suponiendo, implicitamente, sobre dicho poli-

2
nomio? En particular, concluya que el término ¢ — Z- es positivo.

El segundo paso es muy sencillo: puesto que en el denominador aparece el
binomio (z + p/2) y en el numerador sélo el término Bz, sumamos y restamos la
cantidad BE.

El tercer paso es también muy sencillo: separamos en dos sumandos (utilizando
la linealidad de la antiderivacién) y completamos, en el primero de los sumandos,
la parte que contiene a x en el numerador, para conseguir ajustar las constantes
de forma que tengamos en el numerador la derivada del denominador.

El paso 4 es tnicamente el calculo del primer sumando, que proporciona un
logaritmo (todo lo anterior era para obtener precisamente esto).

Finalmente el calculo de la antiderivada en el segundo sumando procede de
forma sencilla para obtener una funcién arctg; lo repetimos a continuacion con
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expresiones mas sencillas para las constantes: para ¢ > 0 tenemos:

A A
[ v mrmrm - f/ a

A r+b
=——arctg | — D
NG arc g( e ) +
Ejemplo 6.2.1 Calculo de la primitiva

xt + 423
/ dx.
x4+ 323 —x — 3

En primer lugar, puesto que el grado del polinomio del numerador es igual al
del polinomio del denominador, efectuamos la divisién y obtenemos, como es facil
comprobar, que el cociente es 1 y que el resto (que debe tener grado estrictamente
menor que el del divisor) es 23 4+ x + 3. Asf pues se tiene

o'+t =12 +32° —2—-3)+ 2+ +3

y en consecuencia

xt 4+ 43
/ dxr =
xd 4+ 323 —x — 3

/(x4+3x3—x—3)+x3+x+3
xt + 323 —x — 3

/ 1+ 24+ r+3 4 —
x4+ 323 —2—3 N

+/ 2 +x+3 y
X xZ.
4+ 323 — 2 —3

dr =

Para calcular

dx

2?4+ 3

/ x4+ 33—z —3
necesitamos factorizar el denominador. Para ello necesitamos hallar las raices del
polinomio que aparece en el denominador. Pero, aunque un polinomio de grado
n tiene n raices reales o complejas, simples o multiples, no hay un procedimiento
general para calcularlas, sélo en algunos casos sencillos es posible calcularlas. Uno
de tales casos (el méas habitual en los ejemplos que aqui estudiaremos) se presenta
cuando se trata de un polinomio cuyos coeficientes son ntimeros enteros, que es
monico (es decir el coeficiente del término de mayor grado es 1) y existe una raiz
entera: en tal caso dicha raiz es divisor entero del término de grado cero (o término

independiente) del polinomio?.

2M4s generalmente: para cualquier polinomio de coeficientes enteros si la fraccién p/q, que se
supone reducida, es raiz del polinomio, entonces p debe dividir al coeficiente de grado cero y ¢
debe dividir al coeficiente principal(o coeficiente del término de mayor grado).
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6.2 Funciones racionales 241

En concreto, en el caso que nos ocupa, si hay alguna raiz entera del polinomio
z* + 32 — 2 — 3 debe ser un divisor de —3 por tanto ha de se ser £1 o +3.
Es facil comprobar que el polinomio se anula para x = 1, asi que el polinomio
x* + 32% — x — 3 es divisible por z — 1. Realizando la divisién, ya sea de forma
directa o utilizando la técnica de Rufini, se obtiene como cociente 3 +4x% +4x + 3.
Asi pues
ot +32° —x — 3= (z—1)(2® + 427 + 42 + 3)

El polinomio 23 + 422 + 4z + 3 estd en las mismas condiciones que el anterior y
utilizando la misma técnica repetidas veces se obtiene

' +32° —r—3=(r—1)(x+3)(2* +z+1).

Finalmente llegamos al polinomio de segundo grado 22 + z + 1 para el cual dispo-
nemos de un procedimiento general para el calculo de sus raices, pero en nuestro
caso dicho polinomio no tiene raices reales y por tanto no es factorizable como
producto de otros. jLa factorizacién ha finalizado!

Ahora utilizamos un método de coeficientes indeterminados para hacer la des-
composicion en fracciones simples. Concretamente, escribimos:

v 4+x+3 B A n B n Mx+ N
A +383—r—-3 -1 x2+3 22+4+x+1

Tras reducir a comin denominador en el segundo miembro y agrupar segin las
potencias de x se llega a:

A+ B+ M)+ 2*(4A+2M + N) + x(4A + 2N — 3M) + (3A — B — 3N)
xt+ 323 —a2—x—3

es decir a que, para todo x,
2 +r+3 =2*(A+B+M)+2*(4A+2M +N)+2(4A+2N —-3M) + (3A— B—3N)
lo que conduce al siguiente sistema de ecuaciones:

A+B+M=1
4A+2M + N =0
4A+2N —3M =1
3A—B—-3N =3

cuyas soluciones son: A =5/12, B = 27/28, M = —8/21, N = —19/21.
Asi pues

/ > +r+3 /5/12+/27/28_ 1 8r + 19
2+ 33— -3

- z—1 r+3 21 224+x+1
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242 Calculo de primitivas

Las primitivas de [ -1~ —y [ -1 -3 son inmediatas. La tercera, como ocurre en general,
corresponde a la suma de un logaritmo y un arco tangente, veamos cémo.

8 19 2 19/4 2 14+19/4 -1
/Ldm:4/L/dx:4/ z+1+19/4-1
2?24+ x+1 2?24+ r+1 2?24+ x+1
2 1
:4/de+15/7dx
?24+az+1 24+ 1
— 4] 1) 15/7d
og(z? +x+ 1)+ o

Ahora

/ﬁdw:/(ﬁml) YR 3/<m+1/2> 1dx

2 2 1
dx:—arctgiJrC

A Gy A

Los comandos factor (que permite factorizar numerica y simboélicamente,
& solve (que permite resolver ecuaciones) y partfrac (que realiza una des-

composicion en fracciones simples adecuada al calculo de primitivas y otros
propésitos) son instrumentos muy ttiles para calcular, paso a paso, primitivas de fun-
ciones racionales. Si bien MAXIMA puede calcular dichas primitivas de forma directa.

Ejemplo 6.2.2 Calculo de la primitiva

1
— dx.
/x4+x2+2 v

Evidentemente el denominador es estrictamente positivo para todos los niimeros
reales. En consecuencia todas sus raices son nimeros complejos (no reales), pero
siendo los coeficientes del polinomio niimeros reales, las cuatro raices han de ser
sendas parejas de complejos conjugados. Por otra parte es claro que si z es una
raiz también lo es —z, en resumen una vez que encontremos una raiz z las otras
tres son —z, Z y —Z. Para determinar las raices podemos considerar

O=a'+22+2=(") + 22 +2=12+1+2

con lo que

t==ux

o 1+ VI=8  —1+V7i
2 2 '
Asi que una de las raices es

—1+VT7i

5 =a+ bi para ciertos reales a, b.
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Podemos determinar a y b a través del sistema de dos ecuaciones con incégnitas a
y b obtenido elevando al cuadrado e identificando las partes real e imaginaria de
ambos miembros de la ecuacién anterior, es decir,

VT

—— =a’—b, —— =2ab
2

que una vez resuelto da como una de sus soluciones (sélo necesitamos una) la

pareja
V2v2-1 b_\/2\/§+1
2 T2

La factorizacién del polinomio es
ot a2’ 2= <x— (a+bi)> (x— (a—bi)) <x+(a+bi)) <x+(a—bi)>
= <(x —a)’ + 62> ((x +a)® + 62>
= (a:2 — 2ax + a* + b2) (:1:2 + 2ax + a® + b2) (6.2)

siendo a y b los valores anteriormente calculados. Una vez factorizado el denomi-
nador se aplica el procedimiento de coeficientes indeterminados antes descrito y se
consigue finalmente calcular la primitiva buscada.

Aunque conceptualmente simples, los célculos anteriores resultan tediosos.
Desgraciadamente la versién de MAXIMA disponible cuando se escribieron
estas notas ante la orden

integrate( 1/(x74 + x72 + 2),x );

Unicamente proporciona
————— dzx
Tt 4+ 22 +2

Pero utilizando otros recursos de MAXIMA podemos simplificarnos las tareas tediosas.
rectform(solve(x™4 + x72 + 2,x)); (calcula las raices en forma binomia)

V2V2+1i V221
T = 5 + 5

,[--- ¥ las otras tres raices]

y ahora, conocidos a y b, podemos factorizar el denominador como indica la identi-
dad 6.2 y con un oportuno comando integrate sobre la misma (que no escribimos por
brevedad) obtener finalmente la primitiva buscada:

4 arctg <78I4 v 2‘/51)
4/2v2-1 N 8r—4/2v/2 -1
(2v3-1)° (8v2—4) 22 + (1-8v2)V2v2 — Lo + (2v2-1)° = 42+ 9

Para acabar esta seccién senialemos que si alguna (o algunas) de las raices,
x = x; 0 x = z;, hubiera sido de orden n (doble, triple,...) la técnica de descom-
posicion en fracciones simples requiere incluir n sumandos cuyos numeradores son
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una constante o un polinomio de grado uno con coeficientes indeterminados, segun
se trate de una raiz real o una compleja, tal y como hemos visto para el caso de rai-
ces simples, pero con el exponente del denominador creciendo desde 1 hasta n. Por
ejemplo, para el caso de una raiz real z; de orden 3 y una raiz compleja de orden 2
correspondiente al polinomio (a;x? + b;x + ¢;) los denominadores que permiten ga-
rantizar la compatibilidad del sistema, y por tanto la descomposicion en fracciones
simples, serfan (z—1), (v —x1)?, (xr—21)%, (@2® +bix+¢;), (a2 + bz +c;)? No
desarrollamos més este procedimiento porque en la secciéon siguiente describimos
un método general valido para raices multiples, tanto reales como complejas.

A pesar de que no entremos en mayores detalles, vamos a valernos de MAXIMA

para mostrar, mediante un ejemplo, una tal descomposicién en el caso de raices

multiples con ayuda del comando partfrac. Asi,
partfrac( (x72 -2)/((x-1)"3*(x"2+1)72),x); permite escribir

R e el e B R il Fvrr
+/4EZ52++11)+/4?;+?)2-

Unicamente la Ultima primitiva no estd comprendida en las técnicas ya introducidas.
En el ejercicio 6.3 se presenta un método para primitivas de este tipo.

6.2.2. Caso de raices miiltiples:
método de Hermite—Ostrogradsky

La técnica que describimos en este apartado se conoce con el nombre de método
de Hermite-Ostrogradsky y permite reducir el caso de las raices multiples al de
las raices simples.

Sea gg; una funcién racional con el grado de P menor que el grado de (). Para
utilizar el método necesitamos considerar los polinomios: D;(x) que es el maximo

comun divisor entre (x) y su derivada Q’'(z) y Dy(x) = gl((g;)).

El célculo de Dy (z) y Do(x) es sencillo si suponemos que ya hemos factorizado
Q(x). Asi, suponiendo Q(x) = M, (z — z1)* (x — 29)** ... (x — 2;)“ entonces:

D1<5L’) = Mn<x - Zl)(alil)@? - 2’2)(0{271) o (a: — zk)(akfl)

Dy(x) = (x — z1)(x — 2z2) ... (x — 21).

Con esas notaciones es posible encontrar polinomios A(x) y B(z) tales que el grado
de A es menor que el grado de Dy, el grado de B es menor que el grado de Dy, v

que cumplen:
Px) _(A(x)\ B
N (Dl(:c)> i 68)
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donde la tilde en (A/D;)" denota la derivada. Los polinomios A y B pueden deter-
minarse utilizando para ello polinomios con coeficientes genéricos que se calculan
de forma concreta en cada caso a través de la ecuacién (6.3). Aunque es posible dar
una demostracion de este hecho, en la practica lo utilizaremos en casos concretos,
donde de forma efectiva, mediante la compatibilidad del sistema de Cramer, se
comprobara la validez del enunciado antes formulado .

Como consecuencia de la ecuacion (6.3), calculando en ambos miembros la

antiderivada, obtenemos:
P(z) A(x)
dr = +/

/ Dy (x)

Obsérvese que como Dy sélo tiene raices simples, la primitiva [
del tipo considerado en el apartado anterior.

Ejemplo 6.2.3

B

(z) e

Dy(x)

B(x)
D (z)

dx es de las

/ ﬁdaz

En este caso el polinomio del denominador ya esta factorizado, pues no existen
raices reales de 22 + 1 = 0. Asi que, en esta ocasién,

Dy(z) = (¢ +1)%,  Da(x) = (2* +1)
y por tanto
1 Ax3 + B2 + Cz + DY’ Er+ F
J e —— By,
(z2 + 1) (z2 + 1) (z2 + 1)

Para calcular los coeficientes desconocidos hemos de efectuar el calculo de la deri-
vada obteniendo:

1 A23 + Ba>+Cx+ D\ Ex+F )
(22 + 1)3 = @+ 1) @+ 1) [y efectuando célculos]
T T T
_ (342% +2Bx + O)(a® + 1) — 4a(Az® + Ba? + Cx + D)
o (22 +1)3

(Ex + F)(2? +1)?
CER

Lo que, a través de,
1 =E2®+ (F - A)z* + (2E — 2B)2® + (34— 3C +2F)2®> + (2B —4D + E)x + C + F

conduce a un sistema lineal compatible de 6 ecuaciones con 6 incognitas.

E=0
F—A=0
2F -2B=0

3A-3C+2F =0
2B—-4D+E =0
C+F=1
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Figura 6.2: Ostrogradski (izquierda) y Hermite

cuya solucién es: A=3/8=F,B=D=FE=0,C=5/8.
Tenemos entonces que

/ L 345 +/ 3/8
(x2 + 137 8(a2 +1)2 r2 + 1

El calculo de

/ﬁdx

241

no tiene ninguna dificultad y tampoco la tendria aunque el numerador fuese un
polinomio de grado uno.

Una vez estudiado el calculo de primitivas de funciones racionales, en lo que
sigue estudiamos otro tipo de funciones tratando de reducirlas, mediante cambios
de variable adecuados, a primitivas de funciones racionales.

hennaya (actualmente en Ucrania) y falleci6 el primero de enero de 1862,
en la misma poblacién. Pertenecié a la Academia Rusa de Ciencias, en su
seccion de matematica aplicada. Trabajé en numerosas disciplinas dentro de las mate-
maticas puras y aplicadas: ecuaciones en derivadas parciales, analisis complejo, algebra,
teoria del calor, de la elasticidad, hidrodindmica, etc.

Charles Hermite naci6é en Dieuze (en la Lorena, Francia) el 24 de diciembre de 1822
y murié en Paris el 14 de enero de 1901. Sin duda su resultado mas conocido es la
trascendencia del nimero e (este nimero se define rigurosamente en el capitulo 2;
un nimero es trascendente si no es raiz de ningin polinomio de coeficientes enteros).
Realiz6 importantes trabajos en algebra, teoria de nimeros y analisis matemaético; son
conocidas referencias a este importante matematico las nociones de: polinomios de Her-
mite, ecuacién diferencial de Hermite, férmula de interpolacién de Hermite y matrices
(operadores) hermitianas.

Henri Poincaré, uno de los mas grandes matematicos de toda la historia y alumno de
Hermite escribié:

=2 | (F ‘{ Mikhail Vasilevich Ostrogradski, naci6 el 24 de septiembre de 1801 en Pas-
\
J

S

jLlamar a Hermite un logico! nada me parece mds contrario a la verdad.
Los métodos parecian siempre nacer en su mente en alguna misteriosa
forma.
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sen?x +cos?x =1 sen(:p + y) = Senx cosy + cosxseny
sen(x + %) = COsSZT cos(x + y) = cos z cosy — sen x sen y
cos(x +5) = —senx sen 2z = 2sen z cosx
sen x
tgxr = cos 2z = cos’x — sen’ x
COS T
coS T 9 1 —cos2x
cotgxr = sen“r = ————
sen x . 2 5
+ cos2x
1+tg?a = 5 cos?y = ———
cos* T 2
T+ T — T+ T —
senx + seny = 2 sen 2ycos 23/ CcoS T 4 cosy = 2 cos 2ycos 2y
=y r+y r+y =y
senx —seny = 2sen 2 cos 5 COST — COs Yy = —2sen 5 sen 2

Cuadro 6.1: Relaciones trigonométricas bésicas. Estas relaciones, que seguramente
el estudiante conoce y ha usado en la ensenanza media, seran demostradas con
rigor en el capitulo 8.

6.3. Funciones racionales en seno y coseno

El calculo de primitivas de funciones trigonométricas exige el conocimiento de
las relaciones trigonométricas que se suele aprender en la ensenanza media. A modo
de recordatorio resumiremos en el cuadro 6.1 las relaciones trigonométricas mas
utilizadas.

Un polinomio en las variables = e y es una expresion de la forma:

Plz,y) =Y_> apa’y*
j=1k=1

No es algo muy diferente de un polinomio ordinario P(x) en una variable; la tinica
diferencia es que ahora cada sumando puede contener el producto de una potencia
de x y otra de y.

Llamaremos funcién racional en dos variables a una funcién R(x,y) que es
cociente de dos polinomios, cada uno de ellos en las variables z e y.

Una funcién racional en seno y coseno es una expresion de la forma

R(sen z, cos )
siendo R(z,y) una funcién racional en dos variables.
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El célculo de la antiderivada de este tipo de funciones R(sen z, cosx) se reduce
al de las consideradas en la secciéon 6.2 mediante el cambio general de variable
dado por

t = tg(x/2).

En efecto, se tienen las férmulas

T T T 5 [T 2t
sen r =2 sen <—> cos (—) =2tg <—> cos (—) =
2 2 2 2 14 ¢2
1—¢
et () o 3) - 3) (-1 3)
2 2 2 2 142

r =2arctgt
2
dr =——=dt,
1+4¢2

lo que permite escribir [ R(senz,cosx)dx como la antiderivada de una funcién
racional [ Ry(t)dt. En efecto:

/R(senx,cosx)dxz/R( 2t 1_t2> 2 dt:/Rl(t)dt

1+22714+¢12) 1412

puesto que la expresion en la segunda antiderivada es una funcién racional de ¢.
. Por qué?

1
Ejemplo 6.3.1 Calcule [ —— dx.

sen x
Hacemos el cambio de variable ¢t = tg(x/2) lo que nos da:

1 1 2
d :/——dt
/senx v 2] 4 ¢2

1+¢2

1
= /gdtzlogﬁ\ +C =log|tg(z/2)|+ C

Calcule la primitiva anterior haciendo uso de MAXIMA y compare el resul-
tado que la herramienta informatica proporciona con el que aparece escrito
en la férmula anterior. ;Coinciden los resultados? Explique razonadamente su
respuesta.

En algunos casos particulares pueden hacerse otros cambios més especificos
que, frecuentemente, dan lugar a primitivas mas sencillas de calcular.

= Si R es una funcién par en seno y coseno, es decir,
R(—senx,—cosx) = R(sen x, cos z),

lo que significa que cambiando simultaneamente senx por —senx y cosx
por — cos x se obtiene la misma funcién, entonces puede comprobarse que el
cambio

t=tgx
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permite reducir también la primitiva a una del tipo considerado en la sec-
cién 6.2. Se tiene la siguiente féormula

que permite expresar sen x en funcion de t. Procediendo de forma similar con
la funcién coseno se obtienen, finalmente, las siguientes féormulas:

t 1 dt
seny = ——— COST = ———r dr =

VIt VI+t2 142

1
Ejemplo 6.3.2 Calcule / dx
sen T cos T + cos2 x

En primer lugar observamos que la funcién de la que queremos calcular la
antiderivada es par en seno y coseno; en efecto:

1
R — _
(sen x, cos x) R B
1
(Csonz)(—cosz) T+ (—cosz)? T sena, —cosw)

Entonces el cambio de variable ¢ = tgx es adecuado y mas sencillo que
t = tg(x/2); asi:

/ 1 d / 1 dx
xTr =
sen z cos x + cos? tgx + 1 cos?x
dt

» Si R es una funcién impar en seno es decir,
R(—senx,cosz) = —R(senz, cos ),

entonces el cambio ¢t = coszx permite reducir la primitiva a una del tipo
considerado en la secciéon 6.2 como es facil comprobar.

Ejemplo 6.3.3

sen® x sen? x 1 —cos®x
————dox = | ————senxdr = | —————senxzdx
1+ cos? x 1+ cos?z 1+ cos?z
L=t /1+ 2 gt =t 2arctgt +C
= — =— [ — =t —2arc
112 112 &

= cosx — 2arctg(cosz) + C.

El lector deberia comparar el cambio de variable empleado en este caso en
que la funcién es impar en seno con el que se ha indicado con caracter general.
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» Si R es una funcién impar en coseno, es decir,
R(senz, —cosz) = —R(senz, cos ),

entonces el cambio ¢ = sen x permite reducir la primitiva a la de una funcién
racional, del tipo considerado en la seccién 6.2.

Ejemplo 6.3.4

1 1 1
/ d:p:/ cosxd:pzficosxdx
COS T cos? x 1 —sen?zx

1 1 1 1 1, |1+t
z/—dtz—/( + =—10g‘—‘+(]
1—¢2 2 \1+t l—t)dt 2 1—t

1+sinz

=1
8 ‘1—3111:1:

Estos cambios son preferibles al cambio general porque suelen conducir a unos
calculos mas sencillos que el cambio general.

Lo anterior no agota los casos particulares. La utilizacién adecuada de los
recursos trigonométricos puede proporcionar técnicas especiales para determinados
casos concretos. Por ejemplo, las primitivas del tipo

/sen2” zdxr o /c052” xdx

se pueden calcular de forma sencilla utilizando reiteradamente los férmulas trigo-
nométricas para el angulo doble (cuadro 6.1). Tal puede hacerse para el calculo de
[ sen* z dz, que aunque puede ser considerada como funcién par en seno y coseno,
susceptible, por tanto, de aplicarle el cambio ¢ = tgx, resulta méas sencillo utilizar
las formulas trigonométricas del angulo doble:

1- 2A 1 2A
cos cos? A — + cos .

sen? A = ,
2 2

Ejemplo 6.3.5

1-— 22\ 2
/ sen z dv = / (sen® z)? dx = / (ﬂ) dz [desarrollando el cuadrado]

2
1 1 . A
:Z/(1_2C082x+(30822x)dx:Z/(1_2C082$+$) -
3 1 1
:§$_156n2$+3—286n4x+0
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Acabamos de explicar como se pueden calcular primitivas de las funciones de
la forma senP x y cos” x para p un entero par. Si p = 2n + 1 es impar, ;como
procederiamos? De este caso no hemos comentado nada porque, en realidad,
no es necesario. O, mejor dicho, es muy facil. ;Sabe cémo se hace? Si no es
asi puede consultar algtn libro sobre el tema o realizar la siguiente pequena reflexiéon:
escriba (en uno de los casos) sen?"+1 n

r = sen”" x sen x, utilice la férmula fundamental
de la trigonometria para sustituir sen? z por una expresion del cos z, ;entiende ya cémo
proceder?

Otras familias particulares de funciones trigonométricas para las que existen
métodos especificos de calculo de sus primitivas, son las de la forma

/ sen aux cos [Bx dr, / cos ax cos Bz dx, / sen ax sen Sx dx.

Suponiendo que a? # (3%, pues en ese caso estas primitivas ya forman parte de los
casos estudiados anteriormente, podemos realizar el calculo utilizando las ultimas
formulas trigonométricas del cuadro 6.1.

Por ejemplo, si queremos calcular una primitiva de sen ax cos fx, deseariamos
poder expresar dicha funcién como suma de un seno y un coseno o de dos senos,
o de dos cosenos. Para ello, recurriendo a la férmula

uU+v uUu—v

senu + sen v = 2sen cos
* 2 2
buscamos x e y tales que:
u+v
ar =
2
u—v
Tr =
g 2

Tenemos asi un sistema de ecuaciones cuya solucion es: u = (a+f8)xry v = (a—[f)x.
Por tanto

/sen axcos frdr = %/(sen(a + B)x + sen(o — ﬁ)x) dx
_cos(a+ Bz cos(a— B
2(a+p) 2(a = p)

6.4. Funciones racionales de e*

El calculo de la antiderivada de las funciones de este tipo, es decir de funciones
de la forma R(e”), siendo R(z) una funcién racional, se reduce a las consideradas
en la seccion 6.2 mediante el cambio ¢ = e*, como es inmediato comprobar.

Ejemplo 6.4.1

e’ dt -
/mdx:/m:arctge +C
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252 Calculo de primitivas

6.5. Funciones racionales en senh y cosh

La antiderivacion de esta funciones (R(senh x, cosh x), siendo R(x,y) racional
de dos variables) se realiza de forma similar a las primitivas de funciones racionales
en senos y cosenos (ordinarios) y también, en ocasiones, sustituyendo senh y cosh
por sus valores, con lo que se transforman en racionales de e*. Las formulas fun-
damentales aparecen en el cuadro 6.2 y pueden ser deducidas facilmente a partir
de la definicién.

senhg (= ——— coshzx =

cosh?z —senh?z =1

(senh x)" = cosh z (coshz)" = senh z

(tanhz) = (1 — tanh®z) = 005;2 -

senh 2z = 2 senh z cosh x cosh 2z = cosh? z + senh®
cosh?z = % senh? z = %

Cuadro 6.2: Formulas béasicas de trigonometria hiperbélica

Ejemplo 6.5.1 Funcién impar en senh. Utililzando el cambio ¢ = cosh x obtene-

mos:
/ / senh x / senh x d / dt
= r= [ —.
senh® senh? cosh2 x —1)2 (12 —1)2
También puede hacerse mediante una racional en e” puesto que, con el cambio de
variable t = e* tenemos:

/ 1 dx—/ 2337 dx—/ 8t? @_/ 8t? @t
senh®z ) (e =137 (@—13t ) (2-1)3 "

6.6. Algunos tipos de funciones irracionales

A diferencia de lo que ocurre con las funciones racionales no existe un proce-
dimiento general para el calculo de primitivas de funciones irracionales. Incluimos
aqui alguna situacién particular en la que mediante cambios adecuados es posible
transformarlas en primitivas de las consideradas en la seccién 6.2.
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ar +b\"" [ax + b\ ax + b\"*
61, (W) frfe (S0 (SN (g,
cr +d cr +d cr +d
En este caso R es una funcién racional de k + 1 variables y ry,ry..., 7 son
numeros racionales. El cambio de variable

ar +b
cx +d

n

siendo n el minimo comin multiplo de los denominadores de ry,7r5 ..., 7, permite
reducirlas a las consideradas en la secciéon 6.2, como es facil comprobar.

Ejemplo 6.6.1

| wrriveee
x
Vr+1+vVz+1
El objetivo es eliminar las raices cuadradas y cibicas. Puesto que tenemos el

binomio = 4 1 elevado a los exponentes % y %, tomamos n = 6, ya que 6 es el

minimo comin multiplo de 2 y 3. Entonces hacemos
z+1=15, que conduce a z = t° — 1, dx = 6t° dt,
con lo que la primitiva anterior se transforma en

16 — — 3

t2+t3

6t5dt_6/

=6 (t9/9 — 88+ 1T /T—1°/6 +1°/5 — t1/4) + C.

dt:6/(t8—t7+t6—t5+t4—t3)dt

Y tras deshacer el cambio de variable se obtiene que la primitiva buscada es

([WIFD (D WIED ey (WAEI (DY
9 8 7 6 5 4

MAXIMA puede calcular de forma directa la primitiva anterior mediante
integrate (x/( (x+1)~(1/2) + (x+1)"(1/3)), x);
El resultado proporcionado es

3 T
2 6

wh

— 420 (z+1) + 504 (2+1)? — 630 (z+1)°
420

280 (z+1)% — 315 (z+1)3 + 360 (z+1)

Para ver que ese resultado se corresponde con el que hemos obtenido nosotros pode-
mos indicar a MAXIMA que desarrolle la fracciéon inmediatamente anterior mediante el
comando

expand (%) ;

obteniendo entonces la siguiente expresién

3
2

ol

z
6

2(x+1)7 3(zt1) +6(:c+1)'+6(:c+1)%_3(x+1) e

3 4 7 5 2

2
3
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6.6.2. (L) /J;m(a + bz")P dx

Donde m, n, p son niimeros racionales se conocen con el nombre de primitivas
binomias y pueden resolverse solo en ciertos casos particulares, que pasamos a
describir, mediante su reduccién al modelo considerado en el apartado (I;).
»peZ

En este caso se trata de un ejemplo concreto de las primitivas irracionales
consideradas en el apartado (I;). En efecto, basta desarrollar el binomio
(a + bz™)P para darse cuenta de que se obtiene una primitiva de la forma

/:cm (alx” + 4 anazrn) dx

siendo los r; nimeros racionales. Es pues una primitiva de la familia (I;),
tomandoa=d=1yb=c=0.
»p ¢ Z

Entonces haremos el cambio de variable dado por ¢ = ™ que lo reduce a una
primitiva del tipo

/ #9(a + bt)? dt.

Hay dos casos en los que esta primitiva puede transformarse al modelo con-
siderado en el apartado (I1) y son los siguientes:

eqgcZ

Es obvio que se trata de una primitiva del tipo considerado en el apar-
tado (Iy).

eqg+pecZ

Si tal ocurre entonces
p
/tq(a bty dt = /tq+p (@) dt

y de nuevo se trata de una primitiva del tipo considerado en el apartado

(1)
Ejemplo 6.6.2
/5675 dx = /ZL‘S(I + 2%) Y3 dx
Vv1+ a3
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De acuerdo con lo indicado, hacemos el cambio ¢t = 2°, v en consecuencia
x =13 dv = (1/3)t72/3dt que tras sustituir conduce a

1 tdt 1 / (u? — 1)3u? du
3 Y1+t 3

u
u5 U2
—— ——+4C
5 2"
1 3\5/3 1 3\2/3
:(+§) _(+;ﬁ) )

Ejemplo 6.6.3

23
7d:c:/:c3 1+ 237 V3 dx
/ 3/1 + xg ( )
De acuerdo con lo indicado, hacemos t = 3, y sustituyendo llegamos a
(¢=1/3p=-1/3)
s dt 1

1 1/3 —-1/3
g/ﬂ1+0 ﬁwzzg/t/ﬂ%ﬁ)/¢ﬁ

1/< t )1/3(175 t 5 u?
= — _ — = =
3 \1+t 1+¢ 1 —ud

201 _ .3 39,2 3
:l/u?)u(l u?) + u’3u du:/ u Ju
3 (1 —wu3)? (1 —ud)?

que es ya una funcion racional.

6.6.3. (I3) /R(a:, Vaz? + br +c)dax

Aqui R representa a una funcion racional de dos variables y suponemos, obvia-
mente, que vax? + bxr + ¢ tiene sentido. Este tipo de primitivas se conoce con el
nombre de irracionales cuadrdticas.

Por calcular las primitivas de este tipo de funciones basta observar que mediante
un adecuado cambio de variable afin (del tipo t = ax + 3) la primitiva propuesta
da origen a una de las siguientes: [v#2 — 1, [vt2+ 10 [v/1 —t2, dependiendo de
los valores de a,b y c. Se trata ahora de calcular las primitivas de cada una de
ellas.

Jvi=e.

Puede calcularse de forma sencilla mediante el cambio de variable

z =sent.
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Ejemplo 6.6.4

/Mdaz

Tenemos la siguiente identidad

con lo que

1
/\/x—xde:5/\/1—(2x—1)2dx [t =22 — 1]
1
:Z/\/l—tht [senu = ]
1 1
:1/\/1—sen2ucosudu:Z/COSQUdu

1 1 1
:§/(1+6052u)du:§u+1—656n2u+0

1
= g(u+senucosu) +C

= é (arcsen(Qa: — 1)+ (22 —1)y/1 — (22 — 1)2) +C

[V

Esta primitiva y la que sigue después pueden calcularse utilizando las fun-
ciones seno, coseno, tangente y cotangente hiperbélicos, que ya han sido
definidas en el cuadro 6.2, en el que se incluyen también ecuaciones que esta-
blecen relaciones entre ellas. A la vista de dichas ecuaciones resulta evidente
que la primitiva propuesta, haciendo el cambio de variable

t = cosh 2

se reduce a

h2z —1
/senthdz:/%dz

cuya primitiva se calcula de forma sencilla.
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Ejemplo 6.6.5

/de:/\/(:p—lﬁ—ldx [t —1=1]
:/\/Hdt [t = cosh u]

1
= /senhQudu =3 /(cosh(2u) —1)du

1 1
b senh(2u) — JU +C

- % < (x —1)2 —1(x — 1) — argcosh(x — 1)> +C

/ 241

Utilizando las mismas ideas que antes, es claro que
t = senh z

reduce la primitiva a

h2 1
/coshszz: /%dz

cuya primitiva, como antes, se calcula de forma sencilla.

Ejemplo 6.6.6

/\/4x2+1dazz/\/(2x)2+1dz 22 = t]
:%/Mdt [t = senh u]

1 1
25/\/senh2u+1coshudu: é/coshzudu

2
1 w u 1
:§/<%> du:§/62u+2+6_2“du

1 1 1
= 1—6(62“+4u—e*2”)+02 Zu+§senh2u+0

1 1
! argsenh(2z) + 5:5«/1 + (22)2+C

La cuestion, tanto en éste como en el caso anterior, es expresar z, senh z y
cosh z como funciones de t, es decir deshacer el cambio de variable, lo que
requiere que los cambios de variable respectivos sean funciones biyectivas
(uno a uno). En el caso de t = senh z asi es, ya que la funcién es una biyeccién
estrictamente creciente (pues su derivada cosh z cumple cosh x > 0) e impar
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de R en R y se tendria z := argsenht, llamada la funciéon argumento seno
hiperbdlico. En el caso de t = cosh z la funcién es par y es una biyeccion
estrictamente creciente de (0, +00) en si mismo (procédase como antes) cuya
funcién inversa recibe el nombre argumento coseno hiperbélico z := argcosh ¢
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6.7. Ejercicios

Resueltos

A lo largo del capitulo hay multitud de ejemplos. No anadiremos ningun otro.

Ejercicios propuestos

6.1) Calcule las siguientes primitivas elementales, en los intervalos donde las co-
rrespondientes funciones estén bien definidas:

3-5*+6-7" 1 2
/xﬁ@dw /édx de

2z+1 1 + cos 2z
3
2 sen? z 21‘
d / 922 d 2y
/cos T dz e sen 2z dx 11420 T

1 3 (arctg x)?
d /7d /7d
/Mogﬁ ! St 1122

1 3
/ sen 3z cos 3z dx / M dr / arcsen a:
x 1 — .TQ

/t 2 v dr Senve L "x—i_ldx / dr
& Vo +1 8 +5

6.2) Calcule las siguientes primitivas:

/(3:2 + 32)2% dx /e2m sen x dx /log xdz

1 3
/x” log x dx / x2 dx / og2 % iz
cos? x

arcsen xr

T arctg :c ze

/(arctga:)Q:U dx m m
[+ va)ogapar [ (k’“) dz

T

6.3) Obténganse las siguientes férmulas de recurrencia, siendo n un niimero entero
positivo.

1 2n —3 1 1 T
[ e = a0 G & s n e
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1 _ n—1 _
/sen”xdx:——sen" Ly cosa + /sen" 2rdr
n n

1 n—1
/cos”xdx:—cos" Lysenx + /cos" 2y dx
n n

/ sen™t! g p 1 sen™z / sen”
—_— x’ —_— - —_— —
cos™tl g m cos™ x cos™—1 3:

6.4) Obtenga la siguiente formula de recurrencia
n 1
/ tg" xdr = / tg" 2z

6.5) Calcule las primitivas de las siguientes funciones racionales:

/:p4+x2+2x+1 /x7+x3dx / 3x2 4+ 2x +4
(x4 1)2 4 —1 (x+1)(22+1)
20t — 23 + 2 3 — 2%+ 2 222 +x+1

JRCELiEs VRS L 55 PN S 115
x?(x? 4+ 1)? t+ a2+ 1 (x—1)3

1 r—1 1
4 /7(1 /7d
/x(x3+1) * 2@2+12 " S @rp®
1 1 1
—d /7d / d

/(x2—1)2 v @212z " (@ —12@2+3) "

/ 472 J / x?—1 /2x2+1
—_— l‘ —_— —_—

(x2 4 3)2 42?41 (x —1)8

6.6) Calcule las siguientes primitivas:

/ﬁ /(1—|—xc)lf/m /\/;—z(lj—ixx)?

3 3
) T
d /7d /\/1 24
2 X \/37274—1 X + x4+ x°dx
xXr 3 xXr
—_— 1+ 22 2de / dx
/\/1+x+az2 /< ) V—r?+r+4

2
do /x3\3/1+\/ﬁdx / v dv

/ (14 22)3V1 42 + a2 /(1 = 222)5

/ vaz+1 i / dx
x (x +1)°Va? + 2x
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6.7) Calcule las siguientes primitivas

d
/ sen 2x cos 3x dx / sen? x cos® z dx / x

cos T
dx

/ cot* x dx / sen® z cos* z dx / _

1+ sen?zx

/ dx / dx
2senx —cosx + 5 sen? x cos T cos3 x
5

cos® x
/ 5 dr
sen3 x
6.8) Calcule las siguientes primitivas:

/ dx d / er J 1+ senhz d
——dx ——dx ——dx
a2e® 4 b2e® e2r — et 4 1 14 coshz

senh? z dz

6.9) Calcule

dx 1
Y (S
VAar? — 16z + 12 /x\/1+x4

6.10)
/ dx arcsen x dx dx
(1—22)y/1— 2% (1—22)y/1— 2% (1+22)vV1+ 2?
6.11)
2
/senGx dr
cosb z
6.12)

dx
/ (V22 + /x)

& Siempre que sea posible, utilice MAXIMA para comparar los resultados ob-
tenidos manualmente con los proporcionados por el ordenador.
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Series numéricas e
integrales impropias

Competencias

apopppppAppppAnqQ

I P P P e et

P> Saber definir los conceptos de serie e integral impropia.

P> Conocer la convergencia de las series e integrales impropias arménicas y
saber utilizarlas en el andlisis de la convergencia para funciones positivas.

> Saber los efectos que tiene sobre la convergencia de una serie la asociacion,
disociacion y reordenacién de sus términos, dando razén y ejemplos.

P Saber utilizar los criterios de Dirichlet y Abel para analizar convergencia
condicional y sumar algunas series.

P Saber usar MAXIMA para calcular aproximaciones a sumas de serie e in-
tegrales impropias.

CONTENIDOS
7.1. Definicién y primeras propiedades
7.2. Término general o integrando positivos
7.3. La propiedad asociativa en series
7.4. Convergencia absoluta y condicional. Teorema de Riemann
7.5. Productos de series
7.6. Criterios de convergencia de Dirichlet y Abel
7.7. Ejercicios
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Este capitulo estd dedicado a las series numéricas y a las integrales impropias.
En sentido estricto, son cuestiones diferentes. En el primer caso se trata de dar
sentido a una suma infinita de nimeros, analizando las propiedades que tales su-
mas tienen en relacion con las propiedades de las sumas con un nimero finito de
sumandos (asociativa, disociativa y conmutativa). En el segundo caso se trata de
extender el concepto de integral de Riemann, que estaba definido iinicamente para
funciones acotadas en intervalos cerrados y acotados, al caso de funciones que o
bien no estan definidas en un intervalo acotado o bien no son acotadas, e incluso
ambas cosas.

Habitualmente estas cuestiones son tratadas en los libros en capitulos dife-
rentes porque tienen distinta naturaleza. No obstante hemos preferido hacer un
tratamiento paralelo por una cuestion de economia de esfuerzos y para resaltar las
similitudes formales (y no tan formales) existentes entre ellas.

El formato utilizado en este capitulo en el que con frecuencia aparecen «textos
paralelos» para series numéricas e integrales impropias contribuye a facilitar una
lectura comparada de los conceptos y resultados que se presentan. Las técnicas
para probar los teoremas son en cambio diferentes y por ello se presentan de forma
independiente y secuencial. Cuando una cuestiéon, como ocurre con la reordenacion
de series, no tiene analogo en su paralela se interrumpe temporalmente el formato
de textos paralelos.

7.1. Definiciéon y primeras propiedades

Definicién 7.1.1 Una serie numéri-
ca en K es un par de sucesiones
(an)nen, (Sn)nen  relacionadas por la
formula S, = a1+ - -+a,. Una serie de
este tipo se representa abreviadamente

mediante
o0
> a.
n=1

A a, se le llama término general de la
serie y a S, suma n-ésima. La serie
numeérica (o simplemente serie) se dice
convergente si existe

limS, =:SeK

y en este caso S recibe el nombre de
suma de la serie.

Definicion 7.1.2 Sea una funcion

f i [a,00) — R tal que su restric-
cion a [a,b] es integrable Riemann pa-
ra cada a < b < oo (una tal funcion
se llama localmente integrable). Se dice
que f es integrable en sentido impropio
en [a,00) (o0 que la integral impropia es
convergente) si existe

T

xlirgo f(t)dt e R
Dicho limite recibe el nombre de inte-
gral impropia de f en [a,00) y se de-
nota con

£() dt.

a
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Analizar el caracter de una serie o integral impropia significa determinar si es
o no convergente. Como es facil sospechar es méas facil determinar el caracter que
calcular el valor de la suma de la serie o de la integral impropia.

Ademas de la integral impropia considerada en la definicién anterior, existen
otras situaciones en las que es natural considerar una integral impropia: cuando f
esté definida sobre (—o00,a] o cuando f esté definida en [a,b) y es no acotada.

Para contemplar todos estos casos conviene definir la nocién de funcién local-
mente integrable en la forma siguiente: sea I un intervalo en Ry f: [ — R,
diremos que f es localmente integrable en I si es integrable Riemann en cualquier
intervalo cerrado [a,b] C I.

Para definir una integral impropia en cualquier tipo de intervalo, supondremos
siempre que la funcién es localmente integrable en dicho intervalo.

De forma andloga a la anterior, si f : (—oo,a] — R es localmente integrable,
diremos que la integral [ f(t) dt es convergente si existe

lim /:f(t) dt =: /_aoo £(t) dt.

r——00

Otro tanto ocurre con [’ f(t) dt supuesto que f : [a,b) — R es localmente inte-
grable, en cuyo caso definimos:

b T
/ F(t)dt = lim / F(t) dt
siempre que este limite exista. Para f : (a,b] — R es localmente integrable la
definicion es totalmente analoga.

En el caso de que f : (a,b) — R sea localmente integrable, se dice que f es
integrable en sentido impropio si f es integrable en sentido impropio en (a, ¢] y en
[c, b) con integrales impropias finitas para algin ¢ € (a, b) (en cuyo caso lo es para
cualquier ¢ en esas condiciones) y se escribe

/abf(t)dt:/acf(t)dtJr/cbf(t)dt.

En lo sucesivo los teoremas se estableceran para funciones definidas en [a, b),
siendo b < 400, pero el lector no tendréa dificultad para enunciar y demostrar los
resultados correspondientes para los demas casos.
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Ejemplos 7.1.3

(1) La serie geométrica
o0
> "
n=0

con |r| < 1 es una serie convergente

COoIl suma 1

1—r
Si r > 1 la serie es divergente a +oo.
Esto es muy sencillo de comprobar re-
cordando el calculo de la suma de los
términos de una progresion geométri-
ca, realizado en el ejemplo 8 de la sec-
cién 2.1.3.
(2) La serie

9]
S
n=1

no es convergente para r < 1, como es
facil comprobar calculando la sucesion

(S )n-

(3) La serie

i 1

)

n=1 n
es convergente ya que la sucesion (S,),
es monotona creciente y acotada. En
efecto, como consecuencia de la si-

guiente desigualdad:

11 1
n—1 n nn-1)" n?
tenemos:
N N
1 1 1 1
— < __:]___
ngan n;zn—l n N

(4) La integral impropia
o 1
—dt
1t

es convergente para a > 1y divergente
para los otros valores de o ya que para
cada x > 1 se tiene

@ 1 ¥ 1
— = | t7dt= |
/1 te /1 1—04@j )

Y por tanto, para a > 1 se tiene que

© ] 1
/ — = lim (' —1)
1t z—tool —

1

a—1

mientras que para a < 1 es

o ]
— dt = +00.
1 te

(5) La funcién considerada en el
ejemplo precedente da origen sobre el
intervalo (0, 1] a una integral impropia
cuyo caracter al variar « es diferente:

11
|t
o t*
es convergente para a < 1y divergente

para « > 1, como es facil comprobar
calculando

z ¢

para 0 < x < 1 y tomando limites.
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4L

MAXIMA puede evaluar integrales impropias mediante el comando integrate
y también es capaz de realizar sumas finitas mediante el comando sum. Series

sabe sumar unas pocas que tiene guardadas en una suerte de «chuletay.

Como la convergencia se expresa en términos de limites y estos se caracterizan
en términos de la condicion de Cauchy, se tienen los siguientes resultados:

Proposicién 7.1.4

La serie numérica
o0
D an
n=1
es convergente si y solo si para cada
e > 0 existe ng € N tal que se verifica
lap + app1 + -+ ag < e,

stempre que los naturales p,q cumplan
no <p<gq.

La integral impropia

[ s

donde f : [a,b) — R es localmente
integrable y b < 400, es convergente si
y solo si para cada € > 0 existe ¢ €
(a,b) tal que sic <y < z < b entonces

/: £(b) dt‘ <e.

DEMOSTRACION: Es muy sencillo darse cuenta de que las acotaciones anteriores
se obtienen aplicando la condicién de Cauchy de existencia de limite a la sucesion
(Sn)n v ala funcion F(x) = [ f(t) dt, respectivamente. O

Como consecuencia de la proposicién inmediatamente anterior se obtienen sendos
corolarios muy ttiles. En ambos casos la demostracion es trivial.

Corolario 7.1.5

Si la serie Y07 1 a, converge entonces
ezxiste 1im,, a,, y vale 0.

Si la integral impropia [° f converge
y existe lim, o, f(t), entonces dicho li-
mite vale 0.

Llamamos la atencion sobre el hecho de que el reciproco no es cierto. Asi, por

ejemplo, a pesar de que lim, 1/n = 0, la serie Y22, 1/n no es convergente como

veremos en el corolario 7.1.9.

Corolario 7.1.6

La convergencia de una serie no se al-
tera modificando un numero finito de
términos de la misma.

La integral impropia [° f converge si,
y solo si, lo hace la integral impropia

I f para algin a < b € R.

En lo sucesivo, y como consecuencia de este resultado, abreviaremos la repre-
sentacion de la serie con Y a,, cuando solamente estemos interesados en su caracter.
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Proposiciéon 7.1.7

Sean Y02 1 an Y >0, b, dos series con- Sean f,g : [a,b) — R, con b < oo,
vergentes. Entonces para cada A\, pu € tales que las integrales impropias fff
K, la serie Yy f;g son convergentes. Entonces para
- cada \, i € R, la integral impropia
> (Aay + pby)

= [0+ )

es convergente y se verifica )
es convergente y se verifica

oo)\n bn :>\oo ) oobn \ . .
2 (Aantpba) =22 an+pi ) [os+m)=x[r+us

n=1 n=1 n=1

DEMOSTRACION: Es una consecuencia inmediata de las definiciones de convergen-
cia y de la conservacion de sumas y productos al tomar limites. 0l

7.1.1. Criterio de convergencia de la integral

El paralelismo entre las series numéricas y las integrales impropias va mas alla
de la simple apariencia formal, como se muestra en la proposiciéon que establece-
mos a continuacion. En la demostracién del mismo aparece clara, en este caso, la
relacién entre series e integrales impropias. De hecho, como los alumnos tendran
ocasion de estudiar en otras asignaturas de la licenciatura, desde cierta perspectiva
las series numéricas son solo un tipo particular de integrales.

Si consideramos una serie Y, a, tal que a,, > 0 para todo n € N, entonces la
sucesion de las sumas parciales S, = >°7_; aj es, obviamente, mondtona creciente.
Por tanto para la convergencia de este tipo de series es suficiente verificar que la
sucesion (S,), esta acotada superiormente.

Algo andlogo puede decirse de las integrales impropias. Si f : [a,b) — [0, +00)
es localmente integrable, la funcién F(x) = [ f(t) dt es monétona creciente, por
tanto la convergencia de la integral impropia es consecuencia de la acotacion (su-
perior) de esta funcién.

Estas dos sencillas observaciones son ttiles en la siguiente proposicion, asi como
en el apartado 7.2.

Proposicién 7.1.8 (Criterio de la integral) Sea f : [a,00) — R, mondtona
decreciente y sea a, = f(n). Entonces la serie Y a,, converge si, y solo si, converge
la integral impropia [° f

DEMOSTRACION: Podemos suponer por sencillez en el razonamiento y sin pérdida
de generalidad que a = 1.
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Figura 7.1: El criterio de la integral

Consideremos las funciones constantes a trozos g y h definidas (véase la figu-
ra 7.1) por las férmulas

g(x):= f(n) parax € [n,n+1)

h(z) := f(n) para z € (n — 1,n]

Es evidente que se tienen las relaciones

hx) < f(z) < g(x)

Por tanto

< < = an
hshos) o=X

y la convergencia de la integral es consecuencia de la de la serie.
Reciprocamente como

la convergencia de [ f implica la convergencia de >°° , a,, y por tanto (aplicando
el corolario 7.1.6) la serie >0 ;| a,, también es convergente.

O
El criterio de la integral reduce el estudio de la convergencia de una serie

(con condiciones de monotonia y positividad) al estudio de la convergencia de
una integral impropia y viceversa. Obviamente es ttil si la resolucion del nuevo
problema es mas sencilla que la del inicialmente planteado. Esa es la situacion para

la serie arménica Y 1/n? cuya convergencia se obtiene facilmente con el criterio de
la integral y del apartado (4) del ejemplo 7.1.3
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Corolario 7.1.9 La serie armonica
1

nd

es convergente si ¢ > 1 y divergente si q < 1.

Cuando una serie es convergente es posible obtener valores aproximados de
la suma utilizando un nimero finito de términos. MAXIMA puede ayudar a
realizar esas sumas finitas mediante el comando
sum ( Funcion, Variable, ValorInicial, ValorFinal) ,numer ;
suma(1/n%, n, 1, 1000),numer; es un ejemplo del uso del comando. Desde luego esa
forma de proceder no permite controlar la bondad de la aproximacién, que habra de
realizarse por otros procedimientos.

Cuando en una serie convergente su valor aproximado se calcula a través de
una suma finita, la estimacién del error cometido resulta en general dificil. Pero si
la convergencia puede ser obtenida aplicando el criterio de la integral y la integral
impropia que aparece puede calcularse de forma directa, entonces es posible tener
un control satisfactorio sobre el error cometido.

1
Ejemplo 7.1.10 La serie Z — es convergente y para cada entero r > 2

n= 1

siendo ¢ la funcién constante a trozos (escalonada) definida por g(z) = 1/n? si
x € [n,n+ 1). De suerte que una cota de error para la suma finita

esta dada por

00 1 1
/r EEE)Eh

lo cual permite obtener aproximaciones del valor de la suma con la precision desea-
da. Haciendo uso de MAXIMA pueden sumarse los primeros 100000 términos para
obtener una aproximacion del valor de la suma

oo 1 100000
Z - Z — = [segin Maximal 1.644924066898226
n=1 n n=1 n

con una cota de error inferior a 10~°. Calculado por un procedimiento indirecto se
sabe que el valor exacto de la suma de la serie viene dado por

o) 1 2
S == % ~ [segin Maxima] 1.644934066848226.
n=1 n
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7.2. Series con término general no negativo

e integrales impropias con integrando
no negativo

A lo largo de esta seccién nos ocuparemos del estudio de series > a, tales
que a, > 0 o de integrales impropias con integrando no negativo. En este caso
el caracter unicamente puede ser o convergente, con suma e integral finitas, o
divergente, con suma e integral infinitas.

En realidad los resultados de esta seccion pueden ser también aplicados a las
series e integrales impropias con signo constantemente negativo, ya que éstas pue-
den reducirse a aquéllas cambiando el signo. Pero no son aplicables, por contra, a
situaciones en las que el signo no permanece constante.

7.2.1. Criterios de convergencia por comparacion

A pesar de su simplicidad el criterio de mayoracién proporciona una herramien-
ta ttil para el estudio de la convergencia de series e integrales con término general
o integrando positivos.

En todo lo que sigue es esencial recordar el caradcter mondtono de las sumas
parciales e integrales consideradas, ya comentado al inicio del apartado anterior.

Proposicién 7.2.1 (Criterio de mayoracion)

Sean > a,,>. b, series de términos no
negativos. Si existen ng € N y una
constante M > 0 tales que a,, < Mb,
para todo ng < n € N, entonces la con-
vergencia de Y. b, implica la convergen-

cia de > a,,.

Sean f,g : [a,b) — Ry con b < o0
y supongamos que existen ¢ € [a,b)
y una constante M > 0 tales que
f(t) < Mg(t) para todo t € [c,b). En-
tonces la convergencia de ffg implica
la convergencia de f(ff

DEMOSTRACION: Como consecuencia de la hipdtesis de mayoracién se tiene

ZangMan

n=ngo

n=ngo

para todo m > ng. Pero como la serie > b, es convergente con suma B, las sumas
parciales de Y a,, forman una sucesiéon monétona creciente y acotada superiormente
por M B, por tanto dicha sucesion es convergente.

Para el caso de la integracion el razonamiento es similar y se deja al cuidado

del lector.

O
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Corolario 7.2.2

Sean > a,,>. b, series de términos
estrictamente positivos Yy supongamos

que existe | := lim b—"

(1) Si0 <1< oo entonces las dos
series tienen el mismo cardcter.

(2) Sil =0 entonces la convergen-
cia de Y b, implica la convergencia de

Sean f,g [a,b) — R con

f(z),g(x) >0 yb < oco. Supongamos
()

9(x)

(1) Si 0 <l < oo entonces las in-
tegrales impropias f(ff Y ffg tienen el
mismo cardacter.

(2) Sil =0 entonces la convergen-

que existe [ := lim,_;

> an.
(8) Sil = oo entonces la conver-
gencia de Y a, tmplica la convergencia

de > b,,.

cia de f;g implica la convergencia de
b
Ja f-
(3) Sil = oo entonces la conver-
gencia de fff implica la convergencia

de ffg

DEMOSTRACION: Es una consecuencia directa de la proposicién 7.2.1 y del con-
cepto de limite. A modo de ejemplo probaremos la validez de la ultima de las
afirmaciones.

(=)

oo = lim ——= = existe ¢ € (a,b) con 1 <
==b g(x)

f(z)

siec<xz<b
g(z)

y siendo f; f convergente se obtiene del criterio de mayoraciéon que también es
convergente la integral impropia ff qg. O

Observe que la mayor parte de los anteriores criterios de convergencia sirven
también como «criterios de divergenciay. La idea es siempre la misma: reduciendo
la convergencia a la acotaciéon, en el caso de términos no negativos o funciones
no negativas, se observa que si la mayor de la series (o integrales) estd acotada
(luego converge) la menor también lo estd, mientras que si la menor no esté aco-
tada, tampoco lo estara la mayor. El corolario 7.2.2 simplemente muestra que la
desigualdad que sirve de hipotesis en el criterio de mayoracion, puede ser obtenida
mediante el calculo de un limite, algo a menudo mas facil dadas todas las técnicas
de calculo de limites conocidas.

Ejemplos 7.2.3

(1) Analisis del cardcter de las siguientes series

1 (b) 3 vn+ llogn
(n? +4)ylogn + 2
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En el caso de la primera serie, se tiene que

1
lim ——— 0
1TILn3 7£

y por tanto la serie no es convergente, siendo su suma +o00.

De acuerdo con el corolario 7.2.2, para el caso de series de términos positivos,
es el «tamatio» del término general el que determina el caracter de la serie.
Para la serie (b) dicho tamano es

nl/2 2/3

logn  (logn)
n2(log n)1/3 T p3/2

puesto que, obviamente,

Vn+llogn
lm (n24+4) Ylogn+2 -1
n nl/2logn ’
n2(logn)l/3

Asi pues el caracter de la serie (b) es el mismo que el de la serie

(log n)?/3
Z 3z

De haberse tratado de la serie

(logn)*/*

L5

1
Zﬁv con o > 1

la serie seria convergente segin sabemos. Aunque no es esa nuestra situacion
(debido a la existencia de (logn)%?) podemos reducirnos astutamente a ella
utilizando que

(logn)’

= 0 cualquiera que sea 7y > 0.
n

lim
n

En particular, existe ng tal que

1 2/3
% <1l sin>ng
n-
y por tanto
Y (logn)?? (logn)?? 1 Moo > 1
2 s _277101 pa S 2 o< Lo
n=ngo n=ngo n=n no

lo cual garantiza la convergencia de la serie (b), puesto que nos da una cota
superior para la sucesiéon de sumas parciales

Z

(logn)*/*
N
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Utilizando el desarrollo de Taylor sabemos que

61/”—1—l

11 ,
n 1 - =~ _—— oseaque lim ———2 =1.

Por tanto el cardcter de la serie (c¢) coincide con el de la serie
1 3 1
2~ n?

que es convergente.

Procedimientos similares podrian ser utilizados para estudiar el caracter de
la serie (d), pero procederemos de otra forma. La serie 3 1/n es divergente;
en cambio la serie > 1/ e es convergente puesto que la geométrica 31 /e
lo es y los términos de aquélla son menores. En consecuencia la serie (d) es
divergente, puesto que si fuera convergente llegariamos a que la serie 3~ 1/n
también seria convergente (lo cual es falso) al ser suma de dos convergentes

ya que

Anaélisis del caracter de la integral impropia

|
/ dt
0o logt

segun los valores del niimero real k.

Comencemos observando que el integrando es una funciéon continua en (0, 1)
y, por tanto, localmente integrable. Estudiemos el comportamiento en los
extremos del intervalo. En principio ambos extremos se nos presentan como
problematicos y por ello dividimos el intervalo (0,1) en los subintervalos
(0,1/2] y [1/2,1) a fin estudiar las dos integrales impropias «simples» que se
generan.

Para estudiar la convergencia de la integral impropia
Lok —1
/ dt
12 logt

1

oot = k (usar L’Hospital) y por tanto el integrando
0g

admite prolongaciéon continua en el punto 1, tratdndose por consiguiente de

una integral convergente, al ser la integral de una funcién continua en un

intervalo cerrado y acotado.

k _
observamos que lim;_,;
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Pasamos ahora al estudio de la integral impropia

1/2 ¢k —
/ dt.
o logt

La dificultad esta en el 0, pues el logt tiende a —oo en dicho punto. Si
pudiéramos prolongar el integrando de forma continua, como hemos hecho
en el punto 1, la integral seria convergente. Eso es posible cuando k& > 0,
puesto que en tal caso

Coth—1
lim =
t—0 logt
Unicamente nos queda analizar el caso k < 0. A tal fin, haciendo k = —s se
tiene
/1/2 th—_1 " /1/2 s — /1/2 1— ts
o logt ~Jo logt ts logt

La convergencia de esta integral es equivalente a la convergencia de

/2 1
/0 tslogt

1/2 1
I

entonces la integral seria convergente para 0 < p < 1 y divergente cuando
1 < p, segtin vimos en el apartado (5) de los ejemplos 7.1.3. Este modelo va
a permitir concluir el analisis de la convergencia.

Si se hubiera tratado de

Si s =1 se tiene )
— =log|logt| + K
/tlogt og|log ] +

y por tanto la integral impropia diverge.

1 1
Sis > 1, al ser t* < t, se tiene — > — y por tanto la integral
tslogt tlogt

impropia es también divergente.

Si s < 1 hacemos la comparacién del integrando con 1/t? para0 < s <p < 1
y como

P

1
— = lim — =lmt*—— =0
=0 = t—0¢slogt  t—0 logt

podemos aplicar el corolario 7.2.1 para concluir que en este caso la integral
impropia converge.

Resumiendo la integral propuesta converge para —1 < k y diverge en los
demas casos.
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En los ejemplos anteriores hemos estado aplicando criterios de comparacion,
pero tales criterios requieren que las sucesiones y funciones a las que se aplican
sean positivas. ;Se ha asegurado el lector de que se cumplen tales condiciones?
Otra forma de abordar el estudio de la convergencia de

1 4k
tv—1
/ i
o logt
es realizar un cambio de variable del tipo logt = —z que la transforma en una integral

impropia sobre el intervalo (0, +00). Utilice este cambio de variable y discuta el caracter
de la integral impropia que se genera.

Corolario 7.2.4 (Criterio de condensacién) Sea la serie Y a,, de términos no
negativos, con (an)nen mondtona decreciente. Son equivalentes:

(1) > a, converge,
(2) 3 2"agn converge.

DEMOSTRACION: Las siguientes desigualdades se obtienen aplicando tres ideas:

» la sucesién (a,), es decreciente;
= anadir los términos que convenga;

» agrupar los términos de forma astuta.

as + 2a4 + ... 2"*1a2n)
a1+a2+(ag+a4)+---+(a2n71+1+---+a2n))

2a9 + 4day + -+ -+ 2"agn =2(
(
(a1 +az+az+ag+---+agm)
=2(
<

=2

<2

=2
ar + (ag +az) + (as + as + ag + ag) + -+ - + azn)
ar + 2as +4ay + - -+ 2"agm)

A partir de estas desigualdades el resultado es consecuencia inmediata del criterio
de mayoracién. O

Trate de aplicar el criterio de condensacién para caracterizar la convergencia

1
de la serie arménica ) ; —, es decir, trate de dar una demostracién diferente

del corolario 7.1.9.

En el criterio de comparacién (o en el corolario 7.2.2) la idea es sustituir la
sucesion (a,)neny por una sucesion equivalente (by,),en para la que se conozca el
caracter de la serie > b, y otro tanto ocurre con la sustitucion de f por una funcién
g para la que sea conocida la convergencia de la correspondiente integral impropia.
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Asi, en cierto sentido, la convergencia depende de «recursos externos» a la
sucesion (ay, )nen. Los criterios de la raiz y del cociente que veremos a continuacion
son criterios de convergencia que dependen directamente de la sucesién (a,)nen-
Pero antes haremos un inciso para definir una generalizacion de la nocién de limite
que resulta de utilidad en éste y otros contextos.

Inciso: limites superior e inferior

Para sucesiones acotadas el teorema de Bolzano-Weierstrass garan-
tiza que existen subsucesiones convergentes a determinados puntos que
llamaremos puntos de aglomeracion de la sucesién. El mayor de dichos
puntos de aglomeraciéon recibe el nombre de limite superior de la suce-
sion. Analogamente, el menor de los puntos de aglomeracién recibe el
nombre de limite inferior de la sucesion. Evidentemente una sucesion
tiene limite si y sélo si tiene un tinico punto de aglomeracion, es decir,
si los limites superior e inferior coinciden.

Estas consideraciones pueden ser aplicadas a sucesiones no acotadas
superiormente, en cuyo caso existird una subsucesion con limite +oo
y diremos que el limite superior de tal sucesién es +oo. Otro tanto
puede hacerse para sucesiones no acotadas inferiormente para las que
se define el limite inferior como —oco ya que existe una subsucesion con
dicho limite.

Ejemplo 7.2.5 La sucesiéon a, = (—1)""! tiene limite inferior -1 y
limite superior +1. Y la sucesién cuyos primeros términos son 1, 2, 3,
14+1/1, 2+1/2, 3+1/3, 14+1/4, 2+1/5, 3+1/6,. . . tiene limite inferior 1
y limite superior 3.

Otra definiciéon que se utiliza para estas nociones es la siguiente.

Definicién 7.2.6 Sea (a,)nen una sucesion de nimeros reales.

(1)

lim sup a,, := inf{sup{ax; k > n};n € N}

(2)

liminf a,, := sup{inf{ax; k > n};n € N}

Es inmediato que dicha definicién coincide con la indicada mas arri-
ba, en el caso del limite superior para sucesiones no acotadas supe-
riormente y en el caso del limite inferior para sucesiones no acotadas
inferiormente.

Para sucesiones acotadas las formulas anteriores también se corres-
ponden con las nociones que hemos introducido anteriormente. Ello es
consecuencia de la siguiente
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Proposiciéon 7.2.7 Sea (a,)nen una sucesion acotada de nimeros reales.

(1) Sea o = liminf a,, := sup{inf{ax; k > n};n € N}. Entonces a es
el unico numero real que cumple la siguiente propiedad:
«Para cada € el cardinal del conjunto {n € N;a—e > a,} es finito
y el cardinal del conjunto {n € N;a + ¢ > a,} es infinitonr.

(2) Sea = limsup a, := inf{sup{ax; k > n};n € N}. Entonces 3 es
el unico numero real que cumple la siguiente propiedad:
«Para cada € el cardinal del conjunto {n € N;3 —e < a,} es
infinito y el cardinal del conjunto {n € N; § + ¢ < a,} es finitonr.

Proposiciéon 7.2.8 (Criterio de la raiz) Sea Y a, una serie de términos no
negativos y sea [ = limsup /a,,.

(1) Si B <1 entonces la serie converge.

(2) Si 3> 1 entonces la serie diverge.

DEMOSTRACION: Si 3 < 1 elegimos r tal que 8 < r < 1. Aplicando la proposi-
cién 7.2.7 sabemos que a la derecha de r sélo existe un nimero finito de términos de
la sucesion ({/ay),; por tanto, existe ng € N tal que {/a,, < r, es decir, a, < r" pa-
ran > ng. La convergencia de la serie geométrica > r™ y el criterio de comparacién
garantizan la convergencia de > a,

Si 0 > 1, aplicando de nuevo la proposicién 7.2.7, sabemos que existe un
conjunto infinito de valores de n € N para los que a,, > 1 y en consecuencia no es
posible que lim a,, = 0, condicién ésta necesaria para la convergencia de la serie. [

Para (§ = 1 nada puede afirmarse en general al existir sucesiones (a,),en para
las que la serie Y a, es convergente y otras para las que la serie es divergente (ver
los ejemplos 7.2.11).

Ejemplos 7.2.9

(1) La serie
1
2 (logn)"

es convergente puesto que en este caso existe

1 1
lim {/ —— = lim =0<1
n \ (logn)» n logn

y por tanto el limite superior es 0.
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(2) Para la serie

> y/n(n+1)2"

tenemos

nln2(1 +1 Yn %1 +1/n 1
lim {/\/n(n 4+ 1)27" = lim Uwzlimf / =— <1
n n 2" n \/Q \/Q

luego la serie converge.

Proposicién 7.2.10 (Criterio del cociente) Sea Y a, de términos no negati-

vos Yy sea

s Gp41 ; Qnt1
a = liminf , [ =limsup

Qn 7

(1) Si 5 <1 entonces la serie converge.

(2) Si o> 1 entonces la serie diverge.

DEMOSTRACION: Se utilizan aqui ideas similares a las utilizadas en la demostracion
An1

del criterio de la raiz. Si g < r < 1 existe ng € N tal que < r para n > ny.

n

Asi que
Gpo+1
Ay
an0+2

<r
an0+1

a k

a’no-l—k;—l
de donde multiplicando obtenemos

an0+k
Any

<r* keN

que puede escribirse como a,, x < an,r*. La convergencia de la serie geométrica
S r* y el criterio de comparacién garantizan la convergencia de la serie 3 apyix v
por tanto de la serie > a,,.

Si o > 1 entonces, aplicando la proposicién 7.2.7, sabemos que existe ng € N
tal que aZ—:l > 1 para todo n > ngp; por tanto, no puede ser lima, = 0, luego la
serie es divergente (recordemos que las series de términos positivos sélo pueden ser
convergentes o divergentes).

Al igual que ocurre con el criterio de la raiz nada puede afirmarse con caracter

general cuando o = 1. O
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L ;. On+1 -y . ;
Puede demostrarse que si existe lim —— también existe lim /a, y valen lo
a’n

mismo. Aunque el segundo limite puede existir sin que exista el primero, (véase,
por ejemplo, el libro de Ortega [1] pag. 269), por ello el criterio de la raiz es algo
mas potente que el del cociente porque el primero puede resolver situaciones para
las que el segundo no proporciona soluciéon.

Ejemplos 7.2.11

(1) Consideremos las series - = y 3° =5 Para ambas se cumple que

, Qpy1 ,
lim =1=lim {/a,.
n an n n
Pero la primera diverge y la segunda converge, asi que nada se puede asegurar
respecto a la convergencia si inicamente sabemos que los limites en cuestion
valen 1.

(2) Para estudiar el cardcter de la serie Y% con x > 0 podemos aplicar el
criterio del cociente

xn+1 +1 '
i (Jrnl)':hmi:lm =0
n noar(n+1) non+1

n!

y obtenemos la convergencia de la serie para cualquier > 0.

(3) En el caso de la serie Zfl—z con 0 < z aplicando el criterio del cociente

tenemos
xn+1
, n+1)P , n
hm(gﬁ—n):lmx( )P = .
" nontl

Asi que si 0 < z < 1 la serie converge y si x > 1 diverge cualquiera que sea
el valor de p.

Para x = 1 el criterio del cociente no permite determinar el caracter. Pero
para x = 1 la serie se convierte en > n—lp que, como sabemos, converge si p > 1
y diverge si p < 1.

(4) A la sucesién (ay,)nen cuyos primeros términos obedecen a la siguiente regla:
272 271 274 9273 276 9275 ' _se le puede aplicar el criterio de la raiz para
determinar su convergencia, pero en cambio el criterio del cociente no permite
deducir la convergencia.

7.3. La propiedad asociativa en series

Las series son una especie de sumas «infinitas». Es natural plantearse si pro-
piedades de las sumas finitas de niimeros, como la asociatividad, disociatividad y
conmutatividad, son ciertas para las series. En esta seccion y en la siguiente nos
ocuparemos de esas cuestiones.
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Definicién 7.3.1 Sean Y a, y > b, series de numeros reales. Se dice que Y. b,
se ha obtenido de Y a, introduciendo paréntesis si existe una sucesion ny < ng <

. de naturales tales que by = a3 + ...ap,, b0 = apy41 + - + an, Yy en general
by = Qp,_,+1+ -+ an, para k > 1. También se expresa diciendo que ) a, se ha
obtenido de Y b, suprimiendo paréntesis.

Proposiciéon 7.3.2 Sean > a, y > b, series de numeros reales tales que > b, se
ha obtenido de > a,, introduciendo paréntesis.

(1) Si Y a, converge entonces > b, converge y ambas series tienen la misma
suma.

(2) Si> b, converge, lima, = 0 y la diferencia nyy1 —ny (longitud de los parén-
tesis) se mantiene acotada por | para todo k € N, entonces Y a,, converge y
ambas series tienen la misma suma.

DEMOSTRACION: Para demostrar el primero de los apartados, que corresponde a
una propiedad asociativa, basta observar que si ponemos

B, =bi+by+--4+by, Ayi=ar+a+---+a,

entonces (B, )men es una subsucesion de (A, ),en, por lo que es convergente siendo
lim,, B,, = lim,, 4,,.

La propiedad disociativa, que corresponde al segundo de los apartados, no
funciona en general. Un ejemplo es la serie

1—1)+(1—1)+...

que con paréntesis es converte con suma 0, mientras que si se quitan no lo es.

Sin embargo, veamos que si se pueden quitar los paréntesis cuando se dan
las circunstancias que se contemplan en el apartado segundo de la proposicion.
En efecto, cada A, = a1 + as + - - - + a,, tras introducir los paréntesis oportunos
corresponde a

An = b1+b2+ ' '+bm+anm+1+anm+2+' et an = Bm+anm+1+anm+2+' cotag,.
Tomando limites en la férmula anterior cuando n (y por tanto m) tiende a infinito,
teniendo en consideracion que el nimero de a; que hay en el segundo miembro estd
acotado por | € Ny que lim; a; = 0, se obtiene que

liTILn A, = lirgn B,, + li%n(anmﬂ +an, 2o+ t+ay) = lirgn B,

lo cual prueba el resultado buscado. O
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Ejemplo 7.3.3 Vamos a aplicar los resultados anteriores para analizar la conver-
gencia de la serie

) I idog 2t Cloed et et ety
a,n: —O — ——O —_ ——O p— PRI __O
81T 795 T3 T 0%8g n 08

Comencemos introduciendo paréntesis para asociar los términos de dos en dos. La
serie que se obtiene es

!

A diferencia de la serie original, que tenia términos positivos y negativos, todos
los términos de la nueva serie son positivos, ya que por la férmula de Taylor se
verifica que

| <1+ > 1 1 1 1 1 1 1 <0
(0] — _— - — O - - =" —-— .
& n n n 2(1+6)2n%2 n 2!(1 + 0)% n?

Podemos entonces aplicarle los criterios de convergencia para series de términos
positivos. En particular, por el corolario 7.2.2, sabemos que el caracter esta deter-
minado por el tamaifio del integrando, es decir

1 1 1
——log(l—l——)z—
n n

y por tanto la serie 3_ b, es convergente ya que 3 1/n? lo es.

Mirando las cosas al revés, resulta que la serie Y a, se obtiene a partir de la
serie convergente > b, quitando paréntesis cuya longitud es 2; y como claramente
lim,, a,, = 0, podemos aplicar la proposicién inmediatamente anterior para concluir
que Y a, es convergente y tiene la misma suma que > b,. Para calcular la suma
de > b, observemos que denotando con B, su suma n-ésima es

1 1 1
B,=14+-+-+---4+——logn=H, —logn
2 3 n

de donde lim,, B,, = v (véase el ejercicio 15 del capitulo 2 o la seccién 7.7 en este
mismo capitulo).

Observacién 7.3.4 Para series de términos positivos la sucesién (S, )nen de las
sumas parciales es monodtona creciente y por tanto la serie converge si, y sélo si,
las sumas n-ésimas estan acotadas superiormente (en otro caso converge a +00).
Es obvio entonces que para las series de términos positivos son ciertas, sin ninguna
restriccion, las propiedades asociativa y disociativa.
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7.4. Convergencia absoluta y condicional.
Teorema de Riemann

La propiedad conmutativa también es cierta para las series de términos no
negativos, pero el concepto requiere ser precisado.

Definicién 7.4.1 Sean Y a, y > b, dos series. Diremos que la serie > b, es una
reordenacion de la serie Y- a,, si existe una biyeccion ¢ : N — N tal que b, = ay(n)

Proposicién 7.4.2 Sea Y a, una serie convergente de términos positivos, enton-
ces cualquier reordenada suya converge y ambas tienen la misma suma.

DEMOSTRACION: Es consecuencia inmediata de que para series de términos posi-
tivos la convergencia equivale a la acotacion superior de las sumas parciales. [

Como ya senalamos en otro lugar, si el término general de la serie es negativo,
sacando factor comun —1, la convergencia de la serie se reduce a una de términos
positivos. En el caso de que haya términos de ambos tipos el analisis no es tan sim-
ple. Una tentacién natural es prescindir de los signos y estudiar la convergencia de
la nueva serie de términos positivos asi obtenida y analizar si existe alguna relacién
con la convergencia de la serie inicial. Eso conduce al concepto de convergencia
absoluta que también puede formularse para integrales impropias.

Definicién 7.4.3

La serie Y~ a, con a, € R se dice abso- La integral itmpropia f; f, donde b <

lutamente convergente si la serie Y. |ay| 00, se dice absolutamente convergente

es convergente. st la integral impropia fci’ |f| es conver-
gente.

Proposicién 7.4.4

. . . . . . b

Si la serie Y- a, es absolutamente con- Si la integral impropia [, f es absolu-

vergente entonces es convergente. tamente convergente entonces también
es convergente.

DEMOSTRACION: Basta aplicar los correspondientes criterios de Cauchy para la
convergencia. 0

Una consecuencia inmediata de este resultado es que si una serie es absolutamente
convergente cualquier reordenada suya también es convergente, pero ;todas las
reordenaciones tienen la misma suma?. La respuesta a esta cuestion es afirmativa
como vamos a ver. Introducimos para ello los conceptos de «serie de términos
positivos» y «serie de términos negativos» asociada a la serie ) a,,.
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Definicién 7.4.5 Dada la serie > a,, se llama:

(1) Serie de términos positivos asociada a esta serie, a la serie Y a,, donde a,, =
ap st a, >0ya, =0 sia, <0.

(2) Serie de términos negativos asociada a esta serie, a la serie Y a! siendo
"

a' = —ay, sia, <0ya, =0 sia, >0.

Proposicién 7.4.6 Sea la serie 3 a, y sean - al, y > all sus series de términos
Ppositivos Y neqativos.

(1) La serie Y a, es absolutamente convergente si y sdlo las series > al, y > a
son convergentes.

(2) Si la serie Y a, es absolutamente convergente y llamamos A" y A" a las
sumas de dichas de " a,, y > a., respectivamente, se verifica que la suma de

n’

la serie Y- a, (y de todas sus reordenadas) es A" — A”.

DEMOSTRACION: Con las notaciones anteriores las se cumplen las dos igualdades
siguientes.

() + -+ ay) + (@) + - ay) = laa| + - o+ an]
(ay+---+ay) —(af +-+ay)=ar+--+a,

Utilizando la primera de ellas y tomando limites es inmediato que si > al, y > a
convergen también converge Y. |a,|. Por otra parte es evidente utilizando el criterio
de mayoracién que si Y |a,| converge también convergen > al y > al.

De la segunda igualdad, tomando limites, se obtiene inmediatamente que la
suma de la serie Y a,, es A’ — A”. Si hacemos una reordenacién de 3" a,, obtenemos
una serie > b, con sus correspondientes > 0/, y > b siendo la suma de la serie
reordenada B’ — B” (la notacion es autoexplicativa). Pero, evidentemente, B" = A’
y B” = A” por tratarse de reordenaciones en series de términos positivos. O

Asi pues, ademas de las series convergentes de términos positivos, las series ab-
solutamente convergentes también verifican la propiedad conmutativa. De hecho
son las tnicas que verifican esta propiedad, que llamaremos convergencia incondi-
cional.

Definicién 7.4.7 Una serie Y a, se dice incondicionalmente convergente cuando
todas sus reordenadas son convergentes y tienen la misma suma.

Teorema 7.4.8 Una serie Y a, es incondicionalmente convergente si, y solo si,
es absolutamente convergente.
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DEMOSTRACION: Si la serie es incondicionalmente convergente entonces afirmamos
que la serie de términos positivos asociada Y a! y la serie de términos negativos
asociada Y a! tienen el mismo caracter. En efecto, si una fuera divergente y la
otra convergente, es inmediato que la serie > a,, seria divergente a +00 0 a —oo.
Ahora, si las dos series Y al,,> a!’ convergen también converge Y |a,|. Para
concluir la prueba basta con demostrar que si Y- al, = > all = 400 entonces la serie
> a, no seria incondicionalmente convergente y ello es consecuencia del siguiente
teorema de Riemann de mas amplio alcance. (]

Teorema 7.4.9 (Teorema de Riemann de reordenacién de series)
Sean Y- al, y > all dos series divergentes de términos no negativos tales que

lima), = lima,, = 0.

Entonces para cada a € R se pueden elegir sucesiones (k;);, (;); de enteros positi-
vos con
]{Z1<l€2<l€3<..., l1<l2<l3<...

y tales que la serie

/ / " " / / " "
a1+"'+akl—al—-~-—all+ak1+1+"'+ak2—al1+1—-~-—a12+...

tiene por suma a.

DEMOSTRACION: Consideremos que a € R.

Sea k; > 1 el menor entero tal que aj +ay+---+aj, > ayseal; > 1 el menor
entero tal que a} +aj+---+ay, —aj —ay —---—aj, < a. Sea ahora ky > k; tal que
ay+ay+---+ay, —af —ay —---—a +ag, 41+ -+ ap, > ay asi sucesivamente.

Afirmamos que la serie asi obtenida tiene por suma a. En efecto dado € > 0
existe ng tal que si n > ny se verifican a], < ¢y a! < ¢. Tomando jy tal que
kjy > mo,lj, > ng las sumas parciales S, estdn comprendidas entre a —e y a + ¢
siempre que

n>k1+l1+-~-+kj0+lj0+m.

Cuando a = +o0 el proceso es analogo: en primer lugar se tiene un k; tal que
ay +ay+--- 4 ap, > 1. Luego ky > k; para tener ay + ay + -+ -+ aj, — af —ay —
S — ag’l +ag, 41+ -+ag, <1.Y seinicia de nuevo el proceso de forma recurrente
cambiando el valor 1, por 2, 3, etc. O

7.5. Productos de series

Definicién 7.5.1 Dadas las series Y2,>1 @n, > p>1 bp se llama producto de ambas
series a la serie Y- ¢ siendo ¢y = p, by, ¥ ¢ : N — N X N una biyeccion donde

o(k) = (ng, my).
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En la definiciéon anterior para cada ¢ se obtiene una serie producto diferente. La
idea de un producto de series es una forma de concebir la suma de todos los posibles
productos de la forma p;; := a;b;. Como los p;; pueden ser vistos como una matriz
infinita, se trata de numerar todos los elementos de dicha matriz (recuerde que
N x N es numerable) y construir una serie a partir de esta forma de numerar. Hay
dos formas interesantes: por menores principales y por diagonales.

La ordenaciéon por menores principales viene esquematizada en el siguiente

diagrama:
P11 | P12 | P13
D21 P22 | P23

P31 P32 P33

Corresponde a la ordenacion siguiente:

€1 =Dpi1 = aby
Cy = D12 1= by 3 = Dpog 1= asby ¢4 = po1 1= asby
Cs = P13 Ce = P23 Cr =P33...

La ordenacién por diagonales de la matriz (no principales) corresponde a la
ordenacion
c1 = pu = aih
Cy = p12 = a1by 3 = pa1 = ash
C4=DP13 C5=DP22 C6:=DP31-.-

En cualquier caso es claro que cualquier producto de dos series es una reordenacion
de otro producto, por lo que si, por ejemplo, tenemos la convergencia absoluta de
un producto automaticamente tenemos la de cualquier otro.

Proposicion 7.5.2 Silas series Y., ~1 Gn, Y n>1 bp son absolutamente convergentes
con sumas A, B entonces cualquier producto es convergente y tiene por suma AB.

DEMOSTRACION: Sean
o0 o0
= Z|an| y B = Z|bn|
n=1 n=1

Utilizando la ordenacién de los menores principales es claro que las sumas parciales
verifican

Dolel=" > laillbel = > las| > |owl < of.

1 1<) k<n 1<j<n 1<k<n

Por tanto cualquier producto es absolutamente convergente y por ende incondicio-
nalmente convergente.

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO



7.5 Criterios de convergencia de Dirichlet y Abel 287

Para calcular la suma tomamos un orden de menores principales y tomamos
la subsucesion de las sumas parciales correspondientes a menores principales com-
pletos,

5= (5) (54
k=1 k=1 k=1
obteniendo que la suma de la serie es AB. O

Si en la ordenacion por diagonales procedemos a sumar asociando términos,
es decir, introducimos paréntesis en una forma adecuada, obtenemos un producto
especial, denominado producto de Cauchy. Denominamos producto de Cauchy de
las series >°,>1 an y 3,51 bn a la serie 3,5 d,, donde

n
dp = agbpii—k
k=1

Naturalmente, si las dos series que se multiplican son de términos no negativos
y el producto de Cauchy converge, entonces converge el producto asociado a la
ordenacion por diagonales y, por tanto, también converge cualquier otro producto.
Si las dos series son absolutamente convergentes cualquier producto es con-
vergente, segin el teorema anterior, y, por tanto, segiin la proposicion 7.3.2; el
producto de Cauchy de las series Y"|a,| y > |b,| también converge. Puesto que

n
> agbpii—k
k=1

n
<N lakl[brs1—k]
k=1

se obtiene la convergencia absoluta del producto de Cauchy.

Sin embargo puede ocurrir que el producto de Cauchy converja sin que lo hagan
los productos ordinarios. En particular existe una versién especifica y mas general
del resultado anterior para el producto de Cauchy, que enunciamos a continuacion
sin demostracion.

Teorema 7.5.3 (Mertens) FEl producto de Cauchy de una serie convergente por
una absolutamente convergente es convergente y tiene por suma el producto de las
sumas.

El teorema de Mertens no puede mejorarse como pone de relieve el ejemplo que
sigue.

Ejemplo 7.5.4 El cuadrado de la serie convergente Z(—l)”“ﬁ segun el pro-

ducto de Cauchy no es convergente porque el término general no tiende a cero.
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7.6. Criterios para convergencia no absoluta:
teoremas de Dirichlet y Abel

Para estudiar el caracter de una serie o una integral impropia lo primero es con-
siderar la serie o integral de sus valores absolutos y tratar de probar la convergencia
utilizando las técnicas de la seccion 7.2, ya que si converge absolutamente enton-
ces converge. En esta seccién vamos a establecer nuevos criterios para estudiar el
caracter en aquellos casos en que no haya convergencia absoluta.

Comenzaremos con dos resultados previos de caracter técnico para esta seccion:
la férmula de Abel de sumacién parcial (o sumacién por partes) y el segundo
teorema de la media del calculo integral.

Férmula de Abel de sumacién parcial

Proposicién 7.6.1 (Férmula de Abel de sumacién) Si(a,)nen ¥ (bn)nen s0n
sucesiones en R y A, :=>"}_, ar para m fijo, entonces para p > m se tiene

q q—1
Z CLnbn = Z An(bn — bn+1) —+ Aqbq — Apflbp
n=p n=p

DEMOSTRACION: Los siguientes calculos

q

q
Z a'nbn = Z(An - An—l)bn
n=p

n=p
q—1 q—1

=" Anby + Agby — 3" Apbpiy — Ay 1b,
n=p n=p

q—1
=3 An(by = busa) + Aghy — Apib,
n=p

prueban la férmula. O

Segundo teorema de la media del calculo integral

Proposicién 7.6.2 (Segundo teorema de la media)
Sean f,q : la,b] C R — R funciones integrables Riemann. Entonces:

(1) Si g >0 y decreciente, existe & € [a,b] tal que
b 3
| f@g@)de = g@) [ fla) do

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO



7.6 Criterios de convergencia de Dirichlet y Abel 289

(2) Sig >0y creciente, existe & € [a,b] tal que

(3) Si g es mondtona, existe £ € [a,b] tal que
b ¢ b
| f@g@)de = g(a) [ f(@)du+g(0) [ f(a)da
a a 3

Los dos primeros se conocen con el nombre de teorema de Lagrange del valor
medio para el célculo integral. El dltimo como teorema de Weierstrass del valor
medio para el calculo integral. En realidad los tres son equivalentes.

DEMOSTRACION:

(1) Comenzaremos probando que si F\(z) := [ f(t)dx y m = F(«a), M = F(()
son respectivamente el minimo y el méximo de esta funcién continua se verifica
que

mg(a) < / t)da < Mg(a) (*)

Supondremos inicialmente que g sea una funciéon escalonada decreciente que
denotamos con h. Es decir una funcién que toma el valor vy, en el intervalo (x_1, 7]
para k = 2,...n y vy en el intervalo [xy = a,x;] donde los z; constituyen una
particién de [a,b] y que h(a) = g(a)

n

/h £ dt = Z/ dt =S ve(Fy — Fiy)
E Tr—1

k=1
siendo .
Fo= | [f(t)dt
Pero
n n—1
Z — o) =) vpFy — Zlka I—ZFA Up — Uk1) + UnFy

k=1 k=1 k=1
Como vy — vk > 0y m < Fp < M para todo k se obtiene que

n—1 b n—1

m (Y (k= V1) +vn) < / FORE) dt < M( D (o5 = vis1) + vn)

k=1 v k=1
y efectuando operaciones
b

mh(a) < / f(&)h(t)dt < Mh(a)

Ja
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Asi, la afirmacién (x) estd probada. Y suponiendo que g(a) > 0, lo cual no es

restrictivo, se tiene
b
t)g(t)dt
e i
9(a)
y por el teorema de Bolzano existe & de modo que

_ e f(g(t) dt
g(a)

De este resultado se obtiene la primera parte para el caso en que g sea una
funcién decreciente mediante paso al limite.

En efecto, como g es mondtona decreciente dividimos el intervalo imagen de g en

n partes iguales de longitud M mediante los puntos yo = g(a), y1, - .- yn = g(b)

y construimos la siguiente funcién escalonada:
ho(t) = yk—1 sit € {x:yp_1 > g(x) > yp} k=1,2,...n—1

ha(t) = Y1 sit € {x 1 yn—1 > g(x) > yn}

De este modo se tiene que 0 < g(t) — hy(t) < L;g(b) para todo t € [a,b] y por
tanto,

o0yt~ [ fome ] < [lo(0) — maol 7o) de

g—ﬁT—Lumw
b b
| rgt)dt =tim [ @) at

pero como se verifica que

es decir,

</f () dt < Mhy(a)

al ser h,(a) = g(a), tomando limites en esta desigualdad cuando n — oo se obtiene
la formula (*).

La primera parte del teorema esta probada.

(2) se deduce de 1 razonando con la funcién g(t) = g(b) — g(t) y suponiendo,
sin perder generalidad, que g(a) = 0.

(3) En el caso de que g sea creciente se razona con g(t) = g(b) — g(t) que es
decreciente y se aplica la primera parte. En el caso de que g sea decreciente se
razona con §(t) = g(a) — g(t) que es creciente y se aplica la segunda parte. O
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La prueba del segundo teorema de la media no es sencilla. Pero cuando f > 0
puede hacerse otra que es mucho més facil. Basta con definir

x b
H(z) = g(a) / (b dt + g(b) / f(tydt

y aplicar la propiedad de los valores intermedios a la funcién H, teniendo en cuenta la

monotonia de la funcién g.

Escriba los detalles y convénzase de que, realmente, la demostracién en este caso es

mucho mas facil.

Figura 7.2: Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (Diiren, 1805 — Gottingen,
1859), a izquierda, y Niels Henrik Abel (Noruega, 1802 — Noruega, 1829). Dirichlet
prob6 que en una progresion aritmética cuyo primer término es coprimo con la
diferencia hay infinitos niimeros primos. Abel probé la imposibilidad de resolver
algebraicamente la ecuacién de quinto grado.

Criterios de convergencia de Dirichlet y Abel

Teorema 7.6.3 (Criterio de Dirichlet)

Sean (an)nen Y (bp)nen sucesiones en
R tales que:

(1) |>h—q ax] < M < 0o para todo n €
N,

(2) (bp)nen es mondtona decreciente
con limite 0.

Entonces, la serie Y a,b, es convergen-
te.

Sean f y g funciones definidas en [a, b)
tales que:

(1) | [7 f(t)dt|] < M < oo para todo
x € [a,b),

(2) g es mondtona decreciente con li-
mite 0.

Entonces, la integral impropia ff fg es
convergente.

DEMOSTRACION: Es suficiente probar, en ambos casos, que se verifica la corres-
pondiente condicién de Cauchy (proposicién 7.1.4).

Para el caso de la serie utilizaremos la férmula de sumacién de Abel 7.6.1 . Asi,
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€
dado € > 0 existe ng tal que si n > ng se tiene b, < Ca Si ng < p < q se verifica

q

Z anby,

p

(b — busr) + Aghy — Ap_1b,

<MZ — byg1) + Mby + Mb,
:M(bp—bq+bq+bp):M2bp<e.

Para el caso de la integral impropia usaremos el apartado tercero del segundo
teorema de la media 7.6.2. Como lim;_;, g(t) = 0, dado ¢ > 0 existe ¢, tal que si

, 3
to <t se tiene |g(t)] < r Si tg < p < q se verifica

/pq f(z)g(x) dx‘ = ‘Q(P) /; f(x)dz + g(q) /éq () da

90| (@) e + o)l [ 1@
<lo)2 + b2t
< —2M+ —2M =

IN

4M 4M
Ya que
3 3 P
/ f(x)dx| = / f(:p)dx—/ flx)de| < M + M = 2M.
p a a
Asi pues, en ambos casos se cumple la condicién de Cauchy. (]

Ejemplos 7.6.4 Analisis de la convergencia de las integrales

/ senz . / Senz .
0 x 2 logx

o 2 o0 2
/ sen z° dx / cosz’ dx.
0 0

f—l—OO sen x
T

Comencemos probando que la integral no es absolutamente conver-
gente. Para ello, en primer lugar observemos que solo es impropia en +oo, pues
la funcion *2£ se extiende al 0 como funciéon continua. Consideremos entonces la
siguiente acotacion inferior:

/mr |sen:L’| Z/ \senx\ dr > Z / |sen:c|da: _ 2 Zl
0 (i—1)mw

Z1Z7'l' Tt

Por tanto, puesto que las sumas parciales de la serie armoénica divergen, también
lo hace la integral.
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Ahora, para probar la convergencia de [, s basta utilizar el criterio de
Dirichlet, considerando g(x) := 1/x que es decreciente y convergente a 0 en 00,
y f(z) :=senz que verifica:

‘/z f(t) dt} = |cos0 —cosz| < 2
0

para todo z > 0. También puede obtenerse la convergencia, sin necesidad de
utilizar el criterio de Dirichlet, mediante integraciéon por partes.

La integral [, i‘ig;’" no es absolutamente convergente, ya que logx < x, por lo
que el criterio de comparaciéon y la no convergencia absoluta de la integral anterior
garantizan la afirmacién. Para obtener la convergencia, de nuevo, basta utilizar el
criterio de Dirichlet en la forma evidente.

Las dos tltimas se denominan integrales de Fresnel. Comencemos realizando el

cambio de variable t = 22, por el que las integrales entre 0 y u se transforman en:

1 /v* sent 1 v? cost

I == —dt Iy = — —dt
Yol i Yo ak Vit

En primer lugar observemos que ambas son convergentes, para lo que basta utilizar
el criterio de Dirichlet con g(t) = t7*/? y tener en cuenta que fol t=12cost es
convergente.

Probemos ahora que no son absolutamente convergentes. Para ello, en primer
lugar, demostremos que las integrales de los valores absolutos tienen, en ambos
casos, el mismo caracter. Para ello observemos que

" |sen(t)] r=7/2 |sen(s + w/2)| r=7/2  |cos s|
e e e e s
A/t /2 (s +m/2)1/? w2 (s+m/2)1/2

y esta tltima integral tiene el mismo caracter que [{°s~'/2|cos s, pues se verifica
s+ m/2)1/?
lim 7( +/2) =1
§—+00 31/2

Una vez establecido que las dos integrales tienen el mismo caracter, se obtiene
que ambas son divergentes, ya que

1
— <

1
i< il

y basta aplicar el método de comparacion.

|cost| + |sent|)

Las funciones de Fresnel heredan su nombre del fisico francés Augustin-Jean

Fresnel que las utilizé en sus estudios de fenémenos de difracciéon en éptica

(http://en.wikipedia.org/wiki/Fresnel integral). MAXIMA conoce el valor de
dichas integrales y puede dibujar la funcién integral indefinida de forma grafica.
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Teorema 7.6.5 (Criterio de Abel)

Sean (an)nen, (bn)nen sucesiones en R
tales que:

(1) ¥ a, es convergente,

(2) (bn)nen €s mondtona y acotada.
Entonces, la serie Y a,b, es convergen-
te.

Sean f, g funciones localmente integra-
bles en [a,b) tales que:

(1) [ f es convergente,

(2) g es mondtona y acotada.
Entonces, la integral impropia ff fg es
convergente.

DEMOSTRACION: Es suficiente probar que se cumple la condicién de Cauchy co-
rrespondiente (proposicion 7.1.4). Para el caso de la serie utilizaremos la férmula
de sumacién de Abel 7.6.1. Supongamos que |b,| < M para todo n € N. Como
la serie Y a, es convergente, dado € > 0 existe ng tal que si ng < r se tiene
| 2o @] < €/(4M). Tomando m = ng en la formula de Abel 7.6.1, si ng < p < ¢
se verifica

q
> anbn
n=p

q—1
3" A (b = buir) + Agby — Ay 1b,
n=p
q—1
< D 1 AulIbn = bl + [Aglbg] + [Ap—1 ]|y
n=p

e [t
< m (nzp|bn - bn+1| + |bq| + |bp|)
) €
[(bn)n monotona] = AN <|bp - bq| + |bq| + |bp|)

< 1 (1l + bl + 18] + [by]) < 2
Para el caso de la integral impropia usaremos el apartado tercero del segundo
teorema de la media 7.6.2. Supongamos que |g(z)| < M para todo x € [a,b). Como
la integral impropia ff f es convergente se cumple la condicién de Cauchy y, por
tanto, dado ¢ > 0 existe ty tal que si tg < p < ¢ se tiene | [l f(t) dt| < e/(2M).
Asi, si tg < p < ¢ se verifica

/p " f(2)g(x) da

_ \g<p> [ @ ga) [ 1wy

<g(p)|

/;f(x)dx

+lo@l | [ @) e
€

< (M+M)2M =

E.

< lg(p) +1g(q)

‘i ‘i
2M 2M

Resumiendo, se satisface en cada caso la condiciéon de Cauchy. U
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Ejemplo 7.6.6 Convergencia de las integrales de Fresnel

* 2 o 2
/ sen x* dx / cosz“ dx.
0 0

Teorema 7.6.7 (Criterio de Leibniz para series alternadas) Sea una suce-
sién (an)nen decreciente con limite 0. Entonces la serie alternada ¥ (—1)""ta,, es
convergente. Ademds denotando con S la suma de la serie se tienen las siguientes
acotaciones:

52n§5§52n+1, Yy |Sn—S| < Gp41-

DEMOSTRACION: La convergencia es consecuencia del criterio de Dirichlet 7.6.3.
Como (ay), es decreciente también lo es (Sa,), ya que

Son = Son—2 + Qopt1 — Qa2 > Sop_2;

pero como el limite de esta sucesion debe ser S, se tiene Sy, < S. Analogamente
(S9n41)n €s mondtona decreciente con limite S, por lo que S < Sy,41. Asi pues

Son <S5 < Sopi1 ¥ Sopie <8 <S94 paratodon € N
y por tanto
|Son — S| < [S9n — Sant1| = a1 Y |S2ns1 — S| < [Sant2 — Sont1| = ango-

Estas dos estimaciones se reducen a |S,, — S| < a1, que es lo que queremos. [

Ejemplos 7.6.8

(1) La serie
1

—1)ntiz

gl( )

es convergente como consecuencia del criterio de Leibniz. La «velocidad de

convergencia» de las sumas finitas es baja puesto que |S—S,,| < 1/(n+1), lo

que significa, por ejemplo, que para garantizar un error menor que 1/10000

hay que sumar los 9999 primeros términos. El valor exacto de la suma de la

serie, como veremos en la seccién 7.7, es log 2. De este modo podemos dar

una aproximacion decimal de log 2, si bien nada confortable. En el ejercicio 4

mostramos otro procedimiento para obtener una aproximacién decimal de
log 2 que requiere menos calculos.

(2) El criterio de Leibniz también es aplicable a la serie alternada

Z(—l)"l(l + l)n
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una vez que probemos que la sucesion

1 I\"
an, ::—<1+—>
n n

es decreciente, ya que, obviamente,

o1 1\" o1 1\"
hm—(l—l——) :hm—hm(l—l——) =0

n.n n

El hecho de que la sucesién (a,), del dltimo ejemplo es decreciente no es
inmediato porque, aunque (1/n), es una sucesién decreciente, en cambio la
sucesion ((1+ £)™), es creciente. El lector debe convencerse por sf mismo de
que para todo n € N se verifica

1 1\n» 1 1 n+1

“(1+2) > (1+—)"

n n n+1 n+1
Esta desigualdad puede demostrarse transforméandola en otra equivalente que sea evi-
dente o bien formulandola en términos funcionales y haciendo uso del célculo diferencial.
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7.7. Ejercicios

Resueltos

A lo largo del capitulo han ido apareciendo varios ejemplos en los que se ana-
lizaba la convergencia de una serie numérica o de una integral impropia. En este
apartado de ejercicios resueltos nos ocuparemos tunicamente de la utilizacién de la
constante de Euler en el calculo de la suma de ciertas series numéricas.

En el ejercicio 15 del capitulo 2 establecimos que si H,, = >}_; 1/k entonces
x, = H, —logn es una sucesion monotona decreciente acotada inferiormente por 0
y por tanto convergente cuyo limite recibe el nombre de constante de Euler . Asi
que H, =logn + v + ¢, siendo lime,, = 0. Podemos dar ahora otra demostracion
de este hecho. Para ello basta considerar la funciéon escalonada g que toma el valor
L en el intervalo [n,n + 1). Evidentemente se verifica que f(z) = 1 < g(z) en
[0,00) y, por tanto logn < log(n + 1) = [ f < [I'g = H,. Por otra parte la
sucesion H,, — logn es mondtona decreciente ya que

(Hn+1—log(n+1))—(Hn—logn—l—l):n_li_l+1g( il)
:%Hg(l—%)
! 1 11
Tn+l n+1 20-62n?
11
"o <Y

como consecuencia de la férmula de Taylor, y al estar acotada inferiormente por 0
es convergente..

Llamemos _ . .
Pyi==+-4+---4+—=-H,
mi= gttt T g Y
1 1 1 1
Ly =1+5+c+-+ = Hony1 — Poy = Honp1 — 5 Hye

3 9 2n+1 2

7.7.1 Estudiar la convergencia de la serie Y00 (—1)"+14

suma.

y calcular el valor de la

SOLUCION: La serie Y02 (—1)""< es convergente (criterio de Leibniz) y
Sont1 = lopi1— Pop = Hopy1 — %Hn - %Hn =log(2n+1)+v+¢e9,+1 —logn—
v — &, de donde la suma de la serie es log 2. O

7.7.2 Estudiar la convergencia de la serie

i 3n—1
nn+1)(n+2)

n=1
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y calcular su suma en caso de ser convergente.

SoLUcION: La serie

> 3n—1
n;l nn+1)(n+2)

es absolutamente convergente pues el término general de la misma es equi-
valente a 3/n?. Para calcular su suma utilizaremos una descomposicién en
fracciones simples andloga a la utilizada para el calculo de primitivas (v. la
seccion 6.2.1) y obtenemos que

3k — 1 B T4 1
k(k+1)(k+2)  2(k+2) Ek+1 2k
Por tanto
n 3k —1 7 1 1
W= = ——(Hpys—1— =)+ 4(Hypy — 1) — =H,
5 ,;k(k+1)(k+2) 3 (s y) T4 = 1) =3

7 1
= —g5(log(n+2) =1 -5 +7+ecur2)
+4(log(n+1) =147+ ent1)

1
— Sllogn +7+2,)

y tras realizar las correspondientes simplificaciones se obtiene facilmente que
la suma de la series es 5/4 = lim,, S,,. O
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Ejercicios propuestos

7.1) Estudie la convergencia de las siguientes integrales impropias:

+00 _ada oo 2341 oo oo cos®x

y “ 2 5+1d (2+Senx)da —00 1+4cosx+coshzx
___da / __da +00 1—coszx 1 a

fO 3 22(1—x)2 fO (1—cosz)« 0 :1:5/2 da fO xT 10g.rda,

IOOOO coshxdx fO (1- (5:‘(3:51;3)3/4 X fO m

7.2) Estudie la convergencia de las siguientes integrales impropias, calculando
aquellas que sean convergentes:

+oo 235(1, + 3x)da 1—l—c>o zda 0+oo e"da  Nota: fOOO 6—t2 dt — @

1+t \/5
+1 da f
-1 22 0 J:2+2x 2

! Erdr [T ame T dr

f—11 ﬁ dx Jo

& Compruebe con MAXIMA, cuando sea posible, los resultados obtenidos.

7.3) Determine el drea de la regién situada entre las curvas

@) e (@)=
x) = x) =
@+2)@+3)x+4a) 7 41
para r > 2.
& Compruebe con Maxima el resultado obtenido.
7.4) Estudie el caracter de convergencia de las series
400 1 +oo VnFl eroo 2+cosn
n=1 (2n+1)! n=1 n\/n42
En 1 n2+ En 1 n})’-l- Z:O? (72:
400 n! +oo 1 400 1.3.5...(2n—1)
2ol Tgm n=1 T/ 2n=1"369.3n)
+o0 1 +o0 1 +o0 1
n=1 nlog(1+1) n=1 (logn)" n=1 n(logn)(logn)!'0t
POt QTn' > g()Tg(:) P W
D on>2 o ogn Y on>2 log(1 + 5) 2 on>2 Togn)™
n: 2 n
Zn21(10gn+1) , aeR anlgg—g,) Z >1 1(Y/n—1)
Zn22ma peR 2@1210% Yas1(vVn+1—+/n)
n2
Yon>1(1 —cos(1/n)) Yon>1 (,L::W >1(1— H, e
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7.5) Analice la convergencia de la serie Y, log"'

7.6) Sea 3/ a, una serie convergente de términos positivos. Si (z,), es una
sucesion numérica tal que

[Tt — xn| < ay Vn € N,
pruebe que (x,), es una sucesiéon convergente.

7.7) Pruebe la convergencia y calcule las sumas de las series telescopicas siguien-

tes: )
400 on—1 +oo SN TaTy
n=1 (14+2n)(142n-1) n=1 cos l cos nL-H :

7.8) Si la serie de términos posmvos ST a, converge. Pruebe que también con-

S

vergen las series 3% a2, X UGt Yy 22 \/;T" > oY
7.9) Criterio logaritmico. Sea la serie Y a,, con a,, > 0. Supongamos que existe
lim 28d/an) — 1 Pryebe que:

logn
a) Si L > 1 la serie converge.

b) Si L <1 la serie converge.

. +o0 gen x s . . .
7.10) Sabiendo que / da = 5 demuestre, mediante un cambio de varia-
0 x
+%° sen x cos
ble, que / SRTERT g =T,
0 T 4

Usando integracion por partes, pruebe también que

2

too gen” x T
5 da = —.
0 T 2

& Compruebe que Maxima también sabe hacer estas cuentas.

7.11) Determine la convergencia y convergencia absoluta de las siguientes integra-

les ; 11 1
% gen
/0 372 dt /0 ;cos;dt

7.12) Calcule el valor de la integral siguiente:

™ 1
/ ——dx
0o 1+ cos?2x

& Verifique con Méaxima el resultado.

*Hn = 22:1 %
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7.13) Sea k un nimero real. Estudie la convergencia de la integral impropia

1k 1
/ dt
o logt

segun los valores de k.

7.14) Estudie la convergencia o divergencia de las series siguientes. En caso de que
sean convergentes estudie si la convergencia es o no incondicional.

Z?O(—l)n(l — nsen %) i)o 10(gz11_,)_n%)
Zcfo(—l)"(l — Cos %) Z‘f"(—l)”(g — arctg(log n)) Zfo(—l)"—@
Se=D"e— 1+ Syt SR (-1

7.15) La serie que sigue es una reordenada de la serie arménica alternada en la que
aparecen alternativamente tres términos positivos seguidos de dos negativos:

Demuestre que la serie converge y que su suma es log 2 + %log %
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Series de potencias
y funciones elementales

Competencias

P> Saber calcular el radio de convergencia de una serie de potencias y conocer
su significado.

P Saber aplicar técnicas formales manipulativas con series y el teorema de
Abel para calcular sumas de series. Saber utilizar MAXIMA para ese fin.

P Conocer que las funciones elementales: exponencial, logaritmo, seno, co-
seno, arco tangente... son series de potencias. Y sacar partido de este
hecho.

P Conocer la medida analitica de dngulos usando las funciones trigonomé-
tricas.

P Capacidad de entender la demostracién analitica del teorema fundamental
del Algebra.

I e =t

pppoppppppApAAANQAQ

CONTENIDOS
8.1. Series de potencias
8.2. Funciones elementales
8.3. Teorema Fundamental del Algebra

8.4. Ejercicios
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304 Series de potencias y funciones elementales

A lo largo de los capitulos anteriores se han utilizado las funciones elementales
a través de sus propiedades. Progresivamente han ido siendo introducidas riguro-
samente todas ellas, con la excepcién de las funciones seno y coseno. En la iltima
lecciéon del curso le llega el turno a éstas.

El concepto de serie de potencias y de funciéon expresable mediante serie de
potencias es el colofon de la asignatura y una ocasion para poner en accion buena
parte de los instrumentos que han ido apareciendo a lo largo del curso. Ademaés
constituye por si mismo una nocién importante que sera estudiada con mayor
profundidad en cursos superiores.

Para el objetivo que nos hemos marcado es innecesario realizar un estudio de
las sucesiones y de las series de funciones y de la nocién de convergencia uniforme,
un concepto dificil para los estudiantes de primer curso en contextos generales. Nos
basta con limitarnos a series de potencias. En ese caso todo es més facil, incluso
la convergencia uniforme (el criterio de Weierstrass de convergencia uniforme es
todo lo que se necesita) que da soporte a los teoremas de permiten considerar los
polinomios infinitos formalmente como si de polinomios finitos se tratase en cuanto
a continuidad, derivabilidad e integrabilidad de la suma. Ello permite presentar
las funciones elementales (seno y coseno, en particular) y la nocién de longitud de
arco (dngulo) desde un punto de vista analitico.

8.1. Series de potencias

En lo que sigue se considera que el cuerpo de escalares es indistintamente R o
C que denotaremos con K.

Definicién 8.1.1 Una serie de potencias en torno a zg € K es una expresion del
tipo

e e}

Z an(z — z0)"

n=0

donde (ap)nen €s una sucesion dada en K y z € K.

Para cada valor de z se tiene una serie numérica en K que puede o no ser con-
vergente. Para z = zg siempre lo es, y dependiendo de cual sea la sucesién (ay,),
puede que no haya otro valor diferente de z para el que la serie converja.

El analisis de la convergencia absoluta de la serie >0° ) a,(z — zo)" puede rea-
lizarse con ayuda del criterio de la raiz (proposicién 7.2.8), o también del cociente,
obteniéndose que si

limsup {/|an||z — 20| = |2 — 20| lim sup /]a,| < 1
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la serie converge absolutamente. O dicho de otra manera, la serie converge abso-
lutamente para todos los z que verifiquen

1
lim sup 1/|a,| .

Lo cual motiva el concepto de disco de convergencia introducido a continuacion.

|z — 2] <

Definicion 8.1.2 FEl wvalor

R L

lim sup {/|a,|

se llama el radio de convergencia de la serie dada, entendiendo que cuando se
tenga limsup,, {/|a,| = 0 se toma R = oo, mientras que si limsup,, {/|a,| = oo se
toma R = 0. La bola abierta con centro zy y radio R recibe el nombre de disco de
convergencia.

Para los valores z que satisfacen lim sup {/|a,||z — 20| > 1 el término general de
la serie Y0 o a,(z — )" no tiene limite cero (ya que para un conjunto infinito de
valores de n se tiene {/|a,||z — 29| > 1) y por tanto la serie no converge. Asi pues
la serie Y02 an(z — zp)" converge absolutamente si |z — 25| < R y no converge si
|z — 20| > R. Si |z — z0| = R puede suceder que la serie converja o que no converja.

Ejemplo 8.1.3 La serie

— o n+1x_n
;( D —

para x € R tiene radio de convergencia 1 ya que
lim [(=1)"1/n| =1

Eso significa que la serie anterior define una funciéon f con dominio «inicial» el
intervalo (—1,1) a través de la formula

o

Z "Hx (8.1)

y que el dominio de f no puede contener ningtin punto de (—oo, 1)U (1, +00). Para
conocer si los puntos frontera x = +1 forman o no parte del dominio necesitamos
saber si las series numéricas obtenidas al sustituir x por 1 y -1, respectivamente,
son o no convergentes. Cuestiones éstas para las que podemos hacer uso de los
conocimientos adquiridos en el capitulo anterior.

Para x = 1 la serie que hay que analizar es

i 11
n+

n=1
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y el criterio de Leibniz 7.6.7 nos garantiza que converge. En cambio la serie

n

es divergente, como vimos en el capitulo anterior. Resumiendo, el dominio de la
funcién f es exactamente el intervalo (—1, 1] y no puede ser extendido.

Tal vez se esté preguntando, pero ;qué funcion es esa?, ;cudal es su féormula?,
i,como puedo conocer sus valores, dibujarla...?” En este capitulo se pretende dar
respuesta a cuestiones como esas, pero si lo piensa dos veces, ya puede ir dandose
algunas respuestas. La «formula de f» es la que estd escrita en la ecuacion 8.1;
si le parece rara una férmula asi, es por la falta de costumbre, porque la mayor
parte de funciones —y desde luego aquellas a las que esta habituado, como poli-
nomios, exponenciales, logaritmos, raices y funciones trigonométricas— son series
de potencias. Calcular un valor, por ejemplo f(1/2), es muy fécil puesto que es
exactamente la suma de la serie

o

Z n+1
= npn
y si prefiere un nimero decimal, aproximado, para f(1/2) puede sumar (manual-
mente o con una maquina) unos cuantos términos de la serie, es decir, calcular la
suma .S, para el n que guste e incluso saber cual es el tamafio méaximo del error co-
metido en dicha aproximacion, ya que, de acuerdo con el teorema de Leibniz 7.6.7,
si n = 10 el error maximo que se comete al tomar

10

1
S = Z(—l)"HQT

n=1 n
es inferior a 1/(11 x 2!1) < 5/10% < 0,0001

Para z en B(zp, R) esta definido el valor f(z) = >0°,an(z — 20)". Las sumas
parciales finitas son polinomios y, por tanto, funciones continuas e infinitamente
derivables. Cabe preguntarse por las propiedades de la funciéon f asi definida. En
lo que sigue veremos que se comportan «como si de sumas finitas se tratase». La
razon de tal comportamiento tan satisfactorio proviene de que la convergencia es
de un tipo especial llamado uniforme, que definiremos a continuacién. Daremos la
definiciéon en un contexto mas general que el de las series de potencias: las series
de funciones.

Dada una sucesién de funciones f,, : D, — K, llamamos serie de funciones
>0 o fn ala funcién definida en cada punto z € D C D,, C K mediante la suma de
la serie numérica Yo7, fn(2), que suponemos convergente en cada uno de los puntos
z € D. El conjunto D es el dominio de convergencia para la serie de funciones.

Una serie de potencias es el caso particular de una serie de funciones que se
obtiene tomando f, = a,(z — 29)™. En este caso D,, = Ky D, como hemos visto
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anteriormente, es un disco de K, llamado disco de convergencia. Es costumbre,
como ya hemos hecho anteriormente, representar en este caso la correspondiente
serie de funciones Y 0%, f,, mediante Y07 5 a,(z — 20)™.

Definicion 8.1.4 (Convergencia uniforme) Diremos que la serie de funciones
>0 fn converge uniformemente en un conjunto A a una funcion f si para cada
e > 0 existe ng € N tal que, cualquiera que sea z € A, si m > ng se verifica

) - i ful2)] <.

En el caso de las series de potencias A debe ser un subconjunto de B(zy, R).
Con argumentos que ya hemos utilizado en otras ocasiones es facil demostrar el
resultado que sigue.

Proposicién 8.1.5 (Criterio de Cauchy de convergencia uniforme)
Una serie de funciones es uniformemente convergente en A si, y sélo si, para cada
e > 0 existe ng € N tal que cualquiera que sea z € A si ng < p < q se verifica

| X [n(2)] <.

Como consecuencia del criterio de Cauchy se obtiene otro criterio de convergencia
uniforme que resulta muy util.

Proposicion 8.1.6 (Criterio de Weierstrass) Sea la serie Y00 fn. Si eziste
una serie numérica de términos positivos > b, convergente tal que |f,(z)] < b,

para cada z € A y todo n, entonces la serie Y07 f, converge uniformemente en
A.

DEMOSTRACION: Para cada p < ¢ se tiene la acotacién

q

S 1) < 3 b

p

Dado € > 0, por el criterio de Cauchy aplicado a la serie convergente > b,,, se tiene
garantizada la existencia de ng € N tal que si ng < p < ¢ entonces }_1b, < ey
por tanto también se verifica que Y7 [f,(2)| < & si ng < p < ¢ para todo z € A.
Es decir la serie >0 f.(z) cumple la condicién de Cauchy uniforme 8.1.5 y, en
consecuencia, es uniformemente convergente. O

Una consecuencia inmediata del criterio de Weierstrass es

Corolario 8.1.7 La serie de potencias Y a,(z — 29)", con radio de convergencia
R converge absoluta y uniformemente en la bola cerrada B[z, r] para cada r que
verifica r < R.
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En lo sucesivo, y por comodidad, consideraremos que z; = 0, si bien todos los
resultados son ciertos sustituyendo en ellos z por z — zp, pues en tltima instancia
se trata inicamente de hacer una translacion que lleva 2y a 0.

El interés de la convergencia uniforme esta ligado a que la funcion limite con-
serve ciertas propiedades de las funciones. Es decir, a tratar de conseguir que si
las funciones que intervienen en la suma son continuas, o derivables, o integrables,
la funcién suma obtenida sea también, respectivamente, o continua, o derivable o
integrable. La proposicién siguiente se ocupa del aspecto de la continuidad.

Proposiciéon 8.1.8 Sea una serie de funciones Y f, que converge uniformemente
a una funcion f en un conjunto A. Si las f,, son continuas en A, entonces también
f es continua en A..

DEMOSTRACION: Veamos que f es continua en y € A. Dado € > 0, por la conver-
gencia uniforme, existe ng tal que si m > ngy se cumple

HEE AT

€
< 3 para todo z € A.

Tomamos m = ng. Entonces la funcién 7" f,(2) es continua en y (al ser una
suma finita de continuas), por lo que existe § > 0 tal que se cumple

IACEPWAGIE

Pero entonces, sumando y restando las expresiones >0 fn.(2) v Yot fu(y) se
tiene, como consecuencia de la desigualdad triangular que

HORNNEVORS D

siempre que |z — y| < 0.

Wl ™

SPCE WA
3 10~ 1)

<E+E+E—e
3 3 3 7

Por tanto f es continua en y. 0

El corolario 8.1.7 garantiza la continuidad de la funcién suma de una serie
de potencias en cada punto de la bola B(0, R) debido a que dicho punto se puede
incluir dentro de una bola cerrada contenida en B(0, R), con lo que la convergencia
es uniforme en dicha bola cerrada y siendo los polinomios funciones continuas la
funcién f(z) = Y a,z" es también continua en los puntos de dicha bola cerrada.
Pero si para algin punto ¢ del borde del disco B(0, R) la serie converge, no hay,
en principio razones que garanticen la continuidad en dicho punto de la funcién f.
La siguiente resultado de Abel se ocupa del tema.
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Proposicién 8.1.9 (Criterio de Abel) Sea Y a,z" una serie de potencias y su-
pongamos que para z = c la serie es convergente. Entonces la serie de potencias
converge uniformemente en el segmento [0, .

DEMOSTRACION: Es claro que los puntos del segmento [0, c] se expresan como
z = tc con t € [0,1], de suerte que la convergencia uniforme de la serie > a,z"
cuando z varfa en el segmento [0, ¢] se traduce en la convergencia uniforme de la
serie

> apthc® parat € [0,1].

Y para probar esta convergencia uniforme haremos uso de la condicién de Cauchy
uniforme establecida en la proposicién 8.1.5.

Como la serie 3" ack converge, aplicando la condicién de Cauchy se tiene que
dado ¢ existe ng tal que si n > ng es

n-+p

Z akck
k=n

N ™

k

para todo p € N y por tanto la serie > 72, apc” converge siendo ademas

3
< Z <
-2

Si ponemos R, := 3.3° ac® podemos escribir la férmula
a,c" =R, — R, paratodon

y como consecuencia para cada n > ng se tiene

n+p

Z apth "

[(Rn = Rps)t" + -+ + (Rpgp — R )17

= [Rpt" 4 Ry (" — ™) + ...
4 Rn+p<tn+p _ thrpfl) _ Rn+p+1tn+p|
<e(t™ 4+ 1" — ") 4+ et"tP = 2et" < 2e.

Esta estimacion prueba que se cumple el criterio de Cauchy de convergencia uni-
forme de la proposicion 8.1.5. O

A continuacién vamos a ver que la funcién f(z) = Y a,2", en su disco de
convergencia, es derivable e integrable y que la derivada o la integral se realiza
formalmente como si de una suma finita se tratase.

Teorema 8.1.10 Sea la serie de potencias . a,z" y definimos la funcion f me-
diante f(z) = Y00y anz"™ para z € B(0, R) siendo R el radio de convergencia de la
serie. Entonces:
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(1) La serie 300 na, 2" obtenida derivando formalmente la anterior tiene ra-
dio de convergencia R.

(2) Si escribimos g(z) = 3°°  na,z""', para z € B(0, R), se verifica que g es
precisamente la derivada de f.

DEMOSTRACION: Como lim,, {/n = 1 el lector puede comprobar que se verifica

1
limsup "3/nla,| = limsup {/|a,| = =

y por tanto el radio de convergencia de la serie > na,z"~
prueba la primera parte.
Para la segunda parte, basta probar que fijado z € B(0, R) se tiene

1 es también R. Esto

. fz+h) -
Ho h Z”a" N

Supongamos R; < R tal que |z| < R; y tomemos h tal que |z + h| < R;. Para
cada m > 1 se tiene entonces la siguiente estimacion:

h e h"
SN e et

s z—i—h"

zan
>

n=m-+1

+ R — 00
Z ) ? Z nanznfl

n=m-+1

A continuacién vamos a verificar, para finalizar la prueba, que es posible elegir m
y 0 < § para que si |h| < § cada uno de los tres tltimos sumandos de la tltima
acotacién sea menor que £/3.

En primer lugar, como la serie Y n|a,|R} ™" es convergente existe m € N de
modo que >°07 na, R}~ < /3y, en particular,

o o o €
> na2" N <D nfaglz|" < Y nfan|RYT < <.
n=m+1 n=m+1 n=m+1 3

De modo que, para una elecciéon adecuada de m, el tercer sumando esta acotado
por /3.

Esta cota sirve también para el segundo sumando sin mas que observar que,
por la ecuacién ciclotémica, se tiene

(z+ h)" — 2"

. = ‘(z + R 4 (2 h)" R4 2" < nRYTL
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En cuanto al primer término, fijado m, basta observar que

hn_ n
P O,
h—0 h

n—1

y que el limite de la suma es la suma de los limites, para deducir que existe § > 0
de modo que dicho término esté acotado por /3 si |h| < 4. O

Corolario 8.1.11 Sea la serie de potencias f(z) = Y.0° yan2™ cuyo radio de con-
vergencia es R, entonces f es una funcion infinitamente derivable en el disco de

. F(0)
convergencia y an, = ——— paran = 0.
n!
DEMOSTRACION: Si f(z) = Y2°,a,2", haciendo z = 0 es claro que ag = f(0).
Por otra parte sabemos que f/(z) = >0, na,2""' y por tanto f'(0) = 1la;. Por
induccion es facil probar que f(0) = nla,. En consecuencia, los coeficientes de
la serie de potencias estan univocamente determinados por la funcién f y sus
derivadas en el origen; en particular la representacién de una funcién en serie de
potencias, caso de existir, es Unica. O

También en relaciéon con el calculo de primitivas las series de potencias se
comportan formalmente como los polinomios.

Proposicién 8.1.12 Sea la serie de potencias f(z) = Y00y an2™ y sea R su radio
de convergencia. Entonces la funcion F' definida por la serie de potencias siguiente
00 1

F(z)=%y, n—Hanz"H tiene de radio de convergencia R y es una primitiva de f;

las demas primitivas de [ se obtienen sumando una constante a F.

DEMOSTRACION: Es sencillo probar que lim sup "V n+r1|an| = lim sup {/|a,|. Bas-
ta ya aplicar el teorema 8.1.10 para obtener el resultado. U

El teorema 8.1.10 y la proposicién 8.1.12 junto con el criterio de Abel 8.1.9
constituyen instrumentos ttiles para obtener la suma de ciertas series de potencias,
como tendremos ocasiéon de ver en los ejemplos y ejercicios. La idea es sencilla,
utilizando la derivacion o integracion término a término, se trata de obtener a partir
de la serie de potencias dada alguna serie de potencias que sepamos sumar de forma
explicita, para a partir de ella recorriendo en sentido inverso las manipulaciones
realizadas sobre la serie original tratar de calcular su suma. En tales procesos es
necesario reducirse al interior del disco o intervalo de convergencia; pero en el
caso de los intervalos si la serie converge en alguno de los extremos del mismo,
aplicando 8.1.9 y 8.1.8 se obtiene la continuidad, en dicho extremo, de la funciéon
que la serie define lo cual con frecuencia permite extender la férmula obtenida para
la suma en el interior también a los puntos frontera (a modo de ejemplo, véase el
ejercicio 1).
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Hasta ahora hemos estado considerando las propiedades de funciones que son
definidas a través de una serie de potencias. Pero es natural preguntarse por la
cuestion inversa: jcualquier funcién puede ser escrita como una serie de potencias?
Evidentemente para que una funciéon pueda ser representada como una serie de
potencias es condicién necesaria que la funcién sea infinitamente derivable, por
lo que una formulacién mas precisa de la cuestién anterior es jcualquier funciéon
infinitamente derivable puede ser expresada como una serie de potencias?

Planteada con esa generalidad la pregunta tiene una respuesta negativa como
vamos a ver. Sin embargo muchas de las funciones «habituales» si pueden ser
expresadas como una serie de potencias. Pero antes seguir adelante observemos
que, por el corolario 8.1.11, la serie que, eventualmente, representase a una funcién
infinitamente derivable f seria

)~ 3 L0
n=0 :

para desarrollos en torno a 0 (cambiar por f™(zy) y (v — 2¢)" para desarrollos
en torno al punto xg), donde el signo «~ debe entenderse en el sentido de que es
posible generar formalmente la serie a partir de f. Lo interesante es poder sustituir
el signo « por el signo =. Ello comporta dos cuestiones: 1) que la serie converja
2) que el valor de la suma en cada punto z coincida con f(x).

Veamos algunos ejemplos para entender mejor estas cuestiones.

Ejemplos 8.1.13

(1) La funcién f(x) = e esté definida en R y es infinitamente derivable siendo,
de hecho, f'(x) = e*. Por tanto

e® —':1:”.
— n!

1
La serie > 77, —'x" tiene radio de convergencia infinito, lo que significa que
n!
define una funcién, llamemdésla g, cuyo dominio es todo R. La primera de las
cuestiones antes planteadas tiene una respuesta satisfactoria: la serie conver-
ge. La respuesta a la segunda cuestién de si e* = g(z) depende de que para
x fijo (pero arbitrario) se cumpla que

Pero por la féormula de Taylor sabemos que

n 6

x k € n
e = —r + /T
kzzok! (n+1)!
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donde 0 esta entre 0 y x. Y escrito de ese modo es claro que

69

lim ———a" = 0
1VILn(nle)!x

y por tanto que e* = g(z) para todo = € R.

La funcion f(x) = log(1+x) tiene por dominio el intervalo (—1, 00). Ademas
f'(z) =1/(1+2z) = (1+z)~! de donde resulta inmediato obtener (utilizando
induccion) que f(z)™ = (=1)""Y(n — 1)!(1 +2)™™ y por ende

log(1 + ) Z "lx

El radio de convergencia de la serie es en este caso 1 y por tanto la serie s6lo
converge en (—1,1] (la convergencia en el punto 1 se sigue del teorema de
Leibniz) definiendo en ese intervalo una funcién g continua. En este caso lo
mas que podemos esperar es que

[e.9]

log(1 + ) Z

n
1 e

n

para x € (—1,1], lo cual, como en el ejemplo anterior, ocurre si y sélo si el
resto n-ésimo R, (z) de la férmula de Taylor de la funcion log(1 + x) tiende
a cero para cada z € (—1,1). Pero eso es inmediato a partir de las siguientes
estimaciones validas para x > 0.

1 1 1
= (=1 n-1___ - .n < Zpln -
()] = 10" el < glel” < 2

Por tdltimo consideremos la funcién

e /e gig
@) = {0 -

en otro caso.

Se trata de una funcién par, no negativa y continua definida en todo R que
solo se anula en el origen. Es facil comprobar que la primera derivada en
x # 0 puede escribirse en la forma

) =e V2273 = V" Py(1 /)

siendo P53 un polinomio de grado 3 y utilizando la regla de L’Hospital se

obtiene ) )
—1/z2 —1 mQP 1
£(0) = Ifm & g B

z—0 T z—0 1
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Por induccién es sencillo probar que la derivada n-ésima viene dada por

eV Py (1/x) siz#0

(") (1) =
/ () 0 six=0.

En este caso -
flz) > 0a"
n=0

siendo la serie de la derecha convergente para todo x € R, pero sin embargo
la igualdad

flx) = iOOx"

unicamente es cierta para x = 0 a pesar de que el dominio de f es, como en
el caso de la funcién que la serie define, todo R.

MAXIMA puede realizar el desarrollo en serie de potencias de algunas funcio-
nes utilizando el comando powerseries. Pero conviene cotejar los resultados
obtenidos con los correspondientes desarrollos limitados de Taylor.

8.2. Funciones elementales

Esta seccién estd destinada a probar que las funciones usuales del analisis:
exponenciales, trigonométricas, hiperbdlicas... son ejemplos de series de potencias.

8.2.1. Exponencial compleja y funciones trigonomeétricas

La funcién exponencial real e® fue definida en la seccién 2.5 y en el primero de
los ejemplos 8.1.13 se probd que

e =) —2" (8.2)

Es sencillo comprobar que el radio de convergencia de la serie anterior es infi-
nito, y por tanto la serie converge absolutamente en C. Siendo, ademads (e*) = e*
como se puede comprobar derivando término a término.

Por otro lado se verifica

e“e¥ = e  para cada z,w € C
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En efecto, cualquier producto de las correspondientes series es absolutamente con-
vergente (proposicién 7.5.2), en particular lo es el producto de Cauchy que pro-
porciona

o0
‘e’ = i'(z +w)" = e*t. (8.3)
— n!

Esta igualdad es clave para definir de forma analitica rigurosa las funciones
trigonométricas y obtener las formulas de la trigonometria que el alumno cono-
ce y que han sido utilizadas a lo largo del curso sin demostrar. Aunque hayamos
empleado las funciones seno y coseno y las féormulas de la trigonometria con ante-
rioridad, lo hemos hecho sélo en los ejemplos y para ilustrar el significado de los
teoremas: quédese tranquilo el lector porque no se produce ningtn circulo vicioso,
ninguna inconsistencia logica con lo que ahora vamos a hacer. Sin embargo es sa-
ludable llamar la atenciéon sobre el hecho de que todo lo relacionado con senos y
cosenos a lo largo del curso, siendo cierto, tenia los pies de barro y no estaba bien
fundamentado. Asi, por ejemplo, la «demostracién» de que la funcién seno tenia
a la funcién coseno como su derivada se realizé utilizando un dibujo y apelando a
la intuicion.

(1) Como € = 1 (utilizar la ecuacién 8.2), si x € R se tiene e“e™® = 1 como
consecuencia de la ecuacién 8.3, con lo que la funciéon exponencial e* no se
anula, siendo, de hecho positiva, ya que para x > 0 lo es. En consecuen-
cia su derivada es positiva y la funcién es estrictamente creciente, siendo
lim, € =00y lim,_._ . e* = 0 (estos resultados ya fueron probados en
capitulos anteriores de forma diferente).

(2) Siz=uxz+1y, con x,y € R, como consecuencia de la ecuacién 8.3, se tiene
"t = e (8.4)

(3) Como la aplicacién 7 : C — C definida por 7(z) = Z es continua (;por
qué?), para cada y € R tenemos

.= (1)
=1
17?1];) n!

n n

= et

=

y por tanto |e%|? = e%e = 1. Por otra parte, utilizando la convergencia

absoluta de la serie > 7° | =%

[ I /Y 7} 2 4 3 5
wos (o Y
e —Z = 1-— 21+4|+ +i|lx— 3!+5!

n=1

2n+1 2n

=3 (- ) “Z 2n))!

n=0
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Se definen entonces las funciones seno y coseno por las formulas

0 1’2n+1 0 SL’Qn
= B i — = 1" 8.5
sen x 7;)( ) Gnt) COS T 7;( ) ) (8.5)

para todo = € R, puesto que el radio de convergencia de las series es infinito.

En particular supuesto que z = x + iy con z,y € R se obtiene la formula
"t = e = e"(cosy + iseny) (8.6)
y como |e®|? = 1 se tiene
sen’w + cos’w = 1 (8.7)

De la ecuacion anterior se obtiene, en particular que |[senx| < 1y |cosz| < 1.

A partir de las series de potencias que las definen y del teorema 8.1.10, sobre
derivacién término a término, se obtienen las derivadas de dichas funciones
y que sen es una funciéon impar, mientras que cos es una funciéon par.

sen’ x = coszx cos’z = —senz

8.8

sen(—z) = —senx cos(—x) = cosx (8.8)
(4) De la férmula ') = ¢@e® se deducen las siguientes
cos(x + y) =cosx cosy — sen z sen

(z +y) y y (8.9)

sen(x + y) =senx cosy + cosxseny

Utilizando las ecuaciones 8.7 y 8.9 pueden obtenerse todas las férmulas de
la trigonometria.

8.2.2. Medida de angulos

Para acabar este apartado vamos a definir 7 y la medida de angulos, entron-
cando de ese modo con la significacion geométrica conocida por el alumno de las
nociones de seno y coseno.

Proposicién 8.2.1 El conjunto {x > 0 : cosz = 0} es no vacio, de hecho existe
™
un primer elemento en dicho conjunto que se denota con 5 Ademds las funciones

sen y cos son 2m periodicas.

DEMOSTRACION: Como cos (0 = 1 (usar la férmula 8.5), por continuidad existe un
nimero real a > 0 tal que cosx > 0 en [0, al. Si cos no se anulara en ningin punto
de [0, +00), la funcién sen seria estrictamente creciente en [0, 00) ya que cos es la
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derivada de la funcién seno. En particular, por el crecimiento estricto, debe ser
sena > 0 pero entonces se llegaria (teniendo en cuenta que |cosz| < 1) a que

t t
(t—a)sena:/ senadxg/ senxdr =cosa —cost <2, Vi>a
a a

lo cual es absurdo.

Asi pues el conjunto A := {z > 0 : cosz = 0} es no vacio y acotado in-
feriormente, pero su infimo, que denotamos con 7/2, es un minimo. En efecto,
por la definicién de infimo existe una sucesién (z,),en contenida en A tal que
lim,, z,, = 7/2 pero al ser cos una funcién continua cos(7/2) = lim,, cos z,, = 0.

En consecuencia, como la funcion sen es estrictamente creciente en [0,7/2] y
sen 0 = 0, se tiene que sen(7/2) > 0y por tanto usando (8.7) se tiene sen(7/2) = 1.

Para probar la periodicidad observemos que

i i(t— iL i(t— .
et — 6z(t 7r/2)6127r — 6z(t 7r/2),L

ya que '
™2 = cos(n/2) +isen(n/2) =0+i=1i

y por tanto, para todo t € R se verifica
cost = —sen(t — m/2), sent = cos(t —m/2) paratodot € R (8.10)
Utilizando las ecuaciones (8.10) y reiterando tenemos
cost = —sen(t — m/2) = —cos(t — w) = cos(t — 2m).

Procediendo de forma anédloga se comprueba que sent = sen(t — 27). Obteniendo
asi la 27 periodicidad de las funciones sen y cos. O

Proposicién 8.2.2 La funcién + : [0,27) — S definida por ¢ (t) = € es una
biyeccion de [0,27) sobre la circunferencia unidad S.

DEMOSTRACION: En primer lugar consideramos el intervalo [0, 7/2]. Puesto que
cosz > 0six € [0,7/2) la funcién senx es estrictamente creciente en [0,7/2) y
como sen w/2 = 1 la funcién es estrictamente creciente en [0, 7/2]. En consecuencia
la funcién cos es estrictamente decreciente debido a que sen?t + cos®t = 1. Estas
propiedades permiten demostrar facilmente que ) es una biyeccién de [0, 7w/2] sobre
el primer cuadrante de la circunferencia unidad.

En efecto, para todo ¢t € R se cumple que ¥(t) = cost +isent € S ya que
sen?t + cos?t = 1. Es claro que ¥(0) = (1,0) = 1+ 0i y ¥(7/2) = (0,1) = 0 + 4.
Cada punto (x,y) del primer cuadrante de S determina, mediante proyeccién, un
tinico x que cumple 0 < x < 1. En [0,7/2) el coseno es positivo, luego el seno es
estrictamente creciente, consiguientemente senx > 0 en (0,7/2] lo cual conlleva
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que cos es estrictamente decreciente en [0, 7/2] (razonar con las derivadas). Asi
pues la funcién cos establece una biyeccion estrictamente decreciente entre [0, 7/2]
y [0,1]; o dicho de otra manera, a cada (z,y) en el primer cuadrante de S le
corresponde un tnico ¢ € [0,7/2] de modo que cost = x. Y puesto que sent > 0,
y > 0 se tiene sent = ++/1 — cos?t = +v/1 — 22 = y, es decir ¢¥(t) = (x,y).
Utilizando las férmulas (8.10) puede demostrarse, de forma similar, que 1 ge-
nera una biyeccién entre [7/2, 7] y el segundo cuadrante de la circunferencia, entre
[m,3m/2] y el tercer cuadrante y entre [37/2,27] y el cuarto cuadrante, lo cual
establece el resultado buscado. 0J

Precisar el concepto de angulo excede el objetivo que perseguimos aqui, sin
embargo en una primera aproximaciéon podriamos pensarlo como la porcién del
plano delimitada por dos semirrectas con origen comun; en realidad son dos las
regiones asi definidas pero, en la practica, suele estar claro a cual de ellas nos
estamos refiriendo. Medir un angulo, como medir cualquier magnitud, es ponerlo
en relacién con algo que pueda ser elegido como unidad de medida. La unidad
puede, en principio, ser elegida de forma arbitraria y en el caso de los angulos una
posible unidad «natural» por su sentido geométrico es el &ngulo recto. Esta es una
unidad demasiado grande y por ello suele subdividirse para conseguir unidades
mas pequenas: las divisiones en 90 (grados sexagesimales) o 100 partes (grados
centesimales) son usuales.

La proposicién que acabamos de establecer corresponde a la medida de dngulos
desde el punto de vista que interesa en Anéalisis Matematico: los angulos se miden
con la misma unidad utilizada para medir longitudes en la recta, lo cual requiere
poder enrollar una parte de la recta (concretamente el intervalo [0,27), como
acabamos de ver) sobre la circunferencia de radio 1. Esto resulta idéneo para
nuestros propdsitos, por cuanto que los angulos se identifican con sectores circulares
del circulo unidad y la unidad de medida elegida estda adaptada a los desarrollos
analiticos. Revisando la demostracién de la proposiciéon 8.2.2 con este espiritu es
posible descubrir en ella la presencia intangible del angulo recto.

Introducido asi, el nimero 7 esta definido de forma precisa e inequivoca, pero...
jcual es su valor, al menos aproximado? O dicho de otra manera, jcémo puede
construirse una representaciéon decimal finita para 7. En el ejercicio 3 se mostrara
que a pesar de su definicién abstracta es posible dar respuesta a esa pregunta.
Pero antes de eso vamos a obtener analiticamente algunas razones trigonométricas
importantes y bien conocidas. Las primeras de ellas, que ya han aparecido, son

sen0) =20 Cosg =0
(8.11)

0=1 T
COS = sen — =
2
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Para t € [0,7/2] segtin hemos visto se cumple que sent > 0 y cost > 0. En
particular, haciendo uso de las férmulas 8.7 y 8.9, para 7/4 obtenemos,

1 =senn/2=sen2(n/4) =2senn/4cosm/4=2senn/4y/1 —sen? 7 /4

y resolviendo la ecuacion de segundo grado en sen 7/4, que tiene una tinica sélucién
positiva, encontramos las siguientes férmulas

T 1 T T sen =
= = — tog — = 4 —1, 8.12
e +v2 57 817 Cos z (8.12)

Mas férmulas igualmente utiles y conocidas son

T T
sen(§ —t) = cost cos(— —t) =sent

T 1 s G 1 7 (8.13)
sen — = — = cos — COS — = —= = sen —

6 2 3 6 +v3 3

Las de la primera linea se obtienen sin mas que utilizar las formulas 8.9 teniendo
en cuenta que la funciéon coseno es par y la seno impar. Para demostar las que
aparecen en la segunda linea se utilizan las de la primera junto con 8.9 y 8.7.
En efecto, cosm/6 = senn/3 = sen2n/6 = 2senn/6 cos/6 y simplificando 1 =

2senm/6 o sea senw/6 = 1/2 = cos7/3. De donde cosm/6 = +/1 —(1/2)2 =
1/v/3 =sen/3.

8.2.3. Representacion geométrica de complejos

En el capitulo 1 seccién 1.3.1 apelamos a los conocimientos que el alumno ha
adquirido en la ensenanza media sobre las nociones de seno, coseno y angulo desde
una perspectiva geométrico-intuitiva para establecer una representaciéon geométri-
ca de los niimeros complejos. La biyeccién que la proposicion 8.2.2 establece y la
definicion analitica de las funciones seno y coseno permite asentar dichos conoci-
mientos sobre bases mas sélidas.

En efecto, para cada z = a + bi # 0 el complejo z/|z| esta situado en la
circunferencia unidad S de R? y por tanto, de acuerdo con la proposicién 8.2.2 y
la notacién alli utilizada, existe un tnico ¢ € [0, 27), llamado arqgumento principal
de z, tal que

Y(t) = €' = z/|z| = cost +isent,

que puede escribirse como
z = |z|(cost +isent) = |z|e". (8.14)

Esta formula (salvo la parte final) es la misma que aparece en la seccién 1.3.1.
Debido a la 27 periodicidad de la funcién €%, t € R, la férmula anterior es cierta
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no sélo para t € [0,27) sino también para cada s de la forma s = ¢ + 2n7 siendo
n € Z arbitrario; cada uno de tales valores s recibe el nombre de argumentos de z.

La identificacion biyectiva entre C y el espacio vectorial real euclideo de dimen-
si6n dos R? ¢ : C — R? definida por ¢(a + bi) = (a,b) da un sentido geométrico
a la suma de complejos y al valor absoluto. El producto y el cociente de complejos
también admite una interpretacién geométrica sencilla utilizando la férmula 8.14:
el producto de dos complejos es un complejo cuyo modulo es el producto de los
modulos y cuyo argumento es la suma de los correspondientes argumentos; lo mis-
mo ocurre con el inverso de un complejo no nulo que pasa a poder visualizarse
como un complejo que tiene por modulo el inverso del médulo y por argumento el
opuesto del argumento del complejo dado, es decir,

212 = |21]€" 2| = |z |z|e 1) — =2 = |z le™
En particular se tiene
2" = |z|"e™ = |z|"(cosnt + isennt) para cada n € Z.

De nuevo la férmula 8.14 permite dar una respuesta sencilla a la cuestion de
existencia de raices n-ésimas de complejos ya que {/z representa al complejo, o
complejos, w que verifiquen w™ = z, lo cual lleva a que |w|™® = |z| y naw = w siendo
«a v w argumentos de w y z, respectivamente. Llamando 2 al argumento principal
de z se tiene que w = ) + 2kw para k € Z y entonces existen n valores posibles

para w que son

n i Q+42km

w= {/|zle" ™ para k=0,1,2,...,n.

Lo que acabamos de hacer puede ser formulado diciendo que fijado z el poli-
nomio en w dado por w™ — z = 0 tiene n soluciones. Este resultado realmente es
cierto para cualquier polinomio, como vamos a establecer en la préxima seccion.

8.3. Teorema Fundamental del Algebra

Uno de los resultados mas célebres de las Matematicas es el Teorema Funda-
mental del Algebra que establece que cualquier polinomio en C de grado n tiene
exactamente n raices reales o complejas (iguales o diferentes) y por tanto, si 2,
Z9,. .. 2zp son dichas raices, se puede escribir en la forma

P.z)=ay(z—21)(z—2,) ... (2 — 2,)

La parte mas dificil es probar que tiene al menos una raiz, porque e, se tendria,
reiterando, que

P(z)=(z—21)P,1=(z—21)(z—20)Pp0=-=(z2—21)(2 — 22) ... (2 — zp)ap
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Figura 8.1: Johann Carl Friedrich Gauss (Brunswick, 1777 — Gottingen 1855). Lla-
mado el principe de los matematicos, Gauss trabajo en diferentes campos de la
fisica y las matematicas: andlisis, geometria diferencial, teoria de nimeros, geode-
sia, magnetismo, optica y astronomia. Su trabajo ha tenido una enorme influencia
en diferentes areas. Biografia en MacTutor

siendo P, un polinomio de grado k.

A lo largo de la historia ha habido diferentes «pruebas» del Teorema Fun-
damental del Algebra. Las dificultades para demostrar el resultado estan
relacionadas con las dificultades para comprender los complejos. Descartes
decia en 1637 que es posible «imaginar» para cada ecuacién de grado n, n raices, pero
tales raices no se corresponden con ninguna cantidad real. Otros matematicos de la
talla de Leibniz, Euler, Lagrange, D’Alembert... son actores importantes en la historia
del teorema. Pero es a Gauss a quien se le atribuye la primera prueba rigurosa, algo
que Gauss nunca reivindicé. Hizo varias demostraciones, con técnicas diferentes, dos de
ellas separadas entre si 50 anos. Méas detalles en MacTutor

e
|
|
J

La demostracion de que existe una raiz al menos se basa en el teorema de
Weierstrass de existencia de minimos en ciertas funciones continuas y un lema
técnico que asegura que si un polinomio no se anula en un punto entonces hay
valores cercanos a ese punto en los cuales el médulo del polinomio es mas pequeno
que el que toma en el punto. Comencemos probando el lema.

Lema 8.3.1 Sea P : C — C un polinomio, y sea zy € C tal que P(zy) # 0.
Entonces ezisten z1, zo tales que | f(z1)] < |f(20)] < |f(22)]

DEMOSTRACION: Sea P(2) = 42" + @, 12" 1 + - - - + ag. Definimos

P(z+ Zo).

Q(Z) = P(ZO)

Entonces @ es polinomio de grado n de la forma Q(z) = 1 + b, 2™ + -+ + bp2"
siendo by, el primer coeficiente no nulo de las potencias crecientes de z. Q(0) = 1
y se trata de probar que existen z; y z» tales que |Q(z1)| < 1y |Q(z2)| > 1. Nos
limitaremos a la primera desigualdad que es la que mds nos interesa (la segunda
es andloga y queda al cuidado del lector).
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La idea bésica es que para valores de z «pequenios» el valor de |Q(z)]| es esencial-
mente coincidente con el de |1+ b,,2™| ya que by, 12™ "+ - - +b,2" es despreciable

frente a éste. Ademéas para una elecciéon de z en la forma z = — 1/ b,,t con t > 0
se tiene que existe ¢y tal que si 0 < ¢t < ¢, se tiene

114 bpz™ =1 — |by[*t™ < 1

y por tanto se obtiene el resultado buscado.

Hecho con mayor detalle las cuentas son las que siguen. Tras hacer z = — \/ b,,,t
nos queda algo de la forma siguiente para 0 < t < o y cierto to (jquien es w?)

Q)] = |1 = b [*t™ +w| <1 — [bu*4™ + ||

y como |w]|/t™ tiende a cero cuando t tiende a cero, podemos realizar una eleccién
de t <ty de modo que |w|/t™ < (1/2)|b,,|* con lo que

Q)] < 1= (b7 + (1/2) b [? = 1= (1/2) bt

que es justo lo que queriamos probar. O

Teorema 8.3.2 (fundamental del Algebra) Sea P(z) un polinomio complejo
no constante. Entonces eziste zg € C tal que P(z)) =0

DEMOSTRACION: |P(2)] es una funcién continua en C. Vamos a probar que dicha
funcién alcanza un minimo absoluto en C y que el valor de dicho minimo es 0, lo
cual demuestra el teorema.

Comencemos observando que lim|,|_.., |P(z)| = oco. Para justificar esta afirma-
cién observemos que si P(z) = a,2" + Ap_12""t 4+ -+ ag con a, # 0 entonces

Ap— Qa
g 2 = ey

Zn

lim

|z[—00

ap +

por lo que, para todo z € C con |z| > Ry cierto R > 0 es

Ap—1 ) |a'n|
an—l— —|—"'—|—z—n 7
y en consecuencia
Ap—1 ag |a'n|
P =12 |an + == 4+ | > o'

De donde se sigue que lim|.|_.o |P(2)| = 0o como querfamos probar.

Si P(0) = 0 el teorema estd probado. En otro caso, si a = |P(0)| > 0 existe
(por la observacion anterior) r > 0 tal que si |z| > r entonces |P(z)| > a. Por el
teorema de Weierstrass |P| tiene un minimo absoluto en el disco cerrado B0, 7]
y ademés dicho minimo (menor o igual que «) es absoluto no sélo en el disco,
sino también en C, debido a que fuera del disco toma valores mas grandes que «.
Supongamos que dicho minimo lo alcanza en un punto zy entonces P(zp) = 0 ya
que si fuera P(zp) # 0 se podria aplicar el lema para obtener una contradiccion
con la suposicién de que zg es un minimo absoluto para |P|. O
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8.4. Ejercicios

Resueltos

8.4.1 Clalcule las sumas de las siguientes series:

3 5 7 .1’3 1’5 1,7 .1’9

) s+ -2 42 b) +
a x —_— = — —_ — ... — —
3 5 7 1-3 35 5-7 7-9

SOLUCION: La primera operacién a realizar es calcular el radio de conver-
gencia de la serie para determinar el dominio de la funcién que define la
correspondiente serie. El radio de convergencia viene dado por la férmula

1
lim sup,, {/|an| .

a) En el caso de la primera serie,

R=

1/n sinesimpar
ap, = )

0 si n es par
Observése que no existe lim,, {/|a,|, ya que los términos pares tienen limite
0 mientras que los impares tienen limite 1. Afortunadamente la férmula del
radio de convergencia solo requiere el limite superior, que siempre existe.
Recordemos que el limite superior es el supremos de los puntos que sean limite
de alguna subsucesién, y eso en este caso significa que limsup,, {/|a,| = 1.
Por tanto el radio de convergencia es 1 y la serie a) define una funcién
f:(=1,1) — R que se nos pide determinar. Sabemos que f es continua
y derivable en (—1,1) viendo su derivada dada por la derivacién término a
término, es decir,

f’(;z:):1—1—:1:2—:L’4—|—336+-~-+(—1)"+1x2"—|—~-~:1—i—g(:L’)

siendo

1’2

g(l’)ZISL’Q—1’4+.T6—|—"'+(—1)n+1l’2n—|—"':1+x2

pues el calculo de suma de la serie que define g es inmediato al tratarse de

una serie geométrica de razén —z2.

En consecuencia 1
!
= 2 —

y por tanto, mediante integracién, obtenemos que

f(x) =2z — arctgx + K,
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siendo K una constante, cuyo valor es 0 ya que f(0) = 0 (sustituir en la serie
correspondiente).

Para acabar analicemos el comportamiento de la serie en los extremos del
intervalo. Para * = 1 la convergencia de la serie estd garantizada por el
criterio de Leibniz. Y lo mismo ocurre para x = —1, pero, por otra parte,
siendo la funciéon f impar, esto también se obtiene como consecuencia de lo
anterior. Asi que el dominio de f es el intervalo [—1, 1] siendo f continua en
dicho intervalo como consecuencia del criterio de Abel 8.1.9 de convergencia
en el borde. Resumiendo la serie de potencias es convergente si x € [—1,1] y
el valor de la suma es 2x — arctg x.

b) El radio de convergencia de la segunda serie es

1 1
R_ pum

T . I
n 2n+1
limsup,, {fla.| My "/ GrmEa

=lim *%/(2n+1)-lim *{/2n—-1)=1-1=1

Para ver que ambos limites valen 1 observemos que el primero de ellos es una

subsucesion de (/n),, y sabemos que lim,, /n = 1; el segundo puede ser visto
L4 m _ z. m _ _ z m+1—2 _

como una subsucesion de ( {/m — 2),, y lim, ¥m —2 = lim,, "5 = 1.

2
La funcion

z3 z° x’ zd
IO =13 35 57 79
estd definida en (—1,1) y es derivable siendo
x? a2t 2% 2B
I _— —_— e —_— —_— —
fe)=T-3+5 -7+
r 23 2 T
—:L’(I——+€—7.. ) =: xg(x)
La funcién ¢ definida por
(2) r 23 2 T
x‘ _ — — — e —
=173 5 7

también tiene radio de convergencia 1, como es facil comprobar, y puede
calcularse facilmente derivando (para obtener una geométrica) e integrando
sucesivamente como en el apartado anterior obteniendo que g(z) = x/(1+x?).

Entonces

IL‘2

fa@) = 1

1
siendo C' = 0 porque f(0) = 0 (haciendo z = 0 en la serie que define f).

— f(x) =x —arctgz + C
Siguiendo las pautas del apartado anterior es sencillo ver que f(zx) = = —
arctg z para todo x € [—1,1]. O
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MAXIMA puede ser de utilidad para realizar calculos como los anteriores. Es

sumamente conveniente cargar el paquete simplify_sum y hacer uso del co-

mando del mismo nombre implementado en el paquete. También resulta de
utilidad la variable booleana simpsum.

1

8.4.2 Escriba el desarrollo de la funcion f(r) = 5 log®(1 + x) como serie de po-

tencias de x y determine el intervalo de convergencia del desarrollo.
Indicacion: calcule el desarrollo de f.

. log(1
SOLUCION: La derivada es f'(z) = log(1 + 2) siendo
1+
0 anrl 1 o]
log(1 = -1 = —1)"ax".
(L +0) = ST g = X

El radio de convergencia de ambas series es 1. Asi pues para cada z € (—1,1)
es
log(1 + ) S BEAAYES
- (BT ()

debido a que ambas series son absolutamente convergentes en [—z,z] y a la
proposicion 7.5.2.

El coeficiente de grado n de la serie producto es

i— 1 n— 1 n— 1 n—
= > (=1) 1;(—1)] = > (-1 1; = (=" ) - =01 'H,
i+j=n i+j=n 1<i<n
1<i<n 1<i<n
0<j<n 0<j<n
Asi f/(z) =30 (-1)" ' H,z" y por tanto
> H
— _1\n—1 n__n+l
oy = S (-ayr T g,

Para calcular el radio de convergencia de esta serie hacemos

H,_ H,
lim sup {/ L — ltm /H,_, = lim T o= 1,
n n n n n—1

con lo que el radio de convergencia es 1. O

8.4.3 Dada la serie

(1) Determine el radio de convergencia de la serie.

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO



326

Series de potencias y funciones elementales

(2) Sea f(x) el valor de la suma de la serie en los puntos en que converja.
Analice justificadamente el dominio y la continuidad de f. Calcule f(x).

(3) Demuestre que
o 1
§ -1 n+l - —
(=1) 2n —1

n=1

=] 3

(4) Analice razonadamente la convergencia y convergencia absoluta de la
serie siguiente

1 1
2-3-4 4-5-6

1 1
6-7-8 8-9-10

+

+ ...

Utilice el apartado anterior, entre otras cosas, para calcular la suma de
esta serie.

SoLucION: El radio de convergencia de la serie viene dado por

1 1
lim sup,, {/|ay| - lim,, >*7Y/1/(2n — 1)

puesto que la sucesién anterior es una subsucesion de {/n cuyo limite sabemos
que es 1. Utilizando teoremas generales sabemos que la serie converge en
cada punto de (—1,1) y es una funcién continua e infinitamente derivable en
ese intervalo, cuyas derivadas se calculan derivando formalmente término a
término la serie propuesta. También converge en x = 1 como consecuencia
del teorema de Leibniz, porque la serie Zfbo:l(—l)"“ﬁ es alternada y el
valor absoluto del término general es una sucesion mondtona decreciente.

Para z = —1 se trata de

i(_l)w(;)—n; - i(_l)n ;n -1 i(_l)nzn —1

=1

y con la misma argumentacién anterior también es convergente. Por tanto
el dominio de f es [—1,1] ademds utilizando el teorema de Abel sobre con-

vergencia en el borde, sabemos que f es continua no sélo en (—1,1) sino en
[—1,1].

Para calcular f derivaremos formalmente la serie en un punto arbitrario
x € (—1,1) obteniendo

00 2n—2 o) 1
1o — 1) o — 1) _ _qyntlg2n-2 &
) = S en - g = S =

por tratarse la ultima de una serie geométrica cuya suma sabemos calcular.
Asi pues f es una primitiva de 1/(1+ z?), es decir, f(z) = arctgz + C. Para

ANALISIS MATEMATICO 1
J. M. MIRA e S. SANCHEZ-PEDRENO



8.4 Ejercicios 327

determinar C' hemos de conocer el valor de f en algin punto; pero a partir
de la serie que define f es inmediato que f(0) = 0, de modo que C' =0y

f(z) = arctgx para cada x € (—1,1).

Pero como [ y arctg son ambas continuas en [—1,1] y, segin acabamos de
ver, coinciden en (—1,1) necesariamente coinciden también en z = +1. En
particular

i 1 1 1 1 m
St 1S = f(1) = o
n;( AT 37577 f) =7

Esta féormula permite calcular aproximaciones decimales de 7 con la precision
deseada, ya que al tratarse de una serie alternada el criterio de Leibniz 7.6.7
determina que el error cometido al tomar una suma n-esima es inferior al
valor absoluto del sumando inmediatamente posterior. Aunque teéricamente
la cuestion de obtener valores aproximados para ese nimero 7w introducido
de forma abstracta en 8.2.1 esta zanjada, el calculo de 7 con esta serie no es
muy eficaz debido a que la convergencia es lenta.

ximados para 7 con bastante comodidad. Concretamente

sum ( (4x(-1)"(n+1))/(2%n-1), n,1,1000) ,numer; proporciona el valor
3.14158265358972.
En cambio utilizando la serie (véase el ejercicio 11)

& Puesto que maxima puede hacer sumas finitas podemos obtener valores apro-

o0

1

= 1
=16 )
i ;( ) G s

42 G g

n=0

que tiene una convergencia mas rapida, el resultado para
sum ( (16*(-1)"n)/((2*n+1)*57 (2*n+1))

- (4%x(-1)"n)/((2*n+1)*239~(2*n+1)), n,0,4) ,numer;
es 3.141591772182178

La serie propuesta en el ultimo apartado puede escribirse en la forma
i (_ 1 ) k+1 1
= 2k(2k + 1)(2k + 2)

y el estudio de la convergencia absoluta de la misma equivale a estudiar la

convergencia de

i 1 i 1
= (2k)3 8 kB

que resulta ser convergente por tratarse de una armoénica de orden 3.

Para hacer la suma realizaremos la descomposicion en fracciones simples
obteniendo (con unas sencillas cuentas) que

1 11 1
Mk + )2k +2) 4k 2k+1 202k +2)
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Ahora podemos escribir la serie en la forma

i 1 B
fet 2k(2k + 1)(2k + 2)
° 1 1 1
A -
20" g 21g+1+ 202k + 2)
1 1 e 1
- _1 k+1 — _ _1 k+1 k:+1 —
122 FrTt Z 1
1 T 1 T 3
—log2+——1—-(log2 —1)=— — —
198277 glog2 =1 =7-7
obteniendo asi la suma buscada. Ol

8.4.4 Desarrolle en serie de potencias la funcion f(x) = log 1T 1” y pruebe que si
n es un entero con n > 0 se tiene

n+1 i 1

= (2k +1)(2n 4 1)1

log

Utilizando dicha serie determine cuantos términos hay que tomar para obte-
ner una aprozimacion del valor de log?2 con error inferior a 1073.

¢ Conoce otra serie paralog2? ; Cuantos términos hay que tomar para obtener
el mismo tamano de error?

SOLUCION: Sabemos que si |z| < 1
log(1+a) =2 —a2/2+2%/3 4+ + (—1)" 1 4= S (1)

n n>1 n

Lo cual nos permite escribir el desarrollo de log(1 — x) = log(1 + (—z)) para
|z| < 1y, por tanto, el desarrollo de

1
log 1 T log(1 4 z) — log(1 — x)

:(SL’—$2/2—|—SL’3/3—|—~-~+(—1)n+1%—|—...)
(cr—a?)2— 23— )
n
3 5 l‘2k+1 l‘2k+1

2420 42T 442 +o=2%
PN CARNP A . ,
35 775 2k +1 k1

En particular la suma
s 1

2
lg) (2k + 1)(2n + 1)2k+1
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o 1 . .
corresponde a hacer z = - 7, que ciertamente cumple |z| < 1 siempre que
n > 1. Por tanto la suma de esta serie es

14 52 1
log 2L _ 1oe M
1— 2n+1

En particular, tomando n = 1 se obtiene la férmula

1
log2 — 2
8 ,;) (2k + 1)(3)2+1

(8.15)

que permite calcular log 2 de forma aproximada sumando un cierto ntimero
de términos. Otra formula para calcular log 2, como ya sabemos es

1 1 1

log2=1— =+ -+ + (= 1)"+1 = (= "H (8.16)
2 3 n>1

Para obtener una aproximacion a log 2 podemos sumar los primeros p térmi-

nos en dichas series. El error que cometemos es, exactamente, |log2 — S|,

que coincide con la suma >,,>,1 ay,. Si deseamos que el error sea menor que

103, podemos:

(1) Utilizar la féormula (8.16): en cuyo caso al tratarse de una serie alter-
nada sabemos (teorema de Leibniz) que el error cometido al sumar los
primeros p términos es menor que el valor absoluto del término p + 1
y por consiguiente habremos de realizar jjla suma de los 999 primeros
términos!!

(2) Utilizar la formula (8.15): en cuyo caso para estimar el error cometido
no nos sirve el teorema de Leibniz y tendremos que elegir p para que se
tenga

> 1

2 kal 2k + )32

Pero la convergencia de la serie es muy rapida ahora

< 10°

5 i 1/3)2k+1 2 i (1)2k+1_ 2 9(1)2p+3
(2k +1) (2p+1)k:p+1 3  (2p+1)81\3 '

2p+3

Definimos R(p) := (2p2+1) 9 (%) .
Conseguir determinar un nimero entero positivo p tal que R(p) < 1073
puede hacerse facilmente con ayuda de MAXIMA definiendo la funcién
R(p) :=9/ (4% (2*p+1)*3~ (2*p+3)); y dando a p valores enteros crecientes
hasta conseguir el objetivo. Pero ya R(2) nos proporciona 1/4860. Asi que log?2 es
aproximadamente sum (2/((2¥k+1)*3~(2xk+1)), k, 0, 2),numer; cuyo valor se-

gin MAXIMA es 0.69300411522634 con error inferior a 1/1000.

Realizadas de forma manual, la dificultad de las cuentas en uno y otro caso
es muy significativa. O
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Ejercicios propuestos

8.1) Determine el radio de convergencia de las series de potencias cuyo término
general se sefiala a continuacion.

ne® n n)?2 n "n! n a+n\, .n
e o S (“3)a
n n?, .n .2.5...n n n!)3 n

log, nz"™ h"a" 0 <h<1 (3.5%72...?22n+1))2x E?m))!x

& MAXIMA puede serle de utilidad para abordar algunos de los ejercicios
propuestos en esta seccién. Trate de utilizarlo cuando sea posible..

8.2) Desarrolle en serie de potencias la funcion log(x + /1 + 22), arctgzx y
calcule el radio de convergencia de la serie obtenida.

2x+3
x+1

Desarrolle en serie de potencias de x — 1 la funcion

8.3) Estudie el dominio de convergencia y la suma de las series
3n n

PRl Dy TR

n=1 n n=1

8.4) Estudie la convergencia y calcule las sumas de las series siguientes.

fo'e) 1,471—1 [e%s} :L,Qn
iyt
7;471— 1 nz::l< ) 2n(2n — 1)
> n2 4+ 2n +3 0 0 nx™t!
n 3n2_n+1 xn _1 n+1
S D Pt R | Oy

8.5) Determine el radio de convergencia de la serie de potencias

)

Sea f(z) el valor de la suma de dicha serie. Demuestre que f'(z)(1 + z) =
af(x) y determine f(x).

8.6) Calcule las sumas de las siguientes series:

) 1+x+x2+x3 b) 1 N x?
a) — T
2 15} 8 11 -2

Indicacién: Para el primero haga el cambio variable z = 3
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8.7) Sea la serie
2t

Z(_Un@n +1)(2n—1)

n>1

a) Determine el radio de convergencia de la serie

b) Sea f(x) el valor de la suma de la serie en los puntos en que converja.
Estudie el dominio de f y la continuidad. Calcule f(x).

c) Deduzca la suma de la serie

8.8) Es conocido que las calculadoras nos proporcionan el valor de ciertas fun-
ciones a través del calculo interno de unos pocos términos de las series de
potencias que las representan. Asi, por ejemplo, podrian ofrecernos los valo-
res de las funciones arctgz o log(1 + x) a través de sus representaciones:

0o :L,2n+1 0o

arctgx=2(—1)"2n+1 log(1 +z) = Z on

n=0 n=1

Sin embargo el radio de convergencia de dichas series es 1 y, por tanto, las
representaciones dadas sdlo tienen sentido en el intervalo (—1, 1) (incluyendo,
quizés, alguno de los extremos). ;Puede idear algtin procedimiento por el cual
sea posible evaluar aproximadamente dichas funciones en puntos que no estén
en dicho intervalo?

8.9) Se considera la serie ano(—l)"%—lﬂ.

a) Estudie la convergencia.

b) Pruebe que

S (1) —/171 dz
3n+1 Jo 1+a23

n>0

c) Calcule el valor de la suma de la serie.

8.10) Sea la serie Z;’OZO(—I)"MEA.

a) Discuta justificadamente la convergencia y convergencia absoluta de

dicha serie.

b) Pruebe la siguiente igualdad
s 1 11
144 —1)t'—= / ——d
* ;( s il S L
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c) Calcule la suma de la serie >25° o(—1)" 1.

8.11) El objetivo de este ejercicio es obtener la siguiente férmula

e 1 e 1
=16 B [ [/ —1)"
4 nzzo( ) an 3 D5 nzzo( Ve O

para el calculo aproximado del ntimero 7, que como sabemos es irracionall.

a) Six = arctg(1/5) compruebe que

tg 22 = 5/12, tgdr = 120/119, tg(dx — %) — 1/239

b) Siy:4x—£muestreque0<y<g

¢) Concluya que

m = 4(4x — y) = 16 arctg(1/5) — 4 arctg(1/239)

es decir, que la férmula (*) es cierta.
d) Sean

k 1 k 1
=1 E B — | E 1)
S 6n:0< ) (2n 4 1)52+1 S (=1) (2n + 1)2392n+1

Utilice el teorema de Leibniz de acotacién de error en una serie alternada
para probar que

1
W—(Sg—Si)<—

102 < 106

y obtenga que 3,141592 < 7 < 3,141593.

Véase el ejercicio 6.5.5
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