Tema 6

Modelos de colas exponenciales

6.1. La distribucién exponencial y los procesos de

Poisson

6.1.1. Distribucién exponencial

El analisis de los distintos modelos de colas estd determinado en gran parte por
la distribucién de probabilidad de los tiempos entre llegadas y la distribucion de los
tiempos de servicio. En los sistemas de colas reales, estas distribuciones pueden tomar
précticamente cualquier forma (siempre que sean no negativos). Sin embargo, para
formular y analizar un modelo matematico es necesario especificar la forma supuesta
de cada una de estas distribuciones. Para que sea 1til, la forma expuesta debe ser lo
suficientemente realista como para que el modelo proporcione predicciones razonables
y al mismo tiempo lo suficientemente manejable para que sea posible tales predicciones.
Con estas consideraciones, la distribucién exponencial es la distribucién de probabilidad

mas importante en la teorfa de colas.
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Una v.a. no negativa, X, se dice que sigue una distribucién exponencial con pardmetro

A, X ~exp(A), si

donde A > 0 es una constante fija.
La funcién de densidad de X viene dada por:

d 0 stz <0

Ae ™™ sz >0

6.1.1.1. Propiedades de la distribucién exponencial

1. fx(z) es una funcién estrictamente decreciente. Como consecuencia,
PO< X <éx)>Plx <X <z+dz)

Lo que quiere decir que es relativamente probable que X tome valores pequenos.
De hecho, se tiene que
P (0 <X < i) = 0.393 mientras que P (i <X <L i) = 0.383
2\ 2\ 2\
de manera que es mas probable que X tome un valor cercano a cero que un valor
cercano a su media, ain cuando el segundo intervalo tiene el doble de longitud

que el primero. ;Es esta propiedad razonable para un modelo de colas?
= Si X representa los tiempos de servicio, la respuesta depende de la naturaleza
de dicho servicio.

e Si el servicio requerido es, en esencia, idéntico para cada cliente y el

servidor realiza siempre la misma secuencia de operaciones, entonces
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los tiempos de servicio reales tienden a aproximarse al tiempo esperado
de servicio. Las pequenas desviaciones de la media que puedan ocurrir
se deberfan a variaciones en la eficiencia del servidor. En este caso, la
distribuciéon exponencial no proporcionaria una buena aproximaciéon a
la distribucién de los tiempos de servicio.

e Si las tareas que tiene que realizar el servidor difieren de un cliente a
otro, entonces es posible que la distribucion exponencial pueda consti-

tuir un buen ajuste.

= Si X representa los tiempos entre llegadas, la propiedad 1 descarta situa-
ciones en las que los clientes que llegan al sistema tienden a posponer su

entrada si ven que otro cliente entra antes que ellos.

2. Propiedad de pérdida de memoria. Sea X ~ exp(\), entonces

P(X >t+5s)
P(X >s)
67}\(154’8)

PX >t+s|X >s)=

e—)\s
— e—)\t

=P(X >1)

Si X representa el tiempo de vida de un organismo, entonces la probabilidad de
que un organismo con antigiiedad s viva t unidades de tiempo mas, coincide con
la probabilidad de que un nuevo organismo viva al menos ¢ unidades de tiempo.
Es decir, este organismo “no recuerda”’ que ha vivido ya s unidades de tiempo; la
distribucién que sigue la cantidad adicional de tiempo que sobrevive el organismo

coincide con la distribucion original del tiempo de vida.

La distribuciéon exponencial es la tnica distribucion continua que satisface la

propiedad de pérdida de memoria.
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3. Minimo de v.a. exponenciales. El minimo de variables aleatorias exponen-
ciales independientes sigue una distribucién exponencial. Sean Xi,...,X,, v.a.
independientes con distribuciones exponenciales de parametros A, ..., \,, re-

spectivamente. Entonces, la variable aleatoria
X =min{Xy,..., X,}

sigue una distribucién exponencial de parametro A = Ay + -+ - + \,.

6.1.2. Procesos de Poisson

Formalmente, un proceso estocéstico se define como una colecciéon de variables
aleatorias { X (o), a € T'}, indexadas por el pardmetro a que toma valores en el conjunto
de pardmetros T'. El conjunto S en el que toman valores las variables X («) se denomina

espacio de estados.

6.1.2.1. El procesos de Poisson como un proceso de conteo

{X,,n > 1} secuencia de v.a.’s representando tiempos entre sucesos. Definimos
So=0 Sp,=X1+--+X,
S, es el tiempo en el que ocurre el n-ésimo suceso. Sea
N(t) = méx{n > 0[S, < t}, para todot >0

N(t) es el nimero de sucesos ocurridos en el intervalo (0,¢]. {N(t),t > 0} se denomina

proceso de conteo.

Notar que N(0) = 0 y N(¢) salta con pasos de longitud 1 en los tiempos t = S,
n=12...
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Algunas propiedades que satisface un proceso de conteo son las siguientes:

» Si s <t, entonces N(s) < N(t) y N(t) — N(s) es el niumero de sucesos que han

ocurrido en el intervalo (s,1].

Definicién 6.1. Si{X,,n > 1} es una sucesion de v.a.’s iid Exp(X), entonces {N(t),t >

0} se denomina proceso de Poisson de pardmetro \ y se representa por PP(\).

Observemos que un proceso de Poisson (como en general, un proceso de conteo) es un
proceso estocastico continuo con espacio de estados discreto. Veamos a continuacién

un par de propiedades sobre el comportamiento transitorio de {N(¢),¢ > 0}.

Proposicion 6.2. Sea t > 0 fijo, entonces

P(N(t)=k) = e_)‘t%

Demostracion.

Tenemos que:

N(t) > k < k o més sucesos ocurren durante (0, ¢]
&> el k-ésimo suceso tiene lugar en ¢ o antes

Luego,

Y,
—~
2
~
~—
I
Ey
~
Il

P(N(t) 2 k) = P(N(t) 2 k+1)

= P(S, < t) — P(Sp1 < 1)
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Por otro lado, puesto que Si es suma de v.a.’s exponenciales iid, se tiene que
Sk ~ Gammal(k, \)

Finalmente,

ey 00 7 S 0
Y )
k!

La anterior proposicién proporciona un motivo para denominar a {N(t),t > 0} un
proceso de Poisson: para cada t fijo, N(t) es una v.a. de Poisson. En consecuencia, para
t fijo,

E(N(t)) = Xt Var (N(t)) = At.

6.1.3. El procesos de Poisson como un proceso de incrementos

estacionarios e independientes

Sea {X(t),t > 0} un proceso estocastico. Para s > 0 fijoy t > 0, X(t + s) — X(s)

se denomina incremento sobre el intervalo (s, s + t].

Definicién 6.3. Un proceso estocdstico { X (t),t > 0} se dice que tiene incrementos

estacionarios e independientes si:
i) la distribucion de X (t + s) — X(s) es independiente de s (incrementos esta-
cionarios)

i1) los incrementos sobre intervalos no solapados son independientes (incrementos

independientes)
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Particularizada a procesos de conteo, la propiedad de incrementos independientes
significa que el nimero de sucesos producidos en intervalos de tiempo disjuntos son
independientes. Por ejemplo, el nimero de sucesos que han ocurrido hasta el tiempo

10, N(10), debe ser independiente del nimero de sucesos que ocurran en el intervalo

(10,15], N(15) — N(10).

En lo que respecta a la propiedad de incrementos estacionarios, ésta significa que
la distribucion del nimero de sucesos que ocurren en cualquier intervalo de tiempo
solo depende de la longitud de dicho intervalo. En otras palabras, el nimero de sucesos
ocurridos en el intervalo (t1+s, ta+s], N(ta+s)— N (t1+s), siguen la misma distribucién

que el nimero de sucesos ocurridos en el intervalo (1, ts].

Proposicion 6.4. Un proceso de Poisson tiene incrementos estacionarios e indepen-

dientes.

Teorema 6.5. Un proceso estocdstico {N(t),t > 0} es un PP(\) <

i) tiene incrementos estacionarios e independientes

ii) P(N(t)=k) = e_’\t%, parat >0, k=0,1,2,...

6.1.3.1. Otra caracterizaciéon alternativa de un proceso de Poisson

Para obtener esta tltima caracterizacién necesitamos previamente la siguiente definicion:

Definicién 6.6. Una funcion f: R — R se dice que es o(h) si

lim Jh)

h—0 h =0

Ejemplo 6.7.

» f(z) =2z noeso(h), f(x)=2?+ 323 es o(h).
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» f(z)=e—1— Az eso(h).
» Si f(z)y g(x) son o(h), entonces f(z)+ g(x) es o(h).

» Si f(z) eso(h)yc€R, entonces c¢- f(x) es o(h).

Teorema 6.8. Un proceso de conteo {N(t),t > 0} es un PP(\) <

i) tiene incrementos estacionarios e independientes
i) N0)=0y

o P(N(h)=0)=1—\+o(h)
o P(N(h) =1) = A+ o(h)

e P(N(h)=j)=o0(h), para todo j > 2

6.2. Algunas consideraciones previas al analisis de

los modelos de colas

6.2.1. Notacion y terminologia

La notaciéon y terminologia estandar que utilizaremos a lo largo de los siguientes
apartados es la siguiente:
= Estado del sistema = ntimero de clientes en el sistema

= Longitud de la cola = nimero de clientes en cola = Estado del sistema - ntimero

de clientes en servicio
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» n(t): numero de clientes en el sistema en el instante ¢

= p,(t): probabilidad de que exactamente n clientes estén en el sistema en el instante

t.
= s: numero de servidores en el sistema

= )\, tasa media de llegadas (ntimero esperado de llegadas por unidad de tiempo)

de nuevos clientes cuando hay n clientes en el sistema.

= 4,: tasa media de servicio para todo el sistema (nimero esperado de clientes que

completan su servicio por unidad de tiempo) cuando hay n clientes en el sistema.

Cuando ), es constante para todo n, se denota por A. Esto significaria que el niimero
medio de clientes que llega al sistema por unidad de tiempo no depende del estado
del sistema. Cuando la tasa media de servicio por servidor ocupado es constante, se

denota por u. En este caso, p, = sy, cuando n > s, es decir, cuando los s servidores

1
DY

1

estan ocupados. En estas circunstancias, 1 es el tiempo esperado entre llegadas, L es

A

oo es el factor de utilizacién del sistema, es decir,

el tiempo de servicio esperado y p =

la fraccion media de tiempo que los servidores estan ocupados.

6.2.2. Estado transitorio vs estado estacionario

Cuando un sistema de colas inicia su operacion, los distintos factores del sistema se
encuentran bastante influenciados por las condiciones iniciales; se dice que el sistema
se encuentra en estado transitorio. Una vez que ha pasado suficiente tiempo, usual-
mente, los factores del sistema se vuelven independientes de las condiciones iniciales y
del tiempo transcurrido, y se dice que el sistema se encuentra en estado estable. A
lo largo de este tema, dedicaremos nuestro andlisis al estado estacionario que, afortu-

nadamente, en la practica es el que guarda mayor interés.
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Nuestro objetivo inicial serd obtener las probabilidades de estado, p,(t): probabili-
dad de que el sistema esté en el estado n (haya n clientes en el sistema) en el instante
t. En general, obtener las probabilidades de estado cuando el sistema se encuentra
en estado transitorio es bastante complicado, asi que nos centraremos en calcular las
probabilidades p,, = lim; ., p,(t) cuando el sistema se encuentra en estado estable. De
algiin modo esto significa que esperamos que el sistema se vuelva independiente de las
condiciones iniciales y del tiempo que ha transcurrido desde el inicio del mismo. Por lo
tanto, la probabilidades estacionaria p, se puede interpretar como la probabilidad de
que haya n clientes en el sistema cuando éste ha alcanzado el estado estacionario. Hay
que puntualizar que no todos los sistemas tienen estado estacionario, pues lim; ., p, (%)

podria no dar lugar a una distribucion de probabilidad.

La siguiente notacion asume que el sistema se encuentra en estado estacionario:

pn : probabilidad de que haya exactamente n clientes en el sistema

L : ntimero esperado de clientes en el sistema. L =) . nP,

L, : longitud esperada de la cola.

W : tiempo medio de espera en el sistema para cada cliente

W, : tiempo medio de espera en cola

6.3. Modelos de colas exponenciales con un tunico

servidor

El modelo mas sencillo de analizar analiticamente es aquel en el que tanto los

tiempos de llegada de los clientes como los tiempos de servicio son exponenciales e
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independientes entre si, el sistema tiene un tnico servidor y la disciplina de servicio es

FIFO.

6.3.1. Modelo M/M/1

En este caso asumiremos que la capacidad del sistema es ilimitada. Empezaremos
obteniendo las probabilidades de estado p, (). El procedimiento que seguiremos para

ello se basa en tres pasos:

1. Obtener las ecuaciones en diferencia para p,(t)
2. Obtener las ecuaciones diferenciales en diferencia para p,(t)

3. Obtener las probabilidades limite p,, para el comportamiento estacionario.

Ecuaciones en diferencia para p,(t)

Para obtener las ecuaciones en diferencia para p,(t) analizaremos cémo el sistema

puede alcanzar el estado n en el instante t + At. Las posibilidades son las siguientes

= Si en el instante ¢ el sistema estaba en el estado n, entonces en (t,t + At] se

produjeron j > 0 llegadas y j servicios.

= Si en el instante ¢ el sistema estaba en el estado n + j, entonces en (¢, + At] se

registraron k llegadas y 7 + k servicios.

= Sien el instante ¢ el sistema estaba en el estado n — j, entonces en (¢, + At] se

produjeron j + k llegadas y k servicios.
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Puesto que los tiempos de llegadas y servicio son exponenciales, sabemos que los pro-
cesos que rigen el numero de llegadas y el nimero de servicios que se producen hasta
un cierto instante son Procesos de Poisson, y por lo tanto la probabilidad de que se
den 2 o0 mas llegadas o servicios en un intervalo de longitud At es o(At). Por lo tanto,
basta considerar los casos en los que a lo sumo se den una llegada y un servicio. Por lo

tanto, para cada n > 1, las posibilidades son las siguientes:

= En el instante t el sistema estaba en el estado n y

e cn (t,t 4+ At] no se produjeron ni llegadas ni servicios.
e en (t,t + At] se produjeron 1 llegada y 1 servicio.

» En el instante ¢ el sistema estaba en el estado n+1y en (¢, 4+ At| no se registraron

llegadas y sélo finalizé un servicio

» En el instante ¢ el sistema estaba en el estado n — 1 y en (¢,t + At] se regitrd 1

llegada y no finalizé ningiin servicio.

Por lo tanto,

pn(t + At) = P(n clientes en ¢, no llegadas ni servicios en (¢,t + At])+

+ P(n clientes en t, una llegada + un servicio en (¢, + At])+
+ P(n + 1 clientes en ¢, no llegadas + un servicio en (¢, + At])+
+ P(

n — 1 clientes en ¢, 1 llegada + no servicios en (t,t + At]) + o(At).

Puesto que los tiempos de llegada y servicio son independientes entre si y a su vez del

estado del sistema en ¢ (propiedad de incrementos independientes), se tiene que para
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cadan > 1,

pu(t + At) = p,(t) P(no llegadas en (t,t + At])P(no servicios en (t,t + At])+
+ pa(t)P(1 llegada en (t,t + At])P(1 servicio en (t,t + At])+
+ pns1(t)P(no llegadas en (¢,t + At])P(1 servicio en (t,t + At])+

+ pn_1(t)P(1 llegada en (t,t + At])P(no servicios en (t,t + At]) + o(At).

Supongamos que los tiempos entre llegadas son exponenciales de parametro A y los
tiempos de servicio son exponenciales de parametro u. Utilizando las propiedades de

los correspondientes Procesos de Poisson, podemos escribir:

Po(t + AL) = po(t) (1 — AAt + 0o(At)) (1 — pAt + o(At)) +
+ pn(t) (ANAE + o(AL)) (LAt + o(At)) +
+ Pnr1(t) (1 — MNAE + o(At)) (uAt + o(At)) +
+ pn_1(t) ANAE 4+ o(AL)) (1 — pAt + o(At)) + o(At).

Uniendo todos los términos o(At) y teniendo en cuenta que los términos (At)? son

también o(At), se tiene:
Pt + At) = pu(t) (1 — AAE — pAL) + pria(t) (BAL) + pu_1(t) (AAL) + o(At).  (6.1)

Para el caso n = 0 el razonamientos es similar teniendo en cuenta simplemente que el

caso relativo a p,_1(t) no se puede dar, obteniéndose en este caso la siguiente ecuacién:
po(t + At) = po(t) (1 — NAL) + p1(t) (uAt) + o(At). (6.2)

Las ecuaciones 6.1 y 6.2 constituyen el sistema de ecuaciones en diferencia para el caso
M /M /1. Obsérvese que estas ecuaciones en diferencia lo son tanto respecto a t como

a 7.
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Ecuaciones diferenciales en diferencia

El sistema de ecuaciones formado por 6.1 y 6.2 se puede reescribir del siguiente

modo:

Pt + At) = pa(t) = —(A + )P () At + puppsr ()AL + Apn1 (1) At + 0(At) n > 1

po(t + At) — po(t) = —Apo(t) At + up, (t) At + o(At).

Si dividimos por At y tomamos limites cuando At — 0, tenemos que:

B0l — — (A + p)pu(t) + s (t) + Apui (), n>1

o) — —Apo(t) + pp (t)
Obtencién de las probabilidades estacionarias p,

Supongamos que el sistema alcanza un estado estacionario. Esto significa que cuando

dpn(t)

t — oo la probabilidad p,(f) se vuelve independiente del tiempo. Por lo tanto, =%

tenderia a cero, y el sistema de ecuaciones 6.3 quedaria como el sistema de ecuaciones

en diferencia:

0= _(/\ + :u)pn + Upni1 + )\pn—la n>1

0= —Apo + up:

o escrito de otro modo,

A
Pn+1 = %pn - ﬁpn—la n Z 1

P = ﬁpo
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Este sistema de ecuaciones en diferencia en una variable (n), podemos resolverlo uti-

lizando un procedimiento iterativo. Obsérvese que:

A p A
P1— —Po
1% H

)\+u()\ ) A
=— =0 | =m0
poo\p 7

()

A p A
P2 ——DN1
1 f

A+ </\>2 A ()\ )
=—\ =) Po——\—Po
noo\p p\ p
(A)g
L
Por lo tanto, parece razonable conjeturar que

Pn = (2)%0 (6.5)

Demostraremos la relacién anterior por induccién matematica. Supongamos 6.5 es

D2 =

Asimismo,

p3 =

cierto para n = 1,...,k. Veamos que también se verifica para k 4+ 1. Del sistema

de ecuaciones 6.4 se tiene que

A+ A
Prx — —DPk—1
7

Pi+1 =

Ahora, utilizando la hip6tesis de induccién, puesto que 6.5 es cierta para ky k — 1, se

A+ p (A)’“ A (A)k_l
Per1=——\| =) Po—— | — Po
oo \p i\

tiene que
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Para completar el anélisis falta obtener el valor de py. Para ello utilizaremos que {p;, }n>0

debe ser una funcién puntual de probabilidad, y por lo tanto,

n>0

() me

n>0

w2

n>0

Utilizando 6.5 se tiene que

de donde se sigue que

n
La expresién ) ., <§> corresponde a la de una serie geométrica que converge si

A
I

en nuestro contexto, pues si A > u significa que el tiempo medio de llegada es mayor que

= ﬁ < 1, o lo que es lo mismo que A es menor que . Esta condicion tiene sentido

el tiempo medio de servicio, y por lo tanto el estado del sistema crecera indefinidamente.
No es tan facil de interpretar por qué no existe el estado estacionario si A = y pero un
posible explicacién seria que en este caso conforme la cola crece se le hace mas dificil
al servidor disminuir el tamano de la cola, puesto que la tasa de servicio no es mayor

que la de llegadas.

En definitiva, si p = % < 1 se tiene que:

1 A\ " 1

=2 (3) ==

Po 155 \H >0 P
de donde se sigue que

po=1—p

y por lo tanto, la solucién general para el estado estacionario seria

Pn = pn<1 - p)'
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6.3.1.1. Medidas de eficiencia

A través de la distribucion de probabilidad del estado del sistema para el caso
estacionario podemos obtener algunas medidas para calibrar la eficiencia del sistema,
como son el nimero medio de clientes en el sistema y el nimero medio de clientes en

cola (siempre suponiendo que el sistema se encuentra en estado estacionario).

Sea L la variable aleatoria “ntimero de clientes en el sistema” y L = E(L).

L= npn=) n(l-p)p" :Z”(l_p)pn:pzn(l_p)pn_l:p(lip)’

n>0 n>0 n>1 n>1

o equivalentemente,

Por otro lado, sea Sea L, la variable aleatoria “ntimero de clientes en la cola” y

L, = E(L),. Obsérvese que

0, siL=0

L—1 siL>1

Por lo tanto, tenemos que:

L_Opo+zn_1 ann an_L 1_p0):L_p

1—
n>1 n>1 n>1 P

o equivalentemente,
)\2
Ly=———.
p(p = A)
Otra media de interés es el tamano esperado de la cola cuando ésta no esta vacia.

Denotemos esta medida por L,

Ly=E(LL,21) =) (n—1)pn,

n>1
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donde p,, es la probabilidad de que en el sistema haya n clientes si hay la cola no

esta vacia:

_P(L=n,L>2)
- P(L>2)
Pn
- (n>2)
ZnZQpTL
_ Pn
1 —po—m
_ Pn
1—=(1=p)=(1=pp
_ Pn
P
Luego
o 0 sin=20,1
Pn =

Brgin>2

Por lo tanto,

n>1
DPn
=) (n—1)=
n>2 P

)

((L —291> - (1 —Po —pl))

I
| = =
3/\
™
¥
=
3
|
3
i\g
N
=
3

)
)

| =

(L+po—1)

s
o
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0, equivalentemente,

6.3.1.2. Distribucién de los tiempos de espera

En este apartado obtendremos informacién acerca del tiempo promedio que debe
esperar un cliente en el sistema y en cola para ser servido. Hasta ahora la disciplina de
servicio no ha tenido efecto en los resultados obtenidos para el modelo. Sin embargo,
esta caracteristica es fundamental en el estudio de los tiempos de espera. En el modelo

M /M1 se asume que la disciplina de servicio es FIFO.

Denotemos por W, a la variable aleatoria que representa el tiempo que pasa un
cliente en cola, y sea W, su esperanza. La variable VW, es mixta, pues tiene probabilidad

no nula en el valor 0 y sigue un comportamiento continuo en el resto.

Calculamos el tiempo medio que espera un individuo W, = E (W,) condicionando

por L, el nimero de clientes en el sistema cuando llega al mismo.

Wy = EW,) = E(E(W,|L)) (6.6)
=Y EW,|L=n)P(L=n) (6.7)

Obtengamos el valor de £ (W,|£ = n). Si no hay clientes en el sistema (n = 0), clara-
mente el tiempo de espera en cola es 0. Si hay n > 1 clientes en el sistema, entonces el
nuevo cliente tiene que esperar a que se completen los n servicios que tiene delante; el
de los n — 1 clientes que hay en cola delante de él mas el del cliente que se esta siriv-
iendo. Los n — 1 clientes que estan en cola tardaran cada uno un tiempo exponencial
de parametro u, para el cliente que esta siendo servido, como la propiedad exponencial
tiene la propiedad de pérdida de memoria, el tiempo que le queda una vez que se ha

producido la llegada del nuevo cliente sigue siendo exponencial de parametro p. Por lo
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tanto, cuando el nuevo cliente llega tiene delante n clientes con tiempos exponenciales

de parametro pu, por lo tanto

n

Volviendo de nuevo a la expresiéon 6.6,

(=)

Aunque usualmente la caracteristica de interés es la esperanza del tiempo de espera en

cola, para el calculo de otras medidas se puede comprobar que la funcién de distribucién

de la variable W, viene dada por:

1—p, sit=0

qu (t) -

1 — pe =Pt sit>0.

Consideremos, a continuacion, WV la variable aleatoria continua que representa el

tiempo que pasa un cliente en el sistema, y sea W su esperanza.

Al igual que en el caso anterior, calculemos W, condicionando por L.

W = E (W) =E(E(W|L))

:ZE(W|£:TL)P(£:R)

(6.8)

(6.9)

n=0
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Con un razonamiento analogo al caso anterior, se demuestra que

E(W|L=n):n21.

Volviendo de nuevo a la expresiéon 6.8,

W:iE(quﬁzn)P(ﬁzn)

n=0
“ n+1
=2 P
n=0 K
]' - n . 7
=— (D np"(1—=p)+ > _p"(1—p)
K n=0 n=0
1
p\l—=p
101
pl—p
1
=3

Aunque usualmente la caracteristica de interés es la esperanza del tiempo de espera
en el sistema, para el calculo de otras medidas se puede comprobar que la funcién de

densidad de la variable W viene dada por:

Fw(t) = (u—Ne BNV >0,

6.3.2. Formulas de Little

Analizando los resultados obtenidos en los apartados anteriores se puede observar
que se pueden encontrar relaciones entre las distintas medidas de eficiencia. Estas
relaciones se conocen con el nombre de férmulas de Little y en algunos casos se verifican

de modo general y en otro para modelos mas restrictivos.

« W=W,+ /l[ Esta relacion es bastante intuitiva y se fundamenta en el siguiente

razonamiento. Si Y es la variable aleatoria que representa el tiempo de servicio,
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entonces es claro que W = W, + Y. Puesto que la esperanza de la suma es la
suma de las esperanzas, se tiene que E(W) = E(W,) + E(Y), obteniéndose el
resultado. Esta relacién, por lo tanto, no sélo se verifica en el modelo M/M/1

sino en cualquier modelo general de colas.

L, = AW,. Supongamos que un cliente llega al sistema. En promedio entrara al
servicio después de un tiempo W,. Supongamos que justo cuando va a entrar al
servicio se da la vuelta y cuenta los clientes que estan en cola detras de él; en
promedio ese nimero serfa L,. Puesto que en promedio cada uno de los L, que
estan en la cola han tardado en llegar % respecto del anterior, el tiempo que ha

estado esperando nuestro cliente en cola ha sido L, (%)

L = A\W. Esta expresion se conoce comunmente como la féormula de Little, pues
se debe a un trabajo de Little de 1961. Se puede demostrar que esté condicién y
la anterior se siguen verificando para un modelo de colas de un 1nico canal con
llegadas exponenciales y disciplina FIFO, sin importar la distribucion del tiempo
de servicio. Incluso en un articulo de Jewel de 1967 se presenta un listado de

condiciones menos restrictivas.

L=1L,+ % Es consecuencia inmediata de las anteriores. Se verifica en aquellos

modelos en los que la formula de Little también lo haga.

. Justo cuando un cliente llega al sistema espera encontrarse L clientes
delante de él. Para empezar su servicio tendra que esperar a que finalice el servicio
de los L anteriores. Puesto que el tiempo de servicio promedio es i, el tiempo
medio que espera en cola es iL (observar que se estd utilizando la propiedad de
pérdida de memoria de la exponencial para asegurar que el cliente que estd siendo
servido cuando nuestro cliente se incorpora a la cola también tardara en finalizar

su servicio un tiempo exponencial p). Las condiciones para que se verifique esta

relacién son mucho mas restrictivas que para la férmula de Little, y se cumplen
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sélo en modelos del tipo M/M/1 u otros muy similares.

Proposicion 6.9. Si en un modelo de colas se verifica la formula de Little y que

W, =1L, entonces L = —£—.
 p 1-p

Demostracion. Por hipétesis tenemos que W, = /%L. Puesto que siempre se cumple que

W =W, + %L, se tiene que:

L 1
Z_W— =
I 1
Como, por hipétesis, se verifica la férmula de Little, W = %, tenemos que
L L 1
poooA @
de donde se sigue que
1 1 1
D)3
Ap It
y finalmente,
A
L pu— pu— p
p—XA 1—p

6.3.3. Modelo M/M/1/K

Analizaremos a continuacién una modificacién del modelo M /M /1 que se basa en

suponer que la capacidad del sistema esta limitada a K clientes.

Las ecuaciones de estado del sistema, p,(t), dadas para el modelo M/M/1, siguen
siendo validas si n < K. Analizaremos el caso n = K. Para que el sistema esté en el

estado K en el instante t + At pueden darse tres situaciones:

= Que el sistema esté en estado K en el instante ¢, y en el intervalo (¢,t + At] no

se produzcan llegadas ni servicios. La probabilidad asociada a esta situacién es

pr(t) (1 — AAt 4+ o(At)) (1 — pAt + o(At)) .
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= Que el sistema esté en estado K en el instante ¢, y en el intervalo (¢,t + At] se
produzca una llegada y ningin servicio. Como la capacidad maxima del sistema
es K, el cliente que llega es rechazado y el sistema permaneceria en estado K. La

probabilidad asociada a esta situacién es

prc(t) VAL + o(At)) (1 — uAt + o(At)).

= Que el sistema esté en estado k — 1 en el instante ¢, y en el intervalo (¢, ¢+ At] se
produzca una llegada y ninguin servicio. La probabilidad asociada a esta situacion

es

Pr_1(£) VAL + 0(A1) (1 — pAt + o(At)) .

Por lo tanto,

pr(t+ At) = pr(t) (1 — AAL + o(At)) (1 — pAt + o(At))
+ prc(t) AAE + 0o(AL)) (1 — pAt + o(At))
+ pr_1(t) (AAt 4+ o(Al)) (1 — pAt + o(At))
= pi(t) (1 — pAAt) + pre1(£) (AAL)) (1 — pAt) + o(At)

de donde se obtiene la ecuacién diferencial

dpi (t)
dt

= —upr(t) + Apr-1(t)

y tomando limites cuando t — oo, se obtiene para el caso estacionario

A
Pk = —PK-1-
I

Por lo tanto, el sistema de ecuaciones en diferencia para las probabilidades de estado
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en situacién estacionaria del modelo M/M/1/K es:

(
b1 = ﬁpo

Popt = p, —2p, g, 1<n<K -1

A
PKk = ,PK-1
\

Por el razonamiento iterativo utilizado para el andlisis del modelo M/M/1, sabemos

que

)\ n
pn=<—) Do, 0<n<K-1
]

De la expresién de pg se deduce que la anterior relacion también se verifica paran = K.
Por lo tanto,

o= (p)" Po. 0<n<K,

siendo p = % El valor de pg lo podemos obtener de la condicién Zf:o Ppo = 1, de

donde se sigue que
1

K .
Zn:() p
El denominador de la anterior expresion corresponde a la de una serie geométrica finita

Po =

cuyo valor es

_ K+1
Koo ) o p#L
> =
n=0 K+1, p=1

Por lo tanto,

1,1,0;1(’117 p#1
Po =

1 _
K1’ p=1

de donde se sigue que la expresion final de las probabilidades de estado es:

(1=p)p"
—im, PFL
Py =4 " (6.10)
1
1 P=1

Observese que en este caso la solucion para el estado estacionario existe incluso si

p > 1. Intuitivamente esto se debe a que la limitacion en la capacidad del sistema
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provoca que éste no se desborde. Tambien se observa que si K — oo y p < 1, entonces

pn — (1—p)p", lo cual es consistente con los resultados obtenidos en el modelo M /M /1.

Medidas de Eficiencia

En primer lugar obtendremos el nimero medio de clientes en el sistema, L,
mediante la expresion L = Zf:o np,. Obsérvese que si p = 1, entonces de 6.10 se sigue

que

K K K
1 1 1 K(E+1) K
L = n — = = = —.
ano np Zn:O "K+1 K+1 <an0 ”) K+1 2 2

Si p # 1, entonces

K K K K
L= Z np, = Z npop”™ = pop »_mp" " =pop ¥ _np"
n= n=1 n=0
_ K+l
=prg; (Zp ) o (%)

1— (K +1)pK + Kp&+t
(1—p)?

o [1— (K +1)p% + Kp&t]

A=)

= Pop

Para el tamano medio de la cola, L,, se obtiene que
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de donde se sigue que:

L0, p#1
Li=L—(l-p)=1q """
K(K—1) 1
(K1) pP=
Podemos calcular el tiempo medio de estancia en el sistema de un cliente, W,
condicionado por el nimero de clientes en el sistema cuando el cliente se incorpora al
mismo. Obsérvese que para que el cliente no sea rechazado tiene que haber a lo sumo

K — 1 clientes en el sistema, luego la variable por la que hay que condicionar no es £

sino £ = (L|£ < K — 1), cuyas probabilidades puntuales son:

Pn=PL=nL<K-1)= - — . n<K-1.

Entonces, se tiene que:

Obsérvese que para n fijo, se tiene que E(W|L =n) = ”T“, luego
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Se comprueba facilmente que (L — Kpg) + (1 —px) =L+ 1 — (K + 1)px = %, luego

W= ————([L—- Kpk|+[1—pxk|)

Para el cdlculo del tiempo medio de espera en cola, W,, podemos utilizar la relacién

Lq
AM1l-pk)’

W =W,+ l% Asimismo, se puede comprobar que W, =

6.4. Procesos de Nacimiento y Muerte

La mayor parte de los modelos elementales de colas suponen que las entradas (lle-
gadas) y las salidas (servicios) ocurren de acuerdo a un proceso de nacimiento y muerte,
que es un tipo de proceso estocastico en tiempo continuo con espacio de estados discre-
tos y que posee importantes aplicaciones en diversas area. En lo que se refiere a la teoria
de colas, el término nacimiento se refiere a la llegada de un nuevo cliente y el término
muerte se refiere a la finalizacion de un servicio y la consiguiente salida del cliente. El
proceso de nacimiento y muerte describe en términos probabilisticos como cambia el
ntimero de clientes en el sistema, N(t), con respecto al tiempo ¢. Las suposiciones del

proceso de nacimiento y muerte son las siguientes:

1. En un intervalo suficientemente pequeno de tiempo, el estado del sistema sélo
puede aumentar en uno (un nacimiento), disminuir en uno (una muerte) o per-

manecer como esta.

2. Dado N(t) =n,
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= la probabilidad de que no ocurra ningtin nacimiento en el intervalo (¢, t 4 At|

es 1 — N\, At + o(At)

» la probabilidad de que ocurra un nacimiento en el intervalo (¢,t + At] es
A At 4 o(At)

= la probabilidad de que ocurran dos o mas nacimientos en el intervalo (¢,t +
At] es o(At)

3. Dado N(t) =n > 1,

» la probabilidad de que no ocurra ninguna muerte en el intervalo (t,t + At|

es 1 — pu, At + o(At)

= la probabilidad de que se produzca una muerte en el intervalo (¢,¢ + At] es

pn At + o(At)

» la probabilidad de que ocurran dos o mas muertes en el intervalo (¢,t + At|

es o(At)
4. Los nacimientos y las muertes son independientes entre si

5. El proceso verifica la propiedad de Markov, es decir si t; < to < ... < t < t,

entonces

P(N(t) € S C Zy|N(tr) = np, N(tp—1) = ny—1, ..., N(t1) = k1) =

Al igual que en el andlisis del modelo M/M/1, vamos a intentar obtener las probabil-
idades de estado p,(t), a través de un sistema de ecuaciones en diferencia. Para ello,
vamos a analizar como podria alcanzar el sistema el estado n en el instante ¢t + At en

funcion del estado en el instante . Supongamos inicialmente que n > 1.
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= Si el sistema estd en el estado n en el instante ¢, entonces para que siguiera en el
mismo estado en el instante t + At pueden darse dos situaciones en el intervalo

(t,t + At]:
e 0 que no se dé ningiin nacimiento ni ninguna muerte, lo cual tiene probabil-
idad (1 — A\, At + o(At)) (1 — un At + o(At))

e 0 (ue ocurran un nacimiento y una muerte, lo cual tiene probabilidad

(A At + o(At)) (1 At + o(Al)).

= Por otro lado, si el sistema esta en el estado n 4+ 1 en el instante ¢, entonces
para que cambiase a estado n en el instante ¢t + At, en el intervalo (¢,t + At]

deberia producirse una muerte y ningin nacimiento, lo cual tiene probabilidad

(1 = Ar AL + 0(At)) (fins1 At + o( AL)).

= Finalmente, si el sistema estd en el estado n — 1 en el instante ¢, entonces para
que cambiase a estado n en el instante ¢ + At, en el intervalo (t,t + At] de-

beria producirse un nacimiento y ninguna muerte, lo cual tiene probabilidad

st At + 0(A) (1 — pips1 At + o(AL)).

Por lo tanto, si n > 1, podemos escribir

Pu(t+ At) = p,(t) (1 — MAL + o(At)) (1 — pn At + o(At)) +
+ pn(t) (AAL + o(AL)) (At 4 o(Al)) +
+ Pt () (1 = Mg 1 At 4 0(AL)) (pni1 AL + o(At)) +
+ D1 (t) g1 A + 0(AL)) (1 — prn1 At + o(AL)).

Juntando los término o(At), quedaria

pn(t + At) = pn(t)(l — AN AL — pp, At + pn+1(t) (:un—i—lAt) + pn—l(t) ()‘n—HAt) + O(At)'
(6.11)

Para el caso n = 0, el razonamiento seria el siguiente:
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= Si el sistema estd en el estado 0 en el instante ¢, entonces para que siguiera en
el mismo estado en el instante ¢t + At, en el intervalo (¢, + At] no debe darse

ningun nacimiento, lo cual tiene probabilidad (1 — A\gAt + o(At)).

= Si el sistema estd en el estado 1 en el instante ¢, entonces para que cambiase a es-
tado 0 en el instante t+At, en el intervalo (t, t+At] deberia producirse una muerte

y ninguin nacimiento, lo cual tiene probabilidad (1 — A\ At + o(At)) (u1 At + o(At)).

Por lo tanto, para n = 0, podemos escribir:

po(t + At) = po(t) (1 — NgAt + o(At)) +
+ p1(t) (1 = MAE+ o(A)) (u1 At + o(At)) .

y juntando los términos o(At), quedaria
po(t + At) = po(t)(1 — MAL) + p1(t) (u1 At) + o(At). (6.12)

Si en la ecuacion 6.11 (respectivamente, 6.12) restamos en ambos términos p,(t) (re-
spectivamente, po(t)), dividimos por At y tomamos limites cuando At — 0, el sistema
de ecuaciones diferenciales en diferencia que se obtiene para las probabilidades de es-

tado del proceso de nacimiento y muerte seria

dp%t(t) = _()\n + ﬂn)pn(t) + Mn+1Pn+1 (t> + Anflpnfl(t)a n 2 1
d%(t) = —Aopo(t) + ppi(?)
La probabilidades en el estado estacionario se obtienen igual que en el caso M/M/1,

pues al tomar limites cuando t — oo, p,(t) se vuelve independiente de t. Por lo tanto,

el sistema anterior quedaria:

0= _(/\n + Nn)pn + Hn4+1Pn+1 + )\n—lpn—la n > 1

0= —Xopo + pip1
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0, equivalentemente,

()\n + /fbn)pn = Wn+1Pn+1 + )\nflpnfla n > 1
(6.13)

AoPo = H1P1
El sistema de ecuaciones 6.13 recibe el nombre de ecuaciones de balance y representan
una equivalencia entre la tasa media de entrada y la tasa media de salida de cada

estado del sistema.

Podemos obtener la solucién del sistema 6.13 por iteracién.

At Ao ALt Ao Ao Ao
b2 = b1 — —Po = —Po— —Po =
2 25 M2 M1 2 Hapt1

Do-

[gualmente,

Aot A1 At p2 Ao A1 Ao Ao
p3 = P2——p1 = Po Po = Po
3 w3 M3 Moty M3 1 3oty

En vista de los anteriores resultados, parece razonable conjeturar que para n > 1,

/\n—l/\n—Z s /\1/\0 - )\i—l
Pn = po=po ][~ (6.14)
Hnfbn—1 .- - W2/ i=1 2%

Demostraremos la relaciéon 6.14 por induccion matematica. Sabemos que la féormula es
correcta para n = 1,2,3. Supongamos que es cierta para n = 1,...,k, veamos que

también lo es para k + 1.

At g Ak—1
Pr+1 = Pr — Pr—1
Hr+1 HE+1

k k—1
_ Ak + o H Aic1 B Ni—1 o H Aic1
Hk+1 iy M Hi+1 oy M

k

— Ak H)\ifl +p 1225 H)\ifl — o e ﬁ)\il

0
Hrt1 5 M Hr+1 5 M Hrt1 5 M
k+1

= Do H /\i_‘l .
i=1

Ju
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) |

Por lo tanto, una condicion necesaria y suficiente para que exista la solucion del estado

Para obtener el valor de py tenemos en cuenta que

S (1T
n=0

n=1 i=1 Hi

estacionario es que la serie

Y11 Ai1 (6.15)

ne1i—1 M

sea convergente.
Nota. Para el modelo M/M/1, se tiene que \; = Ay p; = p, por lo que la serie anterior

n
queda > (ﬁ) que es convergente si 5 < 1.

Nota. Supongamos que A\, = A y u, = nu. Entonces, p, = poﬁ, y la serie 6.15
i Thicl a= (A" 1
= N 1 \H nl’

1 Hi — :

n

quedaria

n=1 1
A .
que es convergente y vale e » — 1. Por lo tanto, en este caso, se tiene que

LG

bo=¢€ *, Pn =€ *# nl 7n>17

que es una distribucién de Poisson de parametro ﬁ

6.5. Modelos de colas exponenciales con varios servi-
dores en paralelo
En esta seccién consideramos un modelos de colas en el que las llegadas se producen
segin un proceso de Poisson de parametro A, hay c servidores que atienden a los

clientes cuyos tiempos de servicio son independientes e idénticamente distribuidos,

exponenciales de pardmetro p. Estas colas se ajustan a un modelo de nacimiento y
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muerte en el que A, = A, para todo n. Por otro lado, recordemos que ,, es el nimero
medio de servicios que finalizan por unidad de tiempo cuando en el sistema hay n
clientes. Si n > ¢, entonces los ¢ servidores estan ocupados y como cada uno de ellos
sirve a u clientes por unidad de tiempo, en total finalizarian cu servicios por unidad de
tiempo. Si 1 < n < ¢, entonces sélo n de los ¢ canales estan ocupados, y por lo tanto

la tasa de finalizacion de servicios seria nu. En definitiva,

nuw, 1<n<c

Hn =
cp, n>c.
De la expresién 6.14 se tiene que
2o, 1<n<c
Pn=19"" (6.16)
C!CJ\TMHPO, nz=c

Utilizando la condicién de que > 7/ p, = 1, podemos derivar el valor de py.

c—1 )\n fe'e) )\n
m (Z 2 ﬁ) =1

n=0 n=c

Denotando r = 3, p= ﬁ = *, tenemos que la expresion anterior quedaria

n

c—1 oo n
Do (ZO % + Z C!;_C> = 1.

o] rm
n=c cl¢n=¢"

=, TC e [T\ C T
_ _ - m
Z clen=c ¢l Z (c) c! Zp

n=c n=c m=0

Analicemos ahora la serie )

(6.17)

e 1

que converge a 71—

siempre que p = £ < 1.

Por lo tanto, para el modelo M/M/c, si se verifica que p = £ = CA < 1 entonces la
m

solucion estacionaria existe y el valor de py viene dado por

me (Bras) = (Gl () (52) - o
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Nota. Obsérvese que si ¢ = 1, las expresiones 6.16 y 6.18 se convierten en las corre-

spondientes al caso M /M /1.

Medidas de eficiencia

Tamano esperado de la cola, L,

El tamato de la cola £, es cero si el nimero de clientes en el sistema, n, es menor

o igual que ¢ y n — ¢ en caso contrario. Por lo tanto,

Ly=E(Ln) = Z(” —C)pn = Z s m"po — Z Cn,cC,T‘npo (6.19)

Examinemos la primera serie del lado derecho de 6.19

Do ° n Do rC‘H ° r\n—c—1 > r\n—c—1
n _ 4IY _ _ —
c! cn—CT o Z(n 2 (c) +Zc<c>
n=c Ln=c n=c
+1 [ > -1 ° —1
Do re r\" r\ "
=T 12 (C) Xe(d)
’ | n=0 n=0
rC+1 [ > r n—1 C ° r\ "
B[S0 e )
e &= \c (er N
Do rc—i—l [ 1 c?

Ta e |G- tio

El valor de la segunda serie del lado derecho de 6.19, se obtiene facilmente a partir de

6.17

(o) o0 n c
c—<cl Po= Do c—ccl ¢l (1 — z) '
n=c n=c C

Por lo tanto, la expresién 6.19 quedaria

TC+1 1
Ly = po
' [(1 -

c-cl
’I"C+1 1
P a (1 _ z)2
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En definitiva,

(6.20)

Tiempo medio de espera en cola

Como es habitual, en el modelo M/M /1 asumimos que la disciplina de servicio es
FIFO, entendiendo por FIFO que los clientes entran al servicio por orden de llegada,
aunque al haber varios canales es posible que un cliente que ha llegado después que otro
salga del sistema antes que el primero. Haciendo uso de la formula de Little, obtenemos

que:

w,==1= <%> . Po- (6.21)

Tiempo medio de estancia en el sistema

Utilizando la relacién general entre W'y W, y el resultado obtenido en 6.21, se tiene

que:

() » ! (6.22)

Numero medio de clientes en el sistema

Utilizando la férmula de Little y la expresién 6.22, se obtiene que:

L=\W = G‘)CM 42 (6.23)
O T e w2 | T |
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Distribuciones de probabilidad de W, y W

Aunque, como hemos visto, las distribuciones de probabilidad de W, y W no son
necesarias para obtener W, y W, las dejamos indicadas en este apartado para poder
responder a cuestiones acerca de la probabilidad de que un determinado cliente espere
una cierta cantidad de tiempo. En concreto, W, es una variable mixta, con un punto

aislado t = 0 en el que se alcanza probabilidad

()
P(Wq:()):l_—)\po
c! (c—;)

y una parte continua en (0, +00) regida por la funcién de densidad

3w
qu (t) = , t> 0

(c—1)!

Asimismo, WV es una variable continua, cuya funcién de densidad viene dada por:

_ pe M = et ps POV, = 0)] = [1= POWy = 0)) A = cpa] pe™ (!

t>0.
A—(c—1u e

Jw(t)

6.6. Modelo M/M/c con fuente de entrada finita

Consideramos una variacién del modelo M /M /c consistente en que la fuente de
entrada es limitada; es decir, el tamano de la poblaciéon de potenciales clientes es finito.
Sea N el tamarnio de dicha poblacién. De este modo, cuando en el sistema se encuentran

n clientes, restan solo N — n clientes potenciales en la fuente de entrada.

La aplicacion mas importante de este modelo es el problema de reparacién de
maquinas, en el que se asigna a uno o mas técnicos la responsabilidad de mantener

operativas un grupo de N maquinas. Cuando estas maquinas se estropean acuden al
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sistema de mantenimiento en espera de ser reparadas, y cuando estan operativas estan

fuera del sistema.

En el modelo con poblaciéon finita los clientes alternan entre estar dentro y fuera
del sistema, asi pues por analogia con el modelo M/M/c se supone que el tiempo
que pasa cada miembro fuera del sistema es una variable exponencial de parametro \.
Cuando n miembros estan dentro, N — n estan fuera, y por lo tanto la distribucion
de probabilidad del tiempo que falta para la proxima llegada al sistema es el minimo
de N — n variables exponenciales independientes de parametro A. Se puede demostrar
que esta distribucién se ajusta a una exponencial de pardmetro A(N — n). Asi que el
modelo es un caso especial del proceso de nacimiento y muerte en el cual

\ (N—=n)A, 0<n<N

0, n>N

Hn =9 cu, c<n<N

n=0
N A"
n — - 3 1< <N
Pr= N =) (u) Po !
A+
L,=N T“(1—p0), L:N—§(1—p0)
L L
Wq—fq, W::
\ )
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donde
A=AN-1L).

Medidas de eficiencia para el caso M /M /c con poblacién finita

n=0 " K n=c
p, = (JZ) <ﬁ)npo7 0<n<c
(]Z) cn?!cc! (%)npo, c<n<N
c—1 n N .
e [Z”<n) () ()= () ]
n=0 n=c
c—1 n
N A
Ly=L—-c+p c—n ( ) (__)
! 2 e=n(, ) G
L L
Wq = TQ? W = =
A A

donde
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6.7. Modelo de colas con tiempos de servicio no

exponencial

Modelo M/G/1

En este modelo se supone que el sistema de colas tiene un servidor, las llegadas
se producen segun un proceso de Poisson de tasa A y los clientes tienen tiempos de

servicio independientes e idénticamente distribuidos de media i y varianza o2

Cualquier sistema de colas de este tipo alcanza en algiin momento el estado estable si
p= % < 1. Las medidas de eficiencia para este modelo toman las siguientes expresiones

(la referente a L, recibe el nombre de férmula de Pollaczek-Khintchine)

pp=1—p

202 4+ o2

L, = Xette
2(1=p)
L=1Ly+p

L

W, =5

L 1
W=="=W,+—
A q+u

2 aumenta.

Obsérvese que las medidas de eficiencia incrementan su valor conforme o
Esto indica que el funcionamiento del servidor tiene gran transcendencia en la eficiencia
global de la instalacion. Asimismo, se observa que las férmulas anteriores se reducen a
las del modelo M/M/1 cuando los tiempos de servicio siguen una distribucién expo-

nencial.
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Modelo M/D/1

Cuando el servicio consiste basicamente en la misma tarea rutinaria que el servidor
realiza para todos los clientes, tiende a haber poca variacion en el tiempo de servicio
requerido. En el modelo M/D/c se asume que el tiempo de servicio siempre es igual a

una constante fija.

Cuando sélo se tiene un servidor, el modelo M/D/1 se reduce a un caso particular
del modelo M/G/1 en el cual 0? = 0, con lo que la férmula de Pollaczek-Khintchine se

reduce a:

Modelo M/E)/1

El modelo M/D/c supone una variacién cero en los tiempos de servicio, mientras
que el modelo M/M/1 supone una gran variabilidad (o = %) Entre estos dos casos
extremos hay un gran intervalo (0 < o < l%) en el que caen muchas de las distribuciones
de servicio reales. Una distribucion teodrica de tiempos de servicio que concuerda con

este rango intermedio es la distribucion de Erlang.

La distribucion de Erlang de parametros k y v es la suma de k variables aleatorias

independientes exponenciales de parametro v. Asi pues, su media es % y Su varianza es

o’ = y% Particularizando las expresiones del modelo M /G/1 a una distribucién Erlang

de media i (es decir, tomando v = ku), se obtiene que las medidas de eficiencia del

modelo M/E}/1 vienen dadas por:

RS

I -
T2k p(p =)
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