Tema 3

Aplicaciones de la programacion

dinamica

3.1. Problemas de Inventario

Ejemplo 3.1. Supdéngase que una empresa sabe que la demanda de un determinado
producto durante cada uno de los préximos cuatro meses va a ser: mes 1, 1 unidad;
mes 2, 3 unidades; mes 3, 2 unidades; mes4, 4 unidades. Al principio de cada mes la
empresa debe determinar cuantas unidades deben de producirse durante dicho mes.
Cada mes en el que se produce al menos una unidad la empresa incurre en un costo
inicial de 3%, mas 1$ por cada unidad producida. Al final de cada mes cada unidad en
inventario (producidas y no vendidas) ocasiona un costo de 0.53. La empresa tiene la
siguientes restricciones a la hora de planificar la produccion:

- La limitacién de maquinaria provoca que no se pueden producir mas de 5 unidades
del producto por mes.

- La limitacion de capacidad del almacén restringe el inventario final de cada mes a un
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maximo de 4 unidades

La empresa desea determinar un calendario de produccion para cada mes que cumpla
a tiempo con las demandas y que reduzca al minimo la suma de costes de produccién y
almacenamiento durante los cuatro meses. Se supone que no hay unidades en inventario
al principio del primer mes.

Indicaciones

Se puede plantear el problema como un problema de programacion dindmica, donde
cada etapa representa un mes. En cada etapa la variable estado indicard el niimero de
unidades en inventario al principio del correspondiente mes. De esta forma, el espacio
de de estados & serd {0,1,2,3,4}.

Utilizando la idea del algoritmo ”Backward”, en cada etapa se representa por ff(FE)
como el costo minimo de satisfacer las demandas para los meses i,7 + 1,...,4, si al
principio del mes ¢ hay F unidades en inventario. Asi, para el iltimo mes, como la
demanda debe ser totalmente satisfecha, habra que resolver, para cada posible valor

de E, el siguiente problema:

fi(E) = Min ¢(xy)
s.a
Ty + E=4

x4 €{0,1,2,3,4,5}

donde

0 stz =20
c(x) =

3+x six>0
Supongase que FE son las unidades en inventario al inicio del tercer mes. Como la
empresa debe satisfacer para ese mes una demanda de dos unidades, se deben producir

x unidades de forma que F + x > 2. Esto produce un coste para la empresa de ¢(x)
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$. Al final del esta etapa habré en inventario F + z — 2 unidades, lo que producird un
gasto para la empresa de (0,5)(F + x — 2)$ en concepto de inventario, més un gasto de
fi(E+x —2) $ que es el coste minimo para el ltimo mes cuando este comienza con
E 4+ x — 2 unidades en inventario. Por tanto, en esta etapa habra que resolver, para

cada valor de FE el siguiente problema:

£(E) = Min (%)(E—Fxg — )t e(ws) + f1(E+2—2)
S.a
T3 + E > 2

z3 €{0,1,2,3,4,5}

Aplicando la misma idea se obtienen el resto de las etapas. La solucién 6ptima del
problema consiste en producir una unidad durante el mes 1, 5 unidades durante el mes
2, 0 unidades durante el mes 3 y 4 unidades durante el mes 4, incurriendo todo ello en

un costo total de 20%.

3.2. Camino mas corto en un grafo

Consideramos un grafo dirigido G = (X, A), donce X es el conjunto de vértices
(| X]| = M) y A es el conjunto de arcos (||A|| = N). Con cada arco a = (i,j) viene
asociada una distancia [(a) = (4, j). El problema consiste en encontrar el camino més
corto entre un vértice inicial dado 0 y un subconjunto de vértices terminales 7" C X

(T podria ser un unico vértice).

Ejemplo 3.2. El problema del comerciante. Supéngase que un comerciante de
Madrid desea viajar a Praga realizando el viaje en tres etapas. En la primera tiene

oportunidad de hospedarse en Maresella, Paris o Limoges; en la segunda lo hard en
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Zarich, Munich o Milan, para desde ahi trasladarse directamente a Praga. El comer-
ciante desea saber donde debe hospedarse en cada etapa para minimizar el trayecto del

viaje. Las distancias en cada etapa son las siguientes:

Marsella | Paris | Limoges
Madrid 950 1120 725
Ztrich | Munich | Milan
Marsella | 500 700 350
Paris 430 750 800
Limoges 600 825 570
Praga
Zuarich | 625
Munich | 325
Milan 750

Estamos ante un problema de encontrar el camino més corto en un grafo secuencial
(sin circuitos). En este caso, cada vértice de G corresponde a un par (estado,etapa), y
los estados asociados con la etapa ¢ son los vértices k de GG para los cuales el camino
mas largo entre 0 y k contiene exactamente ¢ arcos. Para resolver el problema en este

tipo de grafos podemos adaptar cualquiera de los dos algoritmos que se han visto.

Se determina la trayectoria mas corta a Praga desde cada ciudad donde empieza la

tercera etapa:

f5 (Zrich) = 625
f5 (Mtnich) = 325

#1(Milan) = 750
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Se determina la trayectoria mas corta a Praga desde cada ciudad donde empieza la

segunda etapa:
fy(Marsella) = Min{500 + fi(Zrich), 700 + f;(Minich), 350 + f3(Milan)}
= Min{1125,1025,1100} = 1025 (Marsella-Munich-Praga)
f5 (Paris) = Min{1055,1075,1550} = 1055 (Paris-Zuirich-Praga)
f5(Limoges) = Min{1225,1150, 1240} = 1150 (Limoges-Munich-Praga)

Finalmente, para establecer la ruta 6ptima:

fi(Madrid) = Min{950 + f5(Marsella), 1120 + f;(Paris), 725 + f5(Limoges)}

= Min{1975,2175,1875} = 1875 (Madrid-Limoges-Munich-Praga)

Ejemplo 3.3. Dado el siguiente grafo se pide encontrar el camino mas corto entre los

vértices 5y 6.

El anterior grafo no es secuencial, pues contiene circuitos, pero verifica que ningtin
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circuito tiene longitud negativa, y por tanto, existe un camino elemental (sin circuitos)
optimo. Tal camino tendrd a lo sumo N — 1 arcos. Lo que vamos a hacer es obtener el
camino mas corto entre cada vértice y T' con exactamente ¢ arcos con ¢ variando entre

1y N — 1, para elegir finalemente, para cada vértice aquel de longitud mas corta.

Definimos para cada vértice k, fi(k) como la longitud del camino mas corto entre k y

6 con exactamente 1 arco. Cuando tal camino no existe se acuerda un longitud de +oc0.
Fi(1) =400 Fi(2) =400 Fi(3)=4

Como tengo calculados los CMC entre cada vértice y 6 con exactamente 1 arco, resul-
tara que para cada vértice k el CMC entre cada vértice y 6 con exactamente 2 arcos

corresponderd al siguiente minimo:
Fy(k) = Min{l(k, k") + Fi(K'); (k, k") € A}

Es decir, para un vértice dado k, me fijo en todos sus sucesores (vértices k' tales que

(k,k') € A) y busco aquel que me proporciona el camino més corto hasta 6.
(1) = +00 Fy(2) = (7,5) Fy(3) = (6,5)

F(4) =400 FR((5)=(53) Fy6)=+oo

Donde con F5(2) = (7,5) queremos expresar que el CMC entre 2 y 6 tiene longitud 7

y el predecesor de 2 en este camino es 5

Fy(k) = Min{l(k, k') + F(K'); (k, k) € A}
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By(1) = oo Fy(2) = (7,5) Fy3)=(5,2)

Etapa 4

Fy(k) = Min{l(k, k') + F3(K); (k, K) € A}
Fi(1) = 400 Fy(2) = (9,5) Fy(3) = (5,2)

Fi(4) = 400 F5(5) = (6,3) Fu(6) = +oo

. Cual es el CMC uniendo el vértice 5 con el vértice 67.
Min{F;(5);i=1,2,3,4}

La respuesta es que hay dos caminos 6ptimos de longitud 5: 5 -6y 5 — 3 — 6.
. Cual es el CMC con exactamente 4 arcos uniendo el vértice 5 con el vértice 67. La
respuesta es: 3 — 5 — 3 — 6 de longitud 6 El algoritmo general se resume del siguiente

modo:

Obtencién del CMC, con exactamente 1 arco, entre cada vértice de X y T’
Vk e X : Fi(k) = Min{l(k,K'); k' € T, (k, k") € A}
siendo Fy(k) = +oo si {k' € T; (k, k') € A} =10

Obtencion del CMC, con exactamente i arcos, entre cada vértice de X y T'

VkeX:  Fi(k)= Min{l(k, k) + F(K); (k, k) € A}

Obteniendo el CMC entre 0 y T" como:

Min{F;(0);i=1,..,N —1}
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3.3. Problemas de Asignaciéon de Recursos

Ejemplo 3.4. Para mejorar la atencién médica en 3 paises subdesarrollados se dispone
de cinco brigadas médicas que son indivisibles. Con el fin de distribuir a las brigadas
entre los paises de la mejor forma posible, se utiliza como indicador de la eficiencia el
numero de anos de vida adicionales por persona en funcién del nimero de brigadas en-
viadas a cada pais, que se encuentra en la tabla adjunta (cantidades divididas por mil).
. Cual es la asignacién que maximiza las medidas de eficiencia?. Resolver utilizando la

programacion dindmica.

Pais
Numero de brigadas médicas | 1 2 3
0 0 0 0
1 45 20 50
2 70 45 70
3 90 75 80
4 105 110 100
5 120 150 130

Resolvemos el problema aplicando el algoritmo ”Forward”. Cada etapa sera la asig-
nacién de brigadas médicas a un pais. En cada etapa, el estado vendra dado por el
nimero total de brigadas médicas asignadas en las anteriores etapas. Por tanto el espa-
cio de estados es £ = {0, 1,2,3,4,5}. Definiremos las cantidades f;(z) como el valor de
asignar = brigadas médicas al pais i y P(E,7) como el valor éptimo alcanzado despues

de asignar E brigadas médicas entre las etapas 1 e 1.

En esta etapa, P(E,1) = fi(F).

P(0,1)=0 P(1,1)=45 P(2,1) =170
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P(3,1) =90 P(4,1) =105 P(5,1) =120

En esta etapa P(2,2) es el valor de la asignaciéon 6ptima suponiendo que al final de

esta etapa se han asignado dos brigadas médicas. Por tanto,

P(2,2) = Maz{P(0,1) + f»(2), P(1,1) + fo(1), P(2,1) + f»(0)} = 70

En general,
P(E,2) = Maz{P(F,1)+ fo(E—-F);F =1,...E}
Vamos a realizar los calculos sobre una tabla:
Estado Inicial (F) Optimo
Estado Final (E) | 0 1 2 3 4 5 | P(E,2)
E=0 0 0
E=1 20 45 45
E=2 45 65 70 70
E=3 790 90 90 90
E =14 110 120 115 110 105 120
E=5 150 155 145 135 125 120 155
Estado Inicial (F) Optimo
Estado Final (E) | 0 1 2 3 4 5 | P(E,3)
E=0 0 0
I@ E=1 50 45 50
E=2 70 95 70 95
E=3 80 115 120 90 120
E =4 100 125 140 140 120 140
E=5 130 145 150 160 170 155 170
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Por tanto el valor 6ptimo es 170. ; Como obtener la solucién que alcanza este valor?.

En la

tabla final se ve que 170=P(5,3) = P(4,2) + f3(1). En la tabla 2 se ve que

P(4,2) = P(1,1)+ f2(3)=f1(1) + f2(3). Por tanto, 170=P(5,3) = f1(1) + f2(3) + f5(1).

Es decir, la solucién es asignar una brigada médica al pais 1, 3 brigadas al pais 2 y 1

al pais 3.

3.4.

1.

Ejercicios

Tres equipos de investigacion tratan de resolver un mismo problema de forma in-
dependiente. Las probabilidades de fracasar son 0.4,0.6 y 0.8. Se desea minimizar
la probabilidad de fracaso y se dispone de dos cientificos mas para reforzar los
equipos. Para determinar a qué equipo asignarlos se elabora la tabla siguiente,
que da la probabilidad de fracaso de cada equipo cuando es reforzado con 0,1 y

2 cientificos.

Equipo

Refuerzos 1 2 3

0 04 06 08
1 02 04 0.5
2 0.15 0.2 0.3

Resolver el problema mediante alguna técnica de programacion dinamica.

. Un estudiante tiene que examinarse de tres asignaturas (A, B y C) y disponde

de tres dias para estudiar. El estudiante piensa que es mejor dedicar cada dia
completo a una séla asignatura, de forma que cada asignatura la puede estudiar
uno, dos o tres dias, o bien no estudiarla. Su estimacion de los puntos que puede
alcanzar en cada asignatura en funcion de los dias que dedique a estudiarla se

muestra en la tabla siguiente:
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Asignaturas
Dias de estudio | A B C
0 0 2 0
1 2 2 2
2 2 6 6
3 6 8 6

. Cuantos dias debe dedicar el estudiante a cada asignatura con el fin de maxi-

mizar la suma total de los puntos que espera obtener?

3. Un comerciante desea hacer un viaje de negocios a Tokio. Puede elegir entre
coger el avion en Alicante, Murcia o Valencia. Despendiendo de la ruta elegida,
el avién hace una serie de escalas en unas ciudades u otra. Asi pues, después del
aeropuerto de salida elegido, la primera escala se situa en Barcelona o Madrid,
la segunda lo hace en Viena, Milan o Praga, y la ultima en Mosci o Bombay.
En las siguientes tablas se muestra la duracién del viaje (en horas, incluyendo
transbordos) entre cada par de aeropuertos. Decidir qué aeropuerto de salida

escoger y qué ruta seguir para llegar lo antes posible a Tokio.

Barcelona Madrid Mosci Bombay
Alicante 1 4 Viena 4 3
Murcia 4 2 Milan 6 2
Valencia 5 6 Praga 5 6
Viena Milan Praga Tokio
Barcelona 4 8 6 Moscu 4
Madrid 3 ) 1 Bombay 6

4. La Northern Airplane Company construye aviones comerciales para varias lineas

aéreas de todo el mundo. La ultima estapa del proceso consiste en la fabricacién de
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los motores de turbina y su instalacién en la estructura del avién. La compania

tiene que hacer entrega, proximamente, de un gran nimero de aviones y, por

este motivo, desea programar la produccion de los motores de turbina para los

préximos cuatro meses.

En la siguiente tabla se muestra, para cada uno de los proximos cuatro meses, la

cantidad de motores que deben de estar listos para su instalacién, la capacidad

de produccion maxima de dicho mes, el coste unitario de fabricar cada motor

(que puede variar de mes a mes debido a las necesidades de plantilla, alteraciones

en los precios de las materias primas, consumos energéticos, etc.), y el coste de

almacenar un motor durante un mes (en este caso, el coste siempre es fijo de

15000 euros por motor).

Instalaciones Produccion  Coste unitario  Coste unitario
Mes | Programadas  méxima  de produccién®™ de almacenaje*
1 10 25 1.08 0.015
2 15 35 1.11 0.015
3 25 30 1.10 0.015
4 20 10 1.13

* coste dado en millones de euros.

Dada las variaciones de los costos de produccion, podria valer la pena fabricar

algunos motores antes de su fecha de instalacién. Utilice métodos de programacion

dindmica para determinar la produccion 6ptima de cada mes, teniendo en cuenta

que las cantidades producidas deben ser multiplos de 5.





